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Das  Recht  der  UeberseUung  bleibt  vorbehalten. 


VORWORT. 


Wenn  die  »Encyklopaedie  der  Naturwissenschaften t  mit  einer  der  reinen 
Mathematik  gewidmeten  Abtheilung  beginnt,  so  hat  dies  seinen 
guten  Grund  darin,  dass  jede  Naturwissenschaft,  welche  nicht  bloss  beob- 
aditen  und  experimentiren  sondern  Naturgesetze  erkennen  will,  die  Hülfe 
der  Mathematik  nicht  entbehren  kann.  Dies  erklärt  sich  sehr  einfach;  denn 
ein  Naturgesetz  ist  die  Regel,  nach  welcher  eine  bestimmte  Klasse  von  Natur- 
erscheinungen vor  sich  geht;  aber  jeder  Naturprocess  erfolgt  irgendwo  d.  h. 
an  einer  oder  mehreren  Stellen  des  Raumes,  er  hat  seinen  bestimmten  Ver- 
lauf in  der  Zeit,  er  kann  endlich  mit  grösserer  oder  geringerer  Intensität 
d  h,  mit  gradweiser  Verschiedenheit  auftreten  —  es  ist  daher  ohne  Weiteres 
einleuchtend,  dass  man  ein  Naturgesetz  nicht  einmal  präcis  aussprechen  ge- 
schweige denn  verstehen  kann,  ohne  von  den  mathematischen  Bestimmungen 
räumlicher,  zeitlicher  und  graduell  verschiedener  Grössen  Gebrauch  zu  machen. 
Aus  demselben  Grunde  besitzen  schon  die  einfachsten  Definitionen  der  Physik 
eisen  mathematischen  Charakter  (Dichtigkeit  z.  B.  ist  das  Verhältniss  der 
Masse  zu  deren  Volumen),  der  sich  bei  eigentlichen  Naturgesetzen  zu  mathe- 
matischen Formeln  steigert  (beim  freien  Falle  eines  Körpers  z.  B.  wächst 
der  durchlaufene  Weg  proportional  dem  Quadrate  der  verflossenen  Zeit.) 

Was  nun  die  vorliegende  Darstellung  der  Mathematik  betrifft,  so  kann 
sie,  gegenüber  der  kolossalen  Ausdehnung  der  Wissenschaft,  selbstverständlich 
keine  erschöpfende  sein,  wol  aber  soll  sie  den  Leser  so  weit  fuhren,  dass  er 
eine  ganze  Reihe  von  Hauptwerken  über  Astronomie,  Mechanik,  Physik  und 
Ii^enieurwissenschaften  lesen  und  sich  nöthigenfalls  weiter  helfen  kann.  Das 
Ganze  zerfällt  in  zwei  Haupttheile,  deren  erster  die  niedere  Mathematik 
(Arithmetik  imd  Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  Projectionslehre  und 
Trigonometrie),  und  deren  zweiter  die  höhere  Mathematik  (Analytische  Geo- 
metrie  der  Ebene  und  des  Raumes,    Differentiah-echnung,    Integrah-echnung^ 


VI  Vorwort 

und  einen  Abriss  der  Wahrscheinlichkeitsrechnui^)  umfasst.  Der  erste  Thdl 
ist  gewissermaassen  die  Formenlehre,  der  zweite  die  Syntax  der  mathematischen 
Sprache;  der  erste  bindet  allerdings  den  Studirenden  an  gewisse  Formen, 
die  nun  einmal  gelernt  werden  müssen,  der  zweite  gewährt  die  freie  Bew^eg- 
lichkeit,  welche  auf  eigene  Entdeckungen  ausgehen  kann.  Liesse  sich  jener 
elementare  Theil  in  demselben  jugendlichen  Alter  absolviren,  in  welchem 
man  das  Decliniren  und  Conjugiren  lernt,  so  würde  das  Vorurtheil,  dass  die 
Mathematik  eine  trockene  Wissenschaft  sei,  sehr  bald  in  das  Gegentheil  um- 
schlagen. Vielleicht  dient  aber  die  vorliegende  Darstellung  dazu,  um  in 
weiteren  Kreisen  das  Interesse  für  eine  Wissenschaft  zu  verbreiten,  die  sich 
rühmen  darf,  nicht  nur  absolute  Wahrheit  zu  liefern,  sondern  auch  die  Sprache 
zu  verstehen,  welche  die  Natur  zu  uns  redet. 

Dresden,  1879. 

Schlömilch. 
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Bearbeitet  von 

Dr.   F.   R  e  i  d  t 

in  Hamm. 


Einleitung. 

Der  Aufgabe,  die  Lehren  der  Elementar-Mathematik  in  einer  für  den  Selbst- 
unterricht geeigneten  Weise  zu  entwickeln,  kann  nur  dadurch  genügt 
werden,  dass  die  Forderung  wissenschaftlicher  Strenge  und  Eleganz  nicht  zur 
alleinigen  Richtschnur  gemacht,  sondern  daneben  auch  der  leichten  Verständ- 
lichkeit ein  erheblicher  Knfluss  auf  die  Darstellungsweise  eingeräumt  wird.  Des- 
halb war  es  nöthig,  in  dem  vorliegenden  Theil  der  »Encyklopädie«,  welcher  die 
ersten  Anfänge  mathematischen  Wissens  mittheilen  soll,  einen  Gang  einzuschlagen, 
welcher  demjenigen  des  praktischen  Schulunterrichts  ähnlich  ist,  und  vor  Allem 
das  Prinzip  des  Fortschritts  vom  Besonderen  zum  Allgemeinen  an  die  Spitze  zu 
stellen.  Erst  nachdem  auf  diesem  Wege  eine  gewisse  Summe  mathematischer 
Kenntnisse  und  vor  Allem  ein  bestimmter  Grad  des  Verständnisses  und  der 
Uebung  in  der  Behandlung  mathematischer  Gegenstände  erreicht  worden  ist,  darf 
jene  Art  der  Darstellung  Platz  greifen,  welche  von  den  allgemeineren,  die 
besonderen  Fälle  einschliessenden  Gesetzen  ausgeht  und  in  der  Form  allein  die 
Forderung  wissenschaftlicher  Eleganz  stellt,  ohne  nÖthig  zu  haben  auf  die  durch 
diese  Form  nicht  selten  beeinträchtigte  Erleichterung  des  Verständnisses  für  den 
Lernenden  Rücksicht  zu  nehmen.  So  ist  beispielsweise  aus  dem  angeführten 
Grunde  in  der  Geometrie  darauf  verzichtet  worden,  von  Anfang  an  die  allge- 
meineren Anschauungen  und  Untersuchungsweisen  der  neueren  (synthetischen) 
Geometrie  einzuführen,  obgleich  dies  in  jüngster  Zeit  vielfach  selbst  für  den 
elementaren  Schulunterricht  verlangt  worden  ist.  Verfasser  ist  der  Ansicht,  dass 
dadurch  in  der  Praxis  eher  geschadet,  als  ein  Gewinn  erzielt  wird,  und  dass  erst 
ein  auf  den  durch  die  ältere  Methode  geschaffenen  Unterbau  gegründetes  weiteres 
Studium  zu  reifem  Verständniss  allgemeinerer  Untersuchungen  und  Methoden 
führt 

Die  Behandlung  der  sogenannten  neueren  Geometrie  selbst  lag  ausserhalb 
des  Rahmens  dieser  Schrift,  doch  sind  im  Anschluss  an  die  Planimetrie  die  ein- 
fachsten Lehren  derselben  in  analoger  Behandlungsweise  mit  jener  mitgetheilt 
worden,  um  wenigstens  einen  vorläufigen  Einblick  in  dieselbe  und  eine  Vorbe- 
reitung für  ein  besonderes  Studium  einschlägiger  Schriften  zu  bieten  und  ausser- 
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dem  eine  Bezugnahme  darauf  bei  entsprechenden  analytisch-geometrischen  Unter- 
suchungen zu  ermöglichen. 

In  der  Arithmetik  und  Algebra  ist  in  Betreff  des  Uebungsmaterials  auf 
verbreitete  Aufgaben-Sammlungen  verwiesen  worden,  da  eine  umfangreiche  Mit- 
theilung solchen  Materials  zuviel  Raum  erfordert  haben  würde. 


Durch  wiederholtes  Setzen  einer  Einheit,  d.  i.  durch  Zählen  oder  Numeriren, 
erhält  man  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen: 

1,    /if    O,    4,    0,    •    •    .    •    , 

welche  ohne  Ende  fortschreitet  Eine  solche  Zahl  ist  also  ein  zusammenfassender 
Ausdruck  für  eine  bestimmte  Menge  (Anzahl)  gleichartiger  Einheiten.  Jede 
folgende  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  ist  um  eine  Einheit  grösser  als  die 
nächst  vorhergehende. 

Durch  Verbindung  zweier  oder  mehrerer  Zahlen  nach  bestimmten  Gesetzen, 
d.  i.  durch  Rechnen,  lassen  sich  aus  jenen  andere  Zahlen  ableiten,  welche  zu 
ihnen  in  einer  vorgeschriebenen  Beziehung  stehen.  Von  solchen  Verbindungs- 
weisen soll  im  Folgenden  näher  gehandelt  werden. 

Neben  den  —  hier  als  bekannt  vorausgesetzten  —  bestimmten  Zahlzeichen 
(Ziffern  und  deren  Verbindungen)  bedient  man  sich  zur  Bezeichnung  von  Zahlen 
auch  der  Buchstaben.  Es  geschieht  dies,  wenn  von  einem  bestimmten  Werth 
der  Zahl  abgesehen  werden,  es  also  gestattet  sein  soll,  sich  unter  dem  gebrauchten 
Zeichen  jede  beliebige  bestimmte  Zahl  vorzustellen.  Dieser  Gebrauch  der  Buch- 
staben findet  namentlich  zu  dem  Zwecke  statt,  die  allgemeinen  Regeln  und  Ge- 
setze des  Rechnens  darzustellen,  welche  für  alle  Zahlen,  ohne  Rücksicht  auf 
besondere  Werthe,  Geltung  haben.  Innerhalb  derselben  Rechnung  ist  dabei 
unter  einem  und  demselben  Buchstaben  stets  dieselbe  Zahl  zu  denken,  wenn- 
gleich, wie  bemerkt,  unbestimmt  gelassen  wird,  welches  ihr  Werth  ist. 

Ausserdem  gebraucht  man  die  Buchstaben  zur  Bezeichnung  solcher  Zahlen, 
deren  Werthe  zwar  nicht  unbestimmt,  aber  unbekannt  sind,  also  z.  B.  der 
gesuchten  Grössen  bei  Rechnungs-Aufgaben.  Man  ist  übereingekommen,  zu  dem 
letzteren  Zweck  in  der  Regel  die  letzten  Buchstaben  des  Alphabets,  dagegen 
als  allgemeine  Zahlzeichen  vorwiegend  die  ersten  zu  benutzen. 

Die  allgemeine  Arithmetik  handelt  von  den  Gesetzen  der  einfachsten  Ver- 
bindungsweisen von  Zahlen  oder  der  sogenannten  Grund-Rechnungsarten.  Wegen 
des  angeführten  Gebrauchs  der  Buchstaben  wird  sie  wol  auch  Buchstabenrechnung 
genannt. 

In  dem  Begriff  der  Zahl  liegen  nach  dem  Obigen  zwei  Begriffe,  nämlich 
derjenige  einer  ursprünglich  gegebenen  Grösse,  der  Einheit,  und  derjenige 
eines  wiederholten  Setzens  dieser  Einheit  oder  einer  bestimmten  Anzahl. 
Einheit  kann  jede  Grösse  sein,  und  ein  und  dasselbe  Zahlzeichen  kann 
daher  sehr  Verschiedenes  bedeuten,  je  nachdem  ihm  verschiedene  Einheiten  zu 
Grunde  liegen.  Durch  die  Angabe  der  Einheit  erhält  die  Zahl  ihre  Benennung 
(benannte  Zahlen).  Bei  allgemeinen  Untersuchungen  kann  die  Einheit,  welche 
den  verschiedenen  Zahlen  derselben  Rechnung  gemeinsam  zu  Grunde  liegt» 
unbestimmt  gelassen  werden  (abstracte,  unbenannte  Zahlen). 

Von  der  Einheit  ist  die  Eins  zu  unterscheiden.  Die  letztere  ist  diejenige 
Zahl,  welche  das  einmalige  Gesetztsein  der  ersteren  angiebt. 
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Dass  zwei  Zahlen  a,  b  einander  gleich  sind,  d.  h.  dieselbe  Anzahl  von  Ein- 
heiten haben,  wird  durch  a=^  b  bezeichnet.  Ein  derartiger  Ausdruck  heisst  eine 
Gleichung;  die  Zahlen  ä,  b  heissen  die  Seiten  der  Gleichung,  und  das 
Zeichen  =  wird  gelesen  »gleich.«  Dagegen  bedeutet  a>  b^  dass  a  grösser  als  ^, 
ii<^,  dass  a  kleiner  als  b  ist. 


I.  Abschnitt: 

Die  sieben  Grund-Operationen. 


Kapitel  1. 
Addition  und  Subtraction. 

§  1.    Begriff  der   Addition. 

Um  aus  zwei  Zahlen  ö,  b  eine  dritte  c  abzuleiten,  kann  man  sich  die  Einheiten 
von  h  zu  den  Einheiten  von  a  hinzugefügt,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Zahl  a 
um  h  Einheiten  wachsend  denken.  Man  sagt  in  diesem  Fall,  es  solle  b  zw  a 
addirt  werden,  nennt  diese  Operation  (d.  i.  Rechnungsart)  Addition,  schreibt 

a-\-  b^=  c 
and  liest  dies  »ö  plus  b  gleich  r.«  Die  Berechnung  der  neuen  Zahl  c  geschieht 
dadurch,  dass  man  von  der  Zahl  a  aus  so  lange  weiter  zählt,  bis  b  Einheiten 
hinzugefugt  sind.  *)  Die  beiden  Zahlen  a  und  b  haben  also  hierbei  verschiedene 
Bedeutungen;  die  eine  derselben,  hier  <z,  soll  vermehrt  werden  und  heisst  des- 
halb der  Äugend;  die  andere,  hier  by  giebt  an,  um  wieviele  Einheiten  a  ver- 
mehrt werden  soll,  und  heisst  der  Addend.  Der  Ausdruck  a-k-b  heisst  eine 
Samme,  und  die  neue  Zahl  c  als  Resultat  der  Ausrechnung  der  Werth  dieser 
Summe. 

Die  Aufgabe,  den  Werth  von  a-^b  zm  finden,  ist  hiemach  durchaus  ver- 
schieden von  der  Aufgabe,  ^ -h  ä  zu  berechnen.  In  der  Aufgabe  3-1-4  z.  B. 
soll  mit  der  gegebenen  Zahl  3  angefangen  und  um  vier  Einheiten  weiter  gezählt 
werden ;  in  4  H-  3  dagegen  geht  man  von  der  Zahl  4  aus  und  zählt  um  drei  Ein- 
heiten weiter.  Der  Werth  der  Summe  aber  ist  in  beiden  Rechnungen  nur  von 
den  Anzahlen  der  Einheiten,  und  nicht  von  der  Reihenfolge  abhängig,  in  welcher 
dieselben  vereinigt  wurden,  also  in  beiden  Fällen  derselbe.  Dieses  Grundgesetz 
der  Addition  kann  durch  folgende  Gleichung  ausgedrückt  werden: 

a-^b^b-^  a    .     .     .     .     (1) 

Da  also  Äugend  und  Addend  einer  Summe  mit  einander  vertauscht  werden 
dürfen,  ohne  dass  der  Werth  der  letzteren  sich  ändert,  so  erhalten  jene  beiden 
Zahlen  auch  den  gemeinschaftlichen  Namen  Summanden  oder  Posten.  —  Die- 
selben müssen  gleich  benannt  sein,  und  der  Werth  der  Summe  ist  mit  ihnen 
gleichbenannt.    Beispiele:   Heis,  §  1.     Bardey  I,  1—3,  11;  II,  1—3,  8,  14,  18.**) 


•)  Bei  dem  praktischen  Rechnen,  welches  durch  die  Hülfe  des  zehntheiligen  Zahlensystems 
alk  Additionen  auf  solche  von  einziffirigen  Zahlen  zurUckflIhrt,  wird  dieses  Weiterzählen  durch 
die  sehr  bald  erworbene  gedächtnissmässige  Kenntniss  aller  vorkommenden  Summenwerthe  ersetzt. 
Entsprechendes  gilt  bei  den  späteren  Rechnungsarten. 

••)  Die    den    einzelnen  Paragraphen  oder  Abschnitten  beigegebenen   Citate  von  Uebungs- 
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§  2.    Begriff  der  Subtraction. 

Dem  Addiren  entgegengesetzt  ist  die  Aufgabe,  aus  dem  Werthe  c  einer 
5xnnme  und  einem  ihrer  Summanden  a  oder  b  rückwärts  den  anderen  Summan- 
den zu  berechnen.  Diese  Aufgabe  zerfallt  in  zwei  verschiedene,  je  nachdem  der 
gegebene  Summand  der  Äugend  a  oder  der  Addend  b  ist 

I>ie  Aufgabe,  aus  dem  Werthe  c  einer  Summe  und  ihrem  Äugend  a  ihren 
Addend  zu  berechnen,  also  aus  der  Gleichung 

den  Werth  der  unbekannten  Zahl  x  zu  suchen,  oder  mit  noch  anderen  Worten, 
die  Anzahl  der  Einheiten  zu  bestimmen,  um  welche  a  vermehrt  werden  muss, 
damit  man  c  erhalte,  wird  gelöst,  indem  man  von  der  Zahl  a  aus  so  lange  weiter 
zählt,  bis  man  c  erhält,  und  die  Anzahl  der  zugezählten  Einheiten  ermittelt. 

F>ie  Aufgabe,  aus  dem  Werthe  c  einer  Summe  und  ihrem  Addend  b  ihren 
Äugend  zu  berechnen,  also  aus  der  Gleichung 

y-^b^c 
den  Werth  der  unbekannten  Zahl  y  zu  suchen,  oder  mit  noch  anderen  Worten, 
diejenige  Zahl  zu  bestimmen,  zu  welcher  man  b  Einheiten  hinzuzählen  muss, 
damit  man  c  erhalte,  wird  gelöst,  indem  man  von  der  Zahl  c  aus  um  b  Ein- 
heiten rückwärts  zählt  In  diesem  Fall  lässt  man  also  die  Zahl  c  um  den 
vorausgesetzten  früheren  Zuwachs  wieder  abnehmen. 

Da  aber  nach  der  Gleichung  [1]  die  Vertauschung  der  Summanden  einer 
Summe  den  Werth  der  letzteren  nicht  ändert,  so  kann  man  jede  der  beiden 
vorstehenden  umgekehrten  Rechnungsarten  in  die  andere  verwandeln,  ohne  dass 
ihr  Resultat  ein  anderes  wird. 

Au»  diesem  Grunde  erhalten  die  beiden  Umkehrungen  der  Addition  den 
gemeinsamen  Namen  Subtraction,  und  man  sagt  in  beiden  Fällen,  dass  der 
gegebene  Summand  von  dem  gegebenen  Werth  der  Summe  subtrahirt  (abge- 
zogen) werden  solle.  Den  ersteren  nennt  man  den  Subtrahendus,  den  letzteren 
den  Minuendus.     Dass  a  von  c  subtrahirt  werden  soll,  schreibt  man 

c  —  a 

Man  liest  diesen  Ausdruck  f^  minus  di^^und  nennt  denselben  eine  Differenz 
oder  einen  Rest 

Der  Minuend  c  und  der  Subtrahend  a  einer  Differenz  müssen  gleichbenannt 
sein;  die  Differenz  ist  mit  ihnen  gleichbenannt  Minuend  und  Subtrahend  einer 
Differenz,  sowie  die  Summanden  einer  Summe  werden  auch  mit  dem  gemein- 
schädlichen  Namen  Glieder  der  Differenz  oder  Summe  bezeichnet  Die  Glieder 
einer  Differenz  können  nicht,  wie  die  der  Summe,  mit  einander  vertauscht  werden, 
oder  es  ist  (im  Allgemeinen)  a  —  b  nicht  gleich  b  —  a. 

Das»  jede  der  beiden,  an  sich  ganz  verschiedenen  Arten  der  Subtraction  auch  dann  ein 
richtiges  Resultat  giebt,  wenn  sie  nach  der  Weise  der  anderen  behandeh  wird,  hat  dahin  gefhhrt, 
das»  im  praktischen  Rechenunterricht  gewöhnlich  nur  eine  jener  Arten  gelehrt  und  geObt  wird, 
und  iwar  meist  jene  durch  RUckwttrtsztthlen.    Die  in  den  österreichischen  Schulen  gebräuchliche 


tteU|iielen  beliehen  sich  auf  folgende  Werke:  PIeis,  Sammlung  von  Beispielen  und  Au%aben 
■u«  tter  ■llKriiieinen  Arithmetik  und  Algebra,  Köln,  Du  Mont  Schauberg'sche  Buchhandlung; 
UfMl  flAaiirv,  Methodisch  geordnete  Aufgabensammlung,  Leipzig,  Verlag  von  B.  G.  Teubncr. 
Wtr  \t¥t\if\\vf\  um  auf  diese  Schriften,  da  die  Beifügung  von  Uebungsmaterial  in  der  erforder* 
li*ti*ti  MMtlihntliKkrii  den  l'mfnng  dieses  Theiles  des  vorliegenden  Werkes  Über  GcbtLhr  ausge» 
I^^Utml  \\%hmt\  wurde. 
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andere  Axt  verdient  jedoch  aus  einem  bei  der  Division  zu  erwähnenden  praktischen  Grunde  den 
Vanag,  und  es  ist  daher  der  Gebrauch  derselben  zu  empfehlen.  Folgendes  Beispiel  wird  dazu 
hinreichende  Anleitung  geben:  Bei  der  Aufgabe  58379  —  19297  rechne  man:  7  plus  2  giebt  9, 
also  ist  die  letzte  Ziffer  des  ResulUts  2;  9  plus  8  ist  17,  also  ist  die  nächste  Rcsultatziffer  8; 
da  aber  die  Summe  nicht  7,  sondern  17  war,  so  wird  die  1  zur  nächsten  Ziffer  2  des  Subtra- 
hodits  addiit,  und  man  rechnet  also  weiter  3  +  0  =  3,  dann  ebenso  9  +  9=1 8,  2  +  8  =  5. 
Bd  diesem  Verfahren  f^It  auch  das  sogenannte  Borgen  oder  Leihen  weg.  —  Der  praktische 
Rechner  gewöhne  sich  übrigens  auch  daran,  dass  er  bei  dem  Addiren  und  Subtrahiren  nicht 
nödiig  habe,  die  beiden  Zahlen  in  der  üblichen  Weise  unmittelbar  unter  einander  zu  schreiben. 

Die  Definition  des  Werthes  einer  Differenz  kann  nunmehr  dahin  ausge- 
sprochen werden,  dass  derselbe  diejenige  Zahl  sei,  welche,  zum  Subtrahenden 
addirt,  den  Minuend  giebt,  und  diese  Erklärung  lässt  sich  in  der  Formel 

(c  —  a)-ha  =  c     .     .     .     .     (2) 
darstellen.     Auch  die  folgenden  Gleichungen,  welche  den  Gegensatz  zwischen 
Addition  und  Subtraction  in  anderen  Formen  darstellen,  ergeben  sich  unmittelbar 
aus  der  vorstehenden  Definition: 

(tf  +  d)  — d  =  ö    .     .     .     .    (3) 
c  —  ic  —  b^^b    ....     (4) 

In  diesen  Gleichungen  (2)  bis  (4)  —  welche  sich  leicht  in  der  Form  von 
Rechnungs-Regeln  in  Worte  tibersetzen  lassen  —  haben  die  Klammem  (  )  die 
Bedeutung,  dass  die  in  denselben  eingeschlossenen  Ausdrücke  als  zuerst  ausge- 
rechnet, an  Stelle  derselben  also  die  Resultate  der  betreffenden  Rechnungen 
geset2^  gedacht  werden  sollen.  Ueberhaupt  werden  oft  statt  des  Werthes  einer 
Summe  a  -h  b  oder  einer  Differenz  a  —  b,  wenn  —  wie  bei  Buchstaben-Rech- 
nungen häufig  vorkommt  —  die  Berechnung  nicht  wirklich  ausgeführt  werden 
kann,  diese  Ausdrücke  selbst  in  Klammem  eingeschlossen,  oder  auch  ohne 
letztere  gesetzt,  sofern  die  Bedeutung  aus  dem  Zusammenhang  hervorgeht  und 
kein  Missverständniss  möglich  ist.  Ebenso  werden  unter  gleicher  Voraussetzung 
auch  die  Namen  Summe  und  Differenz  der  Kürze  halber  statt  Werth  der  Summe 
und  Werth  der  Differenz  gebraucht.  Heis,  §  2  und  §  8.  Bardey  I,  4,  5,  12, 
16—18,  n  9,  10,  15,  19,  20. 

§  3.    Reihenfolge  der  Operationen. 

Sollen  drei  oder  mehr  Zahlen  durch  Addition  oder  Subtraction  verbunden 
werden,  so  kann  dies  nur  in  der  Weise  geschehen,  dass  man  zunächst  zwei  der- 
selben miteinander  verbindet  und  das  Resultat  an  Stelle  dieser  beiden  Zahlen 
einsetzt,  darauf  in  dem  nun  vorliegenden,  ein  Glied  weniger  enthaltenden  Aus- 
druck wieder  zwei  seiner  Glieder  vereinigt  und  so  fortfährt,  bis  man  zu  einer 
einzigen  Zahl,  dem  Gesammt-Resultat,  gelangt. 

Diese  successive  Berechnung  kann  in  verschiedenen  Reihenfolgen  geschehen, 
und  man  erhält  dabei  nicht  nothwendig  immer  dasselbe  Resultat.  Daher  muss 
die  Reihenfolge,  welche  im  einzelnen  Fall  verlangt  ist,  angegeben  werden,  und 
dies  geschieht  in  ähnlicher  Weise,  wie  oben  in  den  Gleichungen  (2) — (4)  durch 
Klammern.    So  ist  z.  B. 

9  —  [(4  +  3)  —  1]  =  9  —  [7  —  1]  =  9  —  6  =  3, 
dagegen  (9  —  4)  +  (3  —  1)  =  5  +  2  =  7, 
femer  [9  —  (4  +  3)]  —  1  =  [9  —  7]  —  1  =  2  —  1  =  1 
und  [(9  —  4)  +  3]  —  1  =  [5  +  3]  —  1  =  8  —  1  =  7. 
Um  jedoch  eine  Häufung  der  Klammem  möglichst  zu  vermeiden,  ist  man 
übereingekommen,  dieselben  dann  wegzulassen,  wenn  die  verlangte  Reihenfolge 
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dieselbe  ist,  wie  die,  in  welcher  die  einzelnen  Glieder  in  dem  geschriebenen 
Ausdruck  aufeinander  folgen.  Wo  also  Klammem  fehlen,  ist  immer  die  Reihen- 
folge za  wählen,  welche  zugleich  die  der  Schrift  ist 

Hiernach  können   z.  B.   in  dem   letzten  Fall  des  vorstehend  benutzten  Zahlenbeispiels   alle 

Klammem  weggelassen  werden.     Dagegen  ist  in  dem  ersten  Fall  dieses  Beispiels  nur  die  runde 

Klammer,    in   dem   zweiten  Fall  die  erste  der  beiden  Klammem  und  in  dem  dritten  die  eckige 

wegzulassen.     Ebenso  ist  z.  B. 

5-1-3  —  2  +  4  —  1, 

wie  folgt,  auszurechnen:  5  -h  3  =  8;  8  —  2  =  6;  6  +  4  =  10;  10  —  1=9.  Dagegen  ist  in 
8  -h  [5  —  (3  -+-  1)]  =  8  H-  (5  —  4  )  =  9  keine  Klammer  entbehrlich.  —  Heis,  §  6,  No.  1— a 
Barpey  II,  46,  47. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  und  in  welcher  Weise  sich  die  Reihenfolge 
bei  derartigen  Rechnungen  verändern  lässt,  ohne  dass  eine  Aenderung  des  Resul- 
tats eintritt.  Zur  Beantwortung  derselben  untersuchen  wir  zunächst,  welche 
Aendening  der  Werth  einer  Summe  oder  Differenz  erfahrt,  wenn  man  ein  ein- 
zelnes Glied  derselben  als  veränderlich  betrachtet  und  dasselbe  um  iigend  eine 
Grösse  zu-  oder  abnehmen  lässt.  Aus  den  Begriffen  der  Summe  und  der  Differenz 
ergiebt  sich  leicht,  dass  jede  Verändenmg  eines  einzelnen  Summanden  durch 
Addition  oder  Subtraction  einer  dritten  Zahl  die  gleiche  Veränderung  im  Werth 
der  Summe  hervorbringt,  und  dass  dasselbe  der  Fall  ist  bei  einer  Differenz  und 
ihrem  Minuendus.  Wird  dagegen  eine  solche  Veränderung  am  Subtrahendus 
vorgenommen,  so  erfahrt  die  Differenz  die  entgegengesetzte  Veränderung,  d.  h. 
ihr  Werth  wird  kleiner,  wenn  der  Subtrahendus  grösser  wird,  und  umgekehrt. 
Es  folgt  dies  daraus,  dass  nach  erfolgter  Vergrösserung  des  einen  Summanden 
der  ändere  um  ebensoviel  Einheiten  verkleinert  werden  muss,  wenn  der  Werth 
der  Summe  unverändert  bleiben  soll.  —  Man  erhält  so  vier  einzelne  Rechnungs- 
Regeln,  welche  in  folgenden  Gleichungen  ausgesprochen  sind: 

a-|-^-h^  =  aH-^H-^  =  ÄH-(^-l-0  .  .  .  .  (5) 
a-^h  —  c=^a  —  r-H^  =  ÄH-(^  —  c)  .  .  .  .  (6) 
a  —  ^-|-^==öH-^  —  ^  =  Ä  —  (h  —  c)  .  .  .  .  (7) 
a  —  b  —  r  =  a  —  c  —  ^  =  ö  —  (b  -\'  c)    .     .     .     .     (8) 

Daher  ist  auch  umgekehrt: 

a-\-{b-\-c)^=a-^b'^c^=^a-^c-\'b    .     .     .     .     (9) 
a  —  (^H-^)  =  Ä  —  b  —  c-=^a  —  c  —  b     .     ,     .     .     (10) 
a-h{b  —  c)^=a-hb  —  r  =  ö  —  c -h  b    .     .     .     .     (11) 
a  —  (b  —  c)  =  a  —  b  -h  c=^a  -^  c  —  b    .     .     .     .     (12) 

Man  kann  diese  acht  Formeln  auch,  wie  folgt,  zusammenstellen  und  in 
Worten  aussprechen,  sowie  auf  mehrgliedrige  Ausdrücke  erweitem: 

1.  Sollen  mehrere  Zahlen  nach  einander  addirt  oder  subtrahirt 
werden,  so  kann  dies  in  beliebiger  Reihenfolge  geschehen. 

2.  Statt  mehrere  Zahlen  nach  einander  zu  addiren,  kann  man  ihre 
Summe  auf  einmal  addiren,  und  statt  mehrere  Zahlen  nach  einander 
zu  subtrahiren,  kann  man  ihre  Summe  auf  einmal  subtrahiren. 

3.  Soll  eine  Zahl  b  addirt  und  eine  andere  c  subtrahirt  werden,  so 
kann  man  statt  dessen  b  —  r  addiren  oder  r  —  b  subtrahiren. 

4.  Statt  eine  Summe  oder  eine  Differenz  zu  addiren  oder  zu  sub- 
trahiren, kann  man  dieselbe  Rechnung  mit  jedem  einzelnen  Summand 
und  mit  dem  Minuend,  dagegen  mit  dem  Subtrahend  die  entgegen- 
gesetzte vornehmen. 

Heis,  g  7  und  §  9—12;  Bardkv  DI,  IV. 
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Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Regeln  lässt  sich  nun  in  jedem  zusammen- 
gesetzten Ausdruck  der  oben  erwähnten  Art  die  Reihenfolge  der  Rechnungen  so 
gestalten^  dass  nach  dem  getroffenen  Uebereinkommen  alle  Klammern  wegge- 
lassen werden  können.  Man  nennt  dies  das  Auflösen  der  Klammem.  Heis, 
§  6,  1—8. 

So  erhält  man  z.  B.  aus  dem  oben  gebraucliten  Ausdruck 

8-1- [5  — (3+  l)]  zunächst  nach  Gleichung  (11): 

8  -h  5  —  (3  +  1)  und  sodann  nach  (10):  8-1-5  —  3—1. 

§  4.     Negative  Zahlen. 

Die  Addition  einer  Zahl  zu  einer  anderen  ist  stets  möglich,  welche  Werthe 
die  beiden  Summanden  auch  haben  mögen,  da  die  Zahlenreihe  bis  in's  Unend- 
liche fortschreitet  So  lange  man  bei  der  Differenz  c  —  a  voraussetzt,  dass  die- 
selbe aus  einer  wirklich  ausgeführten  Additions-Aufgabe  durch  Umkehrung  der- 
selben hervorgegangen  sei,  muss  auch  die  Subtraction  stets  zu  einem  und,  wie 
leicht  zu  ersehen,  nur  einem  einzigen  Resultat  aus  der  natürlichen  Zahlenreihe 
zurückfuhren.  Setzt  man  dagegen  für  c  und  a  willkürlich  bestimmte  Zahlen- 
werthe,  so  fragt  es  sich,  ob  die  Aufgabe,  c  —  ä  zu  berechnen,  nothwendig  eine 
Auflösung  haben  müsse.  Man  findet  nun  leicht,  dass  hier  die  drei  Fälle  zu  unter- 
scheiden sind,  in  welchen  c  grösser,  ebenso  gross  oder  kleiner  als  a  ist,  und 
dass  nur  in  dem  ersten  Fall  die  Auflösung  in  dem  bisherigen  Sinne  möglich  ist 
Die  beiden  anderen  Fälle  führen  jedoch  auf  eine  Erweiterung  des  Zablen- 
begriffs,  durch  welche  sie  ebenfalls  eine  Bedeutung  erhalten. 

Ist  r  =  Ä,  so  werden,  wenn  man  von  c  aus  um  a  Einheiten  rückwärts  zählt, 
sämmtliche  vorhandene  Einheiten  weggenommen,  sodass  auch  nicht  eine  derselben 
übrig  bleibt  Man  bezeichnet  dieses  Resultat  durch  0  (Null).  Die  Null  ist  hier- 
nach nicht  etwa  ein  inhaltsleerer  Begriff  oder  eine  Bezeichnung  für  Nichts,  sondern 
dieselbe  enthält  noch  die  Bezugnahme  auf  die  Einheit,  welche  der  betreffenden 
Rechnung  zu  Grunde  liegt,  indem  sie  das  Dasein  einer  solchen  verneint  Sie 
schliesst  sich  daher  der  natürlichen  Zahlenreihe  vor  der  1  an. 

Ist  femer  c  <a,  und  zählt  man  von  c  aus  rückwärts,  so  bleiben,  nachdem 
sämmtliche  vorhandene  Einheiten  weggenommen  sind,  noch  soviele  Einheiten 
zum  weiteren  Rückwärtszählen  übrig,  als  a  mehr  enthält,  wie  r,  d.  h.  ö  —  c.  Um 
ein  solches  weiteres  Rückwärtszählen  möglich  zu  machen,  müsste  die  Reihe  der 
natürlichen  Zahlen  noch  über  die  Null  hinaus  erweitert  werden,  es  müssten  sich 
also  Zahlen  angeben  lassen,  welche  noch  kleiner  als  Null  wären.  Dass  dies  nun 
in  der  That  denkbar  ist,  soll  zunächst  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden: 

Geht  Jemand  um  c  Schritte  in  einer  bestimmten  Richtung  vorwärts  und 
darauf  wieder  um  a  Schritte  rückwärts,  so  ist  er  im  Ganzen  um  c  —  a  Schritte  in 
jener  Richtung  nach  vorwärts  gelangt.  Hierbei  ist  zunächst  O  a  gedacht  Ist 
r  =  a,  so  gelangt  er  auf  seinen  Ausgangspunkt  zurück,  und  es  ist  c  —  a-=  a  —  a 
=  0  zu  setzen.  Ist  aber  c  <iaf  so  kommt  er  nach  einem  Orte,  welcher  von  dem 
Anfangspunkte  aus  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  liegt,  und  zwar 
ist  er  dann  um  a  —  c  Schritte  nach  derselben  vom  Anfangspunkte  entfernt 

Allgemeiner  kann  man  sich  die  natürliche  Zahlenreihe  unter  dem  Bilde  einer 
Reihe  von  Punkten  vorstellen,  welche  von  einem  mit  0  bezeichneten  Anfangs- 
punkt aus  nach  derselben  Richtung,  also  in  gerader  Linie,  so  liegen,  dass  je 
zwei  benachbarte  von  einander  gleich  weit  entfernt  sind.  Die  einzelnen  Zahlen 
geben   dann  die  Abstände  der  Punkte  vom  Anfangspunkt  an.     Man  sieht  nun 


ein,  d2S5  rran  m  diesem  Falle  bei  dem  Rückvaitszihlen  Ton  iigend  einer  Zahl 
aiis  in  der  'Waz  noch  über  die  Null  hinausgehen  kann,  indem  man  dann  zu 
P-jzikien  geläTir:,  vexhe  anf  derselben  Geraden,  aber  nach  der  entgi^engesetzten 
Richrzrj:  vctr  ArifangF^rmkte  aus  hegen.  Man  sieht  zugleich,  dass  ach  in  dieser 
Wes&e  die  xnnrliche  Zahlenreihe  nach  rückirärts  in's  Unendliche  erweitem,  und 
dass  ach  diese  Enreiterung  unter  dem  Bilde  einer  der  uispninglichen  gleichen, 
EAch  der  entgegengesetzten  Richtung  fortschreitenden  Punktreihe  versinn- 


Werjere  Beis;*iele  einer  Fortsetzuni:  der  Zahlenreihe  unterhalb  der  Null 
befem  die  Wanne-  und  Kälte-Grade  der  Thermometerskalen,  nordliche  und  sUd- 
Ikhe  gec'rTa7h25che  Breite,  Drehung  des  Schenkels  eines  Winkels  nach  rechts 
TTMJ  r.ach  iicks,  zukünftige  und  vergangene  Zeit,  Gewiim  und  Verlust  u.  dgl.  m. 
In  aZen  diesen  Fallen  ist  die  Null  nicht  der  absolute  An£ang^unkt  der  Zählung, 
sotkdem  erscheint  in  der  Mitte  zweier  einander  entgegengesetzter  Zahlenreihen. 

Die  hiemach  denkbaren  Zahlen,  welche  kleiner  als  Null  sind,  nermt  man 
negative  Zahlen,  und  im  Gegensatz  zu  denselben  diejenigen,  welche  grösser 
als  Ni:!!  sind,  positive  ZahleiL  Bei  dem  Schreiben  unterscheidet  man  beide 
Anea  drrch  Vorsetzen  des  Zeichens  +  (plus^  vor  die  positiven,  des  Zeichens  — 
ainus  vor  die  negadveiL  Diese  Zeichen  sind  als  Vorzeichen  von  den  ihnen 
esss^^FCcbenden  Rechnungszeichen  der  Addition  und  Subtraction  zu  unterscheiden. 
Wo  exr>e  Verwechslung  möglich  ist,  schliesst  man  die  ersteren  mit  dem  zuge- 
b'.nren  Zahlzeichen  in  eine  Klammer  ein,  z.  B.  (+  7>  und  ( —  4). 

Die  Zahlenreihe  ist  nunmehr: 

•  •  •,  —  4,  —  3,  —  2,  —  1,  0,  -h  1,  -h  2,  -h  3,  -H  4,  .  •  -, 
snd  die  Dxfierenz  c  —  a,  in  welcher  der  Minuend   kleiner  als  der  Subtrahend 
ist,  erhalt  hiemach  die  Bedeutung  einer  negativen  Zahl,  imd  zwar  ist  dieselbe 

Is  pnküsüchea  Anlgibcs  haben  negatiTe  Zahlen  als  Resultate  n«r  dann  GHtng,  warn  ein 
«euerer  Gi^uiMt»  in  der  Richtung  des  Zählcns,  wie  in  den  obigen  Beispitlea.  wnUkh  esistirt, 
'ije  SxZ  al<o  E^cbt  der  absolute  Animgspankt  des  T^hlrns  ist.  In  der  Foidaiug  a.  B^  die 
l  6a  Ftnrmcn  ta  bestimmen,  «eiche  in  einem  Hanse  lUiOckbleiben,  vean  von  £  ftber- 
tyt  a£«c>cx^en  «  hinausgehen,  giebt  ein  negativer  Weitii  des  Resnkals  c  —  m  die  Cnmög- 
l'.iKf:'t  ^€T  ADf'>«^u&2  an.  Aber  derselbe  hat  auch  in  diesem  Fall  ncKh  cincB  wtitcicn  Sinn; 
er  <^-.j^  r.  c2£i  Mo>»  c:nen  Widersprach  in  der  Angabe,  sondern  gicbt  — ch  die  Anahl  der 
Fc*>^  r.«r.  ax^  vcicbc  ro  den  rorher  Anwesenden  mindestens  hiniotrrtcn  m&ss^en,  damit  die  Atis- 
f.'.r-.ff^  <cT  Au'4;>^«e  njr'glich  werde,  also  die  Ansah!  der  mr  Hebung  des  Widcrspivchs  fehlen- 
de» Pen'  r.jt.. 

r>}e  ]tfj^i*iv€n  Zahlen  sind  diejenigen,  welche  als  die  ursprünglich  gegebenen 
angeMrhen  werden,  die  negativen  diejenigen,  welche  als  Gegensatz  der  ersteren 
auftreten.  An  sich  kann  also  jede  der  beiden  Hälften  der  Zahlenreihe  als  die 
positive  gelten;  die  andere  wird  dann  jedesmal  durch  den  Gegensatz  zu  ihr  die 
negative. 

So  »ind  L  B.  in  der  Frage,  welche  Temperatur  ein  Tbennooefcr  coe^  habe,  nachdem 
es  von  >^'^  Warme  au«  om  U^  gcfall<m  sei,  die  Wärmegrade  als  die  pCM^tswn  sn%c€MA.  on-i 
das  Resultat  ist  -  '/'.  'L  h.  2  Orad  Kälte.  Fragt  man  dagegen,  wiertd  Grad  Rahe  em  TWrm^» 
roeter  xeige.  welche«  auf  ^'^  Kalte  gf«tanden  habe  imd  darauf  um  10^  gtst^t^tm  so.  sc  wrri  .:- 
Antwort  darauf  lauten  dürfen*  ~  '29  Kulte,  d.  i.  dann  i^  Wirme. 

Rxtstirt  unter  den  Zahlen  einer  Rechnung  nicht  der  angegebene  Gegmsatz 
der  Richtungen,  oder  kommt  derselbe  nicht  in  Betracht,  ist  also  auch  seine  An- 
gabe durch  Vorzeichen  unterlassen,  so  heissen  die  Zahlen  absolute.    Dagegen 
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weiden  Zahlen,  welche  mit  Vorzeichen  versehen  sind,  algebraische  (auch* rela- 
tive oder  Richtungszahlen),  und  die  entsprechenden  absoluten,  welchen  die  Vor- 
zejdien  vorgesetzt  sind,  die  Glieder  derselben  genannt. 

Treten  in  einer  mit  absoluten  Zahlen  operirenden  Rechnung  zu  denselben 
ihnen  entgegengesetzte  Zahlen  hinzu,  wird  also  der  Gegensatz  der  Richtungen 
in  die  Rechnung  eingeführt,  so  erhalten  die  ersteren  zufolge  des  vorstehend  Ge- 
sagten das  Vorzeichen  -+-.  In  diesem  Sinne  kann  man  sagen,  dass  jeder  abso- 
luten Zahl  das  Vorzeichen  -h  gegeben  werden  könne. 

§  5.     Rechnen  mit  Null  und  negativen  Zahlen. 

Die  Erweiterung  des  ursprünglichen  Zahlenbegriffs  durch  die  Null  und  die 
n^ativen  2^hlen  macht  auch  eine  Erweiterung  der  früheren  Erklärungen  der 
Addition  und  Subtraction  für  dieselben  nothwendig.  Es  ergiebt  sich  leicht  durch 
eine  entsprechende  Wiederholung  des  Gedankengangs  in  den  Paragraphen  1 — 3, 
dass  jene  früheren  Erklärungen  und  damit  auch  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Ge- 
setze und  Formeln  im  Wesentlichen  unverändert  auf  die  neuen  Zahlformen  über- 
tragen werden  können.     Im  Einzelnen  ist  hierüber  Folgendes  zu  erwähnen: 

In  Betreff  der  Null  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  ihrem  Begriff,  dass  durch 
Addition  derselben  zu  einer  Zahl  der  Werth  der  letzteren  nicht  geändert  wird. 
IMe  Gleichung 

könnte  in  gleicher  Weise,  wie  oben  a  —  ä  =  0,  als  Definition  der  Null  in  Worte 
ge£asst  werden     Ebenso  folgt  aus  dem  Begriff  der  Null  leicht,  dass  auch 

0  -ha  =  a,  also  ö  -h  0  =  0  -h  a, 
und  a  —  0  =  0 

ist  Dagegen  führt  die  Subtraction  einer  Zahl  von  Null  in  die  jener  Zahl  ent- 
gegengesetzte Hälfte  der  Zahlenreihe,  oder  es  ist 

0  —  a  =  —  a. 

Insbesondere  ist  auch  Oh-0  =  0  —  0  =  0. 

Die  Bezeichnungen  -h  a  und  —  a  sind  durch  Abkürzung  aus  0  -h  a  und  0  —  a 
entstanden. 

In  Betreff  der  negativen  Zahlen  ergiebt  sich  aus  dem  Gegensatz,  in  welchem 
sie  ru  den  positiven  stehen,  dass  eine  Zahl  der  einen  Art  durch  Hinzufügung 
einer  solchen  der  anderen  Art  um  die  entsprechende  Anzahl  ihrer  eigenen  Ein- 
heiten verkleinert,  durch  Hinwegnahme  einer  solchen  entsprechend  vergrössert 
wird«  und  dass  Zahlen  beider  Arten  mit  gleich  grossen  Gliedern  bei  ihrer  Addition 
einander  aufheben.  Man  kann,  mit  anderen  Worten,  zu  einer  gegebenen  Einheit 
sich  eine  entgegengesetzte  Einheit  denken,  welche  zu  der  ersteren  hinzugefügt, 
dieselbe  aufhebt,  sodass  also  auch  (-t-  1)  -h  ( —  1)  =  0  ist.  Bezeichnen  wir  nun 
die  eine  dieser  Einheiten  als  die  positive,  die  andere  als  die  negative,  so  kann 
man  sich  die  negativen  Zahlen  in  gleicher  Weise  durch  Zusammenfassen  be- 
stimmter Anzahlen  aus  der  negativen  Einheit,  wie  die  positiven  aus  der  positiven 
Einheit  entstanden  denken.  Zwei  Zahlen  von  beiden  Arten,  welche  gleiche  An- 
zahlen der  betreffenden  Einheiten  enthalten,  sollen  entgegengesetzt  gleich 
genannt  werden;  die  Summe  derselben  ist  gleich  Null. 

Haben  zwei  zu  addirende  Zahlen  dasselbe  Vorzeichen,  so  ist  die  Addition 
ein  Weiterzählen  in  derselben  Richtung  der  Zahlenreihe,  daher  ist 

(-ha)-h(-+-^)  =  H-(ö4-^) 
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Haben  dagegen  die  Summanden  verschiedene  Vorzeichen,  so  bewirkt  die 
Addition  dasselbe  Resultat,  wie  ein  Weiterzählen  in  der  entgegengesetzten  Richtung; 
die  Addition  einer  Ajizahl  von  Einheiten  entgegengesetzter  Axt  mit  denen  des 
andern  Summanden  kann  also  durch  Subtraction  der  gleichen  Anzahl  von  Ein- 
heiten derselben  Art  ausgeführt  werden.    Diese  Betrachtung  führt  zu  den  Regeln: 

Für  die  Addition  algebraischer  Zahlen  besteht  also  die  Regel:  Haben 
die  Summanden  gleiche  Vorzeichen,  so  addirt  man  die  Glieder  (als 
absolute  Zahlen)  und  giebt  der  Summe  das  gemeinschaftliche  Vor- 
zeichen. Haben  die  Summanden  verschiedene  Vorzeichen,  so  sub- 
trahirt  man  die  Glieder  und  giebt  der  Differenz  das  Vorzeichen, 
welches  der  Minuend  hatte. 

Bei  bestimmten  Zahlwerthen  der  Summanden  wird  man  im  letzteren  Fall 
das  Glied  desjenigen  zum  Minuenden  nehmen,  welcher  die  grössere  Anzahl  von 
Einheiten  hat;  man  subtrahirt  also  in  diesem  Fall  das  kleinere  Glied  vom 
grösseren  und  giebt  der  Differenz  das  Vorzeichen  des  grösseren. 

So  ist  z.  B.  (-h  7)  -h  (-h  3)  =  -h  10;  (  —  7)  h-  (—  3)  =  —  10, 
dagegen  (-h  7)  +  (—  3)  =  -h  4;  (—  7)  -h  (-+-  3)  =  —  4. 

Für  die  Subtraction  algebraischer  Zahlen  ergeben  sich  aus  dem  früher 
aufgestellten  Begriff  der  Subtraction,  bezw.  durch  Umkehrung  der  vorstehenden 
für  die  Addition  die  einzelnen  Regeln.  Man  fasst  dieselben  jedoch  am  kürzesten 
dahin  zusammen,  dass  sich  jede  Subtraction  einer  algebraischen  Zahl  ohne  Aen- 
derung  des  Resultats  in  die  Addition  der  ihr  entgegengesetzt  gleichen  Zahl  ver- 
wandeln lässt. 

Um  also  eine  algebraische  Zahl  zu  subtrahiren,  ändere  man  das 
Vorzeichen  des  Subtrahenden  und  addire  darauf  (nach  den  Formeln 
13  und  14). 

So  ist  z.  B.  (-h  7)  —  (-h  3)  =  (-h  7)  -h  (—  3)  =  -+-  4, 

(H-  7)  —  (-  3)  =  (4-  7)  -h  (-+-  3)  =  -+-  10, 
(-7)~(-h3)  =  (-7)-h(-3)  =  -10, 
(-7)-(-3)  =  (-7)  +  (-^3)  =  -4. 
Heis,  §  26,  No.  1—2,  10,  a— 7.  11—20,  35  a— C.  Bardey  V. 

§  6.     Algebraische  Summen. 

Sollen  drei  oder  mehr  Zahlen  mit  einander  verbunden  werden,  so  müssen 
dieselben  entweder  sämmtlich  algebraische  oder  sämmtlich  absolute  Zahlen  sein. 
Da  im  ersteren  Fall  dieselben  Rechnungsregeln  gültig  bleiben,  welche  im  §  3  für 
den  letzteren  abgeleitet  wurden,  so  können  auch  bei  einer  Verbindung  beliebig 
vieler  algebraischer  Zahlen  durch  Addition  und  Subtraction  die  Klammem,  welche 
die  Reihenfolge  der  Operationen  angeben,  aufgelöst  werden.  Man  kann  aber 
femer  in  diesem  Fall  jede  vorkommende  Subtraction  in  eine  Addition  der  ent- 
gegengesetzt gleichen  Grösse,  und  somit  jeden  solchen  zusammengesetzten  Aus- 
druck in  eine  Summe  algebraischer  Grössen  verwandeln.  Eine  solche  heisst 
eine  algebraische  Summe,  im  Gegensatz  zu  einer  arithmetischen,  deren 
Summanden  absolute  Zahlen  sind.  Dagegen  heisst  jede  Verbindung  absoluter 
Zahlen  durch  Addition  und  Subtraction  ein  Polynom  (Binom,  Trinom  u.  s.  w., 
je  nach  der  Anzahl  der  Glieder)  oder  ein  Aggregat. 

Da   man   nun  jeder   absoluten  Zahl   bei  Einführung   des  Gegensatzes    der 
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Rkhtimgen  das  Vorzeichen  n-  geben  kann,  so  lässt  sich  auch  jedes  Polynom 
nach  dem  Vorigen  in  eine  algebraische  Summe  verwandeln. 
So  verwandelt  man  z.  B.  das  Polynom 

a  —  h  —  c  -\-  d-^-  e  — / 
xanächst  in  (-!-  a)  —  {-Ar  b)  —  {-\-  c)  -^  {-\-  d)  -\-  {-^  e)  —  {^  -+-/), 
und  darauf  diesen  Ausdruck  in  die  algebraische  Summe 

(-h  «)-h(-^)-h  (-0  +  (-H^  H-(-h^) +  (-/)• 
Man  ist  nun  übereingekommen,  bei  einer  solchen  algebraischen  Summe  die 

Additionszeichen  -h,  sofern  kein  Missverständniss  stattfinden  kann,  und  mit  ihnen 

dann  auch  die  entbehrlich  gewordenen  Klammem  um  die  einzelnen  Summanden, 

sowie  das  Vorzeichen  des  ersten  Summanden,  falls  es  -h  ist,  wegzulassen.    Man 

schreibt  also  die  obige  algebraische  Summe  kürzer 

a  —  b  —  c  -\-  d-\-  e  — /. 

In  dieser  Form  ist  dieselbe  äusserlich  von  dem  Polynom,  aus  welchem  sie 
entstanden  ist,  in  Nichts  verschieden;  der  innere  Unterschied  liegt  in  dem  Vor- 
behalt, dass  die  einzelnen  Zeichen  nicht,  wie  oben  der  Fall  war,  Rechnungs- 
zeichen der  Addition  und  Subtraction,  sondern  Vorzeichen  der  betreffenden 
Glieder  sein,  und  dass  die  so  entstandenen  algebraischen  Zahlen  sämmtlich  addirt 
werden  sollen. 

Eis  folgt  aber  hieraus  —  da  dieses  Verfahren  allgemein  anwendbar  ist  —  der 
Satz,  dass  jedes  Polynom  ohne  Weiteres  als  eine  algebraische  Summe  angesehen 
werden  darf,  indem  man  die  Rechnungszeichen  zu  Vorzeichen  macht,  dem  ersten 
Gliede  noch  das  Vorzeichen  H-  giebt  und  dann  alle  Glieder  addirt. 

Da  nun  nach  den  Gleichungen  (5)  und  (9)  des  §  3,  bezw.  deren  Erweiterung, 
die  Summanden  einer  Summe  in  beliebiger  Reihenfolge  addirt  werden  dürfen, 
so  kann  nunmehr,  unter  Berücksichtigung  der  vorstehend  entwickelten  Gesetze, 
auch  jedes  beliebige  Polynom  in  jeder  zweckdienlichen  Reihenfolge  der  einzelnen 
Grössen  berechnet  werden. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  femer  unter  Hinzuziehung  der  Regeln  (9)  und 
(10)  des  §  3: 

Eine    algebraische    Summe    kann    addirt    werden,    indem    man    ihre 
einzelnen  Summanden  in  beliebiger  Reihenfolge  und  mit  unveränder- 
ten Vorzeichen  addirt  (bezw.  hinzuschreibt),  und 
eine   algebraische  Summe  kann  subtrahirt  werden,    indem  man  ihre 
einzelnen  Summanden  in  beliebiger  Reihenfolge  und  mit  umgekehrten 

Vorzeichen  addirt  (bezw.  hinzuschreibt). 

Hiemach  ergiebt  sich  die  praktische  Rechnungsregel:  Steht  vor  einer  Klammer 
-♦-,  so  kann  man  dieselbe  ohne  Veränderung  der  Zeichen  weglassen;  steht  vor 
einer  Klammer  — ,  so  müssen  vor  dem  Weglassen  derselben  alle  Zeichen  der 
einzelnen  Glieder  in  ihr  umgekehrt  werden.  Nachdem  so  alle  Klammern  ent- 
fernt sind,  addirt  man  die  einzelnen  Glieder  in  beliebiger,  bezw.  der  zweck- 
dienlichsten Reihenfolge,  indem  man  die  Zeichen  als  Vorzeichen  behandelt. 
Heis,  §  13a.    Bardev  V. 
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Kapitel  2. 
Multiplication  und  Division. 

§  7.    Begriff  der  Multiplication. 

Sind  alle  Summanden  einer  Summe  einander  gleich,  so  heisst  die  Summe 
ein  Produkt.  Die  Anzahl  der  Summanden  heisst  der  Multiplicator,  ein  einzel- 
ner der  Summanden  der  Multiplicandus.  Man  schreibt  ein  Produkt,  indem 
man  den  Multiplicandus  und  den  Multiplicator  durch  das  Zeichen  x  oder  •, 
gelesen  »mal«,  mit  einander  verbindet,  z.  B. 

a  -{-  a  -h  a  =  a  '  S]  a-^a-^a-^a-h,,.=^a'b. 

Die  Berechnung  des  Werthes  eines  Produkts  nennt  man  Multipliciren. 
Bei  diesen  Erklärungen  sind  zunächst  nur  absolut^  Zahlen  vorausgesetzt 

Bei  Buchstaben-Ausdrucken  kann  man  auch,  sofern  ein  Missverständniss  nicht 
möglich  ist,  das  Multiplicationszeichen  x  oder  •  weglassen,  und  also  z.  B.  statt 
a  '  b  kürzer  ab^  sowie  statt  3  •  ä,  3ä  schreiben. 

Zwischen  dem  Multiplicator  und  dem  Multiplicandus  eines  Produkts  besteht 
hiemach  ein  wesentlicher  Unterschied,  der  besonders  deutlich  bei  der  Anwendung 
auf  benannte  Zahlen  hervortritt.  In  diesem  Fall  kann  nur  der  Multiplicandus 
benannt  sein;  der  Multiplicator  ist  stets  unbenannt,  da  er  nur  die  Anzahl  der 
gleichen  Summanden  in  dem  Produkt  angiebt 

Man  kann  sagen,  die  Einheit,  auf  welche  sich  der  Multiplicator  beziehe,  sei  der  Multiplican- 
dus, oder  mit  anderen  Worten,  die  Bestimmung  des  Werthes  eines  Produkts  sei  ein  erweitertes 
Zählen,  indem  statt  der  Einheit  der  Multiplicandus  genommen  wird.  Daher  findet  man  ein 
Produkt  auch  definirt  als  diejenige  Zahl,  welche  aus  dem  Multiplicandus  entstehe,  wie  der 
Multiplicator  aus  der  Einheit 

Zerlegt  man  den  Multiplicandus  des  Produkts  ab  in  seine  Einheiten,  so  kann 
man  die  ab  Einheiten  nach  folgendem  Schema  ordnen: 

1  -h  1  H-  1  -h  1  -h  •  • 

-h  1  -h  1  H-  1  -f-  1  H 

-hl-f-l-f-lH-lH--- 


(f\    •        •        •        •         •  • 

Da  nun  der  Werth  des  Produkts  bloss  von  der  Gesammtzahl  der  Einheiten 

abhängig  ist,  so  kann  man  auch  die  je  b  Einheiten  einer  Vertical-Colonne  zu 

einer  Zahl  zusammenfassen,  und  hat  sodann  diese  Zahl  b  im  Ganzen  a  mal  als 

Summand.    Somit  ist 

a*  b'=-b  '  a    (15). 

Da  nach  diesem  Grundgesetz  der  Multiplication  Multiplicator  und  Multipli- 
candus eines  Produkts  vertauscht  werden  dürfen,  so  erhalten  beide  den  gemein- 
schaftlichen Namen  Faktoren. 

Bei  dieser  Vertauschung  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  bei  benannten  Zahlen 
auch  die  Benennung  von  dem  alten  auf  den  neuen  Multiplicandus  zu  übertragen 
ist.  —  Das  Produkt  ist  mit  dem  Multiplicandus  gleich  benannt. 

Beispielsweise  sind  die  beiden  Produkte  4  Meter  *  3  und  3  Meter  *  4  der  Entstehung  nach 
durchaus  verschieden,  denn  das  erstere  bedeutet  die  Summe  4  Meter  -h  4  Meter  -h  4  Meter,  das 
letztere  3  Meter  +  3  Meter  -f-  3  Meter  -f-  3  Meter.  Das  Resultat  aber  ist  für  beide  dasselbe.  — 
Ein  Ausdruck  wie  4  Meter  *  3  Meter  dagegen  ist  sinnlos. 

Heis,  §  3.    Bardey  I,  6,  7,  13  u.  s.  w. 
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§  8.    Begriff  der  Division. 

\^e  aus  der  Addition  die  Subtraction,  so  entsteht  auch  aus  der  Multiplica- 

tioa  durch  Umkehrung.  eine  neue  Rechnungsart.    Auch  hier  stehen  der  Bildung 

des  Produkts  a  -  b=^  c  zunächst  zwei  Umkehrungen  gegenüber,  da  zu  dem  Werthe 

c  des  Produkts  entweder  der  Multiplicator  oder  der  Multiplicandus  als  gegebener 

Faktor  hinzutreten  kann.    Zufolge  des  Gesetzes  ab^=ba  können  aber  auch  hier 

die  beiden  Umkehrungen   in   der  Ausführung  in  derselben  Weise  behandelt 

werden,  und  deshalb  erhalten  sie  den  gemeinsamen  Namen  Division.    Dividiren 

heisst  also  zu  dem  gegebenen  Werthe  eines  Produkts  und  seinem  einen  Faktor 

den  anderen  Faktor  suchen.    Den  gegebenen  Werth  c  des  Produkts  nennt  man 

den  Dividend  US,    den   gegebenen  Faktor   a  den  Divisor.     Dass   »r  durch  a 

c 
dividirt«  werden  soll,  bezeichnet  man  durch  die  Form  c :  a  oder  — ,  welche  man 

einen  Quotienten  nennt    Der  Werth  des  Quotienten  ist  also  der  gesuchte  Faktor. 

Da  man  bei  Buchstaben-Ausdrucken  häufig  eine  Ausrechnung  des  Werthes 
des  Quotienten  nicht  ausführen  kann,  so  setzt  man  in  solchen  Fällen  statt  des- 
selben auch  den  Quotienten  selbst,  sofern  eine  Verwechslung  nicht  möglich  ist. 
Aehnliches  gilt  von  einem  Produkt  und  seinem  Werth.  Auch  gebraucht  man  die 
Namen  Produkt  und  Quotient  der  Kürze  wegen  oft  statt  der  weitläufigeren:  Werth 
des  Produktes  oder  des  Quotienten,  sofern  die  gemeinte  Bedeutung  aus  dem  Zu- 
sammenhang klar  hervorgeht. 

Die  beiden  Arten  der  Division  dürfen  nach  dem  Obigen  wol  in  der  Aus- 
fuhrung, keineswegs  aber  den  Begriffen  nach  verwechselt  werden.  In  Folge  des 
schärferen  Unterschiedes  zwischen  Multiplicator  und  Multiplicandus  tritt  auch  der 
Unterschied  der  beiden  Divisionen  schärfer  hervor  als  derjenige  der  beiden  Sub- 
tiactionen,  wie  sich  besonders  durch  Beispiele  mit  benannten  Zahlen  verdeut- 
lichen lässt.  Ist  z.  B.  zu  dem  Produkte  5  Meter  .  3  =  15  Meter  der  Multiplican- 
dus gegeben,  so  wird  gefragt,  wie  oft  sind  5  Meter  in  15  Metern  enthalten? 
Ist  dagegen  der  Multiplicator  gegeben,  so  wird  gefragt,  wieviel  beträgt  der 
dritte  Theil  von  15  Metern?  Bei  der  ersteren  Division  sind  also  Dividendus 
und  Divisor  gleich  benannte  Grössen,  und  der  Quotient  ist  eine  blosse  Anzahl 
(auch  eine  »reine  Zahl«  genannt);  bei  der  letzteren  Division  dagegen  ist  der 
Quotient  mit  dem  Dividendus  gleich  benannt,  und  der  Divisor  eine  unbenannte 
Zahl.  Im  ersten  Fall  werden  also  zwei  gleichartige  Grössen  mit  einander  ver- 
glichen, wobei  die  eine,  der  Divisor,  als  ein  Maass  der  anderen  betrachtet  werden 
kann,  von  welchem  angegeben  werden  soll,  wie  oft  es  in  dieser  enthalten  ist. 
Daher  kann  man  diese  Art  der  Division  als  Messen  bezeichnen;  der  Quotient 
derselben  heisst  das  Verhältniss  des  Dividendus  zum  Divisor.  Diese  Division 
lässt  sich  ausführen  durch  wiederholtes  Subtrahiren  des  Divisors  vom  Dividendus, 
bezw.  den  Resten,  und  Abzählen  der  Anzahl  der  möglichen  Subtractionen.  Die 
zweite  Art  der  Division  dagegen  kann  Theilen,  der  Quotient  derselben  ein 
Theil  genannt  werden.  Hier  ist  nicht  eine  gegebene  Zahl  so  oft  als  möglich  zu 
subtrahiren,  sondern  es  ist  umgekehrt  zu  der  gegebenen  Anzahl  der  Subtractionen 
die  Zahl  zu  suchen,  welche  so  oft  subtrahirt  werden  kann.  —  Heis,  §  4. 

Die  Definition  des  Werthes  eines  Quotienten  kann  nach  dem  Früheren  für 
beide  Fälle  dahin  ausgesprochen  werden,  dass  derselbe  diejenige  Zahl  bedeute, 
deren  Produkt  mit  dem  Divisor  gleich  dem  Dividendus  sei;  und  diese 
Erklärung  lässt  sich  in  der  Formel 
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|.*  =  a     (16) 

darstellen.  Auch  die  folgenden  Gleichungen,  welche  den  Gegensatz  zwischen 
Division  und  Multiplication  in  anderen  Formen  ausdrücken,  ergeben  sich  unmittel- 
bar aus  dieser  Erklärung: 

a»  b 

Heis,  §  4,  §  17,  N.  1—19,  33—34.  Bardey  I. 
In  der  Praxis  bedient  man  sich  zur  Ausführung  der  Division  in  der  Regel  des  Verfahrens 
bei  der  oben  zuerst  genannten  Art,  d.  h.  einer  mehrfachen  Subtraction,  während  der  Name  Di- 
vision eher  von  der  zweiten  Art,  dem  Theilen,  gebildet  ist.  Bei  jener  praktischen  Ausführung 
erweist  sich  das  früher  erwähnte  Verfahren  der  Subtraction  als  besonders  zweckmässig,  da  man 
auch  bei  mehrziflfrigen  2^hlen  nicht  nöthig  hat,  die  Theilprodukte,  sondern  nur  die  jedesmaligen 
Reste  hinzuschreiben.  Folgendes  Beispiel  möge  dies  näher  erläutern:  Es  sei  59858:173  zu 
berechnen.  Der  erste  Theilquotient  3  wird  mit  173  multiplicirt  und  sogleich  von  598  subtrahirt, 
indem  man  rechnet:  3*3  =  9;  9-h9=18;  3*7^2 1,  dazu  die  1  von  der  vorigen  18  addirt, 
giebt  22;  2  -h  7  =  9;  endlich  3*1=3,  dazu  die  2  von  den  22  addirt,  giebt  5,  5  +  0  =  5; 
also  ist  der  erste  Rest  79.  In  dieser  Weise  wird  fortgefahren,  sodass  die  ganze  Ausrechnung 
nur  folgende  geschrie)>ene  Ziffern  enthält: 

59858 :  173  ==  346 
795 
1038 
Bei  dieser  Gelegenheit  mag  noch  darauf  hingewiesen  werden,  dass  auch  bei  dem  Multipli- 
ciren   mehrziffriger  ganzer  Zahlen  die  im  gewöhnlichen  Unterricht  gelehrte  Form  nicht  immer 
die  praktisch  bequemste  ist     Man  gewöhne  sich,  die  Faktoren  nicht  unter,  sondern  neben  ein- 
ander zu  schreiben  und  mit  der  höchsten  Ziffer  des  Multiplicators  zu  beginnen,   sodass  die  Theil- 
produkte nach  rechts  statt  nach  links  eingerückt  werden,  wie  folgendes  Beispiel  zeigt 

3295 '  742 
23065 
13180 
6590 


2444890 
Der  Vortheil    dieser  Schreibweise    ergiebt    sich    später    bei    der    sogenannten    abgekttntcn 
Multiplication. 

§  9.    Gebrochene  Zahlen. 

Wie  bei  der  Subtraction,  so  ensteht  auch  bei  der  Division  die  Frage,  ob  die- 
selbe  auch  dann  immer  ausführbar  ist,  wenn  die  Werthe  des  Dividendus  und  des 
Divisors  nicht  durch  Umkehrung  einer  wirklich  ausgeführten  Multiplication  ent- 
standen sind,  sondern  wenn  für  dieselben  willkürlich  bestimmte  Zahlen  gesetzt 
wurden.    Auch  hier  lassen  sich  drei  Fälle  unterscheiden: 

In  dem  ersten  derselben  ist  der  Dividendus  a  des  Quotienten  a :  b  ein 
Vielfaches  des  Divisors  b,  d.  h.  er  kann  aus  b  durch  wiederholtes  Setzen  des 
letzteren  als  Summand  abgeleitet  werden.  In  diesem  Falle  ist  die  Division  im 
bisherigen  Sinne  ausführbar  und  führt  stets  auf  einen  einzigen  bestimmten  Werth 
des  Quotienten* 

Im  zweiten  Fall  ist  a^=b.  Nach  der  Erklärung  der  Multiplication  ist  1  •  tf 
^=sl  +  l  +  l-H..  =  a  zu  setzen,  dagegen  hat  a  •  \  als  eine  Summe  mit  nur 
einem  Summanden  keinen  Sinn.  Es  kann  jedoch  auch  dem  Ausdruck  a  •  1  eine 
Bedeutung  beigelegt  werden,  und  diese  kann  consequenter  Weise  nur  die  sein. 
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dass  die  Zahl  a  einmal  gesetzt  werden  soll,  ohne  dass  ihr  ein  Summand  zugefügt 
wird,  sodass  also  a-  \^=^a  ist  und  somit  auch  hier  der  Satz  a '  l^=  1  '  a  besteht. 
Da  nämlich  der  Werth  von  a  •  d  sich  jedesmal  um  die  Zahl  a  vermindert,  wenn 
der  Multiplicator  um  1  abnimmt,  sodass  a«3  =  tf'4  —  a,  a-^^a-  3  —  a  ist, 
so  moss  dem  Produkte  a  •  1  ebenfalls  ein  um  a  kleinerer  Werth  als  dem  Produkte 
a-2  beigelegt  werden.  Die  Aufgabe,  den  Werth  des  Quotienten  a:a  zu  be- 
stinimen,  also  die  Zahl  zu  suchen,  deren  Produkt  mit  a  gleich  a  ist,  muss  hier- 
nach umgekehrt  unter  allen  Umständen  zu  dem  Resultate  1  führen.  Es  lässt 
sich  hiernach  dieser  Fall  dem  vorher  erwähnten  ersten  anschliessen. 

Anders  verhält  es  sich  im  dritten  Fall.  Es  ist  nämlich  auch  möglich,  dass 
der  Dividendus  nicht  aus  dem  Divisor  durch  Multiplication  mit  einer  den  bisher 
bekannten  Arten  angehörigen  Zahl  abgeleitet  werden  kann,  dass  also  a  kein 
Vielfaches  von  d  ist  In  diesem  Falle  muss,  nachdem  man  d  so  oft  als  möglich 
von  a  subtrahirt  hat,  ein  Rest  übrig  bleiben,  welcher  kleiner  als  d  ist  So  ist 
z.  6.  die  Divisions-Aufgabe  7  :  3  in  dem  bisherigen  Sinne  nicht  ausführbar,  denn 
es  giebt  kein  Produkt  von  3  mit  einer  der  bisher  behandelten  Zahlen,  dessen 
Werth  gleich  7  wäre,  und  bei  dem  Versuche,  die  Division  durch  wiederholte 
Sobtraction  des  Divisors  auszuführen,  bleibt  hier  nach  zweimaliger  Subtraction 
der  Rest  1. 

Es  fühlt  aber  dieser  Fall  auf  eine  Erweiterung  des  Zahlenbegriffs,  d.  h.  auf 
eine  bisher  noch  nicht  behandelte  Zahlform,  durch  welche  auch  solche  Quotien- 
ten einen  Sinn  erhalten.  Dies  geschieht  durch  die  Annahme  einer  theilbaren 
Einheit 

Es  sei  beispielsweise  die  Einheit  eine  Strecke  AB,  so  lässt  sich  dieselbe  in 
drei  gleiche  Theile  theilen,    und  jeder  solche  Theil,  z.  B.  AD,  hat  die  Eigen- 


A      D  B 


t      I      I      I      I 


I      I      I      I      I      I 


I      I      I      I      I 


c 


E  F 

Schaft,  dass  er,  dreimal  als  Summand  gesetzt,  zur  Summe  die  Einheit  giebt. 
Ebenso  lässt  sich  dann  die  sieben  solche  Einheiten  enthaltende  Strecke  AC  in 
drei  gleiche  Theile  AEy  EF^  FC  theilen,  und  jeder  solche  Theil  entspricht  dem 
B^^riff  des  Quotienten  ^,  d.  h.  er  giebt  dreimal  genommen  die  Strecke  7.  Zu- 
gleich sieht  man,  dass  die  letztere  durch  Theilung  ihrer  sämmtlichen  Einheiten 
in  je  drei  gleiche  Theile  in  3  •  7  =  21  solche  »Drittel«  der  Einheit  getheilt  wird, 
and  dass  somit  der  Werth  des  Quotienten  \  aus  sieben  solchen  Dritteln  besteht 

Allgemein^  lässt  sich  die  Einheit  in  b  gleiche  Theile  theilen,  so  erhält  der  Quotient -r 

gemäss   der   früheren  Definition   des   Quotienten   die   Bedeutung   eines  solchen 

Theües.     Die   aus   a  Einheiten   bestehende  Zahl   lässt   sich    dann   ebenfalls  in 

a 
h  gleiche  Theile  theilen,  und  jeder  solche  Theil  ist  gleich  -r  zu  setzen.    Da  femer 

die  Zahl  a  durch  Theilung  einer  jeden  ihrer  Einheiten  in  b  gleiche  Theile    im 

a 
Ganzen  a  -  b  dieser  Theil-Einheiten  erhält,  so  ist  der  Quotient  -r  stets   gleich  der 

durch  Zusammenfassen   von  a  solchen  >^teln«   der  Einheit  entstehenden  Zahl, 

oder  es  ist 

a  1 

Die  so  entstehenden  Zahlen,  welche  also  gleich  einem  von  mehreren  gleichen 
Theilen  der  Einheit  oder  gleich  einer  Anzahl  solcher  Theile  sind,  nennt  man 
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gebrochene  Zahlen  oder  Brüche.  Der  Dividendus  wird  in  diesem  Fall  auch 
der  Zähler,  der  Divisor  der  Nenner  des  Bruchs  genannt  Im  Gegensatz  zu 
den  Brüchen  heissen  die  bisher  behandelten  Zahlen  ganze  Zahlen. 

Wie  man  bei  der  Berechnung  eines  Produktes  a  b  sich  durch  Zusammenfassen 
von  b  Einheiten  eine  neue  Einheit  entstanden  denken  und  das  Produkt  als  die  a 
solche  Einheiten  enthaltende  Zahl  auffassen  konnte,  so  kann  man  auch  den 
Bruch  j  als  eine  Zahl  betrachten,  welche  durch  Veränderung  der  Einheit  entsteht 
Im  Gegensatz  zur  Multiplication  ist  hier  die  neue  Einheit,  statt  eines  Vielfachen 
der  ursprünglichen,  ein  (aliquoter)  Theil  derselben.  Die  Zahl  j  bedeutet  hier- 
nach eine  Anzahl  von  a  Einheiten,  von  denen  jede  der  ^te  Theil  der  ursprüng- 
lichen Einheit  ist.  Diese  Auffassung  des  Quotienten  gilt  nicht  bloss  für'  die 
gebrochenen  Zahlen;  sie  bleibt  auch  gültig,  wenn  a  gleich  b  und  wenn  a  ein 
Vielfaches  von  b  ist  Mit  anderen  Worten,  es  kann  jede  Division,  auch  wenn 
eine  Theilung  der  Einheit  zur  Ausführung  derselben  nicht  nöthig  ist,  doch 
mittelst  einer  solchen  ausgeführt  gedacht  werden.  Deshalb  schliesst  man  in  den 
Begriff  des  Bruches  in  der  Praxis  oft  auch  diejenigen  Quotienten  ein,  bei  welchen 
sich  der  Dividendus  durch  den  Divisor  selbst  ohne  Rest  theilen  lässt,  wie  z.  B. 
f,  f  u.  s.  w.    (Uneigentliche  Brüche  im  Gegensatz  zu  den  eigentlichen.) 

Jede  ganze  Zahl  kann  nach  dem  eben  Gesagten  in  die  Form  einer  gebrochenen 
gebracht  werden,  und  zwar  ist 

ad 

Durch  die  gebrochenen  Zahlen  wird  die  früher  unter  dem  Bilde  einer  Reihe 
von  Punkten  dargestellte  Zahlenreihe  in  der  Art  weiter  ausgefüllt,  dass  zwischen 
je  zweien  der  bisherigen  Punkte  beliebig  viele  andere  in  gleichen  Abständen 
von  einander  eingeschaltet,  die  Zwischenräume  also  entsprechend  verengert 
werden  können.  Je  grösser  der  Nenner  des  Bruches  ist,  desto  kleiner  werden 
diese  Zwischenräume,  und  die  einzelnen  Punkte  können  daher  einander  üher 
jede  gegebene  Grenze  hinaus  genähert  werden.  Man  darf  jedoch  nicht  folgern, 
dass  auf  diese  Weise  die  Reihe  discreter  Punkte  in  eine  continuirliche  (eine 
Zahlenlinie)  verwandelt  werden  könne.  Die  Entscheidung  dieser  Frage  kann 
erst  an  einer  späteren  Stelle  gegeben  werden.  —  Heis,  §  20. 


§  10.    Rechnen  mit  Brüchen. 

Es  ist  nun  zu  untersuchen,  ob  die  früheren  Begriffe  und  Gesetze  der  Addi- 
tion und  Subtraction,  welche  unter  der  Voraussetzung  ganzer  Zahlen  abgeleitet 
waren,  auch  für  die  neue  Zahlform  des  Bruches  Geltung  behalten,  bezw.  welches 
die  Gesetze  des  Rechnens  mit  Produkten  und  Quotienten  sind. 

Nimmt  man  in  einem  Bruche  -r  den  Zähler  und  den  Nenner  als  veränderlich 

an,  so  sieht  man  leicht  ein,  dass  durch  Vergrösserung  des  Zählers  bei  unver- 
ändertem Nenner  die  Anzahl  der  Theile  der  Einheit  vermehrt  wird,  während 
diese  Theile  selbst  ihre  Grösse  nicht  ändern,  dass  also  der  Bruch  grösser  wird. 
Genauer  ergiebt  sich,  dass  durch  Multiplication  des  Zählers  der  Bruch  mit  der 
selben  Zahl  multiplicirt  wird.  —  Vergrössert  man  dagegen  den  Nenner  bei  unver- 
ändertem Zähler,  so  wird  die  Einheit  in  eine  grössere  Anzahl  von  Theilen  getheilt, 
diese  Theile  selbst  werden  also  entsprechend  kleiner,  und  da  die  Anzahl  a  der- 
selben unverändert  geblieben  ist,  so  muss  auch  der  Bruch  entsprechend  ver- 
kleinert sein.    Durch  Multiplication  des  Nenners  wird  hiemach  der  Bruch  durch 
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dieselbe  Zahl  dividirt  —  Entsprechend  findet  man,  dass  ein  Bruch  durch  Divi- 
sion des  Zählers  dividirt,  durch  Division  des  Nenners  multiplicirt  wird. 

Hieraus  folgt,  dass.  der  Werth  eines  Bruches  unverändert  bleiben  muss,  wenn 
man  den  Zähler  und  den  Nenner  zugleich  mit  derselben  Zahl  multiplicirt  oder 
wenn  man  beide  durch  dieselbe  Zahl  dividirt,  oder  es  ist 

a       a - n      a:n 
b       b - n       bin 

Die  erstere  Umformung  nennt  man  Erweitern,  die  letztere  Heben  des 
Bruches. 

Mit  Hülfe  des  Erweitems  lässt  sich  stets  bewirken,  dass  zwei  oder  mehrere 

g^bene  Brilche  denselben  Nenner  erhalten.    Erweitert  man  nämlich  jeden  der 

a     c 
beiden  Brüche  p  ^  mit  dem  Nenner  des  anderen,  so  erhält  man  für  dieselben 

ad    bc  € 

T^,  i^.    Ist  noch  ein  dritter  Bruch  -z  gegeben,  so  kann  man  nun  diesen  mit  bd 

nnd  jeden  der  beiden  ersteren  mit/  erweitem;  bei  einer  noch  grösseren  Anzahl 
von  Brüchen  fahrt  man  in  derselben  Weise  fort. 

Brüche,  welche  gleiche  Nenner  haben,  heissen  gleichnamige,  solche  mit 
angleichen  Nennern  ungleichnamige  Brüche. 

Gleichnamige  Brüche  können  als  Zahlen  angesehen  werden,  welche  sich  auf 
dieselbe  Einheit  beziehen,  nämlich  auf  den  durch  den  Nenner  bestimmten  ali- 
quoten Theil  der  ursprünglichen  Einheit. 

Da  nun  beliebig  gegebeneBrüche  stets  gleichnamig  gemacht  werden  können  und 
auch  jede  ganze  Zahl  auf  die  Form  eines  Bruches  mit  demselben  Nenner  gebracht 
werden  kann,  so  lassen  sich  die  früheren  Erklärungen  und  die  aus  diesen  abgeleiteten 
Gesetze  des  Addirens  und  des  Subtrahirens  auch  auf  die  neue  Zahlform  der 
Brüche  anwenden.  Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nicht  einmal  immer  nöthig,  die 
Umformung  der  einzelnen  Zahlen  der  Rechnung,  um  allen  denselben  Nenner  zu 
geben,  wirklich  auszuführen,  sondern  es  genügt,  dies  als  geschehen  zu  denken, 
während  man  statt  der  durch  die  Umformung  entstehenden  Brüche  die  ursprüng- 
lichen, ihnen  gleichwerthigen  Zahlen  als  Stellvertreter  derselben  bei  dem  Schreiben 
und  Aussprechen  beibehalten  kann.  So  kann  man  also  z.  B.  ohne  Weiteres 
nach  §  3,  (6) 

\b^  d)      f        \b      f)^  d 

setzen,  da  man  nur  nöthig  hat,  sich  behufs  der  Addition  und  Subtraction  alle 
drei  Brüche  auf  den  gemeinsamen  Nenner  bdf  gebracht  zu  denken;  nur  zur 
wirklichen  Ausführung  der  Rechnung  ist  es  nöthig,  auch  das  Gleichnamigmachen 
wirklich  auszuführen. 

Nachdem  so  die  Anwendbarkeit  der  früheren  Entwicklungen  auf  die  neue 
Zahlform  nachgewiesen  ist,  sollen  im  Folgenden  die  speciellen  Gesetze  des 
Rechnens  mit  Produkten  und  Quotienten  im  allgemeineren  Sinne  abgeleitet  werden. 

§  11.    Multiplication  und  Division  von  Summen  und  Differenzen. 

Sollen  drei  oder  mehr  Zahlen  durch  Multiplication  und  Division  unter  sich, 
oder  daneben  durch  Addition  und  Subtraction  verbunden  werden,  so  wird  wieder 
die  Angabe  der  Reihenfolge  der  Verknüpfungen  nöthig.  Dies  geschieht  auch 
hier  durch  Klammem.  Um  jedoch  einer  Häufung  der  letzteren  möglichst  vorzu- 
beugen,  ist  man  übereingekommen,  die  Multiplication  und  Division  als  enger 
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verbindend  wie  die  Addition  und  Subtraction  zu  betrachten,  sodass  alle  diejenigen 
Klammem  weggelassen  werden  können,  welche  nur  den  Zweck  haben,  eine  der 
ersteren  Operationen  als  einer  der  letzteren  vorangehend  zu  bezeichnen.  Abge- 
sehen hiervon  werden  auch  hier  diejenigen  Klammem  weggelassen,  welche  die- 
selbe Reihenfolge  angeben,  wie  die,  in  welcher  die  Zahlen  selbst  in  dem  betref- 
fenden Ausdruck  aufeinander  folgen.  Man  schreibt  also  z,  B.  statt  (a  -  c)  -^  d 
kürzer  a  *  c  -h  d,  statt  a  —  (^  •  ^)»  ^  —  d  '  c,  statt  (ad)  c,  abc,  dagegen  «  •  (r  -h  ^) 
u.  dgl.  m.  mit  Klammer.    Der  horizontale  Divisionsstrich  kann  eine  Klammer 

ersetzen;  so  schreibt  man  z.  B.  a',{b\  c)  oder  a  :  —  •    Heis,  §  6,  No.  9 — 21. 

C 

Wir  stellen  nun  im  Folgenden  zunächst  die  einfachsten  Rechnungsregeln 
zusammen,  welche  bei  Verbindung  der  beiden  neueren  Operationen  mit  den 
beiden  früheren  vorkommen. 

Da  (fl  ±:  3)  •  ^  =  (fl  dl  i^)  -+-  (ä  it  ^)  4-  (ä  ±  ^)  -h  . . . 

gesetzt  werden  kann,  so  ist 

{a±ib) '  c  =^ac  zt:  bCj  .  .  .  .  (18) 
d.  h.  eine  Summe  oder  Differenz  kann  mit  einer  Zahl  multiplicirt 
werden,  indem  man  jedes  Glied  mit  dieser  Zahl  multiplicirt  und 
dann  die  Partialprodukte  entsprechend  addirt  oder  subtrahirt  Ana- 
loges gilt  umgekehrt  f\ir  die  Multiplication  einer  Zahl  mit  einer  Summe  oder 
Differenz,  d.  h.  es  ist 

ö  •  (^  ±:  r)  =  <z^  d:  aCf 

wie  aus  der  Verbindung  von  (18)  mit  (15)  folgt. 

Die  vorstehende  Regel  kann  femer  leicht  auf  die  Multiplication  von  Summen 
mit  beliebig  vielen  Summanden  oder  von  Polynomen  ausgedehnt  werden.  So 
ist  z.  B. 

{a'\-b^C'-'d)-k^ak-^bk'-'Ck  —  dk. 

Durch  Umkehrung  dieser  Regel  ergiebt  sich  sodann,  dass  jedes  Polynom 
aus  Produkten,  die  einen  gemeinsamen  Faktor  haben,  gleich  dem  Produkt  aus 
diesem  Faktor  und  dem  entsprechend  gebildeten  Polynom  der  nicht  gemeinschafl- 
lichen  Faktoren  gesetzt  werden  kann.    So  ist  z.  B. 

7/?  —  73 -f- 7r  =  7  (ö  —  ^ -h  0- 
Man  nennt  diese  Umformung  das  Absondern  des  gemeinschaftlichen 

Faktors. 

AU  weitere  Belipidc  des  Gebrauchs  der  vorstehenden  Regeln  mögen  die  folgenden  dienen : 
n.r  -  -  f)  0'  -I-  »)  —  J^^  —  ('>->'  H-  öa;  -=  3.r  —  by  —  5^; 
a    ■  A  .  (<  -    if)  -r-  a  —  (hl-  —  hJ)  ^-=  a  —  hc-^-  bd, 

t'tngckchrt  kann  man  fUr  3jr  —  hy  —  5:  setzen  3jr  —  5  Cv  +  <)•     Entsprechend  ist 

U       Wh  -I-  :U  •  -  'in  —  :HA  —  O  oder  U  H-  36-  —  ^)»* 
7  t  4  2  0'  4-  8  —  «)  —  7  j:  -h  '2y  4-  2«  —  2«; 
fwi  4  3A    -4(rt-  *  —  <)■- i)«i  4-3^— .4tf  4- 4/^4- 4f. 
nm   \   hm   \   tm      rt/t  -    hn     -  ^m  —  {a  -{-  h  -^  A  m  —  {a  -{-  b  -\-  ()  n  ^=  (a  -^  h  -^^  c)  (m  —  n), 

lUis.  It  14. 

Kinc  Kwcito  Erweiterung  der  vorstehenden  Regel  (18)  ergiebt  sich  durch 
wicilrrhcilti*  Anwendung  derselben  in 

U9   \  /').  (f  \  ti)    •  n,  {t'  k  tf)  4  b.{t'  ^  J)  =  ac  -had-h  bc  -^  bd, 

Uc«brrhrtU|il  crhttlt  man  auf  diene  Weise  Rlr  die  Multiplication  zweier  Binome 
dir  virr  Ki^grln: 
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(19) 


(a  -^  d)  '  (c  -^-  ä)  i=  ac  -h  aä -h  öc  -h  Öd 
(a  -{-  ö)  '  {c  —  ä)  =  ac  —  ad  -h  öc  —  dd 
(a  —  d)  '  {c -{- d)  ==  ac -h  ad — öc — öd 
(a  —  ö)-{c  —  d)  =  ac  —  ad  —  öc  -+-  öd. 
Dieselben  lassen  sich  auf  die  Multiplication  beliebig  vielgliedriger  Polynome 
erweitern.     Man  erhält  auch  für  diese  die  Regel: 

Man  multiplicire  jedes  Glied  des  einen  Faktors  mit  jedem  Gliede 
des  anderen  und  verbinde  jedes  Partial-Produkt  mit  den  übrigen 
durch  Addition  oder  Subtraction,  je  nachdem  seine  Faktoren  in  den 
ursprünglichen  Polynomen  durch  gleiche  oder  durch  verschiedene 
Rechnungszeichen  verbunden  waren. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Regel  kann  nun  auch  die  Multipli- 
cation von  drei,  oder  überhaupt  von  beliebig  vielen  Polynomen  nacheinander 
aosgefUhrt  werden. 

Als  besondere  Fälle  der  obigen  Regeln  (19)  sind  noch  folgende  Formeln 
bemerkenswerth : 

(a  —  ö)^  =a^  -'2aö'hö^ 

(ö-+-^).(ö  — ^)  =  ö2_^2^ 

wobei  {azt  ö)^,a^,ö^  als  Abkürzungen  für  (a  dzö){a:h  ö),  aa  und  öö  dienen. 

Die  dritte  dieser  Regeln  wird  häufig  in  umgekehrter  Gestalt  angewendet,  um 
Differenzen  von  der  Form  a^  —  ö^  in  Produkte  zu  verwandeln. 

Heis,  §  16. 

Aus  der  Formel  (18)  folgt  endlich  durch  Umkehrung  der  Operation,  dass 
eine  Summe  oder  Differenz  auch  dividirt  werden  kann,  indem  man  jedes  Glied 
durch  den  Divisor  dividirt  und  dann  die  Partial-Quotienten  entsprechend  addirt 
oder  subtrahirt,  oder  dass 

^^=^±1 (20) 

ist.  Denn  dieser  Satz  behauptet  zufolge  der  Erklärung  des  Quotienten  nach  (16), 
dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  derjenigen  Zahl  gleich  sei,  deren  Produkt 
mit  c  den  Werth  a:±iö  habe.  Es  ist  also  zum  Beweis  der  Richtigkeit  der  Formel 
nur  zu  zeigen,  dass  in  der  That 


\c         c ) 


ist,  was  leicht  mit  (18)  und  (16)  geschehen  kann. 

Die  Ausdehnung  des  Satzes  (20)  auf  die  Division  eines  beliebigen  Polynoms 
durch  eine  Zahl  bedarf  keiner  besonderen  Erläuterung. 

Umgekehrt  folgt,  dass  beliebig  viele  Quotienten,  welche  denselben  Divisor 
haben,  addirt  oder  subtrahirt  werden  können,  indem  man  die  Dividenden  in  ent- 
sprechender Weise  addirt  oder  subtrahirt,  und  das  Resultat  durch  den  gemein- 
samen Divisor  dividirt     So  ist  also  z.  B. 

3a  — 2^         Aa  —  ö        Sm-h2n       3a —  2ö -h  4a  — ö  —  dm^2n 


-h 


a  —  ö  a  —  b  a  —  ö  a  —  ö 

Heis,  §  19,  1—29. 

§  12.    Multiplication  und  Division  von  Produkten  und  Quotienten. 

Für  die  Multiplication  und  Division  von  Produkten  und  Quotienten  ergeben 
skh  die  nachfolgenden  Regeln: 
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abc^=^acb^a{bc),    ....    (21) 
denn  {ab)c  ==ab -hab-hab. .  .^  kann  nach  (18)  sowol gleich (u  -f-  a  -H  « -h  . .  .^  A 
d.  i.  gleich  (ac)b,  als  auch  a(b -»-^-»--+-^-+---.*')  =  a(jbc)  gesetzt  werden. 

Die  vorstehende  Regel  zeigt  nicht  bloss,  wie  ein  Produkt  mit  einer  Zahl, 
sondern  durch  Umkehrung  auch  wie  eine  Zahl  mit  einem  Produkt  multiplicixt 
werden  kann.  Sie  lässt  sich  femer  auf  die  Muldplicadon  von  mehr  als  drei 
Faktoren  erweitem  und  dann  dahin  aussprechen,  dass  bei  der  Multiplication 
beliebig  vieler  Zahlen  die  Reihenfolge  der  Faktoren  ohne  Einfluss 
auf  das  Resultat  ist  Daher  dürfen  in  diesem  Fall  auch  stets  die  Klammem 
weggelassen  werden.  — -  Heis.  §  15,  §  17  No.  20—31. 

Soll  dagegen  ein  Produkt  durch  eine  Zahl  dividirt  werden,  so  kann  dies 

nach  der  Gleichung 

ab        a  b 

—  =-.^  =  fl.-     .     .     .     .     (22) 

geschehen,  denn  da  die  Ausdrücke  —  .  b  und  a  •  —  zufolge  der  Regel  (21)   in 
Verbindung   mit  (16)   bei   der  Multiplication   mit  c  zum  Resultate  a  •  b  geberi 

ah 

müssen,  so  sind  sie  dem  Quotienten  —  gleich. 

Allgemein  lässt  sich  hieraus  folgem,  dass  ein  Produkt  von  beliebig 
vielen  Faktoren  durch  eine  Zahl  dividirt  werden  kann,  indem  man 
einen  beliebigen  einzelnen  der  Faktoren  durch  diese  Zahl  dividirt. 
—  Heis,  §  21,  5—14. 

Aus  den  Formeln  (21)  und  (22)  geht  hervor,  dass  der  Werth  eines  Produkts 
durch  Multiplication  eines  der  Faktoren  mit  derselben  Zahl  multiplicirt  und  ent- 
sprechend durch  Division  eines  der  Faktoren  dividirt  wird.  Da  nun  der  Dividen- 
dus  a  des  Quotienten  a :  h  der  gegebene  Werth  eines  Produkts,  der  Divisor  b 
der  eine  Faktor  ist,  so  folgt,  dass  durch  Multiplication  des  Dividendus  mit  c 
ohne  Veränderung  des  Divisors  der  Werth  des  anderen  Faktors,  d.  i.  des  Quo- 
tienten, mit  c  multiplicirt  wird.  Durch  Division  des  Dividendus  ohne  Veränderung 
des  Divisors  würde  dagegen  der  Quotient  entsprechend  dividirt  werden.  Lässt 
man  dagegen  den  Dividendus,  also  den  Werth  des  Produkts,  unverändert  und 
multiplicirt  oder  dividirt  den  einen  Faktor,  so  muss  der  andere  Faktor  ent- 
sprechend dividirt  oder  multiplicirt  sein.  Es  wird  also  durch  Multiplication 
seines  Divisors  mit  einer  Zahl  c  der  Quotient  c  selbst  durch  c  dividirt,  und  durch 
Division  des  Divisors  durch  c  der  Quotient  mit  c  multiplicirt 

Man  kann  hiernach,  wie  schon  im  §  4  insbesondere  für  gebrochene 
Zahlen  nachgewiesen  worden  ist,  ganz  allgemein  einen  Quotienten 
sowol  durch  Multiplication  seines  Dividendus  als  durch  Division 
•eines  Divisors  multipliciren,  sowie  denselben  sowol  durch  Division 
•eines  Dividendus  als  durch  Multiplication  seines  Divisors  dividiren, 
oder  es  ist 

Hkih,  ^  31,  15-30;  §  22. 
AiUHM-rdcm    folgt   auch   hier   (wie   in  §  4),    dass   die  gleichzeitige   Muki- 
plMütion  der  beiden  Bestandtheile  eines  Quotienten  mit  derselben 


2.     Multiplication  und  Division.  2i 

Zahl,  oder  ihre  gleichzeitige  Division  durch  dieselbe  Zahl  den  Werth 
des  Quotienten  unverändert  lässt,  dass  also 

a  '  c        a*,  c       a 

ist  Hkis,  §  18.  —  Die  noch  übrigen  einfachen  Aufgaben,  eine  Zahl  durch  ein 
Produkt  zu  dividiren,  eine  Zahl  mit  einem  Quotienten  zu  multipliciren  und  eine 
Zahl  durch  einen  Quotienten  zu  dividiren,  werden  bezüglich  durch  die  Regeln 

(26) 
(27) 


a 

a 

=  -:b 
c 

b 

•  c 

h  ■'- 

b 

ab 

^    i. 

a 

»  — 

SS 

— .  b 

c 

c 

c 

b 

• 

a  •  c 

a 

a 

• 

c 

b  ~ 

'■  h' 

(28) 


gelöst,  welche  man  kurz  durch  Umkehrung  vorhergehender  ableiten  und  dahin 
aussprechen  kann,  dass  die  Division  einer  Zahl  durch  ein  Produkt 
mittelst  successiver  Division  durch  die  einzelnen  Faktoren  in  belie- 
biger  Reihenfolge,  die  Multiplication  mit  einem  Quotienten  durch 
Multiplication  mit  dem  Dividendus  und  Division  mit  dem  Divisor  in 
beliebiger  Reihenfolge,  und  endlich  die  Division  durch  einen  Quo- 
tienten mittelst  Division  durch  den  Dividendus  und  Multiplication 
mit  dem  Divisor  in  beliebiger  Reihenfolge  ausgeführt  werden  könne. 
Heb,  §  23,  3—9;  §  24,  3—8. 

Der  häufigen  Anwendung  wegen  schliessen  wir  den  vorstehenden  noch  die 
folgenden  Regeln  über  die  Multiplication  und  Division  zweier  Quotienten  an: 

a    £ a-  c tf     d 

'b^l'^TTd'^  7-7    ^^^^ 

a     c        a:c        ad    ,^^. 

Man  kann  dieselben  durch  successive  Anwendung  der  vorstehenden  erhalten. 
So  ist  z.  B. 

y  •  -j  nach  (23)  gleich  (^^^  •  "^  )  •  ^i  dies  ist  nach  (27)  gleich  —^  :  b  und  dies  nach 
(24)  gleich  -r^.    Ebenso  ist  nach  (27)  -r-  •  "^  =  ( "T  •  ^)  •  ^»  ^^^  ^^s  nach  (24) 

=  y  :    y.    Heis,  §  23,  10—34;  §  24,  9—26. 

Entsprechende  Regeln  für  die  Addition  und  Subtraction  zweier  Quotienten 

sind  früher  (§  5,  (20))  angegeben  worden;  dieselben  setzten  jedoch  voraus,  dass 

beide  denselben  Divisor  hatten.    Mit  Hülfe  der  Regel  (25)  lassen  sich  jetzt  auch 

andere  Quotienten   addiren   und   subtrahiren.     Schon   in   §  4   ist   entsprechend 

a  c 

gezeigt  worden,  dass  wenn  z.  B.  -r  und  -^  gegeben  sind,  man  dieselben  stets 

so  umformen  kann,  dass  sie  gleiche  Divisoren  erhalten;  man  hat  zu  diesem  Zweck 
nur  nöthig,  in  jedem  der  Quotienten  beide  Bestandtheile  mit  dem  Divisor  des 
anderen  zu  multipliciren.    Hierdurch  erhält  man 

a        ad       .    c         bc       ^      , 

a    .     c        ad-^ibc      ,  ^. 

T±7  =  -w-  (31)- 
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Die  Ausdehnung  dieser  Regel  auf  Polynome  von  beliebig  vielen  Quotienten 
ist  selbstverständlich.  —  Haben  die  Divisoren  b,  d  einen  gemeinschaftlichen 
Faktor,  so  führt  die  Multiplication  mit  dem  vollen  Divisor  des  anderen  Quotienten 
zu  einer  unnützen  Weitläufigkeit;  man  hat  nur  nöthig,  bei  jedem  Quotienten  den 
nicht  gemeinschaftlichen  Faktor  aus  dem  Divisor  des  anderen  anzuwenden.  So 
ist  z.  B. 

a  b  az  by         az  -\-  by 


xy        xz        xyz        xyz  xyz 

a  b  c         az  —  by  -\-  cz 


xy        xz        yz  xyz 

Heis,  §  19,  30—54. 

§  13.     Multiplication  und  Division  mit  algebraischen  Zahlen. 

Die  im  §  7  dieses  Abschnittes  gegebenen  Definitionen  lassen  sich  ohne 
Weiteres  auch  auf  die  Null  und  die  negativen  Zahlen  übertragen,  und  das  Gleiche 
gilt  von  den  aus  diesen  Erklärungen  weiterhin  abgeleiteten  Gesetzen.  Doch  ist 
dabei  zunächst  zu  bemerken,  dass  nach  der  dortigen  Erklärung  des  Produkts  nur 
der  Multiplicandus  eines  solchen,  nicht  aber  der  Multiplicator  Null  oder  eine 
algebraische  Zahl  sein  kann,  da  letzterer  nur  eine  Anzahl  bedeutet,  also  eine 
sogenannte  reine  Zahl  sein  muss.     Es  ist  also  o  -  b=^o  '\-  o  -{-  o  -\^  ...<*  =<?, 

(-K  ö)  •  ^  =  (-h  a)  -h  (H-  fl)  H-  (-h  ä)  -f- . . .  =  -+-  {ab\ 
{—a)'b  =  {—a)  -h  (—  ö)  -h  (—  ö)  -H  . . .  =  —  {ab). 

Dagegen  hat  a»  o  als  eine  Summe  mit  keinem  Summanden,  oder  a  •  ( —  b), 
als  eine  Summe  mit  einer  negativen  Anzahl  von  Summanden  nach  der  bisherigen 
Auffassung  keinen  Sinn,  und  es  ist  daher  auch  das  die  Vertauschung  der  Faktoren 
betreffende  Grundgesetz  der  Multiplication  hier  nicht  ohne  Weiteres  anwendbar. 

Man  wird  jedoch  durch  das  Auftreten  von  Ausdrücken,  wie  die  zuletzt 
erwähnten,  auf  eine  Erweiterung  der  früheren  Erklärungen  der  Multiplication  und 
Division  hingeführt,  durch  welche  diese  Ausdrücke  ebenfalls  einen  den  früheren 
Untersuchungen  entsprechenden  Sinn  erhalten.  Wir  setzen  demnach  fest,  dass 
unter  a-o  verstanden  werden  soll,  dass  der  Summand  a  keinmal  gesetzt  sei, 
sodass  also  a'0^=o  und  demnach  auch  hier  a  *  o=-  o  *  a^  und  insbesondere 
0-0=^0  ist  Femer  soll  unter  der  Multiplication  einer  Zahl  mit  einem  positiven 
oder  negativen  Multiplicator  dz  b  verstanden  werden,  dass  jene  Zahl  nicht  nur 
so  oft  mal  als  Summand  gesetzt  werden  soll,  als  die  Anzahl  der  Einheiten  von  b 
beträgt,  sondern  dass  die  Summe  auch  in  derselben  oder  in  entgegengesetzter 
Richtung  der  Zahlenreihe  mit  derjenigen  genommen  werden  soll,  welcher  die 
Summanden  angehören,  je  nachdem  der  Multiplicator  positiv  oder  negativ  ist. 

So  bedeutet  also  z.  B.  (-h  4)  •  ( —  3)  nicht  bloss,  dass  der  Summand  -h  4  drei- 
mal gesetzt  werden,  sondern  auch,  dass  das  Vorzeichen  des  Produktes  umgekehrt 
werden  soll,  sodass  also  dieses  Produkt  (-H  4)  •  ( —  3)  die  Bedeutung  —  [(-+-  4  )  H- 
(-h  4)  -h  (-4-  4)]  =  —  (-M2)  =  —  12  erhält. 

Die  Anwendung  dieser  Erklärung  auf  die  vier  hierbei  möglichen  einfachsten 
Fälle  führt  auf  die  Formeln: 

(-+-  ö)  •  (-H  ^)  =  -h  ab 

^tS"2^"1    (32). 
( —  (i)'{r^b)  =  —  ab    ^    ^ 

(—  fl) .  (—  ^)  =  -h  ab 
Man  multplicirt  also  stets  die  Glieder  der  beiden  algebraischen 
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Faktoren  und  besdmmt  das  Vorzeichen  des  Produktes  nach  der  praktischen 
Kegel:     Gleiche  Vorzeichen  geben  -+-,  ungleiche  — . 

Anmerkung:  Namentlich  die  letzte  der  obigen  vier  Formeln  (32)  ist  häufig  missver- 
stsnden  worden,  indem  die  Vergleichung  der  positiven  und  der  negativen  Zahlen  mit  dem  Bei- 
spiel von  Schulden  und  Vermögen  Anlass  gegeben  hat,  diese  Formel  in  ganz  unstatthafter  Weise 
dahin  zu  deuten,  dass  »durch  Multiplication  von  Schulden  mit  Schulden  Vermögen  enstehe.c 
Da  dieser  Satz  an  sich  völlig  sinnlos  ist,  indem  zwei  benannte  Zahlen  niemals  mit  einander 
moltiplicirt  werden  können,  so  wurde,  um  sich  überhaupt  etwas  unter  demselben  zu  denken,  der 
rwite  Fehler  gemacht,  dass  man  diese  Multiplication  von  Schulden  mit  Schulden  verwechselte 
mit  einer  Vervielf^tigung  von  Schulden,  also  mit  einer  Multiplication  der  Schulden  mit  einer 
absoluten  Zahl,  und  so  zu  dem  widersinnigen  Satze  kam,  dass  durch  eine  Häufung  von 
Scholden  Vermögen  entstehe.  Die  richtige  Deutung  der  Formel  in  der  Anwendung  auf  das 
Beispiel  von  Schulden  würde  vielmehr  die  sein,  dass  durch  Vervielfältigung  von  Schulden  und 
gleichzeitige  Umkehrung  derselben  in  ihr  Gegentheil,  Vermögen  entstehe.  Der  Satz 
sagt  also  beispielsweise:  Wer  8000  M.  Schulden  hat  und  dieselben  in  das  vierfache  des  Gegen- 
theil«, d.  h.  in  Vermögen,  verwandelt,  hat  8000  •  4  M.  Vermögen.  — 

In  Folge  der  vorstehenden  erweiterten  Fassung  des  Begriffs  der  Multiplication 
ergeben  sich  ohne  Weiteres  die  entsprechenden  Sätze  für  die  Division  als  die 
Umkehrungen  der  ersteren: 

Aus  a  -  0  =  0  •  a  =  0  folgt  zunächst  für  die  Division  mit  Null,  dass 

a 
J31  setzen   ist,    mit  Ausnahme  des  Falls,    in  welchem  auch  a  den  Werth  Null 

erhalt     Denn  die  in  —  enthaltene  Frage  nach  dem  Faktor,  dessen  Produkt  mit 

a  gleich  Null  sei,  wird  durch  die  vorstehenden  Regeln  dahin  beantwortet,  dass 

dieser  Faktor  selbst  gleich  Null  sei.   Für  die  in  —  enthaltene  Frage  aber,  welche 

Zahl  mit  0  multiplicirt,  zum  Resultat  Null  gebe,  ergiebt  sich  die  Antwort,  dass 
jede  Zahl  diese  Eigenschaft  habe.    Der  Ausdruck 

0 

0 
ist  daher  ein  völlig  unbestimmter,  oder  ein  unendlich  vieldeutiges  S3m[ibol,  welches 
jede  beliebige  Zahl  bedeuten  kann,   sodass  aus  ihm  allein  nicht  zu  ersehen 
ist,  welche  bestimmte  Zahl  er  vielleicht  in  einem  vorliegenden  besonderen  Fall 
bedeute.  —  Der  Ausdruck 

a 

0 

endlich  fordert  die  Auffindung  einer  Zahl,  deren  Produkt  mit  Null  gleich  a  sei. 
Eine  solche  Zahl  können  wir  überhaupt  nicht  angeben  —  den  Fall  0  =  0  selbst- 
verständlich wieder  ausgenommen  —  da  ja  jede  angebbare  Zahl  mit  0  multiplicirt 
ein  Produkt  gleich  Null  giebt. 

et 
Lässt  man  in  dem  Quotienten  -r  bei  unverändertem  Dividendus  den  Divisor 

b  kleiner  werden,  indem  man  denselben  durch  c  dividirt,  so  wird  der  Quotient 

1         .     a 
c  mal  so  gross.    Ist  3  =  — ,  so  ist  -r  =  ^  •  //.    Lässt  man  nun  n  ohne  Ende  wachsen, 

so  nähert  sich  b  ohne  Ende  der  Null,  und  der  Werth  des  Quotienten  kann  auf 
diese  Weise  grösser  als  jede  angebbare  Zahl  gemacht  werden.  Man  pflegt  dies 
dadurch  auszudrücken,  dass  man 
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a 

0       ~ 
setzt,  indem  man  durch  das  Zeichen  oo  eine  unendlich  grosse  Zahl  bezeichnet 
Aus   dem  Vorstehenden   folgt   die   praktische  Regel,    dass  man  niemals 
durch  Null  dividiren  darf. 

Für  die  Division  algebraischer  Zahlen  hat  man  nur  die  Sätze  (32)  umzu- 
kehren.   So  folgt  z.  B.  aus  (—  ö)  •  (h-  ^)  =  —  tf  ^,  dass =  -H  ^,  also  auch 

=  -h  —  ZU  setzen  ist  u.  s.  w.     So  ergeben  sich  die  Formeln: 


-hÄ 

=r 

-f- 

a 

H-^ 

b 

b 

= 

a 
1 

—  a 

a 

-¥b 

b 

—  a 

= 

-h 

a 

b 

b' 

(33) 


sodass  auch  hier  die  praktische  Regel  gilt,  dass  gleiche  Vorzeichen  +,  un- 
gleiche —  geben. 

Die  im  Vorstehenden  entwickelten  Gesetze  der  Muldplication  und  Division 
mit  Null  und  mit  algebraischen  Zahlen  lassen  sich  leicht  auf  zusammengesetztere 
Rechnungen  anwenden;  auch  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  alle  früher  für 
absolute  Zahlen  abgeleiteten  Gesetze  der  Multiplication  und  Division  für  die  eben 
genannten  Zahlformen  ebenfalls  gültig  bleiben.  So  eigiebt  sich  beispielsweise» 
dass  man  aus  den  Gleichungen  (19)  die  Gleichungen  (32)  erhält,  wenn  man  in 
jenen  a  ss  r  =  0,  bezw.  in  diesen  0  4-  «i  0  —  a  statt  -f-  tf|  —  0  u.  s.  w.  schreibt, 
u.  dgl.  m.  —  HEß,  §  26,  21—44. 

§  14.    Division  algebraischer  Summen. 

Die  allgemeinste  Aufgabe  der  Multiplication,  nämlich  die  Aufgabe,  beliebig 
viele  algebraische  Summen  mit  einander  zu  multipliciren,  bedarf  nun  keiner 
weiteren  Erörterung,  da  ihre  Auflösung  aus  dem  bisherigen  ohne  Weiteres  folgt. 
Dagegen  führt  die  allgemeine  Division  algebraischer  Summen  noch  auf 
ein  bemerkenswerthes  Verfahren.  Dasselbe  stützt  sich  auf  den  Satz,  dass  man 
jeden  Quotienten  gleich  der  Summe  aus  einer  beliebigen  Zahl  und  einem  dem 
ersteren  gleichnamigen  Quotienten  setzen  kann.  Der  Dividendus  des  letzteren 
wird  erhalten,  wenn  man  von  dem  des  ersteren  das  Produkt  aus  der  beliebigen 
Zahl  und  dem  Divisor  subtrahirt     Es  ist  also 

(34)     -=*  +  ——. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  allgemeine  Divisionsregel: 

Um  a  durch  b  zu  dividiren,  kann  man  zunächst  für  den  Quotienten  eine 
beliebige  Zahl  x  setzen,  dann  das  Produkt  dieser  Zahl  und  des  Divisors  b  von 
dem  Dividendus  a  subtrahiren  und  den  Rest  aufs  Neue  durch  b  dividiren,  Indem 
man  sich  hierzu  wieder  desselben  Verfahrens  bedient  und  in  dieser  Weise  fort- 
fährt, erhält  man,  falls  der  letzte  Rest  gleich  Null  wird,  zum  Quotienten  die 
Summe  der  Theilquotienten  *  4-  Jfi  H-  Jt,  -h  . . .  Ist  der  letzte  Rest  nicht  gleich 
Null,  so  ist  dieser  Summe  noch  der  Quotient  dieses  Restes  durch  b  hinzuzufügen. 
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a 

In   der  Praxis   wählt   man  für  x  eine  dem  Werthe  von  -r  möglichst  nahe 

kommende,  kleinere  (ganze)  Zahl,  so  z.  B.  bei  dem  bekannten  Verfahren  der 
Division  mehrziffriger  ganzer  Zahlen. 

Die  Anwendung  dieses  Verfahrens  auf  algebraische  Summen  mögen  folgende 
Bd^iele  zeigen:  t 

Aufgabe  1:    {VI  xx  -^  bA^yy  -^  A!^yz  —  b\xy — Uxz)\(JLx — 8«  —  ^y)  zu 
berechnen. 

Für  Anfänger  empfiehlt  es  sich,  zunächst  den  Dividendus  und  den  Divisor 
nach  den  Buchstaben  x,  y,  z  zu  ordnen,  worauf  man  folgende  Rechnung  erhält: 
(12  XX  —  b\xy—  24  xz  -+-  b\yy  -f-  48^«)  :(4  x—^y—^z)',      12  ^^:  4  :c  =  Zx 
12  XX  —  27  jcjr  —  24  xz 

(— 24jify  -h  h^^yy  -h  A%yz)  :  (4  Jf  —  9 j'  —  8  z)\—  24  ^j^ :  4  x  =  —  6j^ 

—  24  xy  -+-  bA^yy  -h  48  j'j». 

Der  Quotient  ist  also  gleich  Zx — ^y. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  man  sich  bei  dem  Schreiben  die  Wiederholung 
des  Divisors  ersparen  kann,  wie  dies  in  dem  folgenden  Beispiel  geschehen  ist: 

Aufgabe  2:  (20:c*  -h  32^  — 51:»:»  —  12x«) :  (4^*  —  7^— 8). 

Der  Kürze  halber  ist  hier  x^  statt  xxxx,  x^  statt  xx  u.  s.  w.  geschrieben, 

and  ausser  dieser  Bezeichnungsweise  wird  aus  der  späteren  Fotenzrechnung  der 

—  auch  hier  schon  leicht  beweisbare  Satz  3^  :  x^  ==  jt*,  allgemein  x^  \  x^  ^=^  x^—^ 

der  ^nfächheit  wegen  vorweg  genommen.     Nach  dem  Ordnen  des  Dividendus 

hat  man 

(20jr*  —  51  Jt»  —  12^2  4-  32:r)  :  (4^»  —  7:»:  —  8)  =  bx^  —  Ax 

20j>^  —  35x»  —  40^^ 

—  16jc»  H-  28ji:* 

—  16:c» -+.28jc«H-32jc. 

Aufgabe  3:  (x*  —  ^*)  :  (jf  —  j^)  =*  o:* -h  jr'j^ -H  ^^j'* -h  jcv' -+- J'* 

jp5  — x^y 

-+-  :r*^  — y^ 
-f-  jr*jf  —  jp^^' 


-h  x^y^  —  x'^y^ 


-h  Jt^j^'  — y^ 
-H  **j/'  -^  xy^ 

Analoge  Aufgaben,  wie  die  vorstehende  dritte,  führen  auf  den  bemerkens- 
werthen  Satz,  dass  jeder  Ausdruck  von  der  Form  x^  — y^  (wo  n  eine  ganze, 
positive  Zahl  ist),  durch  x  —  y  ohne  Rest  theilbar  ist.     Es  ist  nämlich 

jr* — j^ 

— ^^^^^--  =  jf«-l-+-a:«-2j,_^.^«- 8^3-1- ^  x'^y^-^-k-  xy^-'^-\'y^-  \ 

Der  Beweis  der  Richtigkeit  kann  dadurch  geführt  werden,  dass  man  die 
rechte  Seite  mit  x — y  multiplicirt. 

Entsprechend  ergiebt  sich,  dass  jf«H-^»  für  ungerades  n  durch  x-^-y  ohne 
Rest  theilbar  ist  —  Heis,  §  25.     Bardey  VI — X. 
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Anhang  1. 
aass    der    Zahlen. 

(Heis,  g  27—28). 

§.  15.     Primzahlen. 

1.  F^he  wir  von  den  bisher  behandelten  Operationen  zu  höheren  Stufen  von 
Zahlenverbindungen  übergehen,  sollen  im  Folgenden  einige  für  die  praktischen 
Anwendungen  oder  die  späteren  Untersuchungen  wichtige  Theorien  erörtert 
werden,  welche  —  soweit  sie  hier  Behandlung  finden  —  durch  die  Gesetze  der 
vier  bisherigen  Grund- Operationen  erledigt  werden  können.  Die  zunächst  zu 
behandelnden  Lehren  gehören  einem  Zweige  der  Mathematik  an,  welcher  unter 
dem  Namen  der  Theorie  der  Zahlen  oder  der  Zahlenlehre  von  den 
besonderen  Eigenschaften  und  Verbindungen  der  ganzen  Zahlen  handelt,  und  aus 
welchem  hier  nur  einige  der  elementarsten  Sätze,  wie  sie  im  Folgenden  gebraucht 
werden,  Erwähnung  finden  können.  Für  ein  wissenschaftliches  Studium  des  ge- 
nannten Zweiges  der  Mathematik  —  welches  übrigens  die  Kenntniss  auch  der 
späteren  Theile  der  allgemeinen  Arithmetik  voraussetzt  —  kann  auf  Lejeune- 
DiRtCHLKT,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  herausgegeben  von  Dedekcnd,  Braun- 
schweig bei  Vieweg  u.  Sohn,  verwiesen  werden. 

2.  Unter  einer  Zahl  schlechthin  soll  hiernach  in  diesem  Anhang  stets  eine 
ganze  Zahl  verstanden  werden. 

Ist  eine  Zahl  a  ein  Produkt  einer  Zahl  b  mit  einer  zweiten  Zahl  m,  also 
a  =i  m  '  bf  so  heisst  a  ein  Vielfaches  oder  ein  Multiplum  von  ^,  und  b  ein 
aliquoter  Theil,  auch  ein  Theiler,  Divisor  oder  ein  Maass  von  ö.  Man 
sagt  auch,  b  gehe  in  a  auf  oder  a  sei  theilbar  durch  b. 

Ist  a  kein  Vielfaches  von  b^  so  kann  a  stets  gleich  der  Summe  und  gleich 
der  Differenz  eines  Vielfachen  mb  von  b  und  einer  Zahl  r  gesetzt  werden,  sodass 
r  <  ^  ist     In  diesem  Fall  heisst  r  der  Rest. 

Jede  Zahl  ist  durch  1  und  durch  sich  selbst  theilbar.  Zahlen,  welche  ausser- 
dem durcl)  keine  andere  Zahl  theilbar  sind,  wie  z.  B.  2,  3,  5,  7,  11,  13,  heissen 
at)Kohitc  Primzahlen  oder  Primzahlen  schlechthin;  alle  anderen  Zahlen  sind 
zu  Harn  menge  setzte  Zahlen. 

Ist  eine  Zahl  <5  ein  Theiler  von  mehreren  Zahlen  <?,  ^,  r,  </,  . . .  zugleich,  so 
heisst  hie  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  (gemeinschaftlicher  Divisor,  gemein- 
h(  liafilic  lu-H  Maass;  dicner  Zahlen.  Solche  Zahlen,  welche  (ausser  der  1)  keinen 
gcmiins«  hafthdicn  Theiler  hal)en,  heissen  relative  Primzahlen.  So  sind  z.  B, 
\)  und  W),  ol)/lci<  li  beide  keine  absoluten,  doch  relative  Primzahlen,  während 
\)  und  VI  den  gemeinhcluift liehen  Theiler  3  haben. 

\ti  U\.     Thein)arkeit  der  Zahlen  überhaupt 

Auh  den   Vdfsirhenden  Erklärungen  ergeben  sich  leicht  folgende  Lehrsätze: 

Ni  ff  ein 'Iheiler  von  r/  luul  vcm  /',  so  ist  «5  auch  ein  Theiler  von  a -h  ^  und 
von  </       b\  ttt    - />;.     I)enii  ist  tf  -  m^i,  b -^  nd,  so  ist  «  dz  ^  =  («  ±  «)  ö. 

ADi'eniein  isi  ji-der  >'«'inein»c  haflliehe  Theiler  «5  mehrerer  Zahlen  <?,  b,  r,  ... 
aueh  ein  Tlieiln  jnli-«  uitn  <hesen  /alden  gebildeten  Polynoms  a  ±z  b  zt  c,  , . 

Ist  f\  ein  '\'\  iilri  von  tf,  hu  ihl  ^  aueh  ein  Theiler  eines  jeden  Vielfachen 
von  «I,  denn  iii  n      w»,    «»  ist  ma  •  -  m{nfi)  --  (mn)^. 
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In  einer  Reihe  von  Zahlen,  in  welcher  jede  folgende  ein  Vielfaches  der  vor- 
beigehenden ist,  muss  daher  jede  frühere  Zahl  ein  Theiler  jeder  späteren  sein. 

Ist  femer  6  ein  Theiler  von  a,  so  ist  auch  jeder  aliquote  Theil  von  ß  ein 
Theiler  von  ä,  denn  ist  a  =  fnd  und  6  =  «e,  so  ist  a  =  (mn)  e. 

T>Sigegen  ist  in  solchem  Falle  ein  Vielfaches  von  5  nicht  nothwendig  ein 
Theiler  von  a,  und  ebenso  8  nicht  nothwendig  ein  Theiler  eines  aliquoten  Theiles 
von  a. 

Allgemein,  ist  8  ein  Theiler  von  <?,  ^,  c,  .  .,  so  ist  5  und  jeder  aliquote  Theil 
von  8  auch  ein  Theiler  eines  jeden  aus  Vielfachen  von  a,  d,  c,  .  .  ,  gebildeten 
Polynoms  ma  zt  nb  -^pc  di . . . 

Beispielsweise  ist  8  ein  Theiler  von  16,    24,   32    und   40,   also   auch  von  2.16-4-4.24 

—  3  .  32  -h  40  =  72,  und  ebenso  sind  4  und  2  Theiler  von  72. 

Die  Summe  mehrerer  Zahlen  ä,  ^,  r,  .  .  .  kann  auch  dann  durch  5  theilbar 
sein,  wenn  8  nicht  ein  Theiler  jeder  einzelnen  dieser  Zahlen  ist;  vielmehr  genügt 
zu  diesem  Zweck,  dass  die  Summe  der  bei  der  Division  der  einzelnen  Summanden 
durch  8  bleibenden  Reste  durch  h  theilbar  sei. 

So  ist  7-H11-I-9-+-13  durch  5  theilbar,  denn  die  Summe  der  Reste 
2  H-  1  H-  4  -H  3  =  10  ist  durch  5  theilbar.  Ist  a  =  w8  -h  a,  3  =  «8  4-  ß,  c  =/a 
-»-7,  u.  s.  w.,  so  ist  a  H-  ^  4-  <:  -h  .  .  .  =  (/«  -h  «  -+-/  -h  .  .)  8  -h  a  -h  ß  -H  7  -h  .  .  ., 
woraus  die  allgemeine  Richtigkeit  der  Behauptung  leicht  folgt. 

Die  Differenz  zweier  Zahlen  ist  entsprechend  durch  5  theilbar,  wenn  die 
Differenz  der  zugehörigen  Reste  gleich  Null  ist.  Denn  da  jeder  der  Reste  kleiner 
als  d  ist,   so  kann  anderenfalls  ihre  Differenz   und  folglich  auch  nicht  (/w8  -H  a) 

—  («8  -h  ß)  =  (»j  —  «)  5  4-  (a  —  p)  durch  8  theilbar  sein. 

Ein  Produkt  ist  durch  jeden  seiner  Faktoren  theilbar.  Enthält  dasselbe 
mehrere  Faktoren  neben  einander,  so  ist  es  auch  durch  jedes  aus  diesen  Faktoren 
gebildete  Produkt  theilbar. 

So  ist  beispielsweise  das  Produkt  2  •  3  •  4  •  5  =  120  durch  2,  3,  4  und  5  ein- 
zeln, aber  auch  durch  2-3  =  6,  2-4  =  8,  3-4=12,  2  •  3  •  4  =  24  u.  s.  w.  theil- 
bar. Dagegen  ist  120,  obgleich  durch  2  und  durch  24  theilbar,  keineswegs  durch 
2  -  24  theilbar,  denn  es  enthält  die  Faktoren  2  und  24  nicht  neben  einander. 

Umgekehrt,  ist  eine  Zahl  durch  ein  Produkt  theilbar,  so  ist  sie  auch  durch 
jeden  Faktor  desselben  theilbar.  Diese  Behauptung  ist  Übrigens  schon  früher 
bewiesen,  da  jeder  solcher  Faktor  ein  aliquoter  Theil  jenes  ersteren  Theilers  ist 

Elin  Produkt  kann  aber  auch  durch  eine  Zahl  8  theilbar  sein,  ohne  dass  h 
einer  der  Faktoren  oder  auch  nur  ein  Theiler  eines  dieser  Faktoren  ist.  So  ist 
5-7-9  durch  35,  oder  durch  21  theilbar,  ebenso  40  -  24  durch  15  u.  dgl.  m. 
In  dieser  Beziehung  gilt  der  algemeinere  Satz,  dass  das  Produkt  ab  c  d ,  .  .  durch 
i  theilbar  ist,  wenn  das  Produkt  der  bei  der  Division  der  einzelnen  Faktoren 
durch  8  bleibenden  Reste  durch  6  theilbar  ist.  —  So  erhält  man  beispielsweise 
für  das  obige  Produkt  40  •  24  und  den  Theiler  15  die  Reste  10  und  9,  und  das 
Produkt  90  derselben  ist  durch  15  theilbar.  Allgemein  ist,  wenn  a  =  m8  -{-  a, 
b  =  n^-^^,  f=^8-f-7,  ...  ist,  ab  =  mnd^ -h  and -h^md -^  0L^  =  (mn^ -\- an 
-h  ,3»i)  o  -+-  oß,  womit  der  Satz  für  zwei  Faktoren  bewiesen  ist.  Für  drei  Faktoren 
setze  man  abc  =  (ab)  -  c,  so  ergiebt  derselbe  Beweis  denselben  Satz  für  das 
Produkt  der  Reste  von  ab  und  c,  ^Iso  für  aß^.  Ebenso  kann  man  für  jeden 
weiteren  Faktor  im  Beweise  fortfahren. 

Ist  dagegen  6  weder  ein  Theiler  eines  der  Faktoren  des  Produkts  (d.  h.  ist 
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keiner  der  Reste  gleich  Null),  noch  ein  solcher  des  Produkts  der  Reste,  so  kann 
i  auch  kein  Theiler  des  ursprünglichen  Produktes  sein. 

§  17.     Gemeinschaftliche  Theiler. 

1.  Um  zu  bestimmen,  ob  zwei  gegebene  Zahlen  einen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben,  dividire  man  die  kleinere  in  die  grössere,  dann  den  etwa  bleiben- 
den Rest  in  den  vorhergehenden  Divisor,  darauf  den  etwa  hierbei  bleibenden 
Rest  wieder  in  den  jetzt  vorhergehenden  Divisor,  und  fahre  so  fort,  bis  kein  Rest 
bleibt.  Der  letzte  Divisor  ist  dann  die  grösste  Zahl,  welche  in  die  beiden  gegebe- 
nen aufgeht.  Ist  derselbe  also  gleich  1,  so  sind  letztere  relative  Primzahlen,  im 
anderen  Fall  ist  jener  Divisor  ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Theiler. 

Beispiel:  Den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  1245  und  2676  zu 
bestimmen. 

2676  :   1245  =  2 
1245  :   186  =  6 
186  :   129  =  1 
129  :  57  =  2 
57   :   15  =  3 
15  :   12=1 
12  :  3  =  4 

Der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  ist  also  3. 

Um  allgemein  die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  zu  beweisen,  sei  zunächst 
bemerkt,  dass,  da  jeder  Rest  kleiner  als  der  vorhergehende  Divisor  ist,  jeder 
folgende  Rest  kleiner  als  der  vorhergehende  ist,  und  dass  man  daher,  wenn  d  die 
kleinere  der  beiden  gegebenen  Zahlen  ist,  im  ungünstigsten  Fall  nach  d —  1 
Divisionen  auf  den  Rest  1  kommen  muss,  welcher  dann  in  den  vorigen  Rest 
aufgeht  Es  seien  nun  g^,  g^,  ^s>  ■  *  *  ^^^  Reihe  nach  die  einzelnen  Quotienten» 
r|,  f*!,  Tj,  .  . .  die  Reste,  so  ist 

a  =d  •  ^1  -H  fj 

■ 

'■»• -2  =  ''«-l^«-H  r„ 

Daher  ist  der  letzte  Divisor  r«  ein  Theiler  von  r«  -.  i,  folglich  ist  er  auch 
ein  Theiler  des  vorhergehenden  Vielfachen  ru^f  gm  von  r«  _  i  und  mithin  auch 
ein  Theiler  der  Summe  r«  -i  gm-h  r„,  d.  h.  ein  Theiler  von  r»_2.  Indem  man 
die»c  SrhhiHH weise  wiederholt,  findet  man  nacheinander,  dass  r»  ein  Theiler  von 
r«  .8»  von  r«  4,  u.  s.  f.,  und  schliesslich,  dass  r«  auch  ein  Theiler  von  d  und 
von  a,  also  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  der  beiden  gegebenen  Zahlen  sei. 

Um  nun  auch  zu  beweisen,  dass  r«  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler 
von  a  und  A  int,  »ci  ^  irgend  ein  anderer  Theiler  von  a  und  d.  Dann  muss  ^ 
auch  ein  Maaim  «Icn  Vielfachen  d  *  g^  von  d,  und  mithin  auch  ein  solches  von 
a  ^  *  t/i  o(!cr  von  r^  nein.  Hieraus  folgt  wieder,  dass  d  auch  in  r^  •  g^  und 
niitliin  in  //  ^1  '/y  *  ^y  aufgehen  muss.  Durch  Wiederholung  dieser  Schluss- 
folgcriing  gelangt  nmn  zuletzt  dahin,  dass  h  ein  Maass  von  r«  sein  muss.  Daher 
kann  4  ni<  ht  grOiinrr  aU  r^^  sein. 

Aus  dicftrm  Hcweine  folgt  noch,  dass  jeder  gemeinschaftliche  Theiler  d  zweier 
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Zahlen  a^  b  auch  in  dem  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  dieser  Zahl  auf- 
gehen muss. 

2.  Soll  entsprechend  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  für  drei  oder  mehr 
Zahlen  gesucht  werden,  so  bestimme  man  zunächst  das  grösste  genveinschaftliche 
Maass  h  zu  irgend  zweien  derselben,  z.  B.  zu  a  und  b.  Da  nun  jeder  gemein- 
schaftliche Theiler  von  a^  b  und  c  auch  ein  solcher  von  a  und  b  allein,  und 
somit  ein  Theiler  von  h  sein  muss,  so  kann  man  S  an  die  Stelle  der  beiden  Zahlen 
a  and  b  setzen,  wodurch  die  Anzahl  der  betreffenden  Zahlen  um  1  vermindert 
isL  Sucht  man  nun  wieder  zu  irgend  zweien  dieser  jetzt  vorhandenen  Zahlen 
den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  e,  und  setzt  diesen  für  die  beiden  Zahlen, 
so  kann  man  durch  hinreichende  Wiederholung  dieses  Verfahrens  zuletzt  auf  eine 
diuige  Zahl  kommen,  und  diese  letztere  muss  die  gesuchte  sein. 

3.  Das  im  Obigen  entwickelte  Verfahren  dient  auch  zum  Beweise  des  folgen- 
den fundamentalen  Lehrsatzes: 

Ist  d  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  von  a  •  k  und  von  ^,  und  sind  a  und  b 
relative  Primzahlen,  so  muss  h  ein  Theiler  von  k  sein.  Multiplicirt  man  nämlich 
(he  Seiten  einer  jeden  der  oben  für  zwei  Zahlen  a^  b  aufgestellten  Gleichungen 

mit  k^  so  erhält  man 

a  k  =  b  ^i>&  H-  r^k 

b  ^  =  rj^2^H-r2^ 

9 
9 

r«    '    k  =  k. 

Die  letzte  dieser  Gleichimgen  folgt  nämlich  aus  der  hier  gemachten  Voraus- 
setzung« dass  a  und  b  relative  Primzahlen  seien,  in  welchem  Fall  ihr  grösster 
gemeinschaftlicher  Theiler  r«  gleich  1  ist.  Ist  nun  S  ein  gemeinschaftlicher 
Theiler  von  ak  und  b,  so  ist  8  auch  ein  Theiler  von  ak  —  bq^k  =  r^k^  also  auch 
ein  solcher  von  bk  —  f^^q^k  =  r^k,  u.  s.  w.  Durch  Wiederholung  dieser  Schluss- 
folgenmg  erhält  man  zuletzt,  dass  6  ein  Theiler  von  k  sei. 

Aus  diesem  Satze  folgen  unmittelbar  die  nachstehenden:  1.  Sind  a  und  b 
relative  Primzahlen,  und  ist  k  ebenfalls  relativ  prim  zu  ^,  so  ist  auch  das  Pro- 
dukt ak  relativ  prim  zu  b.  2.  Sind  a  und  b  relative  Primzahlen  und  geht  bmak 
ao^  so  ist  ^  ein  Theiler  von  k,  3.  Allgemein,  ist  jede  der  Zahlen  a,  3,  c,  d, , . 
relativ  prim  zu  jeder  der  Zahlen  a,  ß,  7,  d,  . . .,  so  ist  auch  das  Produkt  abcd ,  .  . 
relativ  prim  zu  aßyd ...  4.  Insbesondere  ist  aaa . . .  (0«)  relativ  prim  zu  bbb . . . 
(^«),  wenn  a  und  b  relative  Primzahlen  sind.  — 

§  18.     Zerlegung  der  Zahlen.     Kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache. 

1.  Ist  a  eine  zusammengesetzte  Zahl,  hat  also  einen  Theiler  ^,  so  kann  sie 
als  Produkt  b  •  c  dargestellt  werden.  Ist  b  wieder  keine  Primzahl,  so  kann  sie 
aufs  neue  als  Produkt  zweier  Zahlen  d  -  e  dargestellt  werden.  Da  nun  die  Fak- 
toren immer  kleinere  Zahlen  werden  müssen,  so  muss  man  durch  hiiureichend 
wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  schliesslich  einmal  auf  einen  Theiler/ 
kommen,  welcher  eine  Primzahl  ist.  Es  ist  daim  /  auch  ein  Theiler  von  a  und 
CS  kaxm  daher  a  in  der  Form  a^^p  dargestellt  werden.  Da  man  nun  mit  a^, 
falls  sie  nicht  selbst  schon  eine  Primzahl  ist,  dasselbe  Verfahren  wiederholen  und 
so  auch  tfj  als  Produkt  einer  Primzahl  /^  mit  einer  Zahl  a^  darstellen,  dann 
vieder  a^  in  derselben  Weise  behandeln  und  so  weiter  fortfahren  kann,  und  da 
folgende  der  Zahlen  a^,  03, . . .  kleiner  als  die  vorhergehende  ist,   so  muss 
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man  schliesslich  auch  hier  auf  eine^Primzahl  kommen.  Somit  kann  jede  zusammen- 
gesetzte Zahl  als  Produkt  einer  endlichen  Anzahl  von  Faktoren  dargestellt  werden, 
welche  sämmtlich  Primzahlen  sind.  Man  nennt  dies  die  Zerlegung  der  Zahl  in 
ihre  Primfaktoren. 

Diese  Zerlegung  kann  bei  mehr  als  zwei  Faktoren  stets  in  verschiedenen 
Reihenfolgen  geschehen.  Ist  a  als  ein  Produkt  h  -  c  dargestellt,  so  kann  man 
jeden  der  Faktoren,  sofern  er  nicht  schon  eine  Primzahl  ist,  für  sich  weiter  zer- 
legen, dann  ebenso  mit  den  neuen  Faktoren  verfahren,  u.  s.  w.  So  kann  man 
z.  B.  für  144  zunächst  12  •  12,  dann  für  jeden  Faktor  12  entweder  2  •  6  oder  3  •  4 
setzen,  und  so  weiter  berechnen,  bis  man  2  •  2  •  2  •  2  •  3  •  3  erhält 

Es  fragt  sich  nun  noch,  ob  man  bei  verschiedener  Anordnung  in  jener  Zer- 
legung auf  verschiedene  Schluss- Resultate  gelangen  kann,  oder  ob  alle  diese 
Resultate  identisch  sein  müssen.  Man  überzeugt  sich  leicht  davon,  dass  das 
letztere  der  Fall  ist,  und  zwar  durch  folgenden  Beweis: 

Y.%  seien  durch  zwei  Zerlegungen  die  Resultate  a=^p  -  p^'p^-  ^  -  p^  und 
a  '  <i  '  <l\'  ^%*  '  *  <lm  erhalten  worden.  Da  nun  a  durch  q  theilbar  ist,  so  muss 
auch  p  'px'p2'  '  •/«  ^iurc^  ^  theilbar  sein,  und  da  hier  die  einzelnen  Faktoren 
Primzahlen  sind,  so  folgt  aus  §  17,  3,  dass  q  gleich  einem  dieser  Faktoren,  z.  B. 
gleich  /  sein  muss.  Durch  Division  mit  den  gleichen  Faktoren  /  und  q  findet 
man  dann,  dass  /i  •  ^2*  * '/«=  ^1  *  ^2*  *  '  ^'»»  sein  muss.  Auf  diese  beiden 
Produkte  lässt  sich  wieder  dieselbe  Schlussfolgerung  anwenden,  und  indem  man 
die  letztere  hinreichend  oft  wiederholt,  überzeugt  man  sich,  dass  jeder  Faktor, 
welcher  in  dem  einen  Produkte  ein-  oder  mehreremale  vorkommt,  ebenso  oft  in 
AvM\  anderen  vorkommen  muss.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Produkte,  abge- 
»irlicn  von  der  Reihenfolge  der  Faktoren,  ganz  genau  dieselben  sein  müssen. 

Man  kann  hiernach  jede  zusammengesetzte  Zahl  auf  die  Form/f  •  ^3  •  /t  .  .  . 
lifinjccn,  in  welcher  /,  q,  t  Primzahlen  sind  und  a,  ?,  7  .  .  .  die  Zahlen,  welche 
angeben,  wie  oft  der  betreffende  Primfaktor  in  dem  Produkte  vorkommt.  Diese 
7.f.j\v.^\\r\%  kann  nur  zu  einem  einzigen  Resultate  führen. 

2.  I  >cr  vorstehende  Satz  führt  zu  einer  in  der  Praxis  meist  bequemeren  Methode, 
i\r\\  jrroistcn  gemeinschaftlichen  Theiler  mehrerer  gegebenen  Zahlen  a,  b,  c,  ,  ,  , 
/M  Unt\v.t\.  Man  zerlege  zu  diesem  Zweck  jede  dieser  Zahlen  in  ihre  Primfaktoren 
iin/l  bilde  daH  Produkt  sämmtlicher  dieser  Faktoren,  welche  in  jeder  der  gegebe- 
firn  Zahlen  enthalten  sind.  Kommt  in  derselben  Zahl  derselbe  Primfaktor  mehr- 
f;i/  h  vor,  HO  int  er  in  dem  gesuchten  Theiler  so  oft  zu  setzen,  als  er  in  derjenigen 
l(rj(rbi-fien  Zahl  vorkommt,  welche  ihn  in  der  geringsten  Anzahl  enthält 

*■„,  ,«t  lintpicUwcUc  300  =  2».  3'- 5;  300  =  2'- 3- 5«;  2000  =  2*.  5«,  also  der  grösste 
I^Mr...r,.WMfiliair  'ITicilcr  von  360,  300  und  2000  gleich  2«  •  5  =- 20. 

S\\%  drtn  gröhhten  gemeinschaftlichen  Theiler  lassen  sich  dann  alle  anderen 
fffmtiU'.i\\'M\f\^cn  Theiler  der  gegebenen  Zahlen  finden.  Dieselben  sind  die 
#  ii»/'liirfi  l'ririifaktoren  des  ersteren  und  alle  möglichen  aus  denselben  in  unvoU- 
^*nuU/,*f  Anzahl  gebildeten  Produkte. 

-./,  %\w\   in   (lern  vorigen  Beispiel  die  Übrigen  gemeinschaftlichen  TheUer  2,  5,  4  und  tO. 

,\  lifln  klcinhte  gemeinschaftliche  Vielfache  gegebener  Zahlen  nennt 
w^u  dir  kirmfiic  Zahl,  in  welcher  alle  gegebenen  als  Theiler  enthalten  sind. 
M  .#1  rfl..ilt  dic«»clbc,  indem  man  aus  sämmtlichen  Primfaktoren  der  gegebenen 
/.».»Ml  *m  Produkt  bildet,  welches  jeden  dieser  Faktoren  so  oft  enthält,  als  die- 
,/„./#    Ailil,  in  welcher  er  am  häufigsten  vorkommt 

Vofi   diiHrm   kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  wird  bekanntlich  bei 
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der  Addition  und  Subtraction  ungleichnamiger  Brüche  unter  dem  Namen  General- 
nenner oder  Hauptnenner  Gebrauch  gemacht.  Die  für  die  Bestimmung  des 
letzteren  im  praktischen  Rechenunterricht  gewöhnlich  gegebenen  Regeln  erhalten 
durch  die  vorstehenden  Entwicklungen  ihre  genauere^  wissenschaftliche  Begründung. 
Im  Folgenden  soll  dieselbe  noch  auf  die  zur  leichten  Ausführung  der  Zerlegung 
einer  Zahl  in  ihre  Primfaktoren  nützlichen  Regeln  über  die  Kennzeichen  der 
TheÜbarkeit  dekadischer  Zahlen  ausgedehnt  werden. 

§  19.     Zahlensysteme. 

Unter  einem  Zahlensystem  versteht  man  eine  zunächst  zur  besseren  Ueber- 
sicht  der  unendlichen  Reihe  der  Zahlen  dienliche  Anordnung  der  letzteren  nach 
einer  bestimmten  Grundzahl  oder  Basis,  und  zwar  in  folgender  Weise: 

In  dem  gewöhnlichen,  sogenannten  dekadischen  Zahlensystem,  welches 
die  Grundzahl  zehn  hat,  werden  nur  die  neun  ersten  Zahlen  durch  besondere 
Zahlzeichen  (Ziffern)  bezeichnet.  Eine  Anzahl  von  zehn  Einheiten  wird  als  eine 
neue  Einheit  von  einer  höheren  Ordnung  angesehen  und  wieder  durch  1  bezeichnet. 
Zum  Unterschied  von  der  ursprünglichen  Einheit  wird  diese  neue  um  eine  Stelle 
weiter  nach  links  geschrieben,  wobei  die  leere  Stelle  rechts  durch  eine  Null  aus- 
gelullt wird.  Eine  Zahl,  welche  mehrere  solche  »Zehner«  enthält,  wird  dadurch 
geschrieben,  dass  man  die  Anzahl  dieser  Zehner  in  die  weiter  nach  links  stehende 
eiste  Stelle  und  sodaim  in  die  ursprüngliche  Stelle  entweder  eine  Null  oder, 
wenn  ausserdem  noch  »Einer«  vorhanden  sind,  die  Anzahl  dieser  letzteren  setzt. 
Zehn  solche  Zehner  bilden  wieder  eine  Einheit  der  nächst  höheren  Ordnung 
unter  dem  Namen  Hundert,  und  die  »Hunderter«  werden  in  die  zweite  Stelle 
links  von  den  Einem  geschrieben.  In  derselben  Weise  wird  weiter  zu  den  Ein- 
heiten der  folgenden  Ordnungen  aufgestiegen.  Die  nähere  Kenntniss  und  der 
Gebrauch  des  dekadischen  Zahlensystems  ist  hier  als  bekannt  vorauszusetzen. 
Auf  dieser  Anordnung  der  Zahlen  in  ein  System  mit  Hülfe  der  Bezeichnung  der 
Ordnungen  durch  die  Stellungen  und  mit  Hülfe  der  Null  zum  Ausfüllen  leerer 
Stellen  beruht  die  Leichtigkeit  in  der  Ausfuhrung  unserer  heutigen  Rechnungen 
im  Gegensatz  zu  denen  der  alten  Griechen  und  Römer,  und  damit  zu  einem 
grossen  Theile  auch  die  höhere  Entwicklung  der  mathematischen  Wissenschaften. 

Man  kann  jedoch  nicht  bloss  die  Zahl  zehn,  sondern  überhaupt  jede  beliebige 
".ganze)  Zahl  a  als  Grundzahl  eines  Zahlensystems  annehmen.  Diese  aus  a  ursprüng- 
lichen Einheiten  bestehende  Zahl  wird  dann  als  die  Einheit  der  ersten  höheren 
Ordnung  angesehen;  a  Einheiten  dieser  ersten  Ordnung,  also  a  •  a  oder  abgekürzt 
<r' Einheiten  der  ursprünglichen  Art  liefern  eine  Einheit  zweiter  Ordnung;  aaa  =  a^f 
ferner  a*,  u.  s.  w.  sind  die  Einheiten  der  folgenden  höheren  Ordnungen.  Die 
ursprüngliche  Einheit  wird  dem  entsprechend  als  Einheit  nullter  Ordnung  (a^) 
bezeichnet  Hiemach  giebt  es  also,  je  nachdem  a  gleich  2,  3,  u.  s.  w.  ist,  ein 
zweitheiliges  oder  dyadisches,  ein  dreitheiliges  oder  triadisches  System,  u.  s.  w. 

Hiemach  bedeutet  beispielsweise  die  Zahl  54321 

im  sechstheiligen  System  5  •  (  6*)  -h  4  •  (  G^)  -(-  3  •  (  G^)  -h  2  •  (  6)  4-  1, 

im  achttheiligen  System     5  •  (  8*)  H-  4  •  (  83)  +  3  •  (  8»)  -f-  2  •  (  8)  -h  1, 

im  zwölftheiligen  System  5  -  (12*)  -f-  4  •  (123)  -h  3  •  (12^)  -f-  2  •  (12)  -f-  1, 
^'ährend  sie  im  zehntheiligen  System  =  5  •  (10*)4-4.(103)-H3-(102)-h2-(10)-+-l, 
ist    Demnach  ist  diese  Zahl  im  sechstheiligen  System  gleichbedeutend  mit  der 
Zahl  5  •  1296  -+-4-216H-3- 36  4-2-6-1-1  =  7465  im  zehntheiligen,  und  ebenso 
dieselbe  Zahl  im  achttheiligen  System  mit  22737  und  im  zwölftheiligen  System  mit 
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111049  im  gewöhnlichen  dekadischen.  Umgekehrt  ist  die  der  dekadischen  Zahl 
4319  gleichwerthige  im  dyadischen  System  1000011011111,  im  triadischen  12220223, 
im  dodekadischen  25  (M)  (XI),  wobei  XI  für  die  hier  fehlende  Ziffer  für  elf  Ein- 
heiten gesetzt  ist 


Das  Einmaleins  lautet  beispielsweise 

im  sechstheiligen  S3r5tem: 

1-    1=    1 

2-    1—   2   31—3 

4 

'    1=   4 

5-    1=   5 

10 

.    1  = 

10 

1-2=2 

2-2=43.    2  =  10 

4' 

2=12 

5-    2=14 

10 

.    2  = 

20 

13=3 

2-    3  =  10   3-    3=13 

4 

3  =  20 

5-    3  =  23 

10 

•    3  = 

30 

1.    4=   4 

2-    4  =  12    3-    4  =  20 

4' 

4  =  24 

5-    4  =  32 

10 

4  = 

40 

1-5=5 

2-    5  —  14   3-    5  —  23 

4' 

5  =  32 

5-    5  =  41 

10- 

5  = 

50 

1-10=10 

2  -  10  =  20   3  .  10  =  30 

4- 

10  =  40 

5  .  10  =  50 

10 

10  = 

100 

Das  zehntheilige  2^ahlensystem  ist  keineswegs  das  für  die  praktischen  Rechnungen 
bequemste,  da  seine  Grundzahl  nur  die  beiden  Theiler  2  und  5  hat;  das  zwölf- 
theilige würde  beispielsweise  insofern  vortheilhafter  sein,  als  in  demselben  die 
Zahlen  2,  3,  4,  6,  8  und  9  als  einfache  Bruchtheile  der  höheren  Einheit  erscheinen 
würden.  In  der  That  hat  man  im  Verkehr  vielfach  neben  dem  dekadischen 
noch  andere  Systeme,  zwar  nicht  für  das  eigentliche  Zifferrechnen,  aber  doch  für 
die  übersichtliche  Eintheilung  häufig  gebrauchter  Grössen  benutzt,  wie  z.  B.  bei 
dem  früheren  Duodecimalsystem  der  Längenmaasse,  wo  12  Linien  als  Einheit 
höherer  Ordnung  ein  Zoll,  zwölf  Zolle  ein  Fuss  genannt  wurden,  u.  s.  w.  Noch 
gegenwärtig  werden  in  dieser  Weise  vereinzelt  andere  Systeme,  ja  zuweilen 
werden  bei  einer  und  derselben  Art  von  Grössen  verschiedene  Grundzahlen  ge- 
braucht; so  setzt  man  z.  B.  bei  Winkelgrössen  60  Secunden  gleich  einer  Minute, 
60  Minuten  gleich  einem  Grad,  dagegen  90  Grad  gleich  dem  rechten  Winkel. 
Aehnliches  gilt  für  die  Zeitmaasse. 

Nur  vereinzelt  sind  Bestrebungen  aufgetreten,  das  dekadische  Zahlensystem 
auch  im  Zifferrechnen  durch  ein  zweckmässigeres  zu  verdrängen.  Da  für  die 
Grundzahl  eines  praktisch  bequemen  Zahlensystems  weder  sehr  kleine  Zahlen, 
wie  2  oder  3,  noch  grössere,  wie  15,  16,  . .  geeignet  sind,  weil  bei  ersteren  grosse 
2^hlen  in  übermässiger  Ausdehnung  erscheinen,  und  bei  letzteren  die  Anzahl  der 
nothwendigen  Ziffern  zu  gross  wird,  da  femer,  wie  schon  bemerkt,  auf  eine  mög- 
lichst grosse  Theilbarkeit  der  Grundzahl  Bedacht  zu  nehmen  ist,  so  sind  in  der 
erwähnten  Beziehung  nur  die  Zahlen  12  und  6  als  beachtenswerth  hervoigehoben 
worden.  Derartige  Bestrebungen  müssen  jedoch  als  aussichtslos  bezeichnet  werden. 
Dagegen  hat  man  umgekehrt  mehr  und  mehr  das  dekadische  System  auch  auf 
alle  im  Handel  und  sonstigen  Verkehr  gebräuchliche  Eintheilungen,  also  auf 
Maasse,  Münzen,  Gewichte  u.  s.  w.  auszudehnen  gesucht  und  hierdurch  nicht  nur 
eine  früher  vermisste  Gleichmässigkeit  solcher  Maasse  u.  s.  w.  in  verschiedenen 
Provinzen  und  Ländern,  sondern  auch  durch  die  Gleichartigkeit  des  Eintheilungs- 
princips  manche  Vortheile  für  das  praktische  Rechnen  gewonnen.  Letzterem 
stehen  allerdings  auch  Nachtheile  in  Folge  der  schon  erwähnten  geringen  Theil- 
barkeit der  Grundzahl  gegenüber,  und  eine  vollständige  Durchfühmng  des  deka- 
dischen S]rstems  und  des  entsprechenden  Rechnens  dürfte  überdies  an  der  in  das 
praktische  Leben  tief  eingreifenden  gewohnten  Zeit-Eintheilung  ein  schwer  ru 
beseitigendes  Hindemiss  finden.  Das  dekadische  System  ist  kein  natürliches, 
sondern  ein  willkürliches  und  künstliches;  für  die  Wahl  der  Grundzahl  10  giebt 
es  nur  einen  historischen,  keinen  mathematisch- wissenschaftlichen  Grund.  Der 
Werth  des  einmal  gewählten  Systems  wird  allerdings  erhöht  durch  eine  möglichst 
consequente  Durchführung   und  allgemeine  Anwendung;   aber  überall,    wo  das 
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Eintiieilungs-Princip  durch  die  Natur  gegeben  und  somit  der  Willkür  entzogen 
ist,  iniiss  man  auf  die  Forderung  seiner  Durchführung  verzichten.  Man  kann  das 
Jahr  nicht  in  eine  decimale  Anzahl  von  Tagen  theilen,  da  diese  Anzahl  von  der 
Natur  anveränderlich  gegeben  ist. 

Eine  eingehendere  Erörterung  der  vorwiegend  theoretisches  Interesse  in  An- 
sprach nehmenden  Theorie  der  Zahlensysteme  muss  an  dieser  Stelle  unterbleiben; 
nur  zwei  die  praktische  Anwendung  des  dekadischen  Systems  insbesondere  näher 
aqgehende  Fragen  bedürfen  noch  der  Besprechung  im  Folgenden. 

§  20.    Theilbarkeit  dekadischer  Zahlen. 

Die  Frage  nach  äusseren  Kennzeichen  der  Theilbarkeit  einer  dekadischen 
Zahl  durch  eine  andere,  welche  insbesondere  auch  für  die  Anwendung  des  im 
§  18  Gesagten  von  Werth  ist,  hat  von  der  im  Vorstehenden  erläuterten  Darstellung 
einer  dekadischen  Zahl  z  durch  die  Form 

auszugehen,  wobei  a,  d,  c,  .  .  .  r  die  einzelnen  Ziffern  dieser  Zahl  sind.  Da  diese 
Zahl  durch  irgend  eine  andere  Zahl  k  dividirt  werden  kann,  indem  man  jeden 
Summanden  einzeln  durch  k  dividirt,  so  folgt  leicht,  dass  z  durch  k  theilbar  ist, 
wenn  die  Summe  der  Produkte  aus  ihren  einzelnen  Ziffern  a,  d,  .  ,  in  diejenigen 
Reste,  welche  durch  Division  ihrer  Einheiten  lO",  10*  — 1,  ...  mit  k  entstehen, 
durch  Ji  theilbar  ist  Bleibt  dagegen  bei  der  Division  dieser  Summe  durch  k  ein 
Rest,  so  bleibt  derselbe  Rest  bei  der  Division  von  z  durch  k. 

Da  nun  10,  10^,  ...  10«  sämmtlich  durch  2,  5  und  10,  10^,  10^,  .  .  durch 
4,  10*,  10^,  .  .  durch  8  u.  s.  w.  theilbar  sind,  femer  10,  10*,  .  .  10*  sowol  durch 
3  als  durch  9  dividirt,  sämmtlich  zum  Rest  1  geben,  so  folgt: 

Eine  Zahl  z  ist  theilbar  durch 
i  =  2,  weim  ihre  letzte  Ziffer  r  durch  2  theilbar  oder  Null  ist, 
k=:Bf  wenn   die  Quersumme   a  -h  ^  4-  ^  •  •  -h/  -h  ^  -h  r    ihrer   Ziflfem   durch  3 

öieilbar  ist, 
i  =  4,  weim  die  aus  den  beiden  letzten  Ziffern  gebildete  Zahl  10  ^-hr  durch  4 

theilbar  ist, 
i  =  5,  wenn  die  letzte  Ziffer  5  oder  0  ist, 
*=8^  weim   die   aus   den  drei  letzten  Ziffern  gebildete  Zahl  100/ -h  10  ^ -h  r 

durch  8  theilbar  ist, 
i  =  9,  wenn  die  Quersumme  der  Ziffern  durch  9  theilbar  ist, 
k  =  10,  wenn  die  letzt»  Ziffer  Null  ist. 

Schreibt  man  femer  die  Zahl  z  in  der  Form 

r  H-  11  ^  4-  99/  -h  1001  o  -h  9999  »1  -h  . . . 
—       g -h      p —  o         -hm  — ..., 

so  ergiebt  sich  noch  die  folgende  einfache  Regel:  Eine  dekadische  Zahl  ist  durch 
11  theilbar,  wenn  die  Summe  der  an  der  ersten,  dritten,  fünften,  u.  s.  w.,  also 
überhaupt  der  an  ungeraden  Stellen  stehenden  Ziffem  gleich  der  Summe  der  an 
geraden  Stellen  stehenden  ist 

Kennzeichen  für  die  Theilbarkeit  durch  zusammengesetzte  Zahlen  lassen  sich 
ans  denen  für  die  Theilbarkeit  durch  Primzahlen  ableiten;  so  ist  eine  Zahl  durch 
6  theilbar,  wenn  sie  gleichzeitig  durch  2  und  durch  3  theilbar  ist. 

Die  Kennzeichen,  welche  man  für  die  Theilbarkeit  durch  noch  andere  als 
die  bisher  erwähnten  Zahlen  abgeleitet  hat  (z.  B.  für  7)  sind  derart,  dass  die 
wirkliche  Ausführung  der  Division  den  Vorzug  vor  ihrer  Anwendung  verdient.  — 

fyft^AK^oh  der  MathcnmtiV.    Bd.  t  3 
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§  21.  Einheiten  niederer  Ordnungen. 
In  derselben  Weise,  in  der  man  in  den  Zahlensystemen  von  der  ursprüng- 
lichen Einheit  zu  Einheiten  höherer  Ordnungen  aufsteigt,  kann  man  auch  von 
denselben  zu  Einheiten  niederer  Ordnungen  herabsteigen,  und  so  auch  die  zwischen 
die  ganzen  Zahlen  sich  einschiebenden  Bruchzahlen  in  das  System  einschliessen. 
Diese  Fortsetzung  des  Zahlensystems  unterhalb  der  ursprünglichen  Einheit  ver- 
langt zunächst  die  Auffindung  einer  Einheit,  welche  zur  ursprünglichen  in  der- 
selben Beziehung  steht],  wie  diese  zur  Einheit  erster  Ordnung.  Wie  also  im 
dekadischen  System  jede  folgende  der  Zahlen  10*  .  .  .  1000,  100,  10,  1  der 
zehnte  Theil  der  vorigen  ist,  so  muss  die  nächst  niedere  Einheit  wieder  der  zehnte 
Theil  der  ursprünglichen,  also  ^  sein,  in  gleicher  Weise  ist  jede  der  weiter 
folgenden  niederen  Einheiten  -j^,  nAnr'  •  *  *  ^^^  zehnte  Theil  der  vorhergehen- 
den.   Ist  allgemein  a  die  Grundzahl  des  Systems,  so  bezeichnet  man  den  Bruch  ~ 

als  die  Einheit  der  —  Iten  Ordnung  (a  -i),  ebenso  -^  als  Einheit  der  —  2ten  Ord- 
nung {(i~^,   u.  s.  f.  allgemein  —  =  a-*  als    Einheit   der   —    «ten  Ordnung. 

Auch  hier  wird  die  Ordnung  durch  die  Stellung  bezeichnet,  indem  jede  Anzahl 
von  Einheiten  eines  niederen  Ranges  um  eine  Stelle  weiter  nach  rechts 
geschrieben  wird,  als  die  Einheiten  des  vorhergehenden  Ranges.  Hierdurch  ent- 
steht die  Nothwendigkeit,  die  Stelle  zu  bezeichnen,  welche  die  Einheiten  der 
urspKlnglichen  (Oten)  Ordnung  einnehmen.  Dies  geschieht  in  der  Regel  durch 
ein  nach  diesen  letzteren  gesetztes  Komma.  So  bedeutet  also  beispielsweise 
die  Zahl  314,897  ftir  die  Grundzahl  10  dasselbe  wie  3  •  100  -h  1  •  10  -h  4  -+-  8  •  ^V 

Für  das  dekadische  System  führen  derartige  Zahlen  den  Namen  Decimal- 
brüche.  Wegen  der  besonderen  Wichtigkeit  der  letzteren  für  das  praktische 
Rechnen  sollen  dieselben  im  folgenden  Abschnitt  in  besonderer  Darstellung 
behandelt  werden. 


Anhang  3. 

Die   Decimalbrüche. 

(Heis,  §  29—30.) 

§  22.     Grundbegriffe. 

Für  das  praktische  Rechnen  ist  eine  bestimmte  Art  von  Brüchen  von 
besonderer  Wichtigkeit  geworden,  und  da  dieselben  im  Folgenden  vielfach 
gebraucht  werden,  während  der  —  hier  vorausgesetzte  —  elementare  Rechen- 
unterricht dieselben  bisher  in  der  Regel  nicht  eingehend  genug  behandelt  hat,  so 
ndll  denselben  ihrer  besonderen  Bedeutung  für  den  praktischen  Rechner  wegen  ein 
«•^{(rnr r  Atmchnitt  gewidmet  werden. 

Kin  jeder  Bruch,  dessen  Nenner  10  oder  100,  1000,  u.  s.  w^  also  gleich 
^Utf^m  l'rodiiklc  ist,  dessen  Faktoren  sämmtlich  gleich  10  sind,  heisst  ein  Decimal- 
Upttt  h  |iM  ficr  Nenner  eines  solchen  durch  eine  1  mit  einer  oder  mehreren 
f«'.lli.^i  K« «« hrlcfbcn  wird,  so  genügt  es,  die  Anzahl  dieser  Nullen  zu  wissen,  um 
fUh  tUhtt$*9  iin««»li«n  XII  können.  Man  schreibt  daher  einen  Decimalbrach,  in- 
'Uht  ihuh  tUti  NvMhor  wegUsst  und  dafür  die  Ansahl  seiner  Nullen  durch  ein 
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Komma  angiebt,  welches  vor  eine  gleiche  Anzahl  von  Ziffern  des  Zählers,  von 
rechts  nach  links  gerechnet,  gesetzt  wird. 

Man  schreibt  also  z.  B.  statt  f^  kürzer  3,17,  statt  ^^,  447,1;  umgekehrt 
bedeutet  42,158  dasselbe  wie  ^V^-  ^^^  ^^^^  ^^^  letzteren  Decimalbruch  auch: 
Zveiundvierzig,  Komma,  eins,  fünf,  acht 

Hat  der  Nenner  mehr  Nullen,  als  der  Zähler  Ziffern,  so  werden  die  zur  Be- 
zckhniing  des  Nenners  durch  das  Komma  fehlenden  Ziffern  linker  Hand  durch 
Nullen  ersetzt;  ausserdem  schreibt  man  vor  das  Komma  noch  eine  Null. 

So  wird  z.  B.  xHir»  0,051  geschrieben,  und  0,72  ist  gleich  ^^. 

Im  Gegensatz  zu  den  Decimalbrlichen  nennt  man  alle  anderen  Brüche 
gemeine  Brüche. 

Bekanntlich  unterscheidet  man  bei  den  Brüchen  echte  und  unechte,  je  nachdem 
dieselben  kleiner  oder  grösser  als  1  sind.  Bei  einem  echten  Bruch  ist  der  Zähler 
kleiner,  bei  einem  unechten  grösser  als  der  Nenner.  Für  DecimalbrUche  ergiebt 
sich  hieraus  leicht  die  Regel:  Ein  Decimalbruch  ist  ein  echter,  wenn  vor  dem 
Komma  nur  eine  Null,  ein  unechter,  wenn  vor  dem  Komma  eine  Zahl  steht,  die 
grosser  als  Null  ist 

Die  unechten  Brüche  können  durch  Absonderung  der  in  ihnen  enthaltenen 

ganzen  Zahlen  nach  der  Regel 

ac  -\'  b  b 

; =  Ä  H 

c  c 

in  sogenannte  gemischte  Zahlen  verwandelt  werden.    Für  DecimalbrUche  ergiebt 

sich  hieraus:     Die  vor  dem  Komma  stehende  Zahl  ist  gleich  der  ganzen  Zahl, 

die  hinter  dem  Komma  stehenden  Ziffern  liefern  den  Zähler  der  entsprechenden 

gemischten  Zahl.     So  ist  beispielsweise  4,2583  =  4 ^^i^t^,  denn  tMH  =  fööl!^ 

Man  kann  femer  in  dem  vorstehenden  Beispiel 

iWA  =  iVoVo  "•"  18880  "^loVoo  "^  10800 

=^  Ä  ^~  tJtt  "♦"  TiAnr  +  1 0  8  0  ö 
setzen,  und  da  sich  dieses  Verfahren  allgemein  anwenden  lässt,  so  folgt,  dass 

die  erste  Ziffer  rechts  vom  Komma  Zehntel  der  Einheit,  die  zweite  Hundertel, 

die  dritte  Tausendtel,  u.  s..w.  enthält 

Hiemach  lässt  sich  ein  Decimalbruch  auf  vier  verschiedene  Arten  lesen;  so 
z.  B.  72,318  wie  folgt:  Zweiundsiebenzig,  Komma,  drei,  eins,  acht,  oder  72  Tau- 
send, dreihundert  und  achtzehn  Tausendtel,  oder  72  Ganze  und  dreihundert  und 
achtzehn  Tausendtel,  oder  endlich  72  Ganze,  drei  Zehntel,  ein  Hunderttel  und 
acht  Tausendtel. 

Bei  einem  Decimalbruch  bezeichnet  hiemach  das  Komma  die  Stelle  der 
Einer,  indem  es  diesen  angehängt  ist,  und  wie  die  Zehner  die  erste,  die  Hunder- 
ter die  zweite,  die  Tausender  die  dritte  Stelle  vor  den  Einern  u.  s.  w.  einnehmen, 
wie  also  jede  frühere  Ziffer  vor  dem  Komma  sich  auf  eine  zehn  mal  so  grosse 
Einheit,  als  die  folgende  bezieht,  so  folgen  in  der  ersten  Stelle  nach  den  Einem 
Zehntel,  in  der  zweiten  Hundertel,  in  der  dritten  Tausendtel  u.  s.  w.  In  den 
Dedmalbiüchen  wird  also  das  zehntheilige  Zahlensystem  durch  die  auf  das 
Komma  folgenden  Ziffern  in  gleicher  Weise  von  den  Einem  nach  abwärts  fort- 
gesetzt, wie  es  in  den  ganzen  Zahlen  von  den  Einem  zu  den  Zehnem,  Hunder- 
tern u.  s.  w.  aufsteigt 

Besonders  einfache  Beispiele  hierzu  bieten  die  neueren  zehntheiligen  Maasse, 
Münzen   und   Gewichte.    Eine  Strecke   z.  B.   von  5  Kilometer,    3   Dekameter, 

3* 
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2  Meter,  7  Decimeter,  9  Centimeter  und  8  Millimeter  Länge  kann  bezeichnet 
werden  durch  532,798  Meter.  Dieselbe  Strecke  ist  gleich  5,32798  ^Kilometer 
oder  53,2798  Dekameter  oder  5327,98  Decimeter  oder  53579,8  Centimeter  oder 
endlich  532798  Millimeter.  Ein  Decimalbruch  unterscheidet  sich  also  von  einer 
ganzen  Zahl  des  dekadischen  Zahlensystems  nur  dadurch,  dass  die  Einer  nicht 
die  letzte  Stelle  rechts,  sondern  die  dem  Komma  vorangehende  Stelle  einnehmen, 
während  imUebrigen  die  Rangordnung  der  Ziffern  nach  ihrer  Stellung  dieselbe  bleibt 
Die  auf  das  Komma  folgenden  Ziffern  eines  Decimalbnichs  heissen  die 
Decimalstellen  desselben. 

§  23.    Rechnen  mit  Decimalbrüchen. 

1.  Für  die  Rechnung  mit  Decimalbrüchen  ergiebt  sich  aus  dem  Vorstehen- 
den zunächst  leicht,  dass  man  bei  der  Addition  von  solchen  ebenso  die  Zehntel 
zu  den  Zehnteln,  die  Hundertel  zu  den  Hunderteln  u»  s.  w.  addiren  kann,  wie 
bei  ganzen  Zahlen  die  Einer  zu  den  Einem,  die  Zehner  zu  den  Zehnem,  u.  s.  w. 
Entsprechendes  gilt  für  die  Subtraction.  Hieraus  folgt  die  praktische  Regel: 
Um  Decimalbrüche  zu  addiren  oder  zu  subtrahiren,  schreibe  man  dieselben  so 
unter  einander,  dass  Komma  unter  Komma  kommt,  addire  oder  subtrahire  dann 
wie  bei  ganzen  Zahlen  und  setze  das  Komma  im  Resultat  an  dieselbe  Stelle, 
wie  in  den  einzelnen  Gliedem. 

Der  praktische  Rechner  gewöhne  sich  übrigens  auch  hier  daran,  dass  er 
nicht  nöthig  habe,  die  Zahlen  wirklich  unter  einander  zu  schreiben,  sondern  dass 
er  auch  ohne  dies  die  Ganzen  zu  den  Ganzen,  die  Zehntel  zu  den  Zehnteln 
addire  u.  s.  w. 

Hängt  man  an  einen  Decimalbruch  nach  der  letzten  Ziffer  rechts  eine  Null 
an,  so  wird  sowol  der  Zähler  als  der  Nenner  mit  10  multiplicirt,  der  Werth  des 
Bruches  bleibt  also  unverändert.  So  ist  z.  B.  1,5  =  1,50,  denn  1,50  =  fJJ  =  fj. 
Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Regel  ergiebt  sich  der  Satz:  Durch  An- 
hängen beliebig  vieler  Nullen  an  einen  Decimalbruch  wird  derselbe  mit  10  oder 
100,  1000  u.  s.  w.  erweitert,  sein  Werth  also  nicht  verändert.  Umgekehrt  darf 
man  Nullen,  welche  am  Ende  eines  Decimalbnichs  stehen,  unbeschadet  des 
Werthes  des  letzteren  weglassen.  Der  Decimalbruch  .wird  hierdurch  mit  10  oder 
100,  1000  u.  s.  w.  gehoben. 

Hiemach  kann  man  ungleichnamige  Decimalbrüche  gleichnamig  machen, 
indem  man  denselben  so  viele  Nullen  anhängt,  dass  alle  gleich  viele  Decimal- 
stellen erhalten. 

Auch  jede  ganze  Zahl  kann  in  Form  eines  Decimalbnichs  geschrieben  werden, 
indem  man  hinter  dieselbe  ein  Komma  setzt  und  auf  dieses  beliebig  viele 
Nullen  folgen  lässt. 

Die  auf  solche  Weise  gleichnamig  gemachten  Decimalbrüche  können  dann 
nach  bekannter  Regel  mittelst  Addition  oder  Subtraction  ihrer  2^hler  addirt  oder 
subtrahirt  werden.  Bei  diesem  Addiren  oder  Subtrahiren  können  die  angehängten 
Nullen  wieder  weggelassen  werden;  man  gelangt  auf  diese  Weise  zu  derselben 
Regel  für  die  Addition  .und  Subtraction  von  Decimalbrüchen,  welche  schon  oben 
angegeben  ist. 

Beispiele:      17,384  5,318  1 

0,1562  >- 1,9465/  "^  ^ 

315,74  3,3715  "^  0,41276 

333,2802  0,58724 
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3.  Verschiebt  man  das  Komma  eines  Decimalbruchs  um  eine  Stelle  nach 
rechts,  so  bleibt  der  Zähler  unverändert,  während  der  Nenner  durch  10  dividirt 
wild  Der  Bruch  wird  also  hierbei  mit  10  multiplicirt  So  geht  z.  B.  1,583 
durch  eine  solche  Verschiebung  in  15,83,  also  {^^  in  ^f^  über.  Durch  Wieder- 
holung, bezw.  durch  Umkehrung  dieses  Verfahrens  ergiebt  sich  die  Regel:  Um 
einen  Decimalbruch  mit  10,  100,  1000  u.  s.  w.  zu  multipliciren,  verschiebe  man 
das  Komma  um  1,  2,  3  u.  s.  w.  Stellen  nach  rechts;  um  ihn  durch  10,  100, 
1000  IL  s.  w.  zu  dividiren,  verschiebe  man  das  Komma  um  1,  2,  3  u.  s.  w. 
Stellen  nach  links. 

Um  einen  Decimalbruch  mit  einem  Decimalbruch  zu  multipliciren, 
moltiplicire  man  dieselben  ohne  Rücksicht  auf  das  Komma,  wie  ganze  Zahlen, 
indem  man  mit  der  höchsten  Ziffer  des  Multiplicators  beginnt  und  die  auf  ein- 
ander folgenden  Theilprodukte  um  je  eine  Stelle  weiter  nach  rechts  hinaus  rückt. 
Bei  der  Multiplication  mit  den  Einem  des  Multiplicators  bestimme  man  die  Stelle 
des  Kommas,  indem  man  dasselbe  vor  so  viele  Stellen  setzt,  als  der  Multiplican- 
dus  nach  dem  Komma  hat  An  die  entsprechende  Stelle  setze  man  nach  der 
Addition  der  Theilprodukte  das  Komma  im  Resultat. 


5,426  .  17,41 

0,134-0,0598 

54  26 

0,000 

37,982 

670 

21704 

1206 

5426 

1072 

94,46666  0,0080132 

Die  Begründung  dieser  Regel  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  Multiplication 
ohne  Berücksichtigung  des  Kommas  gleichbedeutend  ist  mit  der  Multiplication 
der  Zahler  der  Brüche,  durch  welche  der  2^hler  des  Produkts  ermittelt  wird, 
während  der  Nenner  des  Produkts  durch  die  Stelle  der  Einer  bestimmt  werden 
kann,  welche  sich  bei  der  Multiplication  mit  den  Einem  des  Multiplicators  ergiebt 
Da  nämlich  der  Neimer  des  Produkts  stets  wieder  durch  eine  Eins  mit  ange- 
hängten Nullen  geschrieben  werden  kann,  so  genügt  zu  seiner  Bestimmung  in 
der  That  diejenige  der  Stelle  der  Einer  des  Resultats. 

Die  vorstehende  Form  der  Regel  für  die  Multiplicadon  zweier  DecimalbrUche 

ist  der  gebräuchlichen  vorzuziehen,  welche  sich  aus  der  Anwendung  des  Satzes 

tf     c       a  '  c 

j'-T  =  T— ^  ergiebt,  und  welche,  wie  folgt,  ausgesprochen  werden  karm: 

Man  multiplicire  die  DecimalbrUche  ohne  Rücksicht  auf  das  Komma,  also 
%it  ganze  Zahlen,  und  schneide  im  Produkt  so  viele  Stellen  von  rechts  nach 
links  durch  das  Komma  ab,  als  die  Faktoren  zusammen  enthalten. 

Der  Grund  für  die  Bevorzugung  der  ersteren  Regel  ergiebt  sich  im  Folgen- 
den bei  der  »abgekürzten  Multiplication«. 

Ist  der  eine  Faktor  ein  Decimalbruch,  der  andere  eine  ganze  Zahl,  so  ändert 
sich  die  vorstehende  Regel  nicht 

3.  Soll  ein  Decimalbruch  durch  eine  ganze  Zahl  dividirt  werden, 
so  dividire  man  ohne  Rücksicht  auf  das  Komma,  also  wie  bei  zwei  ganzen 
Zahlen,  und  setze  im  Resultat  das  Komma  vor  eine  gleiche  Anzahl  von  Decimal- 
stellen,  wie  im  Dividendus.  Die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  folgt  aus  der 
Regel,  dass  man  einen  Bruch  durch  eine  Zahl  dividiren  kann,  indem  man  den 
Zähler  durch  die  2^hl  dividirt  und  den  Neimer  unverändert  lässt 
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In  dem  folgenden  Beispiel  ist  die  in  §  8  angegebene  Methode  der  Division 

ganzer  Zahlen  benutzt: 

63,7978:517  =  0,1234 

12  09 

1757 

2068 

000 

Um  dagegen  durch  einen  Decimalbnich  zu  dividiren,  multiplicire  man  — 
entsprechend  der  allgemeinen  Regel  für  die  Division  durch  einen  Bruch  —  den 
Dividendus  mittelst  Verschiebung  des  Kommas  mit  dem  Nenner  und  dividire  das 
Produkt  in  der  vorher  gezeigten  Weise  durch  den  Zähler. 

Beispiel:     16,30936  :  4,78  =  1630,936  :  478  =  3,412 

196  9 
5  73 
956. 

§  24.    Unendliche  DecimalbrUche. 

1.  Bleibt  bei  der  Division  eines  Decimalbruchs  durch  einen  Decimalbnich  oder 
durch  eine  ganze  Zahl  ein  Rest,  so  kann  man  dem  Dividendus  beliebig  viele 
Nullen  anhängen  und  hiemach  mit  der  Ausführung  der  Division  beliebig  weit 
fortfahren.  Doch  ist  vor  dem  Anhängen  der  Nullen  das  Komma  im  Resul- 
tat nach  der  im  §  23  angegebenen  Regel  zu  bestimmen. 

Ist  der  Dividendus  eine  ganze  Zahl,  so  kann  man  derselben  ebenfalls  nach  Be- 
stimmung des  Kommas  im  Resultat  beliebig  viele  Nullen  als  Decimalstellen  an- 
hängen. 

Beispiel:     17  :  5,12  =  1700  :  512  =  3,3203125 

1640 
1040 
1600 
640 
1280 
2560 

Hierbei  ist  es  möglich,  dass  die  Division  erst  spät  oder  gar  nicht  aufgeht. 
Dass  der  letztere  Fall  stattfinden  kann,  ergiebt  sich  aus  Folgendem:  Das  An- 
hängen der  Nullen  ist  gleichbedeutend  mit  einem  Erweitem  des  Bruches  mit 
einer  der  Zahlen  10,  100,  1000  u.  s.  w.  Da  nun  die  Division  von  Decimalbrüchen, 
abgesehen  von  der  Bestimmung  des  Kommas,  mit  einer  Division  ganzer  Zahlen 
identisch  ist,  so  kann  die  vorliegende  Frage  dahin  gefasst  werden,  unter  welcher 
Bedingung  eine  ganze  Zahl  ^,  die  sich  in  eine  andere  gegebene  Zahl  a  nicht  ohne  Rest 
dividiren  lässt,  in  ein  Produkt  von  a  mit  einer  der  Zahlen  10,  100,  1000  u.  s.  w. 
ohne  Rest  aufgehe.    Unter  der  stets  erfüllbaren  Voraussetzung,  dass  a  und  d  keinen 

gemeinschaftlichen  Faktor  haben,  kann  der  Quotient r — '- '-'-  nur  dann  eine 

ganze  Zahl  sein,  wenn  d  ein  Faktor  von  1000  ...  ist  Hieraus  folgt,  dass  nach 
dem  Anhängen  von  Nullen  die  Division  nur  dann  ohne  Rest  »aufgehenc  kann, 
wenn  der  Divisor  ö  keine  anderen  Faktoren  als  2  oder  5  enthält 

Ist  diese  Bedingung  nicht  erflUlt,  so  ist  der  Quotient  ein  Decimalbnich  mit 
unendlich  vielen  Decimalstellen  und  kann  daher  selbstverständlich  nie  vollständig 
hingeschrieben  werden.     Da  nun  bei  jeder  Theildivision  ein  Rest  bleiben  muss. 
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welcher  kleiner  als  der  —  als  ganze  Zahl  dargestellte  —  Divisor  ist,  so  ist  die 
Anzahl  der  möglichen  verschiedenen  Reste  um  1  kleiner  als  dieser  Divisor.  Es 
muss  also  nach  höchstens  b — 1  Theildivisionen  mit  dem  Divisor  b  ein  Rest 
erscheinen,  welcher  schon  einmal  dagewesen  ist,  und  sofern  an  beide  Reste 
anch  dieselbe  Ziffer  (Null)  angehängt  wird,  muss  sich  von  da  an  das  Divisions- 
verfahren  in  derselben  Weise,  wie  von  jenem  ersten  Reste  ab,  wiederholen.  Es 
muss  sich  also  auch  im  Quotienten  von  einer  bestimnten  Stelle  an  stets  dieselbe 
Zifiemgnippe  in  derselben  Weise  wiederholen. 

Beispiel:     15,3182  :  0,27  =  1531,82  :  27  =  56,73407407  .  .  . 

181 
198 
92 
110 
200 
110 
200 
Es  kehrt  hierbei  die  Ziffemgruppe  407  fortwährend  wieder. 

Decimalbrüche,  welche  unendlich  viele  Decimalstellen  haben,  werden  kurz 
unendliche  Decimalbrüche  genannt  Kehrt  dabei  dieselbe  Ziffemgruppe  in 
derselben  Ordnung  immer  wieder,  so  heisst  der  unendliche  Decimalbruch  ein 
periodischer,  imd  jene  Ziffemgruppe  seine  Periode.  Beginnt  die  erste  Periode 
mit  der  ersten  Decimalstelle;  wie  z.  B.  in  0,757575  .  .  .,  so  heisst  der  Decimal- 
brach  ein  rein  periodischer,  gehen  aber  der  ersten  Periode  Decimalstellen  vor- 
her, welche  also  nicht  dem  Gesetze  derselben  folgen,  so  heisst  er  ein  gemischt 
periodischer. 

Jede  Division  mit  Decimalbrtichen,  welche  nicht  aufgeht,  führt  also  nach 
Obigem  auf  einen  periodischen  Decimalbruch  als  Resultat. 

2.  Auch  die  Division  zweier  ganzen  Zahlen  kann,  wenn  dieselbe  nicht  auf- 
geht, indem  man  dem  Dividendus  ein  Komma  und  nach  demselben  beliebig 
viele  Nullen  anhängt,  in  der  obigen  Weise  behandelt  werden.  Daher  lässt  sich 
auch  jeder  gemeine  Bnich  in  einen  Decimalbruch  verwandeln,  indem  man  den 
Nenner  in  den  Zähler  dividirt.     So  ist 

^==0,5,  i  =  0,33  .  .  .,  {.  =  0,25,  i  =  0,2,  ^  =  0,1666  .  .  .,  u.  s.  w. 
Umgekehrt  lässt  sich  jeder  Decimalbruch  in  einen  gemeinen  Bruch  ver- 
wandeln. Für  endliche  Decimalbrüche  versteht  sich  dies  von  selbst;  es  bt  hier 
nur  eine  Formverwandlung  vorzunehmen,  indem  man  den  durch  das  Komma 
bestinunten  Nenner  als  solchen  wirklich  hinschreibt  oder  ausspricht  und  allenfalls, 
wenn  möglich,  den  Bruch  noch  durch  den  grössten  gemeinsamen  Faktor  des 
Zählers  und  Nenners  hebt.    So  ist  0,47  =  ^;  3,125  =  |y4=  V»  u-  <ig^-  ^i- 

Ist  dagegen  der  Decimalbruch  ein  unendlicher,  periodischer,  so  kann  man 
nach  Anleitung  folgender  Beispiele  verfahren: 
\)  x^  0,801801  .  .  .;   1000  X  =  801,801  .  .  .,  also   1000  ^  —  ^  =  801,  mithin 

2)  3,151515  .  .  .    Man  setze  jc  =  0,1515  .  .  .,  also  100Jt:=  15,15  .  .  .,  100^  — a: 
=  15,  :r  =  ^  =  1/^;  mithin  ist  der  gegebene  Bruch  gleich  3^  =  y^. 

3)  0,14  2186  2186  .  .  .     Man  setze  x  =  0,2186  2186  .  .  .  und  bestimme  wie  vorher 

•^=üff»    ^^   ^^'   ^^'   gegebene    Bruch    gleich  —^^ ^  =  Hggjög  J  100 

9999    •  ^^^  ~'  499950* 
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Durch  Verallgemeinerung  dieser  Beispiele  lassen  sich  leicht  allgemeine 
Regeln  ableiten,  welche  die  Wiederholung  des  ganzen  Verfahrens  in  jedem  ein- 
zelnen  Fall  überflüssig  machen. 

§  25.    Abgekürzte  Decimalzahlen. 

1.  Die  Anzahl  der  Ziffern  der  Periode  eines  durch  Division  zweier  Zahlen 
entstehenden  unendlichen  Decimalbruchs  muss,  wie  bemerkt,  mindestens  um  1 
kleiner  als  der  (als  ganze  Zahl  genommene)  Divisor  sein.  Sie  ist  im  einzelnen 
Fall  möglicherweise  mehr  oder  minder  erheblich  geringer,  als  dieser  Grenz- 
werth,  kann  aber  auch  denselben  erreichen.  Beispielsweise  erhält  man  aus  einem 
gemeinen  Bruche,  dessen  Nenner  99  ist,  nicht  eine  98  stellige,  sondern  nur  eine 
zweistellige  Periode;  dagegen  hat  die  Periode  für  den  Nenner  7  stets  die  volle 
Anzahl  von  6  Stellen.  Hieraus  geht  hervor,  dass  man,  wenn  der  Divisor  nicht 
eine  verhältnissmässig  kleine  Zahl  ist,  bis  zur  Feststellung  der  Periode  eine  grosse 
Anzahl  von  Decimalstellen  zu  bestimmen  haben  kann.  Abgesehen  von  der  Un> 
möglichkeit,  einen  unendlichen  Decimalbruch  vollständig  hinzuschreiben,  liegt 
hierin  für  das  praktische  Rechnen  eine  grosse  Unbequemlichkeit  Es  entsteht 
daher  die  Frage,  ob  in  solchen  Fällen  nicht  eine  Abkürzung  möglich  sei. 

In  der  Praxis  ist  es  nie  möglich,  die  den  Rechnungen  zu  Grunde  liegenden 
Messungen  mit  absoluter  Genauigkeit  auszuführen,  da  weder  die  dazu  gebrauchten 
Messinstrumente  noch  auch  die  menschlichen  Sinne  so  vollkommen  sind,  um 
eine  solche  Genauigkeit  zuzulassen.  Auch  gestatten  die  Bedürfhisse  der  Pruds 
stets  das  Ausserachtlassen  von  Grössen,  die  eine  gewisse  durch  den  jedesmal 
beabsichtigten  Zweck  bestimmte  Grenze  nicht  übersteigen.  Es  ist  daher  in  solchen 
Fällen  auch  gestattet,  mit  Zahlen  zu  rechnen,  welche  mehr  oder  minder  fehler- 
haft sind,  wenn  nur  der  daraus  entstehende  Fehler  des  endlichen  Resultats  nicht 
über  die  im  einzelnen  Fall  gestattete  Grenze  hinausgeht 

Eine  solche  fehlerhafte  Zahl  entsteht,  wenn  man  bei  einem  Decimalbruch 
nur  eine  bestimmte  Anzahl  der  vorhandenen  Decimalstellen  benutzt  und  alle 
folgenden  vernachlässigt.  Es  fragt  sich  zunächst,  welches  die  Grenzen  der  dabei 
begangenen  Fehler  sind.  Da  nun  die  erste  Decimalstelle  die  Zehntel,  die  zweite 
die  Hundertel,  die  dritte  die  Tausendtel  enthält  u.  s.  w.,  so  ergiebt  sich,  dass 
der  Fehler  bei  dem  Weglassen  aller  Decimalstellen  weniger  als  eine  ganze  Ein- 
heit, bei  dem  Weglassen  der  auf  die  erste  folgenden  Decimalstellen  weniger  als 
^,  bei  dem  Beibehalten  von  2,  3,  4,  .  .  .  Decimalen  weniger  als  j^,  y^^, 
xjfhnf»  '  *  •  beträgt.  Allgemein  ist,  wenn  man  n  Decimalstellen  beibehält  und 
die  folgenden  weglas  st,  der  Fehler  kleiner  als  eine  Einheit  der  letzten  beibe- 
haltenen Stelle,  d.  h.  kleiner  als  — ,  wo  10*  ein  Produkt  von  n  Faktoren  bedeutet, 

10« 

die  sämmtlich  gleich  10  sind. 

Eine  schärfere  Begründung  dieses  Satzes  folgt  daraus,  dass  der  durch  Weglassen  aller 
Decimalstellen  begangene  Fehler  nicht  grösser  als  der  Werth  des  periodischen  Dcctmal- 
t>ruchf  0,999  .  .  .,  der  bei  Beibehaltung  nur  einer  Decimalstelle  entstehende  Fehler  nicht  grttsscr 
als  0,0999  .  .  .  sein  kann,  u.  s.  w. 

2.  Pjnen  Decimalbruch  (oder  auch  eine  ganze  Zahl),  welcher  durch  Weg- 
\n%%rn  von  nccimalstellen  abgekürzt  ist,  nennt  man  eine  abgekürzte  oder  eine 
nnvolUtflndige  Decimalzahl.  Bei  dem  Abkürzen  ist,  wenn  die  erste  wegge* 
1.i<i«rnr  /iflfrr  5  oder  mehr  als  5  beträgt,  die  letzte  beibehaltene  Ziffer  um  eine 
I  ifilirif  /!i  rrtw>hcn,  denn  in  diesem  Falle  würde  ohne  die  Erhöhung  der  Fehler 
iiUr  rtni*  hallie  Einheit  der  letzten  Stelle  betragen,  während  er  bei  der  Erhöhung 
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weniger  als  eine  solche  halbe  Einheit  beträgt.  Man  darf  hiernach  bei  jeder 
unTollständigen  Zahl  annehmen,  dass  der  Fehler  derselben  weniger 
betragt  als  die  Hälfte  einer  Einheit  der  letzten  angegebenen  Stelle. 
Ist  diese  Stelle  erhöht  worden,  so  ist  der  unvollständige  Bruch  zu  gross,  im 
anderen  Falle  ist  er  zu  klein. 

Da  hiemach  der  Fehler  mit  jeder  Decimalstelle,  welche  mehr  angegeben 
wird,  zehnmal  so  klein  wird,  als  vorher,  so  kann  man  die  Abkürzung  immer  so 
vornehmen,  dass  eine  durch  die  praktischen  Anforderungen  an  die  betreffende 
Rechnung  bestimmte  Fehlergrenze  nicht  überschritten  wird. 

Da  es  überflüssig  und  zeitraubend  ist,  mit  Decimalstellen  zu  rechnen,  welche 
in  der  Anwendung  keinen  Gebrauch  finden  und  werthlos  sind  —  sei  es,  weil  die 
den  Rechnungen  zu  Grunde  liegenden  Messungen  nicht  mit  entsprechender  Ge- 
nauigkeit ausgeführt  wurden,  sei  es,  weil  die  Praxis  die  betreffende  Genauigkeit 
des  Resultats  nicht  verwerthet,  so  wird  der  praktische  Rechner  nicht  nur  alle 
Toikommenden  unendlichen  DecimalbrUche,  sondern  überhaupt  alle,  welche  mehr 
Decimalstellen  haben,  als  gebraucht  werden,  abkürzen.  Das  Rechnen  mit  solchen 
unvollständigen  Zahlen  erfordert  aber,  dass  man  stets  über  die  Grenzen  der 
b^angenen  Fehler,  auch  in  den  Resultaten,  orientirt  bleibe,  damit  dieselben 
nicht  das  im  einzelnen  praktischen  Fall  erlaubte  Maass  übersteigen. 

Man  hat  daher  bei  praktischen  Rechnungen  das  Rechnen  mit  unvoll- 
standigen  Zahlen  von  dem  Rechnen  mit  vollständigen  Zahlen  durchaus  zu 
miterscheiden.  Das  erstere  soll  wegen  seiner  besonderen  praktischen  Wichtig- 
keit im  Folgenden  noch  näher  erörtert  werden. 

§  26.    Addition  und  Subtraction  unvollständiger  Decimalzahlen. 

1.  Unter  der  Voraussetzung  der  Un Vollständigkeit  bedeutet  nach  dem  Vorher- 
gegai^enen  beispielsweise 

eine  Zahl  zwischen  1714,5  und  1715,5, 

tt 

» 

ft 
Man  darf  daher  z.  B.  in  der  unvollständigen  Zahl  3,400  die  Nullen  am  Ende 

nicht  weglassen;  da  3,4  bedeuten  würde,  dass  die  dritte  und  vierte  Decimale 

weggelassen,    die   für  dieselben  zu  setzenden  Ziffern  also  nicht  bekannt  seien, 

während  durch  3,400  gesagt  wird,  dass  die  Hundertel  und  Tausendtel  bekannt 

und  mit  in  Rechnung  gezogen  sind. 

Zur  Beurtheilung  der  Genauigkeit  einer  Zahl  angäbe  genügt  nicht  die 
Kenntniss  der  Anzahl  der  angegebenen  DecimalsteHen.  Beispielsweise  ist  die 
Zahl  573  Centimeter  ebenso  genau  als  die  Zahl  5,73  Meter,  denn  die  Fehlergrenze 
beträgt  bei  beiden  Zahlenangaben  —  die  ja  überhaupt  sachlich  identisch  sind  — 
^  Centimeter.  Entsprechend  ist  die  Zahl  5329  genauer  als  die  Zahl  0,173,  denn 
ein  Fehler  von  0,5  ist  im  Verhältniss  zu  der  Zahl  5329  geringer  als  ein  Fehler 
von  0,0005  im  Verhältniss  zur  Zahl  0,173;  im  ersteren  Fall  beträgt  der  Fehler 
nur  xvisv'  ^™  letzteren  ^^  der  betreffenden  Zahl. 

Man  hat  daher  unter  der  Genauigkeit  einer  Zahlangabe  das  Verhältniss  der 
Zahl  zu  ihrer  Fehlergrenze,  also  zu  5  Einheiten  der  ersten  nicht  angegebenen 
Stelle  za  verstehen. 
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Andere  setzen  dieselbe  gleich  dem  Verhältniss  der  Zahl  zu  einer  Einheit  der 
letzten  angegebenen  Stelle,  da  die  Unsicherheit  der  Zahl  insofern  bis  zu  einer 
solchen  Einheit  geht,  als  der  Fehler  von  einer  halben  Einheit  sowol  positiv  als 
negativ  sein  kann.  In  diesem  Falle  ist  also  z.  B.  die  Genauigkeit  der  Zahl  5,74 
gleich  5,74:0,01  =  574,  die  Genauigkeit  von  0,00574  gleich  0,00574:0,00001 
=  574,  also  ebenso  gross,  die  von  83  gleich  83 :  1,  dagegen  die  von  0,045  nur 
0,045 : 0,001  =45:1. 

2.  Bei  der  Addition  unvollständiger  Zahlen  werden  alle  Summanden 
auf  die  gleiche  Anzahl  von  Stellen  abgekürzt  angenommen,  denn  anderen  Falls 
würden  im  Resultat  doch  nicht  mehr  Stellen  verbürgt  sein,  als  der  am  meisten 
abgekürzte  Summand  enthält.  Sind  z.  B.  0,15274  und  3,481  zu  addiren,  so  sind 
im  Resultat  die  Zehntausendtel  und  die  Hunderttausendtel  nicht  zu  bestimmen, 
weil  sie  in  dem  zweiten  Summanden  fehlen.  Man  kürzt  daher  den  ersten  zu 
0,153  ab. 

Zur  Bestimmung  der  Fehlergrenze  der  Summe  ist,  da  die  Fehler  aller  ein- 
zelnen Summanden  möglicherweise  in  demselben  Sinne  wirken  können,  eine 
halbe  Einheit  der  letzten  benutzten  Decimale  mit  der  Anzahl  der  Summanden 
zu  multipliciren.  Werden  z.  B.  zwölf  fünfstellige  Decimalbrüche  addirt,  so  kann 
die  Summe  bis  zu  6  Einheiten  der  fünften  Decimale  zu  gross  oder  zu  klein  sein. 
Hiemach  lässt  sich  umgekehrt  leicht  bestimmen,  wieviel  Decimalstellen  die 
Summanden  haben  müssen,  auf  wieviele  man  letztere  also  abzukürzen  hat,  falls 
sie  genauer  gegeben  sind,  damit  der  Fehler  in  der  Summe  eine  vorher  angegebene 
Grenze  nicht  übersteige.  Um  die  nie  Decimale  in  der  Summe  sicher  zu  haben, 
sodass  also  der  Fehler  der  Summe  eine  halbe  Einheit  dieser  ntcn  Stelle  nicht 
übersteigt,  muss  man,  wenn  die  Zahl  der  Summanden  unter  10  ist,  n-h  1  stellige 
Zahlen  addiren;  bei  mehr  als  10  und  weniger  als  100  Summanden  müssen  die 
letzteren  n  -h  2  stellig  sein. 

Für  genauere  Rechnungen  mit  abgekürzt  gegebenen  Zahlen  fügt  man  der 
Summe  die  Angabe  ihrer  genaueren  Fehlergrenze  hinzu.  Hierbei  können,  wenn 
von  den  verschiedenen  Summanden  verschiedene  Anzahlen  von  Stellen  bekannt 
sind,  die  überzähligen  Ziffern  zu  einer  Verminderung  der  anzunehmenden  Fehler- 
grenze von  Nutzen  sein.     Ist  z.  B.  die  Summe  folgender  Zahlen  zu  berechnen 

0,38721 
5,369 
4,127«, 
so  erhält  man  nach  Abkürzung  des  ersten  und  des  dritten  Summanden  auf  je 
drei  Stellen   die  Summe    9,884    mit   der  Fehlergrenze  d:  0,0015.     Benutzt  man 
dagegen  die  Kenntniss  auch  der  vierten  Stelle  in  zwei  Summanden,  so  erhält  man 
zwar  die  Summe  ebenfalls  nur  auf  drei  Decimalstellen  verbürgt,  aber  zur  Fehler- 
grenze nur  dl  0,0006,  da  man  die  Fehler  jener  beiden  Summanden  genauer  kennt. 

Bei  der  Subtraction  unvollständiger  Zahlen  gilt  Entsprechendes,  wie 
bei  der  Addition.  Die  Fehlergrenze  der  Differenz  zweier  /i  stelligen  Decimalbrüche 
ist,  da  auch  hier  die  Fehler  der  einzelnen  Glieder  sich  summiren  können,  gleich 
einer  ganzen  Einheit  der  /ften  Stelle.  Um  also  /r  Stellen  verbürgt  zu  erhalten, 
müssen  der  Minuend  und  der  Subtrahend  n  -h  \  stellig  genommen  werden. 

§  27.     Abgekürzte  Multiplication. 

Um  den  Fehler  bei  der  Multiplication  zweier  unvollständiger  Zahlen 
zu  beurtheilen,  sei  angenommen,  dass  eine  mstellige  Zahl  mit  einer  ^stelUgen 


Anh.  2,     Die  Dedmalbrtiche.  43 

moMplicirt  werden  solle.  Bei  vollständiger  Ausrechnung  erscheinen  dann  im 
Resultat  »i  -+-  /»  Decimalstellen;  man  sieht  jedoch  leicht  ein,  dass  dieselben,  wenn 
die  Faktoren  abgekürzte  Zahlen  waren,  nur  zum  Theil  brauchbar  sind;  denn 
fngte  man  jenen  Faktoren  noch  eine  oder  mehrere  Decimalstellen  hinzu,  so 
würden  auch  die  letzten  Ziffern  des  vorigen  Resultats  anders  ausfallen.  Vergleicht 
man  z.  B.  die  beiden  Rechnungen 


0,2182-0,243 

0,21823  .  0,2434 

0,04364 

0,043646 

8728 

87292 

6546 

65469 

0,0530226 

87292 

0,053117182 
miteinander,  so  erkennt  man  leicht,   dass,  wenn  die  Faktoren  des  ersteren  Pro- 
dukts durch  Abkürzung  aus  denen  des  zweiten  entstanden  sind,  von  dem  ersten 
Resultat  nur    0,053   richtig  ist.     Die  Berechnung  der  übrigen  Stellen  war  daher 
m  diesem  Falle  überflüssig. 

Auch  wenn  die  beiden  Faktoren  genaue  Zahlen  sind,  im  Resultat  jedoch 
keine  so  grosse  Genauigkeit,  als  es  in  diesem  Falle  bietet,  verlangt  ist,  entsteht 
die  Au^be,  durch  ein  abgekürztes  Multiplications-Verfahren  die  Be- 
recimung  der  überflüssigen  Ziflem  zu  ersparen.  Genügt  z.  B.  für  die  praktische 
Anwendung  die  Genauigkeit  von  drei  Decimalen,  und  multiplicirt  man  zwei 
genaue  dreistellige  Decimalbrüche,  so  erhält  man  im  Resultat  sechs  Decimalen, 
von  denen  die  drei  letzten  wieder  gestrichen  werden,  so  dass  also  ihre  Berechnung 
nicht  nöthig  war. 

Man  beachte  für  den  vorliegenden  Zweck,  dass  ein  Produkt  unvollständiger 
Zahlen  höchstens  mit  derjenigen  Genauigkeit  angegeben  werden  kann,  welche 
das  Produkt  des  minder  genauen  Faktors  mit  der  höchsten  Stelle  des  genaueren 
Faktors  erhält.  Daher  nehme  man  den  ungenaueren  Faktor  (also  i.  A.  denjenigen, 
welcher  die  wenigsten  geltenden  Ziffern  hat)  zum  Multiplicandus.  Multiplicirt 
man  dann  auf  die  schon  früher  empfohlene  Art,  bei  welcher  man  mit  der  höchsten 
Ziffer  des  Multiplicators  beginnt,  so  hat  man  nur  die  nach  rechts  auszurückenden 
Stellen  der  folgenden  Theilprodukte  wegzulassen,  und  nur  zu  beachten,  ob  in 
Folge  dieses  Weglassens  die  letzte  bleibende  Ziffer  zu  erhöhen  ist.  Man  verkürzt 
also  den  Multiplicandus  für  jedes  folgende  Theilprodukt  um  eine  Stelle,  wie  das 
nachstehende  Beispiel  zeigt: 

5,274-8,165 

42,192 

527 

316 

26 


43,061 
Für  das  erste  Theilprodukt  ist  hier  5,274  mit  8  multiplicirt;  dann  ist  in  5,274 
die  letzte  Ziffer  4  weggelassen,  also  527  mit  1  multiplicirt;  darauf  ist  auch  7  weg- 
^lassen  und  also  für  das  dritte  Theilprodukt  nur  5,2  •  6  berechnet,  jedoch  da- 
bei beachtet,  dass  die  weggelassene  Ziffer  7  durch  ihr  Produkt  mit  6  noch  das 
Theilprodukt  um  die  »im  Sinne  behaltene«  4  erhöht;  endlich  ist  5  mit  5  multi- 
plicirt und  das  Theilprodukt  um  die  aus  5  •  2  im  Sinne  behaltene  1  vermehrt. 
In  dem  Produkte  ist  (in  der  Regel  nur)  die  letzte  Stelle  unsicher,  da  die  Fehler 
der  letzten  Stellen  der  Theilprodukte  dieselbe  beeinflussen  können, 
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Um  jedoch  die  Fehlergrenze  des  abgekürzten  Produktes  näher  zu  bestimmen,  unterschcidea 
wir  den  Fall,  in  welchem  die  gegebenen  Faktoren  genaue,  und  denjenigen,  in  welchem  sie  abgc> 
kürzte  Zahlen  sind.  Im  erstcren  Fall  entsteht  eine  Ungenauigkeit  des  Produktes  nur  dadurch, 
dass  die  einzelnen  Theilprodukte  —  mit  Ausnahme  des  ersten  —  abgekürzt  worden  sind;  die 
Unsicherheit  beträgt  also  so  oft  eine  halbe  Einheit  der  letzten  angegebenen  Stelle,  als  die  um 
1  verminderte  Anzahl  der  geltenden  Ziffern  des  Multiplicators  angiebt  Man  kann  selbstverständ- 
lich diese  Unsicherheit  verringern,  wenn  man  bei  der  Multiplication  auch  den  Betrag  der  jedes- 
mal zuerst  weggelassenen  Ziffer  des  Produkts  berücksichtigt. 

Sind  dagegen  die  Faktoren  abgekürzte  Zahlen,  so  multiplicire  man  jeden  der  Faktoren  mit 
der  ersten  fehlenden  Stelle  des  anderen  Faktors,  für  welche,  falls  sie  unbekannt  ist,  5  genommen 
werden  muss,  und  addire  die  beiden  Produkte.  Denn  ist  z.  B.  eine  vierstellige  Zahl  a  mit  einer 
dreistelligen  b  zu  multipliciren,  so  hat  man 

(a  ±  0,00005) .  (b  ±  0,0005)  =  ab  ±  0,00005  .  b  ±  0,0005 .  a  ±  0,000000025. 

Vernachlässigt  man  —  was  praktisch  gestattet  ist  —  das  gegen  die  übrigen  kleine  letzte  Glied 
dieser  Entwicklung,  so  sieht  man,  dass  das  Produkt  «^  um  dz  (0,00005 .  b  4-  0,0005 . «)  unsicher  ist- 

Für  die  Praxis  genügt  meist  schon  Folgendes:  Man  multiplicire  die  erste  fehlende  Stelle 
jedes  Faktors,  flir  welche  eventuell  5  angenommen  wird,  mit  der  höchsten  geltenden  Ziffer  des 
anderen  Faktors;  dasjenige  dieser  beiden  Produkte,  welches  den  höheren  Werth  hat,  bestimmt 
die  höchste  unsichere  Ziffer.  Für  das  Produkt  2,1457 ...  X  8837,42  beispielsweise  hat  man 
0,00005.8000  =  0,4;  2.0,005  =  0,010;  die  Unsicherheit  beträgt  also  jedenfalls  mehr  als  0,4 
und  reicht  also  schon  bis  in  die  Ordnung  der  Zehntel.  Ebenso  erhält  man  z.  B.  für  0,42S6  .  •  • 
X 9,84253...  zunächst  0,00005.10  =  0,0005;  0,4.0,000005  =  0,000002,  als  Fefaleigreiise 
darf  daher  0,0005  angenommen  werden. 

§  28.    Abgekürzte  Division. 
Für  die  Division  mit  unvollständigen  Zahlen  erhält  man  durch  ent- 
sprechende Entwicklungen,  wie  bei  der  Multiplication  Folgendes: 

Es  sei  zunächst  vorausgesetzt,  dass  Divisor  und  Dividendus  genaue  Zahlen 
sind,  und  nur  das  Resultat  bis  auf  eine  bestimmte  Anzahl  von  Stellen  abgekürzt 
erscheinen  soll:  Man  bestimme  die  erste  geltende  Stelle  des  Quotienten  wie 
gewöhnlich  und  kann  dann  auch  noch  beliebig  viele  folgende  Ziflfem  desselben 
in  gleicher  Weise  berechnen,  ehe  man  das  abgekürzte  Divisions  verfahren 
beginnt.  Bei  diesem  hängt  man  an  den  jedesmal  vorher  gebliebenen  Rest  nicht 
die  betreffende  Ziffer  des  Dividendus  oder  eine  Null  an,  sondern  streicht  Jedes- 
mal die  letzte  vorhandene  Ziffer  des  Divisors,  berücksichtigt  jedoch  bei  der 
Bildung  des  Theilprodukts  diese  weggelassene  Ziffer  noch  in  Gedanken,  um  das 
dabei  »im  Sinn  Behaltene«  zu  verwerthen.  Im  Folgenden  ist  die  genaue  Division 
zweier  Decimalbrüche  mit  der  abgekürzten  (in  verschiedener  Ausdehnung  der 
Abkürzung)  an  einem  Beispiel  zur  Vergleichung  zusammengestellt: 

20349,85  :  312,4  =  203498,5  :  3124 
203498,5  :  3124  =  65,1403649  . . 
16058 
4385  203498,5  :  3124  =  65,1403649 

12610  16058 

11400  4385  203498,5  :  3124  =  65,1404 

20280  12610  16058 

1 5360  1 1 400  4385      203498,5  :  3 1 24  =  65, 1 40 

28640  2028  1261         16058 

524  154  12  439 

29  0  127 

1  2 
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Um  hieibei  die  Fehlergrenze  des  Quotienten  zu  bestimmen,  beachte  man  zunächst,  dass  der 
FeUer  bei  der  vollständigen  Division,  in  Einheiten  der  letzten  Stelle  des  Quotienten  ausgedrückt, 
gkidi  dem  Qao^enten  des  zuletzt  gebliebenen  Restes  durch  den  Divisor  ist,  im  obigen  Beispiel 
also  ^dch  -/AV*  ^^  ^^  abgekürzten  Division  ist  der  letzte  Divisor  die  höchste  Ziffer  des 
onprftngHcheii  Divisors,  der  letzte  Rest  aber  kann  bis  zu  so  vielen  halben  Einheiten  der  betreffen- 
dcB  StcDe  angenau  sein,  als  die  Anzahl  der  abgekürzt  berechneten  Theilprodukte  beträgt.  Man 
criäh  hieniach  die  Fehlergrenze  des  Quotienten,  wenn  man  den  letzten  Rest  um  diesen  seinen 
mfig^ichen  FeUer  vermehrt  (bezw.  vermindert)  und  das  Resultat  durch  die  erste  geltende  Ziffer 
des  Divisois  dividirL 

Sind  femer  schon  der  Divisor  und  der  Dividendus  ungenaue  Zahlen,  so  wird 
die  eiste  Stelle  des  Quotienten,  wie  gewöhnlich,  bestimmt  und  für  die  folgenden 
sogleich  das  abgekürzte  Verfahren  in  der  vorher  angegebenen  Weise  angewendet, 
sodass  also  an  keinen  Rest  eine  weitere  Ziffer  des  Dividendus  oder  eine  Null 
angehängt  wird.  Ist  der  Divisor  genauer  als  der  Dividendus,  so  muss  man  den 
Divisor  soweit  abkürzen,  bis  das  Produkt  desselben  mit  der  ersten  Ziffer  des 
Quotienten  vom  Dividendus  abgezogen  werden  kann.    In  0,527  :  471,39  z.  B.  oder 

52,7:47139  =  0,00112 
56 
9 
0 
sbd  an  52,7   nicht  die  fehlenden  zwei  Nullen  anzuhängen,    sondern  47139  ist 
durch  Abstreichen  von  zwei  Stellen  abzukürzen,    man  subtrahirt  also  471  von 
oiT,  streicht  darauf  im  Divisor  auch  die  1  und  dividirt  also  mit  47  in  den  vorher 
gebliebenen  Rest  56.     Darauf  wird  mit  4  in  den  Rest  9  dividirt,  jedoch  berück- 
sichtigt, dass  die  weggelassene  Ziffer  7  des  Divisors  noch  eine  im  Sinne  behaltene 
1  zu  dem  Produkt  4-2  =  8  hinzufügt.     Der  letzte  Rest  ist  also  0.     Hierbei  ist 
die  letzte  Stelle  des  Quotienten  in  Folge  des  möglichen  Fehlers  in  dem  letzten 
Reste  unsicher. 

Ist  dagegen  der  Divisor  ungenauer  als  der  Dividendus,  so  ist  letzterer  auf 
so  viele  Stellen  abzukürzen,  als  zur  Subtraction  des  ersten  Theilprodukts  erforder- 
lich sind,  und  dann  ist  wie  vorher  abgekürzt  zu  dividiren. 

Beispiel:    643,18  :  5,142  =  64318(o)  :  5142  =  125,1 

1290 
262 
5 
0. 
Das  erste  Theilprodukt  5142  •  1  =  5142  ist  hier  von  6431  abgezogen,    die 
folgende  Ziffer  8  wird  abgestrichen  und  nur  insofern  berücksichtigt,  als  der  Rest 
1289  um  1  zu  erhöhen  ist.    Dann  wird  im  Divisor  die  2  abgestrichen,  darauf  das 
Theilprodukt  2  •  514,3  =  1028  vom  Reste   1290  subtrahirt,  dann  auch  die  4  im 
Divisor   abgestrichen,   das   neue  Theilprodukt   51,4  •  5  =  257    von  dem  vorigen 
Reste  262  subtrahirt,  u.  s.  w. 

Die  genauere  Bestimmung  der  Fehlergrenze  ist  hier  umständlicher  als  vorher,  weil  nicht 
hion  die  Ungenaiiigkeit  des  letzten  Restes,  sondern  auch  die  des  Divisors  und  des  Dividendus 
<o  berficksichtigen  ist     Man  kann  folgende  Regel  aufstellen,  welche  daraus  folgt,  dass 


aA-^        a         ad -^  dh  —  aÖ-^-az       dh -{- az       dt  -{-  at      ^  (^        ^     \ 

7 r  = TTi \ =  m \  >  — n —  ^^^  >   l*  +  T  ')  ■• 

k  —  c        ^  o{b  —  e)  p(b  —  e)  o^  \         b     1 


ist:  Ma«  multiplicire  eine  halbe  Einheit  der  letzten  Stelle  des  Divisors  mit  -  dem  (auf  seine  erste 
gebende  Ziffer  abgekfixzten)  Quotienten,  addire  zum  Produkt  eine  halbe  Einheit  der  letzten 
Sldle  des  Dhridendiis   und  dividire  die  Summe  durch  den  Divisor  (bezw.  die  höchste  geltende 
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Stelle  des  letzteren).  Der  Fehler  ist  kleiner  als  das  hierbei  entstehende  Resultat  In  den  vor- 
her berechneten  Beispiel  643,18:5,142  hat  man  also,  da  643,18  auf  643,2  abgekOnt  wird, 
(0,0005  .  100  +  0,05)  :  5  =  0,02,  in  dem  diesem  vorhergehenden  Beispiel  0,527^:  471,39,  welches 
auf  0,527 :  471  abgekürzt  wurde.  (0,5 .  0,001  4-  0,0005) :  500  =  0,000002. 

§  29.    Beispiele  für  die  Anwendung  der  abgekürzten  Rechnungen. 

1.  Das  Licht  gebraucht  8,22  Minuten,  um  den  Weg  von  der  Sonne  bis  zur 
Erde  (20658000  geogr.  Meilen)  zurückzulegen.  Wieviel  Meilen  durchläuft  es  in 
jeder  Secunde? 

8,22  Min.  =  8,22  •  60  See.  ==  493,2  See. 

20658  (0000) :  4932  =  41 89«. 

930 

437 

43 

—  1 

Also  41890  Meilen. 

2.  Ein  Mondmonat,  d.  h.  die  Zeit  von  einem  Neumonde  bis  zum  nächsten, 
dauert  29,530588  Tage.  Wieviel  Mondmonate  veriliessen  in  19  Sonnenjahren, 
wenn  jedes  der  letzteren  zu  365,24222  Tagen  gerechnet  wird? 

365,24222  >  19  69396022  :  295305,88  ==  234,997099 

3652,4222  10334846 

3287  1800  1475670 

6939  6022  294447 

28672 

2095 

28 

2 

0. 

Noch  weiter,  auf  2  Decimalen  abgekürzt,  ist  also  das  Resultat  235,(X)  Monate. 

3.  Man  berechne  den  Flächeninhalt  eines  Kreises  (^=r*it),  wenn  der  Ra- 
dius gleich  2'*,178  gegeben  ist. 


2,178.2.178 

4,743 .  3,142 

4,356 

14,229 

218 

474 

152 

190 

17 

9 

4,743 

14,902;  also 

4.  Man  berechne,  wieviel  Tage,  Stunden,  Minuten  und  Secunden  ein  Jahr 
hat,  wenn  dasselbe  365,24222  Tage  enthält. 
0,24222 jJ4^  0,8133  >  60  0,798  -  60 

"4,8444  48,798  47,8») 

9689 


5,8133.    Also  ist  1  Jahr  «  365  Tagen,  5  Stunden,  48  Minuten,  47,9  Secunden. 
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Kapitel  3. 
Potenzirung. 

§  30.    Begriff  der  Potenz. 

Ein  Produkt,  dessen  Faktoren  einander  gleich  sind,  wird  eine  Potenz  genannt 
und  kürzer  durch 

bezeichnet,  wobei  a  ein  einzelner  der  gleichen  Faktoren,  b  die  Anzahl  dieser 
Faktoren  ist  und  a  die  Basis  (auch  die  Grundzahl  oder  der  Dignand),  b  der 
Exponent  der  Potenz  genannt  wird.  Man  liest  den  obigen  Ausdruck  »a  zur 
^ten  Potenz«  oder  »^  hoch  ^.« 

Beispielsweise  ist  also  3'  =  3  •  3  =  9;  2<  =  2  •  2  •  2  •  2  =  16;  «»=0.0.0. 

Die  Berechnung  des  Werthes  einer  Potenz,  als  einer  neuen  Verbindungsart 
zweier  Zahlen  a  und  b  wird  als  eine  neue  Operation  mit  dem  Namen  Poten- 
ziren bezeichnet. 

Bei  derselben  ergiebt  sich  sogleich  eine  wesentliche  Abweichung  von  den 

beiden  vorhergehenden  directen  Operationen,  der  Addition  und  der  Multiplication. 

Denn    während    bei    diesen   die    Grundgesetze  ä  -h  3  =  ^  -ha   und  a  -  b  =  b  -  a 

Geltung  hatten,  zeigt  bei  der  Potenzirung  jedes  beliebige  Beispiel  (mit  Ausnahme 

von  2*  und  4^),  dass 

a^  nicht  gleich  b^ 

ist  Daher  erhalten  hier  die  Basis  und  der  Exponent  auch  keinen  gemeinschaft- 
lichen Namen,  und  die  beiden  umgekehrten  Operationen,  welche  aus  der  Poten- 
zirung hervorgehen,  nämlich  die  Bestimmung  von  x  in  den  Gleichungen  x^^=  c 
and  a^  =  c,  können  nicht  mit  einander  vertauscht  werden. 

Die  zweite  Potenz  a^  einer  Zahl  a  wird  auch  das  Quadrat  dieser  Zahl 
genannt  und  *a  im  Quadrat«  oder  abgekürzt  >d!  Quadrat«  gelesen.  Die  dritte 
Potenz  a^  heisst  auch  der  Cubus,  die  vierte  das  Biquadrat  von  a. 

Zwischen  dem  Begriff  der  Potenz  a^  und  dem  Begriff  des  durch  Ausführung 
der  Rechnung  entstehenden  Werthes  derselben  bestehen  analoge  Bestimmungen, 
wie  früher  in  den  entsprechenden  Fällen.  Basis,  Exponent  und  Potenz  können 
sämmtlich  nur  unbenannte  Zahlen,  der  Exponent  kann  nach  der  obigen  Definition 
ausserdem  nur  eine  ganze,  positive  Zahl  sein.  —  Heis,  §  5. 

§  31.    Gesetze  des  Potenzirens. 

Zur  Entwicklung  der  Gesetze  des  Potenzirens  lassen  wir  zuerst  die  Basis  a 
einen  mittelst  der  bekaimten  Operationen  zusammengesetzten  Ausdruck  sein  und 
erhalten  folgende  Regeln: 

Für  die  Potenzirung  einer  Summe  oder  Differenz  ergiebt  die  Aus- 
führung der  Multiplikation  in  (adzb)  -  (adcb)  '  {adt  b) , , ,  nach  (19)  im  §  11,  dass 

(a  -hby^a^-h2ab-h  b^, 
la  -+-  by  =  «8  -h  Sa^b  -h  3ab^  -h  ^», 
u.  s.  w., 
und  entsprechend 

{a'-^b)^==a^'-2ab-hbi, 

u.  s.  w. 
Blan  ersieht  schon  hieraus,  dass  die  Aufgabe,  allgemein  eine  Formel  für  die 


So    ist  beispielsweise   auch    ^^^^j   =  ^;^j^;  ^jj  •  ^-^j    =  ^ 
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Entwicklung  von  (adtd)'*  aufzustellen,  zu  keinem  Resultate  führen  kann,  welches 
hinreichend  einfach  ist,  um  an  dieser  Stelle  Erörterung  finden  zu  können.  Es 
empfiehlt  sich  daher,  vorläufig  bei  Ausdrücken  von  der  Form  (adzd)"  diese 
letztere  unverändert  zu  lassen,  bezw.  bei  Zahlenbeispielen  die  Ausrechnung  des 
Resultats  dieser  Form  entsprechend  vorzunehmen.  Ausser  den  oben  stehenden 
einfachsten  Fällen  merke  man  sich  ausserdem,  dass  (adtd)'*  nicht  gleich 
a'*:t.b^  gesetzt  werden  darf,  wozu  eine  vermeintliche  Analogie  mit  (a:±:^)-«r 
Anfänger  irrthümlich  verleiten  könnte. 

Für  die  Potenzirung  eines  Produkts  folgt  dagegen  aus 

{aby  =  {ab)  {ab)  {ab)  .  .  .  =  {a'aa  ...")•  {bbb  ...•). 

{ab)''  =  a^  .  ^«,     (35) 
und   dieses  Gesetz  lässt  sich  leicht  auf  Produkte  mit  beliebig  vielen  Faktoren 
ausdehnen,   die   also   potenzirt   werden   können,   indem   man  jeden  Faktor 
einzeln  potenzirt  und  dann  die  Theilpotenzen  multiplicirt 

In  entsprechender  Weise  ergiebt  sich  für  die  Potenzirung^eines  Quo- 
tienten aus 

(a\*       a      a      a  aaa ,  ,  ,  ( ^\*      ^* 

b]  =T  •  T  •  T  •  •  •  =  IbbTT:  ^"^  Uj  ""*^'  ^  ^ 

oder  dass  eine  Potenz  eines  Quotienten  gleich  dem  Quotient  aus  den 
entsprechenden  Potenzen  des  Dividendus  und  des  Divisors  ist 

(abc\*       a^b^c^     ( a\^     ( c\*^        a^      c 

a^  •  ^*« 
=  .  ^  3^^  u.  dergl.  m.    Femer  ist  beispielsweise  (^)2  =  J,  (^)^  ^  |,  (f)*  =  /-, 

(f)<  =  ^-^.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  Potenzen  echter  Brüche  hiemach  um 
so  kleiner,  die  Potenzen  unechter  Brüche  um  so  grösser  werden,  je  grösser  der 
Exponent  ist 

Um  endlich  auch  eine  Potenz  a^  zu  potenziren,  hat  man  (35)  wieder- 
holt anzuwenden  und  findet 

(ö*)*=  {a'O  -a  .  ,  .^)«=  a^  '  a'^ '  a'*  ,  .  .^=  {a^y. 
Ausserdem  kann  man 

(a^)»^  (aaa  .  .^)  •  (aaa  .  .  /)  •  (aaa  ...'*)... 
setzen  und  erkennt  leicht,  dass  man  nach  Entfemung  der  Klammem  ein  Produkt 
erhält,  dessen  Faktoren  sämmtlich  gleich  a  sind,  und  in  welchem  die  Anzahl 
der  Faktoren  gleich  ^  • »  ist,  sodass  dasselbe  als  Potenz  a^  geschrieben  werden 
darf.    Somit  ist 

(tf^)-=(a«)^  =  tf^-    (37). 

Man  kann  also  die  Exponenten  in  der  Reihenfolge  vertauschen» 
oder  auch  die  Basis  mit  dem  Produkt  der  Exponenten  potenziren. 
Dieselbe  Regel  lässt  sich  durch  Wiederholung  auf  mehr  als  zwei  aufeinander 
folgende  Exponenten  ausdehnen.    So  ist  beispielsweise 

[(a2)3]4  =  [(a»)3]4  r=  (tf«)4  =  (tf4)6  =  a^  u.  dergl.  m. 

§  32.    Fortsetzung. 

Während  im  Vorstehenden  für  die  Basis  einer  Potenz  ein  zusammengesetzter 
Ausdruck  gesetzt  war,  soll  nun  angenommen  werden,  dass  der  Exponent  eine 
Summe,  eine  Differenz,  ein  Produkt  oder  ein  Quotient  sei. 

Soll  a  im  Ganzen  m  -^m  mal  als  Faktor  gesetzt  werden,  so  kann  man  das 


3.    Potenzirung.  49 

PnMfaikt  in  rwei  Abtheilungen  von  bezüglich  m  und  n  Faktoren  trennen,  also 


m  M 

:»»  +  «=:  aaa  .  .  .  •  aaaa  .  .  . 


setien,  sodass  also 

«*•+«  =  ö*"-Ä«    (38) 
erhalten  wird.    So  ist  beispielsweise  3^=  32+5=  32  .  35^  femer  <!'+>'+«  =«'+>'  •  ä« 
^=a''a^'a*,   und  allgemein  eine  Potenz,  deren  Exponent  eine  Summe 
ist,  gleich  dem  Produkt  aus  sämmtlichen  Potenzen  der  Basis  mit  den 
einzelnen  Summanden  als  Exponenten. 

Ist  der  Exponent  dagegen  eine  Differenz  m  —  n,  und  setzt  man  die  Basis  a 
zunächst  mmsil  als  Faktor,  so  hat  die  entstandene  Potenz  a'^  jenen  Faktor  «mal 
naehr  als  verlangt  war.  Die  «überzähligen  Faktoren  können  durch  Division  mit 
o'  wieder  entfernt  werden,  und  somit  ist 

''"•-"  =  ^7   (39)- 

So  ist  z.  B.  «5-»  = -^^^^  =  ^!  =  a2. 

aaa         a^ 

Ist  also  der  Exponent  einer  Potenz  eine  Differenz,   so  kann  man  die 

Basis   mit  dem  Minuend  und  mit  dem  Subtrahend  einzeln  potenziren 

und  dann  die  erstere  dieser  beiden  Potenzen  durch  die  letztere  divi- 

diren.     Hierbei  ist,  da  »1 — n  eine  positive  Zahl  sein  muss,  vorausgesetzt,  dass 

der  Minuend  m  grösser  ist  als  der  Subtrahend  n, 

Ist  femer  der  Exponent  ein  Produkt  mn,  so  ergiebt  sich,  indem  man  das 

letztere  als  eine  Summe  /«  -h  »«  -f- .  .*  oder  «  -h  «  -h  »  -+- .  .**  darstellt,  aus  (38), 

oder  auch  durch  Umkehrung  von  (37) 

Ist  also  der  Exponent  ein  Produkt,  so  kann  man  mit  den  Faktoren 
desselben  nach  einander,  und  zwar  in  beliebiger  Reihenfolge  poten- 
ziren. 

Der  Fall  endlich,  in  welchem  der  Exponent  ein  Quotient  ist,  kann  nach  der 
obigen  Erklärung  der  Potenz  nur  dann  eintreten,  wenn  der  Dividendus  ein  Viel- 
Caches  des  Divisors  ist  Die  Erledigung  dieses  Falles  geschieht  besser  an  einer 
spateren  Stelle,  wo  auch  die  Frage  zu  erwägen  sein  wird,  ob  es  möglich  sei,  die 
gedachte  Beschränkung  aufzuheben.  Auch  der  noch  zu  erwähnende  Fall,  in 
welchem  der  Exponent  wieder  eine  Potenz  ist,  führt  hier  zu  keiner  einfachen 
Entwicklung. 

§  33.     Fortsetzung. 

Zu  der  im  Vorstehenden  behandelten  Aufgabe,  die  Gesetze  des  Potenzirens 
mit  zusammengesetzten  Zahlen  zu  entwickeln,  tritt  nun  die  fernere  hinzu,  die  ver- 
schiedenen Rechnungsarten  auf  Potenzen  anzuwenden,  also  zu  fragen,  wie  man 
Potenzen  addiren,  subtrahiren,  multipliciren,  dividiren  oder  potenziren  kann. 

Für  die  Addition  und  Subtraction  beliebiger  Potenzen  lassen  sich  keine  ein- 
fachen Gesetze  entwickeln.  Ausdrücke,  wie  «'»•  d:  ^«,  können  also  nicht  durch 
gleichwerthige  von  anderer,  einfacher  Form  ersetzt,  und  müssen  bei  bestimmten 
Zahlenbeispielen  unverändert  ausgerechnet  werden.  Dass  man  sich  insbesondere 
zu  hüten  hat,  etwa  a^  dt  b^  =^  (a  ±  by  zu  setzen,  folgt  aus  dem  in  §  31  Gesagten. 
Auch  ein  Produkt  beliebiger  Potenzen  gestattet  keine  einfache  Umformung.  Da- 
gegen ist  eine  solche  möglich,  wenn  entweder  die  Basen  oder  die  Exponenten 
einander  gleich  sind,  und  dasselbe  gilt  für  Quotienten  von  Potenzen.    Man  erhält 
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nämlich  schon  durch  blosse  Umkehning  der  früheren  Formeln  (35)  bis  (89)  die 
folgenden 

am  ,  a"  =  a*»+*, 

am 


(41) 


Man  kann  hiernach  Potenzen,  deren  Basen  gleich  sind,  mittelst 
Addition  der  Exponenten  multipliciren  und  mittelst  Subtraction  der 
Exponenten  dividiren,  dagegen  Potenzen,  deren  Exponenten  gleich 
sind,  mittelst  Multiplication  der  Basen  multipliciren  und  mittelst 
Division  der  Basen  dividiren. 

Daher  ist  auch  a'  -  ay '  a*  •=  a-»'+>  +  »,  a*"  •  b*^  •  c^  =  {adc)% 

^x .  ay 

j—^za-^+y-^,  u.  dgl.  m. 

Die  Potenzirung  einer  Potenz  ist  bereits  durch  (37)  erledigt 

§  34.     Potenzen  mit  Null  oder  negativen  Zahlen. 

Dieselben  können  nach  der  Erklärung  der  Potenz  niur  insofern  vorkommen, 
als  die  Basis  gleich  Null  oder  negativ  sein  kann.  Ist  die  Basis  o,  so  folgt  aus 
0-0^=^0  leicht,  dass  jede  Potenz  derselben  gleich  Null  ist  Ist  die  Basis  negativ, 
so  folgt  aus 

(-«)»  =  (-«).  (-ö)  =  -h«»;    (-.i)3  =  (-«)«.(_a)  =  -a3^ 

(-«)*  =  (-ö)»-(~«)=-HÄ*;  (~a)»  =  (-tf)*.(-^)  =  -a5, 

u.  s.  w.,  allgemein 

(— a)2«  =  -+.ö2«;  (— a)2«-i-i  =  — a2«  +  i,      (42) 

d.  h.  man  potenzirt  eine  negative  Zahl,  indem  man  ihr  Glied  poten- 
zirt  und  der  Potenz  bei  geradem  Exponenten  das  Vorzeichen -h,  bei 
ungeradem  Exponenten  das  Vorzeichen — giebt  Für  positive  Zahlen  ist 
selbstverständlich  stets  (-h  a)«  =  -+-  a*. 

Obgleich  nun  der  Exponent  einer  Potenz  nach  der  Erklärung  der  letzteren 
in  g  30  nie  Null  oder  negativ  sein  kann,  so  lässt  sich  doch  diese  Erklärung  der- 
gestalt erweitem,  dass  der  Begriff  der  Potenz  ein  allgemeiner,  auch  für  die 
genannten  Fälle  gUltigbleibender  wird.  Betrachtet  man  nämlich  die  Reihe  der 
Potenzen  einer  Zahl  a^ 

(ß,  a\  a^,  ö5,  .  .  .  a»,  a«+i,  .  .  ., 
so  erkennt  man,  dass  jede  derselben  aus  der  ihr  folgenden  durch  Division  mit  a 
abgeleitet  werden  kann.    Setzt  man  die  Reihe  nach  dem  gleichen  Bildungsgesetz 
nach  rückwärts,  also  über  ihren  Anfang  hinaus  fort,  so  wird  man  zunächst  darauf 
geführt,  unter  a^  (welcher  Ausdruck  als  Produkt  mit  nur  einem  Faktor  nach  dem 

ZI- 
Früheren  streng  genommen  auch  keinen  Sinn  haben  würde)  den  Werth  von     ', 

a 

d.  i.  a  selbst,  dann  unter  (fi  den  Werth  von—  oder  1,  unter  a  -i  den  Werth  von 

a 


lt.  ».  w.  zu  verstehen,  also  ^  -2=    .„  a   ^n=-^,  u.  s.  f.  zu  setzen.     Benut/t 


lt.  ».  w.  zu  verstehen,  also  ^  -2=    .„  <j    ^  =  -, 

n.*n  niso  jenes  Hildungsjjesetz  zu  einer  erweiterten  Definition  des  PotenzbegriflV 
'^\^r  ^1/t  man,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  fest,  dass  allgemein 
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am 

am-n  =  

sein  solle,  welches  auch  der  Werth  der  Differenz  m  —  n  sein  möge,  so  erhält 

man  insbesondere 

aX  =  a 

1  (43) 

Es  ist  also  die  Potenz  (ifi  nicht  durch  ein  keinmaliges  Setzen  der  Zahl  a  als 
Faktor,  sondern  dahin  zu  erklären,  dass  alle  vorhanden  gedachten  Faktoren  a 
durch  Division  mit  einer  gleichen  Anzahl  derselben  wieder  entfernt  gedacht 
werden.  Die  Regel,  dass  jede  Zahl  mit  0  potenzirt  zum  Werth  der  Po- 
tenz 1  gebe,    hat  jedoch  eine  Ausnahme  in  dem  Fall,  dass  die  Basis  a  selbst 

gleich  Null  ist,  denn  aus  «0—=^/«-»»  =  -—  geht  für  den  Fall  a  =  0  die  Form 

0»       0  .      0     . 

jr^  =  -r-  hervor,  und  es  ist  daher  cfi  ebenso  wie  -^  ein   unendlich   vieldeutiger 

Aosdrock. 

Eine  Potenz   mit   negativem  Exponenten   ist   nach   dem  Vorher- 
gehenden gleich  dem  reciproken  Werth  der  entsprechenden  Potenz 
mit  positivem  Exponenten.    Statt  dessen  kann  man  auch  sagen,  eine  solche 
Potenz  sei  gleich  der  entsprechenden  Potenz  des  reciproken  Werthes  der  Basis 
mit  positivem  Exponenten,  oder 

Die  im  Früheren  abgeleiteten  Rechnungsregeln  für  Potenzen  gelten,  wie  sich 
mittelst  der  vorstehenden  Erklärungen  leicht  für  jede  einzelne  Formel  zeigen 
lässt,  auch  für  den  erweiterten  Begriff  der  Potenz,  also  allgemein.  So  ist  z.  B. 
a». j«==<j'"-*-*  auch  dann,  wenn  m  und  n  negativ  sind,  denn 

111  1  fA^, 

^~^.^-C=-_.    —  =  — T =  — r—-  =  «-(<>  +  '') 

Heis,  §  34—40,  Bardev  XI,  XII. 


Kapitel  4. 
Vom    Radiciren. 

§35.    Begriff  der  Wurzel. 

Als  erste  Umkehrung  des  Potenzirens  behandeln  wir  die  Aufgabe,  zu  dem 
gegebenen  Werthe  einer  Potenz  und  ihrem  Exponenten  die  Basis  zu  berechnen, 
oder  mit  anderen  Worten,  den  Werth  von  x  in  der  Gleichung 

x^  ^=  c 
m  bestimmen.  Man  nennt  diese  Rechnungsart  Radiciren  oder  Wurzelaus- 
liehen,  den  gegebenen  Werth  c  der  Potenz  den  Radicanden,  den  gegebenen 
Exponenten  d  auch  hier  den  Exponenten  (Wurzelexponent  im  Gegensatz  zu 
Potenzexponent)  und  die  gesuchte  Basis  die  Wurzel  oder  Radix.  Für  die 
letztere  schreibt  man 

und  liest  diesen  Ausdruck  »die  ^te  Wurzel  aus  r«. 

4* 


Eine  Wurzel  ist  also  gleich  deijeii^cn  Zahl,  deren  Potenz  mit  dem  Wurzel- 
oponenten  als  Exponenten  dem  Radicand  gleich  isL  Diese  Erklärung  kann 
dorch  folgende  Formel  dargestellt  werden: 

(yVY  =  c.       (44) 
Die   zweite  Wurzel   ans   einer  Zahl  heisst  auch  die  Quadratwurzel,   die 
dritte   die  Kubikwurzel   aus  derselben.    Bei  Quadratwurzeln  pflegt  man   den 
Wurzelexponenten  wegzulassen;  y a~  hat  also  dieselbe  Bedeutung  wie  Ya^ 

So  ist  beispielsweise  K^=  3.  f  S  =  i    denn    3»  =  9,    2*=  8,    n.  dgL  m.     Ebenso   ist 

yr . yv^a.  Y7'  VT. K^=x,  u.  s.  w. 

Aus  der  Erklärung  der  Wurzeln  folgt  ohne  Weiteres 

>7^  =  0       (45) 
d.  h.  radicirt  man  eine  Potenz  mit  ihrem  Exponenten,  so  erhält  man  ihre  Basis. 

§  36.     Irrationale  Zahlen. 

Wie  bei  der  Subtraction  und  der  Division,  so  entsteht  auch  bei  der  Radicirung 
die  Frage,  ob  dieselbe  auch  dann  immer  ausführbar  ist,  wenn  die  Werthe  des 
Radicanden  und  des  Exponenten  nicht  durch  Umkehrung  einer  wirklich  ausge- 
Alhrtcn  Potenzirung  entstanden  sind,  sondern  wenn  für  dieselben  willkürlich 
bestimmte  Zahlen  gesetzt  werden.  Zur  Erleichterung  dieser  Untersuchung  setzen 
wir  zunächst  nur  absolute  Zahlen  als  vorkommend  voraus. 

Man  sieht  zunächst  leicht  ein,  dass  nach  der  Erklärung  der  ^ten.  Wurzel  aus 
n  nicht  nur  der  Wurzelexponent  b  eine  ganze  Zahl  sein  muss,  sondern  dass  auch 
dor  Radicand  nicht  beliebig  angenommen  werden  kann.  Beispielsweise  sind  4, 
1(1,  Sf),  .  . .  und  ebenso  ^,  |^,  |4>  ^i  vollständige  zweite  Potenzen  und  daher  die 
(Quadratwurzeln  aus  denselben  möglich,  dagegen  ist  y^  im  bisherigen  Sinne  un> 
mOglirh,  da  sich  unter  den  bisher  bekaimten  Zahlformen  keine  Zahl  finden  lässt, 
(leren  Produkt  mit  sich  selbst  gleich  7  ist  Zunächst  ist  nämlich  einleuchtend, 
(laNM  in  der  Reihe  der  Quadrate  der  ganzen  Zahlen:  1,  4,  9,  16  .  . .  die  Zahl  7 
nicht   enthalten  ist,    und  es  bliebe  somit  nur  die  Möglichkeit,  dass  }/7~  durch 

eine  gebrochene  Zahl  angegeben  werden  könnte.     Nimmt  man  nun  an,  dass    -. 

(licNcr  Bruch  und  in  den  kleinsten  ganzen  Zahlen  ausgedrückt  sei,  sodass  also  c 

iind  d  relative  Primzahlen  seien,  so  müsste  -^  =  7,   also   c^  durch  tß  theilbar 

Nr  In,  waM  nach  {}  17  unmöglich  ist 

Km  iMt  nicht  schwer,  diese  Schlussfolgerung  zu  verallgemeinem.  Soll  ya  be- 
rri  hnct  werden,  und  ist  a  eine  ganze  Zahl,  so  gehört  a  entweder  der  Reihe  der 
//tiMi  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  l^  2^  3^  . .  .  an,  oder  liegt  zwischen  zwei 
(Jirdrrn  dieser  Reihe,  kann  also  selbst  keine  ganze  Zahl  sein.    Wäre  in  diesem 

\U\\\r  ^n  einer  gebrochenen  Zahl    ,-  gleich,  so  erhielte  man  in  derselben  Weise  wie 

vorlirr  die  unmögliche  Folgerung,  dass  c^  durch  d^  theilbar  sein  müsse,  auch 
wurin  //  und  c  relative  Primzahlen  sind. 

p.litMixiwvniiE  kann  behauptet  werden,  das^  wenn  a  eine  gebrochene  Zahl  ist,  |/a  immer 
U%  ihm  blxlu'fitfcn  Sinne  möglich  sei.     Denn  «setot  man    1/ — ^^ — ,  so  ist — = — ,  und  mdU 
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c 


—  ™^  ~J  ^^    ^^^   kleinsten  Zahlen  ausgedrückt,   also   auch  c^  und  d^  relative  Primzahlen,   so 

b  6 

mms  m^c^   und  «  =  </^,    also  r  =  )/wi^  </ =  j/»~sein ,    womit    dieser  Fall  auf  den  vorigen 

znrfidigeführt  ist 

fi. 

Die  Form  ya  führt  nun  für  den  Fall,  dass  a  keine  vollständige  3te  Potenz 

einer  der  bisher  bekannten  Zahlen  ist,  auf  eine  neue  Erweiterung  des  Zahlen- 

b^grifis,  welche  zunächst  an  einem  Beispiel  erläutert  werden  soll: 

Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  |/2  zu  berechnen,  also  eine  Zahl  zu  ermitteln, 
die  mit  sich  selbst  multiplicirt,  zum  Produkt  2  gebe.  Da  nun  12  =  1  und  2^  =  4 
ist,  so  nehme  man  zunächst  an,  die  gesuchte  Zahl  liege  zwischen  1  und  2.  Be- 
rechnet man  nun  nach  einander  1,12.,  1,2^,  1,32  u.  s.  w.,  so  ergiebt  sich  1,42  = 
1,96  und  1,52  =  2,25,  und  man  kann  hiemach  annehmen,  dass  die  gesuchte  Zahl 
zwischen  1,4  und  1,5  liege.  Geht  man  in  dieser  Weise  weiter  fort,  berechnet 
also  zunächst  die  Quadrate  von  1,41,  von  1,42  u.  s.  w.,  so  findet  man  1,412 
=  1,9881  und  1,422  =  2,0164,  ebenso  weiterhin  1,4142=1,999396  und  1,4152 
=  3,002225,  u.  s.  w.  Man  sieht  nun  bereits,  dass  man  in  dieser  Weise  die  Reihe 
der  gefundenen  Zahlen  1;  1,4;  1,41;  1,414  .  .  .  immer  weiter  fortsetzen  kann, 
so  dass  das  Quadrat  einer  jeden  folgenden  Zahl  dieser  Reihe  näher  an  die  Zahl 
2  kommt,  als  das  der  vorhergehenden,  und  dass  man  also  den  Werth  von  "j/^ 
durch  einen  Bruch  —  zwar  niemals  absolut  genau,  aber  doch  —  bis  zu  jedem 
verlangten  Grade  der  Annäherung  darstellen  kann. 

Derartige  Zahlen  nennt  man  irrationale,  und  im  Gegensatz  zu  ihnen  die 
im  Früheren  behandelten  ganzen  und  gebrochenen  Zahlen  rationale. 

Eine  irrationale  Zahl  ist  also  eine  Zahl,  welche  zwischen  zwei  rationalen 

Zahlen    —    und    so  eingeschlossen   ist,    dass  man  die  beiden  letzteren 

ohne  Ende  einander  nähern  —  d.  h.  ihre  Differenz  —mit  unendlichem  Wachsen 
von  n  unendlich  klein  machen  kann  —  ohne  gleichwol  den  Werth  der  irratio- 
nalen Zahl  auf  diese  Weise  vollständig  zu  erreichen. 

Eine  klare  Einsicht  in  das  Wesen  einer  irrationalen  Zahl  liefert  die 
geometrische  Veranschaulichung.  In  der  Planimetrie  wird  gezeigt,  dass  bei 
der  Vergleichimg  der  Längen  zweier  Strecken  AB  =  0,  CZ>  =  d  folgende 
Fälle  möglich  sind:  1.  Man  kann  die  kleinere  Strecke  d  wiederholt  auf  der 
grösseren  a  abtragen,  ohne  dass  zuletzt  ein  Rest  bleibt.  In  diesem  Falle  ist  a 
ein  (ganzes)  Vielfaches  von  d  und  setzt  man  a=p'  d,  so  ist/  eine  ganze  Zahl. 
2.  Bei  dem  wiederholten  Abtragen  der  Strecke  ^  von  der  Strecke  a  bleibt  zuletzt 
ein  Rest,  welcher  kleiner  als  d  ist,  aber  man  kann  eine  dritte  Strecke  c  finden, 
welche  sich  sowol  auf  d  als  auf  a  ohne  Rest  abtragen  lässt.  Es  ist  also  a  ein 
Vielfaches  eines  aliquoten  Theiles,  z.  B.  das  x^  fache  des  «ten  Theiles  von  d, 
und  in  £?=:/•  d  ist  also  p  eine  gebrochene  Zahl.  3.  Es  giebt  auch  keine  dritte 
Strecke  o  welcher  ein  aliquoter  Theil  beider  gegebenen  Strecken  zugleich  ist. 

Nimmt  man  in  diesem  Falle  einen  beliebigen  aliquoten  Theil  von  d,  etwa  —d,  an 

und  tragt  denselben  so  oft  als  möglich  auf  0  ab,  so  bleibt  zuletzt  ein  Rest, 
welcher  kleiner  als  ein  solcher  Theil  sein  muss.  Hat  hierbei  eine  »1  malige  Ab- 
tragung stattgefunden,  so  ist  a  grösser  als  —  d  und  kleiner  als d.    Da  man 

nun  den  Werth  von  n  so  gross  machen  kann,  als  man  will,  so  kann  man  auch 
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die  beiden  eben  angegebenen  Grenzwerthe,  zwischen  welchen  der  von  a  liegen 
muss,    einander   so    nahe   bringen    als   man  will.     In  a=p  >  b  ist  /  jetzt  eine 

irrationale  Zahl,  deren  zwischen  —  und  liegender    Werth    durch    eine 

ft  n 

dieser  letzteren  Zahlen  um  so  genauer  angegeben  wird,  je  grösser  «,  je  kleiner 

also  die  Differenz—  dieser  Zahlen  ist. 

n 

Stellt  man,  wie  früher  geschehen,  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  durch  eine 
Reihe  von  Punkten  einer  Geraden  dar,  welche  in  gleichen  Abständen  auf  ein- 
ander folgen,  die  gebrochenen  Zahlen  also  durch  zwischen  den  ersteren  einge- 
schaltete Punkte,  so  bleiben  nach  dem  Vorigen  noch  immer  Punkte  übrig,  deren 
Abstand  vom  Anfangspunkt  der  Zählung  auf  diese  Weise  nicht  erhalten  werden 
kann,  weil  er  mit  dem  die  Einheit  darstellenden  Abstand  kein  gemeinschaftliches 
Maass  hat  Diese  Punkte  versinnlichen  also  die  irrationalen  Zahlen,  und  durch 
sie  wird  nun  die  bisher  eine  Reihe  unterbrochener  (wenn  auch  noch  so  nahe 
aneinanderstehender)  Punkte  bildende  Darstellung  der  Zahlenreihe  zur  conti- 
nuirlichen  Zahlenlinie,  denn  es  kann  keinen  Punkt  auf  dieser  Linie  geben, 
dessen  Abstand  vom  Anfangspunkt  sich  nicht  entweder  durch  eine  rationale  oder 
durch  eine  irrationale  Zahl  ausdrücken  lässt. 

Die  irrationalen  Zahlen  sind,  obgleich  durch  rationale  nicht  genau  angebbar, 
doch  wie  diese,  genau  bestimmte  Zahlen.  Sie  sind  bei  der  Anwendung  auf 
benannte  Grössen  nur  mit  der  gewählten  Einheit  nicht  durch  ganze  oder  gebrochene 
Zahlen  zu  vergleichen,  und  dieselbe  Grösse  —  z.  B.  eine  Strecke  —  die  in  Be- 
ziehung auf  eine  bestimmte  Einheit  durch  ein6  irrationale  Maasszahl  gemessen 
wird,  kann  in  Beziehung  auf  eine  andere  Einheit  rational  erscheinen. 

Sind  z.  B.  die  beiden  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  gleich  o,  so  ist  zufolge  des 
pythagoräischen  Lehrsatzes  die  Hypotenuse  gleich  j/2fl2.  Nimmt  man  also  die  Länge  der  Ka- 
thete zur  Einheit  an,  so  ist  die  der  Hypotenuse  gleich  )^2.  Diese  irrationale  Zahl  ist  also 
hier  durch  eine  ganz  bestimmte,  construirbare  Länge  dargestellt.  Dieselbe  Länge  aber  erhält 
eine  rationale  Maasszahl,  wenn  man  z.  B.  die  Hälfte  oder  das  Drittel  u.  s.  w.  der  Hypotenuse 
zur  Einheit   nimmt,   und  in   diesem   Fall  wird  umgekehrt  die  Maasszahl  der  Kathete   irrationaL 

Es  erscheint  als  selbstverständlich,  dass  man  auch  von  positiven  und  nega- 
tiven Irrationalzahlen  reden,  oder  dass  die  Stetigkeit  der  Zahlenlinie  nach  beiden 
Richtungen  vom  Anfangspunkt  aus  erreicht  werden  kann. 

§  37.    Rechnen  mit  irrationalen  Zahlen. 

Es  entsteht  nun  zunächst  die  Frage,  ob  die  bisherigen  Erklärungen  und 
Rechnungsregeln,  welche  nur  unter  der  Voraussetzung  rationaler  Zahlen  aufge- 
stellt oder  abgeleitet  waren,  auch  auf  irrationale  Zahlen  angewendet  werden  dürfen. 
Dass  dies  nicht  ohne  Weiteres  geschehen  kann,  folgt  schon  daraus,  dass  die 
früheren  Erklärungen  der  Summe,  Differenz  u.  s.  w.  von  der  Entstehung  der 
Zahlen  aus  der  Einheit  ausgingen,  bei  den  Irrationalzahlen  aber  eine  Zerlegung 
derselben  in  Einheiten  nicht  möglich  ist.  Gleichwol  müssen  jene  Erklärungen 
sich  auch  auf  die  neue  Zahlform  ausdehnen  lassen,  wie  beispielsweise  das  Vor- 
kommen von  Irrationalzahlen  als  Maasszahlen  von  Strecken  zeigt;  denn  offenbar 
kann  man  eine  gegebene  Strecke  auch  um  eine  ihr  incommensurabele  verlängern 
und  die  Maasszahl  der  entstehenden  ganzen  Strecke  als  die  Summe  der  Maass- 
zahlen der  beiden  Theile  betrachten,  u.  dgl.  m. 

Für  den  hier  vorliegenden  Zweck  dürfte  zur  Vermeidung  weitläufiger  abstracter 
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Erofterungen  folgende  Darstellung  in  Betreff  der  aufgeworfenen  Frage  genügen; 
Jede  irrationale  2^hl  kann  nach  dem  Vorigen  durch  eine  rationale  Zahl  a  annähernd 

daigestellt,    und    letztere    kann  durch    fortgesetzte   Annäherung   in  a  -♦-  —  oder 

aH  +  1 

Übergehend  gedacht  werden,  wobei  der  letztere  Ausdruck  von  der  Irrational- 

zahl  selbst  um  so  weniger  verschieden  ist,  je  grösser  n  gedacht  wird,  und  bei 
dem  Wachsen  von  n  bis  in's  Unendliche  in  diesen  Ausdruck  selbst  als  Grenze 

übergeht    Während  also  eine  gebrochene  Zahl  -r  die   Bildung   von   h   Theilein- 

heiten  aus  der  ursprünglichen  ganzen  Einheit  verlangte,  erfordert  die  Irrational- 
zahl eine  Theilung  der  letzteren  in  unendlich  viele  gleiche,  daher  an  Grösse 
unendlich  kleine  Theile  der  Einheit.  Eine  solche  Theilung  kann  nicht  wirklich 
aufgeführt  werden,  denn  sonst  müsste  dieselbe  ein  Ende  haben,  allein  sie  kann 
gleichwol  ausgeführt  gedacht  werden.  Weil  aber  die  Erklärungen  der  Rechnungs- 
arten und  die  Ableitungen  der  Gesetze  fiir  gebrochene  Zahlen  völlig  unabhängig 
waren  von  der  Grösse  der  Nenner,  also  von  der  Anzahl  der  Theile,  in  welche 
die  Einheit  getheilt  gedacht  wurde,  so  müssen  sie  auch  gültig  bleiben,  weim  diese 
Anzahl  bis  in*s  Unendliche  wächst 

Denkt  man  sich  beispielsweise  eine  Irrationalzahl  durch  einen  Decimalbnich  annähernd 
d^^estellt,  so  muss  die  Anzahl  der  Decimalstellen  des  letzteren  um  so  mehr  zunehmen,  je  geringer 
^dne  Abweichung  von  der  Irrationalzahl  selbst  sein  soll.  Die  irrationale  Zahl  selbst  könnte 
aber  nar  durch  einen  Decimalbruch  von  unendlich  vielen  Stellen  angegeben  werden. 
Ob^eich  es  nun  unmöglich  ist,  einen  solchen  zu  schreiben,  so  kann  doch  die  Existenz  eines 
solchen  gedacht,  und  es  können  auch  solche  Decimalbrüche  unter  sich  oder  mit  endlichen  De- 
cmalbiQchen  addirt,  subtrahirt,  multiplicirt  u.  s.  w.  gedacht  werden,  indem  man  die  gleich- 
neDigen  Ziffern  derselben  bis  in's  Unendliche  addirt  oder  subtrahirt  denkt,  u.  s.  w.,  ohne  dass 
es  Döthig  wäre,  diese  Operationen  wirklich  auszuführen.  Auch  ohne  dies  lässt  sich  gewiss  zu 
zwri  unendlichen  Decimalbruch en  ein  dritter  unendlicher  Decimalbruch  denken,  dessen  einzelne 
Stellen  bb  in's  Unendliche  durch  Addition  der  entsprechenden  Stellen  der  beiden  ersteren  ent- 
stehen würden. 

Es  mag  übrigens  hier  besonders  erwähnt  werden,  dass  nicht  jeder  unendlich  vierteilige 
Decimalbruch  eine  Irrationalzahl  ist.  Die  periodischen  Decimalbrüche  sind  gemeinen  Brüchen 
gleichf  also  rational 

§  38.     Gesetze    des  Rechnens  mit  Wurzelgrössen. 

Die  besonderen  Gesetze  des  Rechnens  mit  Wurzelgrössen  (und  also  auch  mit 
Irrationalzahlen)  ergeben  sich  leicht  aus  dem  Begriff  der  Wurzel,  bezw.  durch 
Umkehrung  der  Potenzregeln.  Auch  für  die  Wurzeln  aus  Summen  und  Differenzen 
giebt  es  keine  einfachen  Umformungen.  Dagegen  kann  eine  Wurzel  aus  einem 
Produkt  gefunden  werden,  indem  man  die  einzelnen  Faktoren  mit 
demselben  Exponenten  radicirt  und  die  entstehenden  Wurzeln  multi- 
plicirt, oder  es  ist 

yTb^Y^^Yb,     (46) 

eine  R^el,  die  sich  leicht  auf  Produkte  von  beliebig  vielen  Faktoren  ausdehnen 
lässt,  und  deren  Richtigkeit  sich  daraus  ergiebt,  dass 

(y^.  Y^y  =  Ya"  .  |/^*  ^ab  (nach  (35)  und  (44)), 

also  in  der  That  die  rechte  Seite  der  Gleichung  derjenigen  Zahl  gleich  ist,  deren 
Potenz  mit  n  den  Werth  ab  hat. 

Der  vorstehende  Satz  findet  eine  nützliche  Anwendung  zunächst  zur  praktischen 
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Berechnung  von  Wurzeln,  deren  Radicanden  sich  in  Faktoren  zerlegen  lassen, 
für  welche  die  betreffenden  Wurzeln  bekannt  sind.     So  ist  z.  B. 

>/6084  =  y2.2-3-3.  13-  13  =  yp.32.132  =  2  •  3  •  13  =  78; 

V74Ö88  =  1/23  •  33  .  73  =  2  .  3  .  7  =42, 

Auch  wenn  der  Radicand  sich  nicht  vollständig  in  zu  diesem  Verfahren 
geeignete  Faktoren  zerlegen  lässt,  kann  das  Ausziehen  der  Wurzeln  aus  einzelnen 
solchen  Faktoren  zur  Vereinfachung  einer  Rechnungsaufgabe  dienen.  So  kann 
man  z.  B. 

|/18  =  ysTl  =  3  .  y2,  oder  1/56  =  ^8^  =  2^7", 
oder  Y^cN)  =  )/4a2  .  ab  =  l,(r^ah  setzen  u.  dgl.  m. 
Da    umgekehrt  das  Produkt  zweier  Wurzeln,  welche  gleiche   Ex- 
ponenten haben,  gleich  der  entsprechenden  Wurzel  aus  dem  Produkt 
der  Radicanden  sein  muss,  so  kann  man  beispielsweise 

|/ä-  yr*  Va«-i  •  >/r=  yaba^-U^=^ya^bc  =  a  Ybc, 

oder     Ya^bc  •     |/aM*7*-~*  •     "^a*-"^^^^«  — 5  = 

Ya^-^i .  ^«+1 .  ^«  +  1  =  a^^  setzen, 
und  auch  Faktoren  vor  einem  Wurzelzeichen  unter  das  letztere  schaffen,  wie   in 
folgenden  Beispielen: 

a  •  yT=  y^'  yb=:  y^a^b, 

5  >/3  =  1/2573  =  >/75. 

pYI^VM^Vp^;    2 ^3  =  VTT  =  Väi 

Für  die  Wurzeln  aus  Quotienten  erhält  man  entsprechend 

r—         «/ — 

d.  h.  man  kann  eine  Wurzel  aus  einem  Quotienten  berechnen,  indem 
man  die  entsprechende  Wurzel  aus  dem  Dividendus  und  die  aus  dem 
Divisor  berechnet  und  die  erstere  durch  die  letztere  dividirt. 

Umgekehrt  kann  man  zwei  Wurzeln,  die  gleiche  Exponenten 
haben,  dividiren,  indem  man  ihre  Radicanden  dividirt  und  aus  dem 
Quotienten  die  entsprechende  Wurzel  zieht. 

Der  Beweis  der  Formel  (47)  ergiebt  sich,  entsprechend  dem  vorigen  aus 


v1= 


Beispielsweise  ist  also  l/^^I.     l/ü'^^  ^  ^     l/?^  ^  ?!^l/^  . 

und  umgekehrt  }/^3  :  y'<i"=  Y'^-=.  a\  yT :  2  =  yTTi  =  Y\  \ 

a  :  j/J=  Y^ :  |/7=  |/^,    u.  dgl.  m. 

Man  kann  auf  diese  Weise  stets  bewirken,  dass  die  Ausziehung  einer  Wurzel 

aus  einem  Bruche  wieder  zu  einem  Bniche  ftlhrt,  dessen  Nenner  rational  ist,  denn 

man  hat  nur  nöthig  den  Radicanden  so  zu  erweitem,  dass  der  Nenner  desselben 

eine  dem  Wurzelexponenten  entsprechende  vollständige  Potenz  wird,  also  z.  B.  für 


v\ 


£  zu  setzen 
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ücberhaupt  kann  man  Brüche,  deren  Nenner  irrational  sind,  in  gleiche  mit 
rationalem  Nermer  verwandeln,  wie  folgende  Beispiele  zeigen  mögen: 

«       __       Ä (y^ —  c)        ^a (yj —  c)  __a  (Yb  —  c) , 
yj^c'^  (Yt^  c)  (Yb-^c)  ""  1/^2  _  ^2  ~     b^c^     ' 

5       ^5  (-|/3 -f-  1)  ^  5     /-  1        ^5~->/5  ^5  — t/5. 

y3_l  3-1  2'>^^"^^*'   5  +  1/5         25-5  20      * 

X X  (Yä-h  Y^  ^  |/rj  __  X  (Y^-h  yT—  yTj 


w. 


ys" -t- yi^-f- yT    (Y^-h Y^f — Y^^    a-^-^Y^^-^^—^ 
__  X  ()/g  4-  yT—  y7j  (g  -f-  ^ — f  —  2  >/g^) , 

Um  eine  Wurzel  aus  einer  Potenz  zu  ziehen,  werde  zuerst  vorausgesetzt,  dass 
der  Potenzexponent  ein  Vielfaches  des  Wurzelexponenten  sei.     Da  nämlich  der 

Ausdruck  y«*»  verlangt,  dass  die  Potenz  a^  m  n  gleiche  Faktoren  zerlegt  werde, 
so  agiebt  sich  für  den  vorausgesetzten  Fall  eine  Lösung  sehr  leicht  dahin,  dass 
tur  m=p  »n  ein  solcher  Faktor  gleich  aP  ist.    Es  ist  nämlich  dann  0«  =  0/«  = 


tn 


{aPy  und  y(a/)«  =  fl>,  oder,  wenn  man  für/  die  Form  —  einführt, 


n 


Ya^  =  flj »         (48), 

Diese  Regel    liefert   umgekehrt   die   im  Früheren    vorbehaltene  Umformung 

einer  Potenz  mit  gebrochenem  Exponenten,  jedoch  unter  dem  Vorbehalt,  dass 

der  Dividendus  m  ein  Vielfaches  von  n  sei.     Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt, 

j»  - 

also  —  ein  Bruch  im  engeren  Sinne,  so  hat  a «  nach  der  früheren  Erklärung  der 

ff 

Potenz  überhaupt  keinen  Sinn,  führt  aber  zu  einer  Erweiterung  dieser  Erklärung, 
durch  welche  die  obige  Formel  (48)  die  Bedeutung  einer  allgemeinen  Definition 
des  Potenzbegriffs    erhält,    und    somit   selbst   allgemein  gültig  wird.     Setzt  man 

tn 

nämlich,  um  die  dem  Ausdruck  a^  nothwendig  beizulegende  allgemeine  Bedeu- 

m 
tung  zu  ermitteln,  zunächst  die  Basis  a  statt  —mal,  tn  mal  als  Faktor,  so  hat  man 

d  zu  oft  gesetzt,  d.  h.  die  Anzahl  der  gesetzten  Faktoren  ist  «mal  zu  gross.  Um 
also  den  wirklich  verlangten  Ausdruck  zu  erhalten,  muss  man  die  genannte  Potenz 

aaa- ' '  in  n  gleiche  Faktoren  zerlegen.  Dies  ist  aber  nach  dem  Früheren  nicht 
bloss  dann  möglich,  wenn  m  ein  Vielfaches  von  n  ist,  sondern  mit  Hülfe  der 
Wunelausziehung  und  der  neuen  Zahlform  der  Irrationalzahlen  ganz  allgemein. 

Hiernach  ist  also  beispielsweise  der  Ausdruck  5*  dahin  zu  deuten,  dass  eine 
Zahl  gesucht  werden  solle,  welche,  zweimal  als  Faktor  gesetzt,  den  Werth  5  •  5  •  5 
ergebe,    oder   dass    letzteres  Produkt  in  zwei  gleiche  Faktoren  zu  zerlegen  sei. 


58  Arithmetik  und  Algebra. 

Dies  ist  zwar  nicht  durch  Angabe  einer  ganzen  Anzahl  der  vorhandenen  Faktoren  «*>, 

wol   aber  durch    die  der  yi2ö  gleiche  Irrationalzahl  möglich. 

Hiemach  führt  also  die  consequente  Weiterentwicklung  der  bisherigen  Begriffe 

m 

mit  Nothwendigkeit  zu  der  Erklärung,  dass  unter  a"  in  jedem  Fall  die  #f  te 
Wurzel  aus  ö*«  verstanden  werden  solle. 

Da  man  hierbei  den  Quotienten  —  beliebig  erweitem  oder  heben  kann,   so 
führt  die  obige  Formel  (48)  weiter  zu  den  folgenden: 

y~ä^  =  yö«'/  ="  f/ö^wT?.         (49) 
Potenz-Exponent  und  Wurzelexponent  stehen  also  in  einer  ähnlichen  gegen- 
seitigen Beziehung,  wie  Zähler  und  Nenner  eines  Bruches.     Wie  diese,  so  darf 
man  auch  jene  durch  gemeinschaftliche  Faktoren  dividircn,  also  z.  B. 

setzen,  und  umgekehrt.  Die  Multiplication  beider  Exponenten  mit  demselben 
Faktor  führt  zu  der  Möglichkeit,  zwei  gegebene  solche  Wurzeln  so  umzuformen, 
dass  beide  denselben  Potenzexponent,  oder  dass  beide  denselben  Wurzelexponent 
erhalten.  Der  gemeinschaftliche  Exponent  wird  hierbei  ebenso  bestimmt,  wie  der 
sogen.  Generalnenner  bei  dem  Gleichnamigmachen  von  Brüchen.     Sind  z.  B. 

y^,  Y^*  T^.  'V^^ 

gegeben,  so  erhält  man  gleiche  Wurzelexponenten,  indem  man  5-8-3=120 
zum  gemeinsamen  Exponenten  macht,  also  bezw. 

''Y^\  'y^^)  ^y^08;  'yä^ 

setzt,  dagegen  gleiche  Potenzexponenten  mittelst  2  •  3  •  3  •  5  =  90,  also 

"V^;  'y^;  »°Vä9ö;  '^«00. 
Da  nun  Wurzeln  mit  gleichen  Wurzelexponenten  sich  nach  (46),  bezw.  \^A1) 
multipliciren  und  dividiren  lassen,,  so  erhält  man  auf  diesem  Wege  die  Möglich- 
keit, allgemein  die  Multiplication  und  Division  von  Wurzeln  auszuführen.     So  ist 

^y^ .  ^Y^  =  ""^Y^T^jc-^  Y^  •  Y^ = 'j/öj». 

Als  ein  besonderer  Fall  der  Anwendung  der  obigen  Regel  kann  auch  die 
Umformung  von  Ya^  ^"  * '^J^o**^,  d.  h.  die  weitere  Formel 


Ya^  =  y«        (50) 
gelten.    In  der  Praxis  findet  dieselbe  namentlich  Anwendung,  wenn  n  ein  Viel- 
faches von  M  ist.     So  ist  z.  B. 

^Y^  =  Y^,   'T/fl'"  =  yä  u.  dgl.  m. 
Zugleich  ergiebt  diese  Formel  die  Bedeutung,  welche  einer  Wurzel  mit  ge- 
brochenem Exponenten  ganz  allgemein  beizulegen  ist. 

Da  jede  Zahl  als  Potenz  mit  dem  Exponenten  1  geschrieben  werden  kann» 
so  lässt  sich  jeder  Wurzel  die  Form  einer  Potenz  geben.    Es  ist  also 

1 

also  z.  B.  }/ä  =  a^,  und  umgekehrt  4^  =  >/T  =^2;  8-^  =  2,  8^  =  4,  u.  s.  w. 

Es  lässt  sich  auch  leicht  zeigen,  dass  alle  früher  für  Potenzen  im  engeren 
Sinne,  also  für  solche  mit  ganzen  Exponenten  abgeleiteten  Regeln  auch  für  die 


4*     Vom  Radiciren.  59 

neue,  erweiterte  Bedeutung  der  Potenz  richtig  bleiben,  sodass  also  das  Rechnen 
mit  WurzeUi  ohne  Weiteres  auch  auf  ein  Rechnen  mit  Potenzen  zurückgeführt 

—      L        Hj^L  lüL      L 

werden  kann.     So  ist  z.  B.  auch  a^  *  a^  -=  a^     ^  ,   denn  0*  .  0^  =  |/ä^  •  ^0/ 

mq  -f-  «/*  ///       / 

Umgekehrt  kann  man  auch  jede  Potenz  in  Form  einer  Wurzelgrösse  schreiben, 

z.  B.  a*»'  =  *ya. 

Der  Ausdruck  ya*^  gestattet  endlich  noch  eine  andere  Umformung,  welche 
sich  auf  die  Reihenfolge  der  Operationen  bezieht  und  in  der  Formel 

y^={y^)'"    (52) 

ausgesprochen  ist.  Man  kann  also  statt  der  Potenz  die  Basis  derselben 
radiciren  und  die  entstandene  Wurzel  mit  dem  Potenzexponenten 
potenziren.     Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  daraus,  dass 

[(V^)T  =  [(v'«)1"'=«-ist. 

So  ist  z.  B.  1/8"^  =  27;    ^25^  =  53. 

Umgekehrt  kann  man  hiernach  eine  Wurzel  potenziren,  indem  man  ihren 
Radicanden  potenzirt. 

Um  endlich  eine  Wurzel  zu  radiciren,  findet  man  die  Formel 


'^=  yyj=  yj   (53), 

d-   h.    man   kann    die    beiden    Wurzelexponenten    mit    einander    ver- 
tauschen,   oder   auch  statt  der  zweimaligen  Wurzelausziehung  eine 
einmalige  mit  dem  Produkt  der  beiden  Exponenten  setzen. 
Der  Beweis  ergiebt  sich  wieder  aus  dem  Begriff  der  Wurzel: 


mn 


Es  ist   KVy^a)    =yy^ö^  =  yaj   und  auch  '^Yä^=  "Ya^Yä. 

Umgekehrt  zeigt  die  Formel  (53),  wie  man  eine  Zahl  mit  einem  Produkt  als 
Exponenten  radiciren  kann. 

So  ist  also  beispielsweise    i/ö  =  Vyä^,    Va  -  'yT=  K'^ä^  ='^<i"'^. 

Heis  §  41—46.    Bardey  XIII,  XVI. 

§  39.    Fortsetzung. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Gesetze  des  Rechnens  mit  Wurzeln  aus 
zusammengesetzten  Radicanden  lieferten  zugleich  diejenigen  für  Wurzeln  mit 
zusammengesetzten  Ejcponenten.  Ist  der  Exponent  eine  Summe  oder  Differenz, 
so  gicbt  es  keine  einfache  Umformung  der  Wurzel.  Ist  derselbe  ein  Produkt 
oder  ein  Quotient,  so  findet  die  Formel  (53),  bezw.  (48)  Anwendung.  Ist  der 
Exponent  eine  Potenz  oder  wieder  eine  Wurzel,  so  finden  ebenfalls  keine  ein- 
fachen Umformungen  statt 

Ebenso  sind  im  §  38  die  Gesetze  für  die  Verbindung  zweier  Wurzeln  durch 
eine  der  bisherigen  Operationen  enthalten.  Für  die  Summe  oder  Differenz  zweier 
Wurzeln  giebt  es  keine  einfachen  Umformungen,  für  das  Produkt  oder  den  Quo- 
tienten zweier  Wurzeln  finden  die  Regeln  (46)  und  (47)  Anwendung,  für  die 
Potenz  einer  Wurzel,  oder  die  Wurzel  aus  einer  Wurzel  waren  die  Regeln  (52) 
und  (53)  abgeleitet 
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Es  bleibt  somit  nur  noch  die  Untersuchung  derjenigen  Fälle  übrig,  in 
welchen  der  Exponent  oder  der  Radicand  einer  Wurzel  gleich  Null  oder  eine 
algebraische  Zahl  ist. 

Ist  der  Radicand  gleich  0,  so  folgt  aus  O"  =  0  umgekehrt  -j/O  =  0.  Ist  der 
Exponent  gleich  0,  so  erhält  zufolge  der  allgemeineren  Erklärungen  der  Potenz 

und  Wurzel  der  Ausdruck  |/a  die  Bedeutung  ä^.  Die  Division  einer  Zahl  durch 
Null  fllhrt,  wie  frliher  erwähnt,  auf  besondere  Schwierigkeiten,  und  da  Ausdrücke 
dieser  Art  in  den  Anwendungen  der  Elementar -Mathematik  nicht  vorkommen 
werden,  und  ihre  Erörterung  mit  den  Hülfsmitteln  der  höheren  Mathematik 
leichter  und  genauer  auszuführen  ist,  so  dürfen  wir  von  einer  näheren  Unter- 
suchung an  dieser  Stelle  absehen  und  uns  auf  die  praktische  Regel  beschränken, 
dass  man  innerhalb  der  Elemente,  wie  die  Quotienten  mit  dem  Divisor  Null,  so 
auch  die  Wurzeln  mit  dem  Exponenten  Null  vermeiden  solle. 

Ist  der  Exponent  eine  negative  Zahl,  so  hat  man 

"Y^^ a    "  =—,    also    ^yä=  j—         (54). 

Ist  dagegen  der  Radicand  eine  algebraische  Zahl,  so  hat  man  zu  beachten, 
dass  zwar  (-^  <?)*  stets  gleich  -h  (ö*),  dagegen  ( —  ö)*,  je  nachdem  der  Exponent 
eine  gerade  oder  ungerade  ganze  Zahl  ist,  entweder  gleich  -+■  (a ")  oder  gleich 
—  (<!•)  ist 

Hieraus  folgt  umgekehrt,  dass  y^-h  a«,  falls  n  eine  ganze  Zahl  und  gerade 
ist,  sowol  gleich  -h  o,  als  auch  gleich  —  a,  dagegen  wenn  n  ungerade  ist,  nur 

gleich  +  tf  sei,  sowie  dass  ^ — «•  für  ein  gerades  n  nicht  möglich,  für  ein  unge- 
rades gleich  ~  a  sei.    So  ist  z.  B.  (—  2)^  =  (-h  2)>  =  H-  4,  (—  2)«  =  —  8,  daher 

kann  Yi  sowol  gleich  +  2,  als  auch  gleich  —  2  sein,  während  }/8  nur  gleich 

-h2,    und   y—  8  s=  —  2   zu   setzen   ist    Dag^en   giebt   es   unter  den  bisher 

bekannten  Zahlen  keine,  deren  zweite  Potenz  negativ  ist,  und  Y — 4  erscheint 
also  als  unmöglich. 

Ist  der  Exponent  keine  ganze  Zahl,  so  kann  die  Wurzel  nach  dem  Früheren 
stets  auf  eine  solche  zurückgedihrt  werden,  bei  welcher  dies  der  Fall  ist  So  hat 
man  bei$pielsu*eise 

Man  kann  sich  daher  auf  den  Fall,  in  welchem  der  Wurzelexponent  eine 
ganze  |H^Mti\e  Zahl  ist,  Iveschntnken,  und  also  folgende  Regeln  aufstellen: 

Um  eine  Wnrxel  aus  einer  algebraischen  Zahl  auszuziehen,  kann 
man  iro  .\llgemcincn  die  gleiche  Wurzel  aus  dem  Gliede  derselben 
ausf  ichen  und  das  Vort eichen  der  letzteren,  wie  folgt,  bestimmen: 

Ist  der  Wurielcxponent  ungcrad»  so  erhalt  die  Wurzel  das  Vor- 
teichcn  des  Radii  anden, 

Ist  der  Wurzelexponent  i;orad,  so  erhall  die  Wurzel  bei  positivem 
Radic.\nden  beule  Vor. -eichen,  dieselbe  hat  also  zwei  Werthe  \ihX 
T^cidcutic'^  Ut  daijeijen  der  Radicand  neijaiiv,  sc»  entspricht  in  diesem 
Kalle  der  Wurzel  keine  der  bisher  bekannten  /ahlformen. 

rs  134  alM^  I   ♦■••--♦-         |j;  |— jä  —        ja. 
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D' 
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dagegen    y-j-ö  =  zb   yä\     y—a  unmöglich. 
Insbesondere  ist  also  Yä^  =  di  a,    |/-|- «8  =  _|-  ^^    ^ — ^8  -=  —  <j. 

Hek,  §  47,  48. 

§  40.    Imaginäre  Zahlen. 

Daraus,  dass  y — a  durch  keine  der  bisherigen  Zahlformen  angegeben 
werden  kann,  darf  ebensowenig  wie  in  ähnlichen  früheren  Fällen  gefolgert  werden, 
dass  ein  solcher  Ausdruck  überhaupt  keinen  Sinn  haben  könne,  sondern  es  ist 
m  untersuchen,  ob  nicht  auch  in  diesem  Falle  eine  Erweiterung  des  bisherigen 
Zahlenbegriffs  es  ermögliche,  auch  für  diese  Ausdrücke  einen  Sinn  zu  erhalten. 
Hictfiir  bietet  uns  wieder  die  Veranschaulichung  der  Zahlen  durch  Strecken  ein 
Hüllsmittel,  wobei  wir  uns  auf  den  einfachsten  und  in  den  späteren  Anwendungen 
fast  ausschliesslich  vorkommenden  Fall  der  Quadratwurzel  aus  negativen 
Zahlen  beschränken  dürfen. 

Die  Zahl  -4-  1  wurde  früher  durch  eine  Strecke  OA  ver- 

*^  anschaulicht,    welche    von    einem    Anfangspunkte   O  aus 

nach  einer  bestimmten,  als  die  positive  angenommenen 

^        Richtung  auf  einer  unendlichen  Geraden  abgetragen  war. 

^ —    Entsprechend  stellte  die  an  Länge  der  OA  gleiche,  nach 

der  entgegengesetzten  Richtung  abgetragene  Strecke  OB 

die  Zahl  —  1   dar.     Errichtet  man  nun  auf  der  durch  A 

und  B  gehenden  Zahlenlinie   im   Anfangspunkte  O  die 

senkrechte  Gerade  und  trägt  auf  letzterer  nach  der  einen 

Richtung  OCf  nach  der  anderen  OD  ab,  sodass  OC=^OD  =  OA  ist,  so  ist  nach 

geometrischen  Sätzen  OC  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  OA 

und  OB,  also  OC^  =  OA  -  OB,    Man  kann  daher  OC^  =  (+  1)  .  (—  l)  =  —  1,  und 

somit  OC  =  y —  1  setzen.  Das  Gleiche  gilt  von  OD,  und  da  die  Richtungen 
von  OC  und  OD  einander  entgegengesetzt  sind,  so  wird  man  die  eine  dieser 

Strecken  gleich  -h  "/^  1,  die  andere  gleich  —  y —  1  setzen  dürfen.  Man  kann 
nun  OC  als  die  Einheit  einer  zweiten  Zahlenlinie  betrachten,  welche  zu  der  ersten 
senkrecht  steht,  und  aus  dieser  Einheit  durch  Wiederholung,  bezw.  Theilung  der- 
selben ebenso,  wie  bei  der  ersten  Zahlenlinie  die  übrigen  Zahlen  der  zweiten 
Zahlenlinie  ableiten.     Diese  letzteren  Zahlen  sollen  imaginäre  heissen,  und  die 

Zahl    y —  1   die   imaginäre  Einheit     Im  G^ensatz  dazu  heissen  die  bisher 

behandelten  Zahlen  der  ersten  Zahlenlinie  reelle.    Da  nun  y — ä^  =  ya^  •  ( —  1) 

=  a  y —  1  gesetzt  werden  kann,  so  erhält  jede  Quadratwurzel  aus  einer  negativen 
reellen  Zahl  die  Bedeutung  einer  imaginären  ZaJbl. 

Imaginäre  Zahlen  sind  also  solche,  welche  sich  weder  durch  Wiederholung 
noch  durch  Theilung  —  selbst  wenn  letztere  bis  in's  Unendliche  fortgesetzt 
gedacht  wird  —  aus  der  ursprünglichen  Einheit  (oder  aus  der  dieser  entgegen- 
gesetzten negativen  Einheit)  ableiten  lassen,  sondern  welche  aus  einer  Einheit 
anderer  Art  hervorgehen.  Während  die  negative  Zahl  — a  aus  der  entgegen- 
gesetzten -h  a  durch  Umkehrung  der  Richtung^  also  in  gewissem  Sinne  durch 
Drehung  des  positiven  Strahls  der  reellen  Zahlenlinie  um  180^  entstehend  gedacht 
werden  kann,  entsteht  die  imaginäre  Zahl  -h  a  y —  1  oder  —  a  y —  1  durch  eine 
solche  Drehung  um  90°  .  Welche  der  beiden  Richtungen  der  imaginären  Zahlen- 
linie  man  als  die  positive,  welche  als  die  negative  annehmen  will,  bleibt  hierbei, 
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ähnlich  wie  bei  der  reellen  Zahlenlinie,  unbestimmt.  Hat  man  eine  dieser 
Richtungen  als  die  positive  angenommen,  so  wird  dadurch  die  entgegengesetzte 
zur  negativen.  Die  imaginäre  Zahlenlinie  ist  nicht  an  sich,  sondern  nur  durch 
ihre  Beziehung  zur  reellen  imaginär.  Würden  die  auf  CD  gemessenen  Strecken 
als  die  ursprünglichen  angesehen,  so  wären  die  betreffenden  Zahlen  als  reelle 
und  im  Gegensatz  dazu  die  der  Zahlenlinie  AB  als  die  imaginären  zu  betrachten.  — 
Die  Null  ist  beiden  Zahlenarten  gemeinschaftlich,  da  beide  Linien  einander  in 
dem  Anfangspunkt  der  2^hlung  schneiden. 

Ebenso  wie  früher  in  praktischen  Aufgaben  ein  negatives  Resultat  die  Un- 
möglichkeit der  Auflösung  bezeichnen  konnte,  wenn  für  die  Zahlen  der  Aufgabe 
ein  Richtimgs-Gegensatz  nicht  existirte,  oder  wie  das  Gleiche  bei  einer  gebrochenen 
Zahl  der  Fall  war,  wenn  die  Einheit  keine  Theilung  zuliess,  so  sagt  in  Aufgaben 
des  praktischen  Lebens,  wo  nur  reelle  Resultate  einen  Sinn  haben,  ein  imagi- 
näres Resultat,  dass  die  Auflösung  nicht  möglich  sei.  Damit  ist  jedoch  nicht 
gesagt,  dass  in  der  Rechnung  selbst  keine  imaginären  Zahlen  vorkommen 
dürften,  denn  es  kann  auch  aus  solchen  bei  weiterer  Rechnung  ein  reelles  Re- 
sultat hervorgehen,  wie  z.  B.  aus  y — a  durch  Erhebung  in*s  Quadrat  der  Radi- 
cand  —  a, 

§  41.    Rechnen  mit  imaginären  Zahlen. 

Bei  dem  Rechnen  mit  imaginären  Zahlen  bezeichnet  man  nach  dem  Vor- 
gange von  Gauss  die  imaginäre  Einheit  -h  ^ —  1  allgemein  durch  den  Buch- 
staben f. 

Da  alle  früher  abgeleiteten  Rechnungsgesetze  unter  der  Voraussetzung  reeller 
Zahlen  entwickelt  worden  sind,  so  können  dieselben  nicht  ohne  Weiteres  auf 
imaginäre  Zahlen  angewendet  werden,  und  es  ist  also  zunächst  nachzuweisen, 
ob  dies  erlaubt  ist,  oder  welche  neuen  Gesetze  bei  imaginären  Zahlen  an  die 
Stelle  der  früheren  treten. 

Da  nun  die  imaginären  Zahlen  ganz  in  derselben  Weise  aus  der  imaginären 
Einheit  entstehen,  wie  die  reellen  aus  der  reellen  Einheit,  so  lassen  sich  imagi- 
näre 2^hlen  unter  sich,  ebenso  >vie  reelle  unter  sich  addiren  und  subtrahiren» 
und  da  ferner  auch  hier  das  Gesetz  von  der  Vertauschbarkeit  der  Summanden 
gelten  muss,  so  sind  auch  die  Rechnungsregeln,  welche  früher  für  die  Addition 
undSubtraction  reeller  Zahlen  (auf  Grund  dieser  Vertauichbarkeit)  abgeleitet  wurden, 
in  gleicher  Weise  fUr  die  Addition  und  Subtraction  imaginärer  Zahlen  gültig. 
Es  ist  also 

tfi  -+-  bi  =  (df  -H  ^)  I ;  ai  —  bi  =  («  —  l>)i% 

o  -^  ai=  -^  ai;  o  —  <?i  =  — ai 
(-^  at)  -\-{—at)'=^o  . 

Eine  Summe  von  gleichen  imaginären  Summanden  führt  femer  auf  den 
Hegrifl  des  Produkts  einer  imaginären  mit  einer  reinen  (absoluten,  reellen,  unl>e- 
nannten)  Zahl.    Es  ist 

(-h  tf  i)  •  ^  =  -4-  öl  -H  ai  -+- .  .  .  =  -f-  (<i  -h  <i-h  .  .)/=-!-  \^ab)  /, 
und  entsprechend  (—  ai)'  b  -=  (—  <?/)-+-( —  ai)  -f- .  . .  =  —  {ab)  i. 

Ebenso  findet  der  frühere  Begriff  der  Multiplication  mit  einem  negativen 
reellen  Multiplicator  hier  Anwendung,  wonach  mit  —  b  multipliciren  gleichl)«' 
deutend  ist  mit  der  Multiplication  mit  b  und  Umkehrung  des  Vorzeichens  des 
Resultats.     Es  ist  also  (-h  ai) .  (—  ^)  =  —  {ab)  i ;  (—  ai) .  (—  ^)  =  -h  {ab)  i. 

Man  kann  entsprechend  erklären,  dass  mit  einer  imaginären  Zahl  multipli- 
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ciren  gleichbedeutend  sei  mit  der  Multiplication  mit  der  entsprechenden  reellen 
Zahl  und  Versetzimg  des  Resultats  in  die  andere  (imaginäre)  Zahlenlinie.  Hier- 
nach ist 

(-4-  a)  .  (-h  bt)  =  -h  {ab)  / ;  (-4-  a)  •  (—  bt)  =  —  {ab)  i 

(—  a)  '  {-hbf)  =  —  {ab)  i\  {—  a)  -  {—  bt)  =  4-  {ab)  /, 

und  die  Vergleichung  mit  den  vorhergehenden  Resultaten  zeigt,  dass  auch  hier 
das  Gesetz  von  der  Vertauschung  der  Faktoren  gilt 

Entsprechend  lässt  sich  nun  auch  einem  Produkt  zweier  imaginärer  Zahlen 
eine  Bedeutung  beilegen.  Die  Aufgabe  {at)  •  {bt)  bedeutet,  dass  ai  mit  b  multi- 
plidrt  und  dass  ausserdem  das  Resultat  in  die  andere  Zahlenlinie  versetzt  werden 
soll,  sodass  letzteres  jetzt  reell  wird.  Es  bleibt  hierbei  aber  noch  unbestimmt, 
in  welche  Richtung  der  anderen  Zahlenlinie  das  Produkt  zu  verlegen,  also  ob 
dasselbe  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist.    Diese  Frage  erledigt  sich  dadurch,  dass 

/.i  =  yiil2  =  — 1 

gesetzt  werden  muss,  und  dass  hiernach 

(-^0-(-i- '•)  =  -!;  (+0"(-')  =  (-0-(+')  =  +  i;  (-o-(-0  =  -i  2u 

setzen  ist     Man  ist  also  zu  folgender  Erklärung  genöthigt: 

Unter  einem  Produkt  zweier  imaginären  Zahlen  ist  diejenige  Zahl  zu  ver- 
gehen, welche  man  durch  Multiplication  der  entsprechenden  reellen  Zahlen 
erhält,  und  zwar  die  positiv  reelle,  wenn  die  beiden  imaginären  Faktoren  un- 
gldche,  die  negativ  reelle,  wenn  die  Faktoren  gleiche  Vorzeichen  haben.  Es 
ist  also: 

(-+-  at)  .  (-h  bt)  ==  —  ab\  (-f-  ai)  -  {—  bt)  =  —  {at)  •  (-4-  bt)  =  4-  ab; 

{ —  at)  •  ( —  bt)  =  —  ab. 
Die  Regd    «gleiehe   Vorzeichen    gelien   -|-,   ungleiche  —  »    verwandelt  sich   also  hier   in 
di£  entgegengesetzte. 

Entsprechende  Regeln  für  die  Division  mit  imaginären  Grössen  ergeben  sich 
durch  Umkehrung  aus  denen  für  die  Multiplication.     Es  ist  hiemach 

ai  a  ,     —  ai  a .     -\-  ai  a  .     —  ai  a  . 
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b         '    b'     -hb  y'     — fl  "~       b'     —b        ^b 

ai  a       '\' ai  a       — ai  a       — ai  a 


bi        '    b'     --bi  b'      -^bi'~       b'     -^bi~'^  b' 

.  a  a,      -\- a  a,       —a  a.      — a  a, 

dagegen  — r-r  =  —  -rt;    — t-:  =  -h  T'»    — r^  =  -H  -rt:    — r^  =  —  t^- 
^^       -^bt  b  ^    — bt  b  ^    -hbt  b  ^    — bt  b 

Die  vorstehenden  Multiplications-  und  Divisions -Regeln  lassen  sich,  wie  folgt,  merken: 
Die  Verwandlang  einer  reellen  Zahl  a  in  eine  imaginäre  ai  kann  aufgefasst  werden  als  eine 
RidxtVDgsveränderung  der  ersteren,  welche  durch  eine  Drehung  aus  der  Zahlenlinie  um  90°  hervor- 
gebracht wird.  Hierbei  wird  man  sich  die  Drehung  so  denken,  dass  -|-a  in  -|-a/, — a  in  — 
ai  übergeht.  Die  imaginäre  Grösse  ai  wieder  imaginär  nehmen,  heisst  diese  Drehung  um  90° 
in  demselben  Sinne  wiederholen.  Hierdurch  geht  offenbar  die  positiv  imaginäre  Zahl  -{-  ai 
m  die  negativ  reelle  —  a  und  ebenso  die  negativ  imaginäre  —  ai  in  die  positiv  reelle  -+-  a  über, 
denn  beide  Drehungen  ergeben  zusammen  eine  solche  von  180^.  Mit  -h  di  multipliciren,  heisst 
nun  mit  ^  multipliciren  und  in  dem  gedachten  Sinne  die  Richtung  um  90°  verändern;  mit  — di 
muhipliciren  heisst  mit  6  multipliciren  und  die  Richtung  im  umgekehrten  Sinne  verändern. 
Daher  wird  aus  (-4-  a)  •  (-+-  6t)  wieder  -f-  {ad)  1,  aus  (-f-  a)  •  ( —  6i)  dagegen  —  {ad)  1,  femer 
ass  (-+-««)•(-♦- ^0»  ^'^^^l  zweimalige  Drehung  um  90®  eine  solche  um  180®  hervorbringt,  — ad^ 
B.   s.  w.  —  Die  Divisionsregeln   ergeben  sich  durch  einfache  Umkehrung  dieses  Gedankenganges. 

Soll  t.  B.  — ^.  berechnet,    also  der  Faktor  gesucht  werden,   womit  ■+-  Bi  zu  multipliciren   ist, 

xcm  die  positiv  reelle  Zahl    -^-a  im  geben,   so  muss  dieser  Faktor  negativ  imaginär  sein,  denn 
em  positiv  imaginlrer  würde  ein  negativ  reelles  Resultat  geben,  u.  s.  w. 
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Man  hüte  sich  also  in  Aufgaben,  wie  Y — a  •  Y — 6  nach  den  Regeln  Dir  reelle  Zahlen  etwa 

y( — a)  •  ( — f)  =  y^i-ai  •=  :^a6  zu  rechnen.     Von  dem  hierbei  erhaltenen  doppelten  Resultat 
ist  nur  das  eine  — ab  richtig. 

Die  vorstehenden  Regeln  gelten  auch,  wenn  a  oder  b  gebrochene  oder  irra- 
tionale Zahlen  sind,  da  in  diesem  Fall  die  früher  an  den  entsprechenden  Stellen 
ausgeführten  Entwicklungen  sich  ebenfalls  anwenden  lassen. 

Auch  ergiebt  sich  die  allgemeine  Richtigkeit  des  Satzes,  dass  bei  Produkten 
von  beliebig  vielen  (reellen  oder  imaginären)  Faktoren  die  Reihenfolge  der 
einzelnen  Multiplicationen  für  das  Resultat  gleichgültig  ist 

Für  die  Potenzirung  einer  imaginären  Zahl  gehen  aus  dem  Vorstehenden 
leicht  folgende  Regeln  hervor:    Zunächst  ist  für  die  imaginäre  (positive)  Einheit: 

i2  =  —  1;    /8=— /;    /4  =  _^l;    /5=:^-./;    /6  =  _  1,   u.   S.   W., 

allgemein  /4i»  =  _|_  j^  /4«  +  i=:_j_/^  i4w-4-2  =  — i;   |4i»-+-8=—  —  /. 

Femer  ist  i-i  =  -  =  ^  r=  —  /;  /-2=  —  ==  —  i;   /-3=  —  = r  =  -h  /, 

i-*  =  ^  =  -+-  1,  u.  s.  w., 

allgemein  /- 4«  =4-1;    /-(4«4-l)  =  _/;    /-(4«+2)  =  _l;    /-(4i.  +  8)=4-/. 

Ferner  ist  allgemein  {at)**  =  a**  -  /«,  also  (a/)2  =  —  ^2;   (^at^-^  —  ä^i\ 

(ai)^  =  -I-  fl4;  (afj^  =  -^  a^f  u.  s.  w. 
Die  allgemeinere  Behandlung  der  Potenzirung  imaginärer  Zahlen,  auch  für 
den  Fall  dass  der  Exponent  eine  gebrochene,  irrationale  oder  selbst  wieder  eine 
imaginäre  Zahl  ist,  bietet  grössere  Schwierigkeiten  und  übersteigt  die  Grenzen 
der  Elementar -Mathematik.  Die  vorstehenden  Entwicklungen  werden  übrigens 
für  das  Folgende  ausreichen. 

Auch  die  Behandlung  von  vierten,  sechsten  Wurzeln  aus  negativen  Zahlen 
u.  s.  w.  muss  einer  anderweiten  eingehenderen  Untersuchung  überlassen  bleiben. 

§  42.     Die  complexen  Zahlen. 

Während  im  Vorigen  imaginäre  Zahlen  sowol  unter  sich,  als  mit  reellen  durch 
Multiplication  oder  Division  verbunden  werden  konnten,  erschien  bei  der  Addition 
und  Subtraction  nur  eine  Verbindung  imaginärer  Zahlen  unter  sich,  nicht  aber  mit 
reellen  möglich,  weil  beide  Arten  von  Zahlen  sich  auf  nicht  vergleichbare  Ein- 
heiten beziehen.  Ein  Ausdruck  von  der  Form  a  h-  bi  z.  B.  erscheint  also  hier- 
nach als  unmöglich,  falls  es  nicht  auch  hier  gelingt,  durch  eine  neue  Erweiterung 
des  ZahlbegrifTs  demselben  eine  Bedeutung  beizulegen.  In  diesem  Falle  muss 
freilich  die  Zahl  aufhören,  nur  als  die  zusammenfassende  Angabe  einer  bestimmten 
Anzahl  völlig  gleichartiger  Grössen  zu  gelten,  und  man  muss  annehmen,  dass  es 
auch  möglich  sei,  Einheiten  verschiedener  Arten  zu  einer  einzigen  2^hl  zusammen- 
zusetzen. Inwiefern  dies  gestattet  sein  könne,  zeigt  wieder  beispielsweise  eine 
geometrische  Veranschaulichung:  Man  kann  zu  einer  nach  bestimmter  Richtung 
erfolgten  Bewegung  nicht  bloss  eine  weitere  Bewegung  in  derselben  oder  in  der 
entgegengesetzten  Richtung,  sondern  auch  eine  nach  irgend  einer  anderen 
Richtimg  hinzufügen  und  die  Grössen  der  zurückgelegten  Wege  nicht  bloss  nach 
der  absoluten  Länge,  sondern  auch  zugleich  nach  den  verschiedenen  Rich- 
tungen zu  einer  Bewegungsgrösse  vereinigt  denken.  In  dieser  Weise  kann  die 
sogenannte  complexe  Zahl^-H^i  dadurch  geometrisch  dargestellt  werden,  dass 
zuerst  auf  der  reellen  Zahlenlinie  eine  Strecke  OA  =  a   und   dann   von  A  aus 
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in  einer  zu  OA  senkrechten  Richtung  (also  in  der  imagi- 
nären) eine  Strecke  AB  =  h  abgetragen  wird.  Man  gelangt 
so,  statt  zu  einem  Punkte  der  reellen  oder  der  imaginären 
Zahlenlinie,  zu  einem  Punkte  B,  welcher  seitlich  von 
diesen  in  der  Ebene  liegt,  und  umgekehrt  lässt  sich  die 
Lage  eines  jeden  Punktes  der  Ebene  durch  eine  Zahl  von 
der  Form  a-\-bi  (wobei  a  und  b  selbstverständlich  auch 
negativ  sein  können)  darstellen.  Die  Zahlenlinie  ist 
also    durch    die    complexen  Zahlen  zur  Zahlenebene  erweitert 

Während  also,  allgemeiner  dargestellt,  die  reellen  Zahlen  zur  Bezeichnung 
der  Stellen  von  gleichartigen  Grössen  dienen,  wenn  die  letzteren  sich  in  eine 
einzige  Reihe  ordnen  lassen,  reichen  dieselben  nicht  hin  um  auch  die  Stellen 
solcher  Grössen  zu  bezeichnen,  bei  welchen  diese  Anordnung  in  eine  einfache 
Reihe  nicht  möglich  ist,  welche  sich  vielmehr  nur  in  verschiedenen  Reihen  neben 
einander  ordnen  lassen.  Hier  treten  die  complexen  Zahlen  an  ihre  Stelle,  welche 
übrigens  die  reellen,  wie  die  einfachen  imaginären  als  besondere  Fälle  ein 
schliessen,  denn  a-^hi  wird  reell  für  ^  =  ^  und  einfach  imaginär  für  a-=  0. 

Eine  vollständige  Behandlung  der  Eigenschaften  complexer  Zahlen  und  der 
Gesetze  des  Rechnens  mit  denselben  übersteigt  ebenfalls  die  Grenzen  der  Elementar- 
mathematik und  muss  daher  einer  anderen  Stelle  vorbehalten  bleiben.  Wir  führen 
hier  nur  noch  Folgendes  an: 

Zwei  complexe  Zahlen,  welche  sich  von  einander  nur  durch  das  Vorzeichen 
des  imaginären  Gliedes  unterscheiden,  wie  a-^-bi  und  a  —  bi,  heissen  einander 
conjugirL 

Zwei  complexe  Zahlen  a-h  bi  und  c  -h  di  sind  einander  gleich,  wenn  a  =  c 
und  ^  =  ^  ist,  da  imaginäre  und  reelle  Einheiten  nicht  mit  einander  so  vereinigt 
werden  können,  dass  erstere  an  Stelle  von  letzteren  oder  umgekehrt  treten  könnten. 
Die  Summe  zweier  complexen  Zahlen  a-^-bi  und  c-^-di  setzt  man  gleich 
(tf -h  r) -h  (^ -h  ^  i,  und  entsprechend  die  Differenz  derselben  gleich  {a  —  c) 
-h{b  —  d)t. 

Das  Produkt  zweier  complexen  Zahlen  {a  -h  bi)  •  (c  -f-  dt)  kann  nach  der 
Regel  für  das  Produkt  zweier  Binome  entwickelt  werden,  da  sich  reelle  Zahlen 
mit  imaginären  multipliciren  lassen.    Man  erhält  so  für  dasselbe 

(a  -h  bi)  .  (c  -h  di)  =  {ac  —  bd)-\'  {bc  -h  ad)  i. 
Das  Produkt  zweier  conjugirten  complexen  Zahlen  ist  hiemach 
(a-hbi)  Qi  —  bi)  =  a'^-habi—abi-hb'!^,  d.  h. 
{a  -4-  bf)  {a—bi)  =  (fi-h  b\ 
Auch  der  Quotient  zweier  complexen  Zahlen  lässt  sich,  wie  die  Summe, 
die  Difierenz  oder  das  Produkt  derselben,  wieder  als  eine  complexe  Zahl  dar- 
stellen.   Erweitert  man  einen  Quotienten,  dessen  Divisor  complex  ist,  mit  der 
demselben  conjugirten  Zahl,  so  wird  der  Divisor  reell.     So  erhält  man 

bi      {a  -f-  bt)  {c  —  di)       ac  -\-  bei  —  adi  -k-  bd       ac  -h  bd      bc  —  ad. 


t. 


c^di      {c-^di)  {c  —  di)  r« -+- ^  r2-H^        c^ -h'd^ 

Heis  §  49,  Bardey  XVII. 

§  43.     Das  praktische  Ausziehen  der  Wurzeln. 
Die  Berechnung  des  vollständigen  oder  angenäherten  Werthes  einer  in  be- 
stimmten Zahlen  ausgedrückten  Wurzelgrösse  ergiebt  sich  durch  Umkehrung  der 
entsprechenden  Potenzirungsaufgabe: 

I,  Haadbach  der  Mathematik.    Bd.  I.  5 


66  Arithmetik  und  Algebra. 

a.  Quadratwurzeln:  Die  Quadrate  aller  einzifferigen  ganzen  Zahlen  liegen 
zwischen  P  s=  1  und  102  =  100,  sind  also  ein-  oder  zweizifferig;  die  Quadrate  aller 
zweizifierigen  ganzen  Zahlen  liegen  zwischen  10^  t=  100  und  100^  =  10000,  sind 
also  drei-  oder  vierzifferig,  u.  s.  w.  Allgemein  liegen  die  Quadrate  der  »zifferi- 
gen ganzen  Zahlen  zwischen  (10*-i)2  und  (10*)^,  d  h.  zwischen  lO^«-«  und  lO^«, 
sind  also  2n  —  1-  oder  2»  zifferig. 

Hieraus  folgt,  dass  umgekehrt  die  Quadratwurzel  aus  einer  2n  —  1-  oder 
2ii  zifferigen  Zahl  —  oder,  falls  erstere  irrational  ist,  die  nächst  kleinere  ganze 
Zahl  —  üT  zifferig  sein  muss. 

Die  Quadratwurzel  aus  einer  ein-  oder  zweizifferigen  Zahl  ist  also  einzifferig, 
und  kann  daher  mittelst  des  Ein -mal -Eins  gefunden  werden. 

Die  Quadratwurzel  aus  einer  drei-  oder  vierzifferigen  Zahl  ist  zweirifferig,  kann 
also  in  der  Form  10a  +  d  geschrieben  werden.    Dann  ist  der  Radicand  gleich 

(lOa  -h  fp  =  {lOa  -h  ü)  •  (10a  -4-  ^)  =  lOOa^  -4-  2  •  10a  •  ^  -h  Ä 

Daher  erhält  man  umgekehrt  aus  diesem  Radicanden  die  gesuchte  Wurzel,  indem 
man  zuerst  jenen  in  zwei  Gruppen  theilt,  deren  zweite  aus  den  beiden  letzten 
Ziffern  besteht,  und  dann  die  Ziffer  a  so  bestimmt,  dassa^  entweder  gleich  der 
die  erste  Gruppe  bildenden  Zahl  ist,  oder  kleiner  als  dieselbe  und  ihr  möglichst 
nahe  kommend.  Nachdem  man  dann  100  a^  von  dem  ganzen  Radicanden  subtra- 
hirt  hat,  dividire  man  in  den  Rest  mit  20a;  der  Quotient  liefert  die  Ziffer  ^. 
Nachdem  20  a^  von  dem  Reste  subtrahirt  ist,  hat  man  endlich  noch  d^  von  dem 
hierbei  gebliebenen  Reste  zu  subtrahiren.  Ergiebt  sich,  dass  letzterer  zu  klein 
hierfllr  ist,  so  hat  man  vorher  d  zu  gross  angenommen  und  muss  die  Rechnung 
mit  einem  um  eine  Einheit  kleineren  Werthe  wiederholen.  Ist  der  letzte  Rest 
gleich  ^2,  so  ist  die  Wurzel  rational  und  vollständig  berechnet  Ist  endlich  der 
letzte  Rest  grosser  als  d^,  so  ist  die  Wurzel  irrational  und  man  hat  den  nächst- 
klcincrcn  ganzen  (irenzwerth  gefunden. 

Beispiele:  yy  ^j)     =     2(8)7 

[00 a  2  =      400 


20a     =40  329  329 

20a^  =      320  20a^=280 

9  49 

^  «  =  r>4     ^  »  =  49 
Man  sieht  leicht  ein,  dass  man  bei  dieser  Rechnung  die  Nullen  an  100  a^ 
und  an  20 a^  weglassen  und  demnach,  wie  folgt,  nach  der  Formel: 

(rt4-^)*^  =  a2H-2a^-H^. 


rechnen  kann: 

k 

'         / 

V/7  29    =-^ 

2 

7 

)/79  36     =    8  9 

a»-4 

a»=64 

an-    4  32y>-7 

2a  =1611531/^  =  9 

2ii^-    2H 

2a^=     144 

49 

96 

A  »  -  ■  49 

^»  =  81 

Rest:     15 
Hei  einiger  Ucbung  in  diesem  Verfahren  wird  man  endlich  die  Berechnung 
von  2ftA  und  die  von  l^  mit  ciimndcr  verbinden,  also  2a^  (10)  -H  ^,  indem  man  mit 
^  beginnt,  aU  eine  cinxigc  Zahl  bestimmen  und  dann  subtrahiren.    Die  vorstehen* 
den  Heinpiele  gofttatten  tiirh  dann  wie  folgt: 
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y7i29  =  27  Y79\3ß  =  89 

a>=4_  ^4 

2a  =  4|32|9  I  ^  =  7  16|153|6 

2g^-^^»=  32  9  1521 

15 

Is  dem  zweiten  Beispiele  ist  also,  wie  folgt,  gerechnet:  2a  =  16;  d  =  9;  ^3  =81,  also  wird 
1  faisfesdirieben  and  8  im  Sinn  behalten;  16  •  9  =  144,  144  +  8  =  152. 

Die  Quadratwurzel  aus  einer  5-  oder  ezifferigen  Zahl  ist  dreizifferig  und 
hat  also  die  Form  100a  -f-  10^  -H  r  oder  10  •  (10a  -h  ^)  -h  ^.  Setzt  man  also 
10tf-+-^=tfi,  so  erhält  man  die  vorige  Form  10a  ^  -^  c,  und  der  Radicand  muss 
gleich  lOOaf  -h  2  •  lOai  •  ^  -h  ^2  sein.  Hieraus  folgt  die  Regel:  Man  theile  den 
Radicanden  von  rechts  nach  links  in  Gruppen  zu  je  zwei  Ziffern  —  die  erste 
Grappe  links  kann  ein-  oder  zweizifferig  sein  — ,  bestimme  zu  den  beiden  ersten 
Gruppen,  wie  vorher  gezeigt,  die  zweizifferige  Zahl  10a  -h  ^,  setze  dieselbe  gleich 
ff,;  und  entwickele  nun  mittelst  dieses  a^  und  der  dritten  Gruppe  in  gleicher  Weise 
wie  Torher  2  •  lOa^  •  c -^  A   Die  genauere  Ausführung  zeigen  folgende  Beispiele : 


y  32194176  =  574  y4|20|27  =  205 

a»  =  25  4 

2a  =10    79|4  (4]Ö~20  27 

2alf-hd^  =74  9  20  25 

2a=114  |457|ö  2 
2  a  r  -h  r  «  =  457  6 

Für  Quadratwurzeln  aus  mehr  als  6-zifferigen  Zahlen  ergiebt  sich  leicht  die 
Ausdehnung  des  vorstehenden  Verfahrens.  Ist  z.  B.  die  Wurzel  vierzifferig,  so 
denke  man  sich  dieselbe  wieder  in  der  Form  z  =  1000a  -h  100^  -+-  10c  -h  d  und 
setz^  10a  -f-  ^  =:  aj,  lOa^  -+-  r  =  aj,  also  z  =  lOaj  -f-  d.  Im  folgenden  Beispiel 
ist  noch  die  Abänderung  getroffen,  dass  die  Werthe  von  2  a,  2ai  u.  s.  w.  über 
die  entsprechenden  Zahlen  a,  a^  u.  s.  w.  des  Resultats  geschrieben  sind,  wodurch 
eine  kleine  Bequemlichkeit  für  ihre  successive  Berechnung  erreicht  wird. 

4628 


K5  35  69  10  25  — 

23145 

4 

135 

129 

6  69 

4  61 

20810 

184  96 

23  1425 

23  1425 

In  den  sämmtliclien  vorstehenden  Beispielen  ist  die  gebräuchliche  Schreibweise  bei  der 
I^i^^isioii,  bezw.  Subtraction  angewendet  worden»  um  das  Verfahren  mit  hinreichender  Klarheit 
'Mich  za  machen.  Bei  Anwendung  der  im  Früheren  empfohlenen  Methoden  der  Division  und 
^btnction  vermindert  sich  die  Anzahl  der  hinzuschreibenden  Ziüem,  wie  die  folgende  Wieder- 
^'f^Big  des  vOTStehenden  Beispiels  zeigt. 

5* 


K535631ÖÄ  =  »145 
135 

30610 
231425 
OOOO 

Hier  Mtp  wie  folgt,  gcredmet  wotvkn:  «  =  2,  also  «*  =  4;  4  H-  1  =^  5l  Die  Hennsichuiic 
der  ikichsien  Gnippe  crgiebc  also  135.  Nun  ist  20=^4;  13:4  fiefat  i  =  3,  abo  ^<  =  9; 
^  +  (>^  15;  3 '4  +  1:=  13,  13  +  0=13.  Es  Ucibc  also  ov  der  Rest  6.  und  die  Henm- 
xiehong  der  lukchsten  Gmppe  liefert  669.  Nun  ist  «  =  23,  2e  =  46;  66:46  liefert  ^=1; 
^»*-l;  1+8«=  9;  1-6  =  6;  6  +  0  =  6;  1-4  =  4,4  +  2  =  6.  Es  bleibt  also  der  Rest  2üS, 
und  die  Heraiueiehong  der  nächsten  Gmppe  liefert  20810;  daxn  ist«  =  231,  2«  =  462,  ^  =  4,  o.  s.  w. 

Ist  der  Radicand  eine  gebrochene  Zahl,  so  kann  man  nach  (47)  die  Wurzel 
aa«  dem  Zähler  und  aus  dem  Nenner  einzeln  ausziehen  und  dann  die  erstere 
durch  die  letztere  dividiren.  Bei  einem  Decimalbruch  ist  die  Quadratwurzel  aus 
dem  Nernier  dann  ein  vollständiges  Quadrat  einer  Potenz  von  10,  wenn  die  An* 
zahl  der  Decimalstellen  gerade  ist.  Dies  lässt  sich  nun  immer  bewirken,  da  man 
n/Hhigenfalls  dem  Decimalbruch  eine  Null  anhängen  kann.  Dann  ist  also  die 
Wurzel  wieder  ein  Decimalbruch,  und  dieser  hat  halb  soviele  Dedmalstellen,  als 
der  Radicand,  oder  ebenso  viele,  als  Gruppen  von  Zifierpaaren  in  letzterem  auf 

das  Komma  folgen.    So  ist  z.  B.  -/liÄ  =  yi4,40  =  1^=^^»  u.  s.  w.  - 

Hierau»  ergiebt  sich  folgende  praktische  Regel  für  die  Berechnung  von  Quadrat- 
wurzeln aus  Decimalbrüchen: 

Man  theile  den  Radicanden  in  Gruppen  von  je  zwei  Ziffern,  und  zwar  vom 
Komma  aus  nach  rechts  und  nach  links,  und  ergänze  die  letzte  Gruppe,  falls 
dieselbe  einzifferig  ist,  durch  eine  Null.  Man  radiäre  dann,  wie  bei  ganzen  Zahlen, 
also  ohne  Rücksicht  auf  das  Komma,  setze  aber  in  dem  Resultat  das  Komma, 
sobald  man  bei  dem  Fortschreiten  von  Gruppe  zu  Gruppe  dasselbe  im  Radican- 
den überschreiten  muss. 

Ist  der  Radicand  keine  vollständige  Quadratzahl,  bleibt  also  schliessli<A  ein 
Rest,  so  kann  man  durch  Anhängen  beliebig  vieler  Nullen  an  den  Radicanden 
die  Fortsetzung  der  Rechnung  ermöglichen,  und  so  Rir  den  irrationalen  Wurzel- 
werth  so  viele  Decimalstcllen  bestimmen,  bis  die  für  den  vorliegenden  Fall 
crforderlirhe  (lenauigkeit  erreicht  ist.  Dieses  letztere  Verfahren  findet  auch  An- 
Wendung  auf  die  Berechnung  von  irrationalen  Quadratwurzeln  aus  ganzen  Zahlen, 
da  mnn  auch  letzteren  ein  Komma  und  beliebig  viele  Nullen  als  Decimalstellen 
MftfUl^cn  kann.     So  hat  man  z.  B. 

(3)84640 

ys  =  1,73205 
200 
1100 
7100 
1760000 
2797500 
l/iM  liM  Vt^miUnt  n  Dr«  Imalstellen  zu  erhalten,  erscheint  hiemach  die  Rennt- 
iiU«,  Im-^w   AMwi'ttiliMiK  von  2m  Decimalstellen  im  Radicanden  nothwendig.    Dies 
IM  )i'i|imIi   ihm   «ilMihlMir  tidttig,  denn  da  das  Quadrat  der  zuletzt  gefundenen 
WiiMi'l  /iflrr  Hilf  i'lhii  Ah^nlil  der  folgenden  Ziffern  ohne  Einfluss  ist,  und  soweit 
uitti«*iUi  Imh  liil||i  IfU'llMMt  (Intf,  «o  kann  man  nach  Berechnung  irgend  einer  Anzahl 
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von  Stellen  der  Wurzel  das  Heranziehen  neuer  Stellen  des  Radicanden  unter- 
lassen, und  jedesmal .  bloss  das  Glied  2a  d  berechnen  und  subtrahiren,  indem  man 
bei  jeder  folgenden  Division  mit  2a  eine  Ziffer  von  rechts  aus  vom  Divisor  ab- 
streicht Man  kann  auf  diese  Weise,  wenn  »Ziffern  der  Wurzel  vorher  bestimmt 
waren,  noch  n  —  1  bis  «  weitere  Ziffern  derselben  berechnen.  Das  nachfolgende 
Beispiel  wird  dieses  Verfahren  der  sogenannten  abgekürzten  Ausziehung  von 
Quadratwurzeln  erläutern.  Es  wird  daselbst  zunächst  wie  vorher  yl5  auf  3  De-, 
dmalen  berechnet,  und  von  da  an  abgekürzt  verfahren. 

J/lö  =  3,872983 
9 


6  I  600 
544 


76  I  5600 
5369 


774  I  23100 
15484 


7744  I  76160 
69704 


774  I  7456 
6195 


77  I  261 
232 


29 

Ist  der  Radicand  selbst  ein  abgekürzter  Decimalbruch,  so  ergiebt  sich  aus 
dem  Vorstehenden,  wie  weit  die  Wurzel  aus  demselben  genau  gefunden  werden 
kann.  Für  eine  genauere  Bestimmung  dürfen  selbstverständlich  nicht  Nullen  an 
den  Radicanden  angehängt,  sondern  es  müssen  die  nächstfolgenden  Stellen  des 
letzteren  ermittelt  werden. 

Die  Quadratwurzel  aus  einem  gemeinen  Bruch  wird  nach  der  Regel  (47)  im 
§  38  nur  dann  bequem  gefunden,  wenn  die  Wurzel  aus  dem  Nenner  rational, 
bezw.  eine  ganze  Zahl  mit  möglichst  wenigen  Ziffern  ist.  Es  empfiehlt  sich  andern- 
£üls,  den  Nenner  nach  §  38  rational  zu  machen,  also  z.  B.  )/f   nicht  mittelst 

-^  zu  berechnen,  sondern  vorher  in  "j/f  =  ^Yö^  umzuformen.    Noch  bequemer  ist 

in  der  Regel   die  Verwandlung  des  gemeinen  Bruches  in  einen  Decimalbruch 
und  Radicirung  des  letzteren,  also  im  vorliegenden  Beispiel  die  Berechnung  von 

y0,666  .  . . 

Um  endlich  die  Quadratwurzel  aus  einem  Buchstaben-Pol5mom  zu  berechnen, 
ordne  man  letzteres  zunächst  nach  den  Potenzen  einer  Hauptgrösse  und  bestimme 
dann  in  analoger  Weise,  wie  bei  bestimmten  Zahlen,  nach  einander  die  Grössen 
a,  h,  c,  u.  s.  w.  entsprechend  der  Formel  «2  -|-  2ö^  -h  ^2  =  (^  4-  ^)2.  Als  Beispiel 
hierzu  diene  das  Folgende: 

y'Slxiö«-«  -4_  I26jir8«-i0-h  103jc6«-6  -h  42;c4««-2-4- 9:c3«+2  = 

tf  >  =  81a:i0«-i4 

2aö=     -4-126^:8^-^ 


2tf  =  18JI:*'«-'' -M4jc3'«-8|        4-    54a:6»'-64-42;c4'«-2_|-9;p2«-+-2 

2a*  =       -4-    54jic6«-ß-i-42jiP*'«-2 


Heb  §  50, 51,  Bardey  XIV.  d^  =   -+-9jp2>/> 


9 
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b.  Kubikwurzeln.  Die  dritte  Potenz  einer  einzifferigen  Zahl  liegt  zwischen 
13  =  1  und  108  =  1000,  ist  also  ein-,  zwei-  oder  dreizifferig;  die  dritte  Potenz  einer 
zweizififerigen  Zahl  liegt  iwischen  1000  und  1000000,  ist  also  vier-  bis  sechszifferig ; 
allgemein  ist  die  dritte  Potenz  einer  » zifferigen  Zahl  3«  —  2-,  3« — 1-  oder 
3 II  zifferig. 

Femer  ist  (a  -+-  b)^  =  {a-k-  bf  (a  H-  ^)  =  a»  -h  3fl2  ^  -H  ^ab^  -h  ^ 

Die  Umkehrung  beider  Sätze  nach  Analogie  des  Verfahrens  bei  den  Quadrat- 
wurzeln führt  auf  folgende  Regel  für  das  Ausziehen  von  Kubikwurzeln. 

Man  theile  die  Ziffern  des  Radicanden  von  den  Einem  aus  (also  bei  einer 
ganzen  Zahl  von  rechts  nach  links,  bei  einem  Decimalbruch  vom  Komma  aus 
nach  beiden  Seiten)  in  Gruppen  zu  je  drei  Ziffern  —  wobei  die  erste  Gruppe 
links  auch  zwei-  oder  einzifferig  werden  kann.  Man  bestimme  zu  dieser  ersten 
Gruppe  den  Werth  von  a  so,  dass  a^  gleich  dieser  Gruppe  oder  der  nächst 
kleineren  ganzen  Kubikzahl  ist,  schliesse  an  den  Rest  die  erste  Ziffer  der  nächsten 
Gruppe  an,  bilde  3a2  und  dividire  die  vorher  erhaltene  Zahl  durch-  3a^;  die  fiir 
den  Quotienten  erhaltene  ganze  Zahl  nehme  man  zur  zweiten  Ziffer  b  des  Re- 
sultats, bilde  Za^f  subtrahire  letzteres  von  der  vorher  erhaltenen  Restzahl,  ziehe 
zu  dem  jetzt  bleibenden  Rest  die  zweite  Ziffer  der  betr.  Grappe  herunter,  sub- 
trahire von  der  entstehenden  Zahl  3«^,  ziehe  die  dritte  Ziffer  der  betr.  Gruppe 
herunter  und  subtrahire  iß.  Ergiebt  eine  der  gedachten  Subtractionen  einen 
Subtrahend,  welcher  grösser  als  der  Minuend  ist,  so  war  für  b  ein  zu  grosser 
Werth  angenommen,  und  die  Rechnung  ist  mit  dem  nächst  kleineren  Werthe  von 
b  zu  wiederholen.  —  Man  betrachte  sodann  die  aus  den  Ziffern  a  und  b  bestehende 
Resultatzahl  als  ein  neues  a,  die  bisherige  Berechnung  als  die  des  Gliedes  ä^  der 
Formel,  bestimme  mit  Hülfe  der  nächsten  Gmppe  und  des  Gliedes  Za^b  durch 
Division  ein  neues  b  und  fahre,  wie  vorher,  fort  Sind  alle  Groppen  des  Radi- 
canden in  dieser  Weise  benutzt  und  bleibt  noch  ein  Rest,  so  kann  man  mittelst 
Anhängen  von  Nullen  bis  zur  Erreichung  jeder  verlangten  Genauigkeit  weiter 
rechnen.  Ist  der  Radicand  selbst  abgekürzt,  so  dürfen  keine  Nullen  angehängt 
werden;  man  kann  auch  hier  statt  dessen  abgekürzt  rechnen.  Die  Ausführung 
des  Verfahrens  zeigen  folgende  Beispiele: 

a     b 


3^2-  12 
3a«^  = 

12.8  12  9  04  —234 
8 

"4«"  '  ^  =  3*) 
36 

yo  3001947  727  =  2103 
8i 
12  13 
12 

3a^>  = 

121 
54 

10 
6 

672 

40 

b^  = 
3^;  =  1587 

27 
.  G459i^i  =  4 

1 
1323  399 

Za\  b^  = 

6348 
1110 

132  3001  399  477 
396  900 

^a,b\^ 

1104 

257  72 

64 

56  70 

^»  = 

64 

201  027 

27 

*)  ^  =-^  4  ergtcbt  sich  nachher  ab  xu  gross. 
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Kürzer  als  die  vorstehende  ausführliche  Rechnungsweise  ist  es,  jedesmal  nach 
Bestimmung  von  h  die  drei  Glieder  ^cßb^  ^ab^  und  ^  nicht  einzeln  nach  ein- 
ander zu  subtrahiren,  sondern  die  Summe  Zcßb  (•  100)  -f-  Zab'^  (•  10)  -+-  ^  zu 
berechnen  und  also  nur  einmal  zu  subtrahiren,  wobei  man  sich  zur  Berechnung 
dieser  Summe  noch  verschiedener  Abkürzungen,  wie  z.  B.  der  Absonderung  des 
gemeinsamen  Faktors  ^,  bedienen  kann.  Wir  unterlassen  die  Ausführung  von 
Beis{>ielen  hierzu,  da  man  in  der  Praxis  das  immerhin  umständliche  Verfahren 
meist  durch  die  später  zu  entwickelnde  Methode  der  Berechnung  mit  Logarithmen 
ersetzen  wird.  —  Die  Ausziehung  der  Kubikwurzel  aus  Decimalbrüchen  u.  s.  w. 
geschieht  in  analoger  Weise  wie  bei  den  Quadratwurzeln. 

Für  Wurzeln,  deren  Exponent  grösser  als  3  ist,  kann  man  nach  Anleitung 
des  bei  den  Quadrat-  und  Kubikwurzeln  eingeschlagenen  Verfahrens,  also  mit 
Hülfe  der  durch  Ausführung  der  Multiplication  für  die  betreffende  Potenz  von 
lÜÄ-t-^  zu  entwickelnden  Formeln,  entsprechende  Methoden  ableiten.  Doch 
ist  die  Anwendung  derselben  nicht  zu  empfehlen,  wenn  der  Exponent  keine 
Primzahl  ist,  denn  in  diesem  Falle  kann  man  die  Wurzel  auf  solche  niederer 
Grade   zurückführen,    was  unter  allen  Umständen   bequemer   ist     So  ist  z.  B. 

|^=s  YY^,  und  entsprechend  lassen  sich  8te  Wurzeln  durch  dreimaliges  Aus- 
ziehen einer  Quadratwurzel,  6te  durch  Ausziehung  einer  Kubikwurzel  aus  einer 
Quadratwurzel  berechnen,  u.  s.  w.    Man  vergl.  übrigens  auch  hierfür  Kapitel  5. 

Heis  §  52—55,  Barday  XV. 


Kapitel  5. 
Vom  Logarithmiren. 

§  44.  Begriff  des  Logarithmus. 

Die  zweite  Umkehrung  des  Potenzirens  verlangt  die  Lösung  der  Aufgabe, 
Ol  dem  gegebenen  Werthe  einer  Potenz  und  ihrer  Basis  den  Exponenten  zu 
berechnen,  oder  mit  anderen  Worten,  den  Werth  von  x  in  der  Gleichung 

zu  bestimmen.  Man  nennt  diese  Rechnungsart  Logarithmiren,  den  gegebenen 
Werth  c  der  Potenz  den  Logarithmand,  auch  den  Numerus  oder  die  Zahl 
schlechthin,  die  gegebene  Potenzbasis  a  die  Basis  des  Logarithmus  und  den 
gesuchten  Exponenten  x  den  Logarithmus.    Für  den  letzteren  schreibt  man 

X  =^/og  c 
und  liest  diesen  Ausdruck  «Logarithmus  von  c  zur  Basis  0.« 

Dieser  Logarithmus  ist  also  diejenige  Zahl,  mit  welcher  die  Basis  potenzirt 
werden  muss,  um  den  Numerus  zu  erhalten.  Diese  Erklärung  kann  durch 
folgende  Formel  dargestellt  werden: 

a^^'   =r        (55) 
So  ist  beispielsweise  Vog  8  =  3,  denn  2»  =  8;  V^^  81  =  4,  denn  3*  =  81,  da- 
gegen ^log  81  =  2  und  ^log  81  =  1.   Femer  ist  "^^log  4  =i ,  denn  16*  =  -j/ie  =  4; 

W*  =  2,  denn  (|)»  =  i;  2/^^J  =  -3;  25/^^i  =  -i,  */^g^  =  -3,  u.  s.  w. 
Aus  der  Erklärung  des  Logarithmus  folgt  ohne  Weiteres 
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»log  (a^)  ==  d.         (56) 
Insbesondere  ist 

d.  h.  der  Logarithmus  der  Basis  ist  stets  gleich  1.     Dagegen  ist 

''/og  1  =  0, 

d.  h.  der  Logarithmus  von  1  ist  Hlr  jede  Basis  gleich  0,  denn  €fi=  l.    Eine 
Ausnahme  von  beiden  Regeln  macht 

d.  h.  der  Logarithmus  von  1  zur  Basis  1  kann  jede  beliebige  Zahl  sein,  da  jede 
Potenz  von  1  gleich  1  ist. 

Der  Logarithmus  einer  Zahl  a,  welche  nicht  gleich  1  ist,  zur  Basis  1  ist 
nicht  angebbar.  Die  Zahl  1  eignet  sich  daher  nicht  zur  Basis  von  Logarithmen. 
Ueberhaupt  entsteht  auch  hier  die  Frage,  ob  die  Logarithmirung  auch  dann  in 
allen  Fällen  möglich  ist,  wenn  dieselbe  nicht  aus  der  Umkehrung  einer  wirklich 
ausgeführten  Potenzirung  hervorgegangen,  sondern  wenn  für  die  Basis  und  den 
Numerus  willkürliche  Zahlenwerthe  gesetzt  sind.  Eine  allgemeine  Beantwortung 
dieser  Frage  ist  hier  schon  deshalb  nicht  möglich  und  muss  weitergehenden 
Studien  überlassen  bleiben,  weil  bereits  bei  der  Potenzirung  die  Fälle,  in  welchen 
die  Basis  oder  der  Exponent  imaginär  oder  complex  waren,  keine  elementare 
Behandlung  finden  konnten.  Für  den  innerhalb  der  Elemente  fallenden  Gebrauch 
der  Logarithmen  ist  aber  auch  eine  derartige  allgemeine  Theorie  der  letzteren 
durchaus  entbehrlich;  es  genügt  hier  zunächst  die  Annahme,  dass  die  Basis,  wie 
der  Numerus  reelle  Zahlen  seien,  und  diese  Voraussetzung  soll  daher  im  Fol- 
genden festgehalten  werden. 

Ist  die  Basis  negativ,  so  sind  die  Logarithmen  aller  positiven  Zahlen,  welche 
ungerade  Potenzen  der  Basis  sind,  und  ebenso  diejenigen  aller  negativen  Zahlen, 
welche  gerade  Potenzen  der  Basis  sind,  nicht  reell.  So  sind  z.  B.  -V4fg(—4) 
und  -  Vog  8  nicht  durch  reelle  Zahlen  angebbar.  Um  den  hieraus  erwachsen- 
den Schwierigkeiten  zu  entgehen,  sollen  im  Folgenden  nur  positive  reelle  Zahlen, 
ausgenommen  0  und  1,  als  Basen  von  Logarithmen  angewendet  und  vorausge- 
setzt werden. 

In  diesem  Fall  sind  die  Logarithmen  aller  negativen  Zahlen  nicht  reell,  von 
jeder  positiven  Zahl  dagegen  giebt  es  einen  reellen  Logarithmus. 

Um  dieses  nachzuweisen,  beachte  man  zuerst,  dass  keine  reelle  Potenz  einer 
positiven  Zahl  negativ  sein  kann,  sodann,  dass  man  aus  a*  durch  die  Annahme 
*  =  0,  *  =  1,  u.  s.  w.,  bezw.  *  =  —  1,  jc  =  —  2  u.  s.  w.  eine  Reihe  von  Zahlen 

1    1    1  2 

erhält,  welche  nach  der  einen  Seite  bis  in*s  Unendliche  wächst,  nach  der  anderen 
bis  in*s  Unendliche  abnimmt.  Ist  nun  «A?^  r  =  jc  zu  bestimmen,  soll  also  «*  = 
c  sein,  so  müssen  sich  für  reelle  positive  Werthe  von  a  und  c  stets  zwei  Zahlen 
jener  Reihe  angeben  lassen,  zwischen  welchen  c  liegt  —  vorausgesetzt,  dass  c 
nicht  eine  der  Zahlen  jener  Reihe  selbst,  x  also  ohne  Weiteres  als  ganze  Zahl 
bestimmt  sei. 

Es  seien  a  und>  -f- 1  jene  beiden  Zahlen,  so  kann  man 

<»'  =  ««•  =  fl«  •  a>o,   mithma»o  =  -^  0^  =  1  —  1 
setzen,»  und  wiederum   für  y  zwei   ganze   Werthe  p,  p  -h  1    bestimmen,   sodasb 
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I— j    rwischen  «P   und   aß  +  i  liegt,  dannj;  =  p-|-0  setzen,  und  in  dieser  Weise 

fortähren. 

Es  sei  beispielsweise  x  ^rs^'^log  7  gesucht,  so  hat  man   2^  =  1,  2*  =  2,  2^  =  4, 

2»  =  8,  2*=16,  u.  s.  w.,  also  kann  man  7  =  2'  =  2*  "^T^  =  4  •  2>o 

(7  \^o 
-^1      =  269,  38  . . .  und  2»  =  256,  2^  =  512,    so  kann  man 


z  , 

/  =  8  -f-  TTT  setzen  und  erhält 


s- A  _(!)";  .A_(|y..,,,,,._[(|y^,^] 


10 


u 
worans  wieder  5  =  0  -H  ttt  folgt,  u.  s.  w.    Es  ist  also 

Vog  7  =  2,80  .... 
Auf  diese  Weise  muss  man  für  jeden  derartigen  Logarithmus  einen  Werth 
eihalten,    welcher   entweder   eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  ist,  oder  durch 
einen    unendlich   vielstelligen  Decimalbruch    dargestellt   gedacht   werden   kann, 
also  als  irrational  betrachtet  werden  muss.  [Heis  §  56.] 

§  45.   Rechnen  mit  Logarithmen. 
Für   das  Rechnen    mit   Logarithmen   sind   folgende  ^Sätze   von   besonderer 
Wichtigkeit: 

Der  Logarithmus   eines    Produktes   ist  gleich   der  Summe   der  Loga- 
rithmen der  Faktoren. 
Der  Logarithmus   eines  Quotienten   ist   gleich  der  Differenz  der  Lo- 
garithmen des  Dividendus  und  des  Divisors, 
Der  Logarithmus  einer  Potenz  ist  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Ex- 
ponenten und  dem  Logarithmus  ihrer  Basis, 
Der  Logarithmus   einer  Wurzel   ist  gleich  dem   Quotienten  aus  dem 
Logarithmus  des  Radicanden  (als  Dividend)  und  aus  dem  Wurzelex- 
ponent (als  Divisor), 
wobei  jedesmal  die  Logarithmen  für  dieselbe  Basis  angenommen  werden,  oder 

in  Formeln: 

"flog  {ab)  =  'log  a  -h  'log  b 

'log  -^  =  'log  a  —  'log  b  ^^^^ 

'log  (a^)  =  b  •  'log  a 
_     b  i-      'loga 

'log  ya  =  — ^. 

Diese  Formeln  können  als  Umkehrungen  entsprechender  Potenzregeln  be- 
trachtet und  bewiesen  werden.  So  besagt  z.  B.  die  erste  derselben  nichts  anderes, 
als  dass  der  Exponent,  mit  welchem  die  Basis  x  potenzirt  werden  müsse,  um 
a- b  zu  erhalten,  gleich  der  Summe  der  Exponenten  sei,  mit  welchen  x  potenzirt 
werden  müsse,  um  a  und  b  einzeln  zu  erhalten.    In  der  That  ist 

x'^l^g'^'h'^ltfgi^x^^^^  -x^'^^^^a-b. 
In  entsprechender  Weise  gehen  die  drei  folgenden  Formeln  bezüglich  aus 
den  Gleichungen  ß9),  (40)  im  §  32  und  (48)  im  §  38  hervor. 

Ist  man  im  Stande  die  Logarithmen  aller  (reellen)  Zahlen  für  irgend  eine 
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(reelle,  positive)  Basis  b  anzugeben,  und  soll  der  Logarithmus  einer  Zahl  für  eine 

andere  Basis  c  gefunden  werden,  ist  also  x  =■  ^log  a  gesucht,  so  folgt  aus  den 

bekannten  Logarithmen 

iflog  ^  =  7  und    ^log  a^^a, 

^T  =  r,  ^  =  a,  also  rTf=  bf  ^  =  ^  =  tf, 

ot 
mithin  —  =  ^ätf  a  oder 
T 

Man  findet  also  aus  den  Logarithmen  der  Zahlen  für  eine  Basis  b  die 
Logarithmen  der  2^1en  für  eine  andere  Basis  ^,  indem  man  erstere  durch  den 
Logarithmus  der  neuen  Basis  für  die  alte  dividirt 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  der  Berechnung  der  Zahlenwerthe  von  Logarithmen 
zurückgeführt  auf  die  Aufgabe,  diese  Zahlenwerthe  für  irgend  eine  bestimmte 
Basis  zu  berechnen. 

Die  Gesammtheit  der  Logarithmen  aller  (absoluten)  Zahlen  für  eine  und 
dieselbe  bestimmte  Basis  neimt  man  ein  Logarithmensystem. 

Hat  man  eine  Tabelle  (Logarithmentafel)  berechnet,  welche  gestattet,  von 
jeder  vorkommenden  (absoluten)  Zahl  den  Logarithmus  für  irgend  ein  S)rstem 
aufzuschlagen,  so  kaim  man  mit  Hülfe  dieser  Tafel  nach  dem  vorstehenden 
Lehrsatz  leicht  die  Logarithmen  für  jedes  beliebige  andere  System  berechnen. 

Dass,  und  auf  welche  Weise  die  Berechnung  einer  solchen  Tabelle  möglich 
ist,  geht  schon  aus  der  Entwicklung  im  §  44  dieses  Abschnittes  hervor.  Das 
daselbst  angegebene  Verfahren  ist  freilich  so  überaus  mühsam  und  zeitraubend, 
dass  die  praktische  Ausführung  jener  Berechnung  nach  demselben  schwerlich 
von  Jemand  auch  nur  versucht  werden  dürfte.  Man  hat  deshalb  bessere  ele- 
mentare Methoden  für  jene  Berechnung  entwickelt,  und  nach  denselben  auch 
Tafeln  der  gedachten  Art  berechnet,  allein  die  Arbeit  bleibt  auch  dann  noch 
eine  ausserordentlich  mühsame.  Da  die  höhere  Mathematik  im  Gegensatz  hier- 
zu Methoden  der  Berechnung  der  Logarithmen  darbietet,  welche  verhällniss- 
mässig  sehr  bequem  sind,  und  deshalb  in  der  Gegenwart  kein  Berechner  von 
Logarithmen  jene  mühseligen  alten  Methoden  anwenden  wird,  und  da  auch  die 
von  den  verschiedensten  Seiten  berechneten  und  allgemein  zugänglichen  loga- 
rithmischen Tafeln  für  die  gewöhnlichen  praktischen  Zwecke  die  Berechnung  von 
Logarithmen  gänzlich  überflüssig  machen,  so  darf  hier  von  einer  näheren  Aus- 
fühnmg  und  Begründung  jener  elementaren  Methoden  Abstand  genommen  werden. 

Für  jene  Tabellenwerke  entsteht  die  Frage,  welche  Basis  für  dieselben  zu 
wählen  sei.  In  der  sogenannten  algebraischen  Analysis  gebraucht  man  ein 
I^ogarithmensystem,  dessen  Basis  die  irrationale  Zahl 

'- 2 -f- Y^  +  j7^  +  pylyT^ +  •••  =  2.71828  ..  . 

ist,  weil  sich  die  Logarithmen  desselben  —  wie  dort  sich  zeigt  —  am  einfachsten 
berechnen  lassen.  Aus  diesen  Logarithmen,  welche  natürliche  (auch  hyper- 
bolische oder  NEPER'sche)  genannt  werden,  berechnet  man  dann  nach  dem  oben 
angegebenen  Verfahren  die  Logarithmen  der  anderen  (künstlichen)  Systeme. 
Für  den  elementaren  Gebrauch,  welcher  im  Folgenden  erörtert  werden  soll, 
bedient  man  sich  aus  sogleich  anzugebenden  Gründen  der  sogenannten  geroeinen 
Logarithmen,  deren  Basis  die  Zahl  10  ist,  und  welche  nach  ihrem  Erfinder  auch 
BiUGGische  Logarithmen  genannt  werden.      Der  Kflrze  halber  werden  letztere 
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ohne  Angabe  der  Basis  geschrieben,  sodass  also  unter  log  a  schlechthin  stets  der 
gemeine  Logarithmus  der  Zahl  a  zu  verstehen  ist. 

Heis  §  57. 


§  46.     Gebrauch  der  Logarithmentafeln. 

Der  Besitz  einer  Tafel  der  Logarithmen,  welche  es  ermöglicht  a)  zu  jeder 
vorkommenden  Zahl  den  Logarithmus  zu  der  betreffenden  Basis  und  ^)  zu  jedem 
solchen  Logarithmus  die  Zahl  aufzuschlagen,  gestattet  eine  wesentliche  Er- 
Idchtenmg  des  praktischen  Rechnens,  namentlich  bei  mehrstelligen  (abgekürzten) 
Dedmalzahlen. 

Soll  nämlich  ein  Produkt  a  •  b  zweier  (oder  mehrerer)  solcher  Zahlen 
berechnet  werden,  so  kann  man  nach  Anleitung  der  ersten  Formel  (57)  in  §  45 
zuerst  die  Logarithmen  der  Faktoren  aufschlagen,  dann  diese  addiren  und  zuletzt 
ZQ  der  Summe  als  dem  Logarithmus  des  Resultats  wieder  die  Zahl  suchen. 
Hierdurch  ist  die  Multiplication ,  abgesehen  von  der  Arbeit  des  Aufschiagens 
in  den  Tafeln,  auf  die  wesentlich  einfachere  Aufgabe  einer  Addition  zurtickge- 
föhit 

In  gleicher  Weise  kann  man  mittelst  der  übrigen  Formeln  (57)  im  §  45 
jede  Division  auf  eine  Subtraction  der  betreffenden  Logarithmen,  jede  Poten- 
sning  auf  eine  Multiplication,  jede  Wurzelausziehung  auf  eine  Division  zurück- 
fahren. 

Für  diese  praktisch  überaus  wichtige  Anwendung  der  IvOgarithmen  wird  man 
nnn  ein  solches  Logarithmensystem  wählen,  dessen  Basis  nicht  sowol  eine  mög- 
lichst bequeme  Berechnung  der  Logarithmen  selbst,  als  ein  möglichst  bequemes 
Aufschlagen  derselben,  bezw.  ihrer  Numeri  in  der  Tafel  gestattet.  Die  hierfür 
bequemste  Basis  ist  die  Zahl  10,  wie  aus  Folgendem  hervorgeht: 

Da  log  1=0,  log  10  =  1,  log  100  =  2,  u.  s.  w., 

so  sind  die  Zahlenwerthe  der  Logarithmen  aller  Zahlen  zwischen  1  und  10,  d.  h. 
aUer  einzifierigen  ganzen  Zahlen,  zwischen  0  und  1,  diejenigen  der  Zahlen 
zwischen  10  und  100,  d.  h.  der  zweizifferigen  Zahlen,  zwischen  1  u.  2  ent- 
halten, u.  s.  w.  Allgemein  folgt  aus  log  10"-!  =  «  —  1  und  log  10"  =  n,  dass  die 
Logarithmen  der  «-zifferigen  ganzen  Zahlen  zwischen  n — 1  und  n  enthalten  sind. 
Da  diese  Logarithmen  sich  im  Allgemeinen  in  Form  von  Decimalbrüchen 
werden  darstellen  lassen,  die  je  nach  der  bei  den  vorkommenden  Rechnungen 
erforderlichen  Genauigkeit  auf  eine  mehr  oder  minder  grosse  Anzahl  von  Deci- 
malstellen  abgekürzt  sind,  so  kann  man  an  einem  solchen  I^ogarithmus  die  vor 
dem  Komma  stehende  ganze  Zahl  von  dem  auf  letzteres  folgenden  echten 
Decimalbruche  unterscheiden.  Jene  wird  die  Kennziffer  oder  die  Charakte- 
ristik, dieser .  die  Mantisse  des  Logarithmus  genannt.  Für  die  gemeinen 
Logarithmen  besteht  sonach  die  Regel,  dass  die  Kennziffer  eines  solchen  aus  der 
Anzahl  der  Ziffern  des  Numerus,  wenn  dieser  eine  ganze  Zahl  ist,  bestimmt 
werden  kann,  indem  dieselbe  um  1  kleiner  als  diese  Anzahl  ist. 

Die  zweite  Eigenthümlichkeit  der  gemeinenLogarithmen  besteht  darin,  dass  jede 
Zahl,  welche  sich  aiLS  einer  anderen  durch  blosses  Anhängen  von  Nullen  ableiten 
lässty  mit  jener  dieselbe  Mantisse  haben  muss,  so  dass  die  Logarithmen  beider 
sich  nur  durch  die  —  nach  der  vorstehenden  Regel  ohnehin  bekannte  — 
Charakteristik  unterscheiden.   Denn  ist  z.  B.  log  2  =  0,30103  bekannt,  so  hat  ma^ 
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Idg20^ log{2  '  10)  =  Id^2  -h /oglO^ log2  -h  l  ^  1,30103, 
log  200  =  Zog  (2  •  100)  =  A?^  2  -+•  Ug  100  =  /cj»^  2  -+-  2  =  2,30103. 
log  2000  =  log  (2  •  1000)  =  Ä?^  2  -+-  log  1000  =  A?^  2  -+-  3  =  3,30103, 

u.  s.  w. 
Allgemein  ist  /ag  {a  •  10«)  =  A?^  a  -f-  ä?^  10«  =  ä?^  ö  -+• «;  der  zweite  Summand  n 
ist  hier  eine  ganze  Zahl,  wirkt  also  nur  auf  die  Charakteristik,   sodass  die  Mantisse 
unverändert  bleibt 

Aus  den  beiden  vorstehend  erörterten  Eigenthümlichkeiten  der  BRiCGischen 
Logarithmen  folgt:  Eine  Tafel,  welche  die  Logarithmen  aller  ganzen  Zahlen 
bis  zu  einer  bestimmten  durch  die  höchste  in  den  Rechnungen  vorausgesetzte 
Zifferzahl  bedingten  Grenze  angeben  soll,  braucht  nicht  die  Charakteristiken, 
sondern  nur  die  Mantissen  dieser  Logarithmen  zu  enthalten.  Da  aber  die  Mantissen 
aller  Zahlen,  welche  nicht  die  höchste  vorkommende  Anzahl  von  Ziffern  besitzen, 
sich  bei  denjenigen  höchstzifferigen  Zahlen  wieder  finden,  welche  aus  jenen 
durch  Anhängen  von  Nullen  entstehen,  so  ist  es  überhaupt  nur  nöthig,  in  der 
Tafel  die  Mantissen  der  höchstzifferigen  Zahlen  anzugeben. 

Soll  z.  B.  die  Tafel  die  Logarithmen  der  Zahlen  bis  zu  den  viendfferigen 
einschliesslich  enthalten,  so  kann  man  die  Mantisse  zu  /ag  2  bei  derjenigen  von 
Zog  2000  aufsuchen,  und  die  Charakteristik  0  dazu  ergiebt  sich  aus  dem  betreffen- 
den Lehrsatze.  Ebenso  findet  man  die  Mantisse  zu  log  52  bei  der  2^hl  5200, 
die  zu  352  bei  3520.  Hierdurch  wird  der  äussere  Umfang  der  Tafel  nicht  unbe- 
deutend verkleinert  und  das  Aufsuchen  eines  bestimmten  Logarithmus  erleichtert 

Der  Logarithmus  eines  Bruches  wird  aus  der  Tafel  der  Logarithmen  der 
ganzen  Zahlen  gefunden,  indem  man  nach  (57)  den  Logarithmus  des  Nenners 
von  dem  des  Zählers  subtrahirt.  Für  einen  Decimalbrucb,  also  wenn  der  Nenner 
eine  Potenz  von  10  ist,  ist  der  Logarithmus  des  Nenners  eine  ganze  Zahl  und 
wirkt  daher  nur  auf  die  Charakteristik.  Man  findet  also  die  Mantisse  zu  einem 
Decimalbrucb,  indem  man  das  Komma  unberücksichtigt  lässt  uni  somit  wie  bei 
einer  ganzen  Zahl  verfährt.  Hat  der  Decimalbrucb  /  Stellen  vor  dem  Komma 
und  n  Decimalstellen,  also  der  Zähler  desselben  p-^n  Ziffern,  so  ist  die  Cha- 
rakteristik des  Zählers  gleich  /  -h  «  —  1.  Femer  ist  der  Nenner  gleich  10",  also 
der  Logarithmus  des  Nenners  gleich  n,  mithin  die  Charakteristik  für  den  Decimal- 
bruch  gleich  (p-i-n  —  1)  — «=^ — 1-  Die  Charakteristik  bestimmt  sich  also 
nach  der  bekannten  Regel  aus  der  Anzahl  der  Ziffern  der  Ganzen  des  Decimal- 
bruchs.  Hierbei  ist  aber  vorausgesetzt,  dass  dem  Komma  geltende  Ziffern  vor- 
ausgehen. Ist  dies  nicht  der  Fall,  ist  also  der  Decimalbrucb  ein  echter,  so  ist 
der  Logarithmus  n  des  Nenners  grösser  als  der  Logarithmus  des  Zählers,  und 
der  Logarithmus  des  Bruches  mithin  negativ.     So  ist  z.  B. 

Zog  0,2  =  log^  =  Ä?^  2  —  log  10  =  0,30103  —  1  =  —  0,69897, 

log  0,02  =  /ogj^  =  0,30103  —  2  =  —  1,69897,  u.  s.  w. 

Man  ist  übereingekommen,  in  solchen  Fällen  die  Mantisse  positiv  zu  lassen  und 

derselben   eine   negative   Charakteristik   anzuhängen,    sodass   also   die  Mantisse 

immer  diejenige  der  entsprechenden  ganzen  Zahl,  d.   h.  des  Zählers  ist    Man 

schreibt  also 

log  0,2  =  0,30103  —  1  ;  log  0,02  =  0,30103  —  2, 

u.  s.  w.  und  findet  leicht  die  allgemein  gültige  Regel,  dass  für  echte  Decimal- 

brüche  die  Charakteristik  negativ,  und  zwar  gleich  der  Anzahl  der  den  geltenden 

Ziffern  des  Zählers  vorausgehenden  Nullen  ist  (einschliesslich  der  Null  vor  dem 

Komma). 
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Entsprechend  and  auch  die  Logarithmen  gemeiner  echter  Brüche  negathr 
und  werden  mit  positiver  Mantisse  und  angehängter  negativer  Charakteristik 
geschrieben.    Um  z.  B.  lo^^  zu  bestimmen,  hat  man 

log  2  =  0,30103 

Aj|^  3  =  0,47712, 

also  ÄF^I  =zlag2--logZ^ 0,30103  —  0,47712.     Statt  aber  hierfür  —  0,17609  zu 

setzen,  erhöht  man  behufs  der  Subtraction  die  Charakteristik  des  log  2  um  1  und 

fogt  nach    Ausführung   der  Subtraction   diese    1  als  negative  Charakteristik  zu, 

setzt  also 

logi  =  0,82391  —  1 

Ueberhaupt  gilt  die  Regel:  Soll  ein  grösserer  Logarithmus  von  einem  kleineren 
subtrahirt  werden,  so  addirt  man  zu  letzterem  so  viele  ganze  Einheiten,  als  nöthig 
sind,  um  eine  positive  Differenz  zu  erhalten  und  zieht  dann  die  zuviel  gerechneten 
Einheiten  von  letzterer  wieder  in  Form  einer  negativen  Charakteristik  ab. 

Die  Einrichtung  und  der  Gebrauch  der  von  verschiedenen  Verfassern 
herausgegebenen  logarithmischen  Tafeln  sind  im  Uebrigen  verschieden,  und  es 
miiss  daher  in  Betreff  derselben  auf  die  den  einzelnen  Tafeln  beigegebenen 
Erklärungen  und  Anleitungen  verwiesen  werden.  Für  die  meisten  wissenschaft- 
lichen Rechnungen  genügen  Tafeln,  welche  die  Logarithmen  als  auf  fünf  Deci- 
malstellen  abgekürzte  Decimalbrüche  geben.  Solche  fünfstellige  Tafeln  sind  von 
ScHLöMn^CH,  August,  Bremiker  und  Anderen  herausgegeben.  Von  siebenstelligen 
Tafeln  sind  namentlich  die  von  Bremiker  (Vega)  und  die  von  Schrön  zu  nermen. 


§  47.    Beispiele. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Leser  durch  den  Inhalt  des  vorigen  Para- 
graphen und  das  Studium  der  in  einer  speciellen  Logarithmentafel  gegebenen  An- 
leitung in  den  Stand  gesetzt  sei,  zu  jeder  vorkommenden  Zahl  den  Logarithmus, 
sowie  umgekehrt  zu  jedem  vorkommenden  Logarithmus  die  Zahl  aufzuschlagen,  soll 
nun  die  Anwendung  der  Logarithmen  zur  Ausführung  praktischer  Rechnungen 
in  der  im  Eingang  des  §  46  angegebenen  Weise  durch  einige  Beispiele  erläutert 
werden: 

Aufgabe  1:   2,746  •  14,318  •  7,459  zu  berechnen. 
Auflösung:   /i?^ 2,746  =  0,43870 

ÄJ'^  14,318  =1,15588 
log  7,459  =  0,87268 

2,46726  =  num.  log,  293,26  (7) 

Aufgabe  2:    17,159:0,014  zu  berechnen. 
Auflösung:   ii^»^  17,159  =  1,23449 

l^g  0,014  =  0,14613  —  2 

3,08836  =  num.  log,  1225,6  (3). 

Aufgabe  3:    1,7485^  zu  berechnen. 
Auflösung:   A?^  1,7485  =  0,24266  (5) 
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2,18398  (5)  =  «»«.  A;^.  152,75(2). 

Aufgabe  4:   ^  123,456  zu  berechnen. 
Auflösung:   log  123,456  =  2,09152 

(2,09152  :  3  =)  0,69717  =  num,  log,  4,9793. 
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Aufgabe  5:_U354J«6^'^^  berechnen. 

Aunösung:  /o;f  1,235  =  0,09167  ;  /^^  1,235^  =  0,36668 

log  0,076  =  0,88081  —  2  ;     lo^ß^=  0,62694  —  1 
=  1,88081  —  3  0,99362  —  1 

log  0,0058  =  0,76343  —  3  

=  1,76343  —  4;   A?^0,0058  =  0,44086  —  1 
log  71,43  =  1,85388  log  71,432  =  3,70776 

0,73310—5 


[(0,99362  —  1)  —(0,73310  —  5)]  =  4,26052 

Resultat:   18218  08). 

Kommen  in  den  zu  berechnenden  Ausdrücken  Summen  oder  Differenzen 
vor,  so  sind  diese  —  da  keine  Formel  für  log  {a  zt,  b)  bekannt  ist  —  vor  der 
Anwendung  der  Logarithmen  auszurechnen.  Dies  macht,  falls  nicht  die  Glieder 
des  Binoms  selbst,  sondern  ihre  Logarithmen  bekannt  sind,  das  vorherige  Auf- 
schlagen der  Numeri  zu  letzteren  nöthig.  Das  Vorkommen  der  Zeichen  +  und 
— macht  also,  sobald  die  Addition  und  Subtraction  nicht  entweder  vor  dem  Gebrauch 
der  Logarithmen  oder  nach  Beendigung  desselben  auszuführen  ist,  eine  Unter- 
brechung der  logarithmischen  Rechnung  nöthig.  Um  z.  B.  0,1438  •  1,5764 
—  0,4825*  zu  berechnen,  müssen  nachdem  die  Logarithmen  der  beiden  ersten 
Zahlen  addirt  sind  und  der  Logarithmus  der  dritten  Zahl  mit  3  multiplicirt  ist, 
behufs  Ausführung  der  Subtraction  zu  beiden  Theilresultaten  die  Numeri  aufge- 
schlagen und  subtrahirt  werden.  Diese  Subtraction  geschieht  hier  am  Schluss 
der  Rechnung,  ist  dagegen  der  obige  Ausdruck  beispielsweise  noch  durch 
4,7162  zu  dividiren,  so  hat  man  behufs  Fortsetzung  der  logarithmischen  Rechnung 
zu  jener  Differenz  als  Numerus  wieder  den  Logarithmus  zu  suchen.  Man  hat 
dann  im  Ganzen  zur  Berechnung  des  Ausdrucks  achtmal  in  der  Tafel  aufzu- 
schlagen, während,  wenn  statt  des  Zeichens  —  in  demselben  z.  B.  das  Multipli- 
cationszeichen  stände,  das  Aufschlagen  jener  beiden  Numeri  und  sodann  wieder 
des  Logarithmus  des  ganzen  Zählers  nicht  nöthig  wäre  und  daher  ein  fünfmaliges 
Aufschlagen  in  der  Tafel  genügen  würde. 

Das  Vorkommen  von  Summen  und  Differenzen  in  logarithmisch  zu  berech- 
nenden Ausdrücken  macht  hiemach,  sofern  dadurch  die  logarithmische  Rechnung 
unterbrochen  wird,  die  Arbeit  umständlicher,  und  man  sucht  daher  dasselbe 
möglichst  zu  vermeiden. 

Wo  dies  nicht  möglich  ist,  kann  man  sich  zur  Berechnung  der  Logarithmen 
von  Summen  und  Differenzen  aus  den  bekannten  Logarithmen  ihrer  Glieder  der 
von  Gauss  construirten  Tafeln  der  Additions-  und  Subtractionslogarithroen 
bedienen,  deren  Erklärung  jedoch  erst  in  der  Trigonometrie  gegeben  wird. 

Heis  §  58,  59a.  Bardev  XVIIL 
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IL  Abschnitt. 

Die    Gleichungen. 

Kapitel  6. 

Von  den  Gleichungen  überhaupt  und  den  Bestimmungs-Gleichungen  ersten 

Grades  insbesondere. 

§  48.     Eintheilung  und  Umformung  der  Gleichungen. 

Heis  §  60. 

1.  Jede  Gleichung,  deren  Seiten  unter  allen  Umständen  einander  gleich 
sind,  die  also  bei  vorkommenden  unbestimmten  Zahlen  (Buchstaben-Grössen)  für 
beliebige  Werthe  der  letzteren  richtig  ist,  heisst  eine  identische  Gleichung 
oder  eine  Identität     So  sind  z.  B.  die  Gleichungen 

7  =  7 

ferner  5  -h  7  =  20  —  8, 

a  -h  d  =  d-h  a 
(a  —  d).  c  =  ac  —  de 
und  überhaupt  alle  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Gleichungen,   welche  die 
als  allgemein  gültig  bewiesenen  Gesetze  der  Arithmetik  darstellen,  identische. 

Dagegen  ist  z.  B.  die  Gleichung  a  -t-  7  =  12  nicht  für  jeden  beliebigen 
Werth  von  a,  sondern  nur  für  a  =  5  gültig,  und  daher  keine  identische.  Dasselbe 
gut  u.  A.  auch  von  der  Gleichung  x-hy^  10,  welche  zwar  für  unzählig  viele 
verschiedene  Werthe  von  x  und  y,  wie  z.  B.  jc  =  1,  j;  =  9  oder  jc  =  2,^  =  8  oder 
X  =  0,5,^  =  9,5  richtig  ist,  jedoch  nicht  für  alle  für  x  und  y  zugleich  willkürlich 
angenommenen  Werthe  gültig  bleibt 

Bei  einer  solchen  nicht  identischen  Gleichung  entsteht  die  Aufgabe,  die- 
jenigen Werthe  einer  oder  mehrerer  von  den  in  ihr  enthaltenen  unbestimmten 
Zahlen  zu  bestimmen,  für  welche  die  Gleichung  richtig  ist.  Mit  Rücksicht  hier- 
auf nennt  man  eine  solche  Gleichung  eine  Bestimmun gsgleicKung,  und  die- 
jenigen Zahlen,  für  welche  die  bestimmten  Werthe  gesucht  werden  sollen,  damit 
die  Gleichung  eine  identische  werde,  heissen  die  unbekannten  Grössen  oder 
schlechthin  die  Unbekannten  der  Gleichung.  Man  bezeichnet  die  letzteren  in 
der  Regel  durch  die  letzten  Buchstaben,  x^  y,  z,  des  Alphabets. 

Diejenigen  Werthe  einer  Unbekannten,  welche  einer  gegebenen  Bestimmungs- 
gleichung genügen,  werden  die  Wurzeln  der  letzteren  genannt  Das  Aufsuchen 
dieser  Wurzeln  nennt  man  das  Auflösen  der  Gleichung. 

2.  Aus  jeder  gegebenen  Gleichung,  sie  sei  eine  identische  oder  nicht,  kann 
man  durch  Vornahme  gleicher  Operationen  auf  beiden  Seiten  neue  Gleichungen 
ableiten,  welche  im  Wesentlichen  denselben  Inhalt,  wie  jene  haben  und  denselben 
nur  in  verschiedenen  Formen  darstellen.  Solche  Gleichungen  kann  man  der 
ersten  und  unter  einander  congruent  nennen.  Die  wichtigsten  derartigen  Um- 
formungen sind  folgende: 

a)  Aus  dem  Grundsätze  »Gleiches  zu  Gleichem  addirt,  giebt  Gleiches,« 
folgt,  dass  man  zu  beiden  Seiten  einer  jeden  gegebenen  Gleichung  gleiche 
GUeder  addiren  darf.  Addirt  man  insbesondere  zu  beiden  Seiten  ein  Glied, 
welches  auf  einer  Seite  bereits  durch  Subtraction  verbunden  vorkommt,  so  fällt 
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in  Folge  der  Addition  dieses  Glied  auf  jener  Seite  fort  und  erscheint  auf  der 
anderen  mit  dem  2^ichen  +.     So  erhält  man  z.  BT  aus 

indem  man  zu  beiden  Seiten  d  addirt, 

ax-\-  d-^d=cx 
Da  man  femer  in  derselben  Weise  von  beiden  Seiten  einer  Gleichung  gleiche 
Grössen  subtrahiren  darf,  so  folgt,  dass  man  durch  Subtraction  eines  vorher  auf 
einer  Seite  durch  -+■  verbundenen  Gliedes  dieses  letztere  von  jener  Seite  ent- 
fernen und  auf  der  anderen  mit  dem  Zeichen  —  verbinden  kann. 

Die  beiden  so  entwickelten  Regeln  lassen  sich  in  folgende  zusammenfassen: 
Jedes    Glied   einer   Seite    einer  Gleichung   kann    auf  die   andere 
Seite  mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen  gesetzt  werden. 
So  ergiebt  sich  z.  B.  aus  x  -h  7  =  15,  jr  =  15  —  7,  also  jc  =  8, 
aus  5jr-t-  9  =  3jc-+.  11,  5jc  — 3x=ll  —9,  aus  ax  —  d  =  d^cx,  ax-^-cx^^b-^d. 
Insbesondere   können  Glieder  einer  Gleichung,   welche   auf  beiden  Seiten 
der  letzteren  zugleich  und  mit  demselben  Zeichen  stehen,  beiderseits  weggelassen 
werden. 

Femer    kann   man   mittelst   der  vorstehenden   Regel  jede   Gleichung    auf 
Null    reduciren,    d.  h.  bewirken,  dass   alle  Glieder  auf  einer  und  derselben 
Seite  stehen,  für  die  andere  Seite  also  Null  zu  setzen  ist 
Beispiel:   Aus  a  —  dx-^  c=^dx  —  e  h-/  wird  abgeleitet 

a  —  dx-i-  c  —  dx-h  e  — /  =  0. 
b)  Da  femer  Gleiches  mit  Gleichem  multiplicirt  und  Gleiches  durch  Gleiches 
dividirt,  Gleiches  giebt,  so  kann  man  beide  Seiten  einer  jeden  gegebenen 
Gleichung  mit  derselben  Zahl  (ausgenommen  0  und  oo)  multipliciren  oder  durch 
dieselbe  dividiren,  oder  auch  beide  Seiten  (falls  nicht  beide  gleich  Null  oder 
Unendlich  sind)  in  dieselbe  Zahl  dividiren. 

Die  Multiplication  beider  Seiten,  also  sämmtlicher  einzelnen  Glieder  mit  der- 
selben Zahl  bietet  die  Möglichkeit,  jeden  in  einem  Gliede  vorkommenden  Divi- 
sor durch  Multiplication  beider  Seiteii  mit  demselben  wegzuschaffen.    So  geht 

z.  B.  die  Gleichung 

a       c 

durch  Multiplication  mit  b  über  in  die  ihr  congruente 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  nach  einander  alle  vorkommenden  Divisionen 
wegschaffen.  Einfacher  schafft  man  aus  einer  gegebenen  Gleichung  die  Nenner 
gleichzeitig  fort,  indem  man  beide  Seiten  mit  dem  kleinsten  gemeinschaftlichen 
Vielfachen  der  ersteren  (dem  Generalnenner)  multiplicirt. 

So  ergiebt  sich  z.  B.  aus  der  Gleichung 

a^        ,        c       ef  Iß 


2jc  3       ßjp       5       \0x 

durch  Multiplication  mit  30  :r  die  ihr  congruente 

Ibcß  -h  ZObx  -h  lOrjt  -h  bef^  %gx  —  Z», 
wobei  jedoch  vorauszusetzen  ist,  dass  x  nicht  den  Werth  0  habe. 

Insbesondere  kann  man,  wenn  alle  Glieder  einer  Gleichung  denselben  fH* 
vtsor  (oder  einen  und  denselben  Faktor  im  Divisor)  haben,  und  dieser  nicht 
f  leich  Null  sein  kann,  den  gemeinschaftlichen  Divisor  w^lassen. 
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Ebenso  kann  durch  Division  aller  Glieder  mit  derselben  Zahl  jeder  denselben 
sämmüich  gemeinsame  Faktor  weggeschafil  werden.    So  sind  z.  B.  die  Gleichungen 

ax  -h  a^=  ac  und  x-^  d^c 
oder  5x  -4-  20 j^  =  30s  —  15  und  jc  -H  4y  =  6«  —  3  congruent 

c)  Man  kann  endlich  jede  Seite  einer  Gleichung  mit  derselben  Zahl,  oder 
dieselbe  Zahl  mit  jeder  Seite  potenziren,  aus  beiden  Seiten  dieselbe  Wurzel  oder 
von  beiden  Seiten  den  Logarithmus  zu  derselben  Basis  nehmen. 

Insbesondere  lassen  sich  in  einer  Gleichung  vorkommende  Wurzeln  durch 
Potenzirung  beider  Seiten  mit  dem  Wurzelexponenten  wegschaffen,  wenn  man 
zuvor  das  Glied  mit  der  zu  entfernenden  Wurzel  auf  eine  Seite  allein  gebracht 
bat    So  ergiebt  die  Gleichung 

ya-h^x-hc  =  ä 

nach  Umformung  in  ya  -h  dx  ==  ä —  c 

durch  Erheben  beider  Seiten  in's  Quadrat 

df-h  bx=^{d—c)^. 
Bd  allen  diesen  Umformungen  ist  jedoch  vorauszusetzen,  dass  die  Wurzelgrössen 
und   die    Logarithmen    nicht    auf  der   einen   Seite   eine    grössere    Anzahl    von 
Deotongen  erhalten,  als  auf  der  anderen.     So  besitzt  z.  B.  die  Gleichung 

dnen  weiteren  Umfang  als  die  Gleichung  :r  =  3,  denn  jene  könnte,  ausser  aus 
dieser,  auch  aus  jc  =  —  3  durch  Potenziren  beider  Seiten  abgeleitet  werden. 

3.  Eine  Gleichung  heisst  in  Beziehung  auf  eine  oder  mehrere  in  ihr  ent- 
hadtene  unbestimmte  oder  unbekannte  Grössen  eine  algebraische,  wenn  diese 
Grossen  in  ihr  nur  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Additionen,  Subtractionen, 
Moltiplicationen  oder  Divisionen  unter  sich  oder  mit  anderen  Grössen  verbunden, 
oder  wenn  dieselben  als  Potenz-Basis  oder  Radicand  vorkommen.  Alle  anderen 
Gleichungen,  also  z.  B.  solche,  in  welchen  eine  oder  mehrere  jener  Grössen  in 
Potenz-  oder  Wurzelexponenten,  als  Logarithmand  oder  Basis  eines  Logarithmus 
IL  dgL  m.  vorkommen,  heissen  in  Beziehung  auf  diese  Grössen  transscendent. 
Im  Folgenden  sollen  zunächst  nur  algebraische  Gleichungen  als  gegeben  voraus- 
gesetzt werden. 

Viu  setzen  femer  voraus,  dass  alle  in  einer  gegebenen  Gleichung  vorkommen- 
den irrationalen  Glieder,  d.  h.  also  diejenigen,  welche  eine  oder  mehrere  jener 
Unbestimmten  oder  Unbekannten  im  Radicand  einer  Wurzel  enthalten,  durch 
Umformung  der  Gleichung  in  der  eben  angegebenen  Weise  rational  gemacht 
seien,  dass  also  die  weiterhin  zu  behandelnde  Gleichung  keine  jener  Unbestimmten 
oder  Unbekannten  imter  einem  Wurzelzeichen  enthalte. 

Beispielsweise  würde  die  Gleichung 

x^  -{-  ax^s^by  d.  i.  yx^-^  ax^=^b 
als  in  Beziehung  auf  x  irrational,  durch  die  Umformungen 

x^  ^=  b  —  ax, 
x^^ip-^ax)^ 

umzugestalten  sein.    Dagegen  ist  die  Gleichung 

Ä«8 -h  y a—  b  •l/r=  d^ 

m  Beziehung  auf  x  rational,  da  die  Wurzeln  die  Grösse  x  nicht  enthalten. 

Eine  den  vorstehenden  Bedingungen  entsprechende  Gleichung  heisst  in  Be- 
ziehong  auf  die  betreffenden  Unbestimmten  oder  Unbekannten  geordnet,  wenn 

Haiidhnch  der  MarlwinuitiV     Bd.  L  6 
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mit  derselben,  soweit  es  erforderlich,  folgende  Umformungen  mit  Hülfe  der  vor- 
stehenden Regeln  vorgenommen  sind: 

a)  es  muss  die  Gleichung  auf  Null  reducirt  sein, 

b)  es  müssen  alle  Divisoren,  in  welchen  eine  der  Unbestimmten  oder  Unb^ 
kannten  vorkam,  weggeschafit  sein, 

c)  es  müssen  alle  Klammem,  in  welchen  eine  jener  Unbestimmten  oder  Uq^ 
bekannten  vorkam,  aufgelöst  sein, 

d)  es  müssen  alle  Glieder,  welche  eine  jener  Unbestimmten  oder  Unbekann- 
ten auf  derselben  Potenz,  oder  welche  dasselbe  Produkt  von  aus  diesen  Grössen 
bestehenden  Faktoren  enthalten,  in  je  ein  Glied  zusammengefasst  und  endlich 
diese  Glieder  in  bestimmter  Aufeinanderfolge  —  nach  abnehmenden  Potenzen 
einer  jener  Grössen,  bezw.  nach  der  abnehmenden  Anzahl  der  Faktoren  jenei 
Produkte  —  geordnet  sein. 

Um  beispielsweise  die  Gleichung 

3=12-|(47-f) 

nach   diesen  Bestimmungen   zu    ordnen,    leite    man  aus  ihr  nach  einander  die 
folgenden  ab: 

^(„_f),,_,,=„„a„i(«-f)-,=o 

47  — — — 27  =  0oder20  — ^  =  0;  20^—60  =  0. 

X  X  ' 

Um  die  Gleichung 

y       dVx       81       ,^         ^,  Vx 
X         y  xy         -^         '    y 

zu  ordnen,  kann  man  aus  ihr  zunächst 

^  ^         '    y       xy         y  x^ 

oder  nach  Vereinigung  der  beiden  Glieder,  welche  den  Divisor  y  haben, 

^  ^  '    y         xy        X 

ableiten,  dann  durch  Multiplication  mit  dem  Generalnenner  xy, 

(2>  -h  18)  xYx  -h  81  —y^  =  0 
und  hieraus,  um  yic  durch  Quadriren  wegschaffen  zu  können,  zunächst 

(2y  4-  18)  x/Ä:  =^*  —  81  und  sodann  (2y  -h  18)  V  =  O'*  —  81)* 
finden.    Durch  Auflösen  der  Klammem  erhält  man  dann 

4  :fi)ß  -h  72x3y  -f-  324  ^  =  j4  —  162>8  -h  6561, 
und   durch  Reduction   auf  Null  und  gleichzeitiges  Ordnen  nach  den  fallenden 
Exponenten  von  x,  bezw.  y  endlich 

4^>a  -h  nji^y  — j^  -h  324JC»  -h  162jr3  —  6561  =  0. 
Ein  Glied  einer  geordneten  Gleichung,  welches  ein  Produkt  von  n  unbekann- 
ten Faktoren  enthält,  heisst  in  Beziehung  auf  diese  Unbekannten  ein  Glied  fften 
Grades  oder  «ter  Dimension.  So  ist  in  der  vorstehenden  Gleichung  das  erste 
Glied  in  Beziehung  auf  die  Unbekannten  x  und  y  von  der  fünften,  das  Glied 
324  3(^  von  der  dritten,  das  Glied  6561  von  der  Oten  Dimension.  In  der  voll- 
ständig  geordneten  Gleichung  geht  kein  Glied  von  einer  niederen  Dtmensiun 
einem  solchen  von  höherer  voran. 


6.    Von  den  Gleichungen.  83 

Eine  Bestiininungsgleichung  heisst  eine  solche  iiten  Grades,  wenn  in  der 
geordneten  Gleichung  mindestens  ein  Glied  vorkommt,  welches  in  Beziehung  auf 
die  Unbekannten  von  der  nten  Dimension,  aber  keins,  welches  von  einer  höhe- 
ren Dimension  ist 

Die  obige  Gleichung  ist  hiemach  eine  solche  fünften,  die  Gleichung 
jc^H-  34r  —  4  =  0  eine  solche  zweiten  Grades.  Gleichungen  ersten  Grades  heissen 
auch  lineare  Gleichungen. 

Bei  der  im  Folgenden  zu  behandelnden  Aufgabe  der  Auflösung  gegebe- 
ner Bestimmungs-Gleichungen  auf  die  in  ihnen  enthaltenen  Unbekannten 
darf  man  jede  gegebene  Gleichung  durch  jede  ihr  congruente  ersetzen,  da  aus 
da  Gültigkeit  der  ersteren  auch  die  der  letzteren  für  dieselben  Werthe  der  Un- 
bekannten, und  für  keine  anderen  hervorgeht.  Wir  dürfen  daher  im  Folgenden 
ancb  insbesondere  voraussetzen,  dass  die  aufzulösenden  Gleichungen  geordnet 
seien. 

§  49.  Die  Auflösung  der  Gleichungen  ersten  Grades. 
Heis,  §  61—68,  Bardey  XXI— XXV. 

1.  £ine  geordnete  Gleichung  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten 
kann  nur  ein  Glied  mit  der  ersten  Potenz  dieser  Unbekannten  x  und  ein  Glied 
ohne  Unbekannte  enthalten,  hat  also  die  Form 

flw  -H  ^  =  0. 
Die  Auflösung   geschieht,   indem   man   das  Glied  d   auf  die   andere  Seite 
bringt,  und  dann  beide  Seiten  der  neuen  Gleichung  durch  den  Coefhcienten  a 
der  Unbekannten  dividirt    Man  erhält 

d 

x-= . 

a 

Aus  dieser  Auflösung  folgt  auch,  dass  man  au%  einer  solchen  Gleichung  stets 

einen  und  nur  einen  Werth  der  Unbekannten  finden  kann. 

2.  Enthält  dagegen  eine  Gleichung  ersten  Grades  zwei  Unbekannte  x 
und/,  so  kann  man  für  irgend  eine  dieser  Unbekannten  jeden  beliebigen  Werth 
annehmen  und  nach  Einsetzung  desselben  jedesmal  durch  Auflösen  der  ent- 
stehenden Gleichimg  auf  die  andere  Unbekannte  einen  zugehörigen  Werth  für 
diese  letztere  finden.  Die  Aufgabe,  eine  Gleichung  ersten  Grades  mit  zwei  Un- 
bekannten auf  diese  aufzulösen,  ist  also  unbestimmt,  d.  h.  sie  gestattet  unzählige 
Paare  von  zusammengehörigen  Wurzelwerthen  der  Gleichung. 

Ist  dagegen  noch  eine  zweite  solche  Gleichung  zwischen  denselben  Unbe- 
kannten gegeben,  welcher  also  diese  gleichzeitig  mit  der  ersten  Gleichung  genügen 
sollen,  so  hört,  wie  sogleich  näher  nachgewiesen  werden  soll,  jene  Unbestimmt- 
heit auf.    Da  eine  geordnete  solche  Gleichung  die  Form 

ax-\-  by  -k-  c^=^Q 
^ben  muss,  so  dürfen  wir  allgemein  die  nachstehenden  zwei  Gleichungen 

a^x  -f-  ^  -t-  ^  =  0 
^  die  gegebenen  voraussetzen.    Behandelt  man  in  einer  derselben,  z.  B.  in  der 
cnten,  eme  der  Unbekannten,  z.  B.  y,  wie  eine  bekannte  Grösse,  so  findet  man 
durch  Auflosung  auf  die  andere  Unbekannte  für  letztere  einen  Ausdruck 

b^y-^-ci 

öl 
welcher  an  Stelle  derselben  in  die  zweite  Gleichung  eingesetzt  (substituirt)  werden 
^>nn.   Hierdurch  geht  diese  über  in 

6» 
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ai    . 
also  in  eine  Gleichung,  welche  nur  noch  die  eine  Unbekannte  y  enthält,  und 
daher  nach  1.  auf  diese  Unbekannte  aufgelöst  werden  kann. 

Man  hat  also  aus  den  zwei  gegebenen  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
eine  dritte  abgeleitet,  welche  eine  von  diesen  Unbekannten  mcht  mehr  enthält 
Eine  solche  Wegschaffung  einer  unbekannten  Grösse  nennt  man  Elimination 
dieser  letzteren,  und  die  entstehende  dritte  Gleichung  heisst  die  Eliminations- 
gleichung. 

Durch  dieses  Verfahren  kann  jede  der  beiden  Unbekannten  gefunden  werden, 
da  es  frei  steht,  welche  derselben  man  eliminiren  will.  In  vielen  Fällen  ist  es 
kürzer,  nach  Auffindung  des  Werthes  einer  der  Grössen  x,  y  denselben  in  eine 
der  gegebenen  Gleichungen  einzusetzen  und  dann  die  entstehende  Gleichung  auf 
die  andere  Unbekannte  aufzulösen. 

Es  seien  z.  B.  die  gegebenen  Gleichungen 

3a:4-5>'— 21=0 
7jr  — 4y  — 2  =  0. 

Will  man  zuerst  y  eliminiren,  so  kann  man  entweder  aus  der  ersten  Gleichung 

21  —  Zx  .  Tjc— 2    .        . 

y  = = in  die  zweite  oder  aus  der  zweiten  y  =:  — - —    in  die   erste   ein- 

0  4 

setzen.     In    beiden   Fällen    erhält   man   selbstverständlich   durch   Auflösen   der 

Eliminationsgleichung  dasselbe  Resultat  :r=2.    Setzt  man  nun  diesen  Wertfa  für 

X  beispielsweise  in  der  ersten  der  obigen  Gleichungen  ein,  so  findet  man 

6-+-5>'  — 21  =  0;  5^  =15;  ^  =  3. 

3.  Ausser  dem  im  Vorstehenden  erörterten  Verfahren  der  Elimination  giebt 
es  noch  andere  Methoden  für  die  Ableitung  der  Eliminationsgleichung.  Die  vor- 
stehende führt  den  Namen  der  Substitutions-Methode.  Ausserdem  sind 
namentlich  folgende  im  Gebrauch: 

Die  Combinationsmethode  leitet  aus  beiden  Gleichungen  Ausdrücke  für 

eine  und  dieselbe  Unbekannte   ab   und  setzt  dann  diese  Ausdrücke   einander 

gleich.    Aus 

a\x  -h  ^tV  -h  ^"1  =  0 

«3*  H- ^y -*- ^  =  0 

ergiebt  sich  z.  B. 

hxy-^-cx 


JC  =  — 


und  jr  =  — 


«1 
b%y-\rc% 


02 

also  die  Eliminationsgleichung 

öl       ""        «2 

In  derselben  Weise  kann  man  selbstverständlich  zwei  Ausdrücke  für^  ableiten 
und  combiniren. 

Die  Additions-  und  Subtractions-Methode,  auch  die  englische 
Methode  genannt,  besteht  darin,  dass  man  die  Glieder  einer  oder  beider  gegebener 
Gleichungen  mit  einem  Faktor  multiplicirt,  der  so  gewählt  ist,  dass  in  den  neuen 
Gleichungen  die  zu  eliminirende  Unbekannte  gleiche  Coefficienten  erhält,  und 
dann  diese  neuen  Gleichungen  addirt  oder  subtrahirt,  je  nachdem  die  Glieder 
mit  diesen  Unbekannten  entgegengesetzte  oder  gleiche  Vorzeichen  haben« 
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Dass  die  Coeffidenten  einer  Unbekannten  in  beiden  Gleichungen  dieselben 
werden,  lässt  sich  stets  dadurch  beivirken,  dass  man  die  Seiten  jeder  der  gegebenen 
Gleichungen  mit  dem  Coefhcienten  jener  Unbekannten  aus  der  anderen  Gleichung 
mohipliciit. 

Soll  z.  B.  in  den  obenstehenden  allgemeinen  Gleichungen^  eliminirt  werden, 
so  multiplicire  man  zunächst  die  erste  derselben  mit  ^2,  die  zweite  mit  ^1.  Die 
entstehenden  Gleichungen 

sabtrahire  man  darauf,  wodurch  die  Eliminationsgleichung 

es&tehL 

Haben    die  Coefficienten   der  zu  eliminirenden  Unbekannten  bereits  einen 

gemeinschafUichen  Faktor,  so  wird  man  die  Seiten  jeder  Gleichung  nur  mit  dem 

nicht  gemeinschaftlichen  Faktor  aus  dem  Coefficienten  in  der  anderen  multipli- 

dien.    Für 

ßx  —  lOy  4-  21  =  0 

löjc-h  2^^  —  83  =  0 

z.  B.  wild  man  zur  Elimination  von  x  die  Seiten  der  ersten  Gleichung  nur  mit  5, 
die  der  zweiten  mit  2,  und  zur  Elimination  von  y  überhaupt  nur  die  der  zweiten 
mit  5  multipliciren. 

Ein  sehr  häufig  vorkommendes  S3rstem  solcher  Gleichungen  liefert  die  Auf- 
gabe: Zwei  21ahlen  zu  finden,  deren  Summe  s  und  deren  Differenz  d  gegeben 
ist    Hier  führt  die  vorstehende  Methode  unmittelbar  durch  Addition,  bezw.  Sub- 

tnction  aus  den  Gleichungen 

x-hy^s 

X'-y  =  ä 

auf  die  Resultate:   jc  =  ^  (j  -f-  d),y  =  ^  (j  —  ^. 

Bei  Anwendung  der  französischen  oder  B£zouT'schen  Methode  endlich 
wird  eine  der  gegebenen  Gleichungen  mit  einem  Faktor  k  multiplicirt,  dessen 
Werth  vorläufig  unbestimmt  gelassen  wird.  Nachdem  man  darauf  die  entstandene 
Gldchimg  mit  der  anderen  gegebenen  durch  Addition  zu  einer  dritten  verbunden 
hat,  bestimmt  man  in  letzterer  den  Werth  jenes  Faktors  so,  dass  der  Coefficient 
der  zu  eliminirenden  Unbekannten  gleich  Null  wird. 

So  eigiebt  sich  aus  den  obigen  allgemeinen  Gleichungen  auf  diese  Weise 

leicht 

(äi  -h  iai)  x-hih-h  kbi)y  -h  (^i  -¥  kc^)  =  0, 

ond  soll  X  eliminirt  werden,  so  hat  man  hier 

ai-h  ka2'=0,  also  k^=  —  ~ 

zn  setzen. 

4.  Die  im  Vorigen  angegebenen  Eliminations- Methoden  ergeben  sich  bei 
näherer  Betrachtung  und  Vergleichung  als  nur  der  Form  nach  verschieden. 
Welche  dieser  Formen  im  bestimmten  einzelnen  Fall  die  vortheilhafteste  ist, 
hängt  von  der  Beschaffenheit  dieses  Falles  ab.  In  praktischer  Hinsicht  empfiehlt 
es  sich  jedoch,  statt  bei  jedem  neuen  Zahlenbeispiel  der  Auflösung  solcher 
Gleichungen  auch  das  Eliminationsverfahren  aufs  Neue  anzuwenden,  lieber  ein- 
fitr  allemal  dasselbe  an  den  allgemeinen  Gleichungen  durchzuführen  und  dann 
in  jedem  besonderen  Falle  nur  die  besonderen  Werthe  der  Grössen  01,  ^1  u.  s.  w. 
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in  die  Resultate  einzusetzen.    Man  findet  leicht  zu  den  schon  oben  benutzten 
allgemeinen  Gleichungen  die  Resultate 


0?== 


«1^2  —  02^1 


Das  Bildungsgesetz  dieser  Fonneln  ist  leicht  zu  erkennen  und  zu  behalten: 
Der  beiden  gemeinsame  Nenner  ist  aus  den  Coefficienten 

ai  b\ 

der  Unbekannten  in  den  beiden  Gleichungen  so  zusammengesetzt,  dass  jedes  der 
beiden  Produkte  einen  Coefficienten  von  jeder  Unbekannten  und  aus  jeder 
Gleichung  enthält 

Man  nennt  den  Ausdruck  ab^  —  03^1  die  Determinante  des  Systems  der 
vier  in  der  vorstehenden  Weise  in  zwei  Horizontalreihen  und  zwei  Vertikalcolonnen 
geschriebenen  Coefficienten.  —  Auch  die  Zähler  der  beiden  obigen  Formeln  sind 
solche  Determinanten;  sie  entstehen  aus  dem  Nenner,  indem  man  jedesmal  die 
Coefficienten  der  gesuchten  Unbekannten  durch  die  entsprechenden  Glieder  cu  ^ 
ersetzt. 

Aus  den  vorstehenden  Untersuchungen  geht  noch  hervor,  dass  durch  zwei 
Gleichungen  ersten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  diese  letzteren,  und  zwar  ein- 
deutig  bestimmt  sind.  Als  selbstverständlich  kann  hierbei  die  Bedingimg  betrachtet 
werden,  dass  die  beiden  Gleichungen  von  einander  unabhängig  sein  mOssen, 
oder  mit  anderen  Worten,  dass  dieselben  nicht  congruent  sein  dürfen.  Ware 
nämlich  letzteres  der  Fall,  so  würden  beide  Gleichungen  dieselbe  Eigenschalt 
der  Unbekannten  angeben  und  nur  die  Bedeutung  einer  einzigen  Gleichung 
besitzen.  —  Die  Elimination  einer  Unbekannten  aus  zwei  congruenten  Gleichungen 
macht  daher  stets  auch  die  andere  Unbekannte  verschwinden  und  führt  sonoit  auf 
eine  identische  Gleichung. 

5.  Werden  drei  oder  mehr  Unbekannte  gesucht,  so  genügt  auch  die  An- 
gabe zweier  Gleichungen  für  dieselben  nicht  mehr.  Um  die  Frage  nach  der 
Anzahl  der  erforderlichen  Gleichungen  ganz  allgemein  zu  entscheiden,  wollen 
wir  annehmen,  dass  /  von  einander  unabhängige  Gleichungen  eisten  Grades  mit 
n  Unbekannten  gegeben  seien.  Man  kann  dann  stets  aus  diesen  /  Gleichungen 
eine  Unbekannte  eliminiren,  indem  man  z.  B.  den  aus  einer  jener  Gleichungen 
abgeleiteten  Ausdruck  für  diese  Unbekannte  in  die  anderen  substituirt  Man  kann 
sich  zu  demselben  Zweck  aber  auch  jeder  anderen  Eliminationsmethode  bedienen, 
indem  man  jedesmal  zwei  der  gegebenen  Gleichungen  mit  einander  verbindet. 
Hierbei  ist  nur  zu  beachten,  dass  man  nicht  zwei  Gleichungen  mit  einander  ver< 
binden  darf,  welche  schon  mittelbar  verbunden  sind,  z.  B.  nicht  die  zweite  mit 
der  dritten,  wenn  vorher  schon  die  erste  mit  der  zweiten  und  auch  die  erste  mit 
der  dritten  verbunden  war.  Man  würde  anderenfalls  Eliminationsgleichungen 
erhalten,  welche  nicht  von  einander  unabhängig  wären.  Dieser  Fehler  wird  ver- 
mieden sein,  wenn  jede  der  /  gegebenen  Gleichungen  wenigstens  einmal  zur 
Elimination  benutzt  worden  ist 

Auf  jeden  Fall  kann  man  so  aus  /  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  durch 
Elimination  /  —  1  Gleichungen  mit  n  —  1  Unbekannten  erhalten.  Wiederholt 
man  mit  diesen  dasselbe  Verfahren,  leitet  also  zunächst  p  —  3  Gleichungen  mit 
n  —  2  Unbekannten  ab  u.  s.  w.,  so  sieht  man  leicht  ein»  dass  man  nur  dann 
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schliesslich  auf  eine  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  kommen  wird,  wenn  n 
gleich  /ist  Ist  die  Zahl  der  Unbekannten  grösser  als  die  der  Gleichungen,  so 
erhält  man  zuletzt  eine  einzige  Gleichung  mit  zwei  oder  mehr  Unbekannten,  und 
die  Aufgabe  ist  daher  unbestimmt.  Ist  die  Zahl  der  Unbekannten  kleiner  als 
die  der  Gleichungen,  so  gelangt  man  zu  zwei  oder  mehr  Gleichungen  mit  einer 
und  derselben  einzigen  Unbekannten,  und  da  durch  jede  dieser  Gleichungen  der 
Weith  dieser  Unbekannten  bestimmt  ist,  so  erhält  man  entweder  verschiedene 
Weithe  für  dieselbe  Zahl,  also  einen  Widerspruch,  oder  es  sind  —  wenn  alle 
Schlussgleichungen  übereinstimmen  —  dieselben  zum  Theil  überfltlssig.  Die  Auf- 
gabe ist  also  in  diesem  Falle  überbestimmt. 

Aus  dem  Vorstehenden  geht  nicht  nur  hervor,  dass  zur  Bestimmung  von 
n  unbekannten  n  Gleichungen  nothwendig  und  ausreichend  sind,  sondern  dasselbe 
lägi  auch  den  Weg,  auf  welchem  der  Werth  einer  jeden  dieser  Unbekannten 
fefunden  werden  kann. 

Man  wird  jedoch  in  praktischen  Fällen  auch  hier  nicht  das  gesammte  Eli- 
amuLtionsverfahren  für  jede  einzelne  Unbekannte  wiederholen,  sondern  nachdem 
der  Weith  einer  derselben  gefunden  ist,  diesen  in  eine  der  abgeleiteten  Elimi- 
Dati<nisgleichungen  mit  zwei  Unbekannten  einsetzen  und  damit  unmittelbar  die 
zweite  Unbekannte  suchen.  Dann  kann  man  die  bekannten  Werthe  der  zwei 
Unbekannten  in  eine  der  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  einsetzen,  und 
so  weiter  fortfahren  bis  alle  gesuchten  Grössen  gefunden  sind. 

Noch  vortheilhafter  erscheint  es,  auch  hier,  wie  oben  bei  zwei  Gleichungen 
mit  zwei  Unbekaimten,  allgemeine  Resultate  abzuleiten,  in  welche  für  jedes  spe- 
zielle Beispiel  die  besonderen  Werthe  einzusetzen  sind.  Die  Ableitung  solcher 
allfemeinen  Resultate  soll  später  mit  Hülfe  der  Theorie  der  Determinanten  im 
Zusammenhang  mit  anderen  Untersuchungen  geschehen. 

§  50.    Eingekleidete  Aufgaben. 

1.  Die  Anwendung  der  Bestimmungsgleichungen  zum  Lösen  eingekleideter 
Aufgaben  erfordert  zuerst,  dass  man  die  in  der  Aufgabe  angegebenen  Beziehungen 
wischen  gegebenen  und  gesuchten  Grössen  durch  eine  oder  mehrere  Gleichungen 
aosdräcke.  Man  nennt  dies  das  Ansetzen  der  Gleichungen.  Ist  dasselbe 
erfolgt,  so  liefert  die  Auflösung  der  letzteren  die  gesuchten  Grössen. 

Zum  Ansetzen  einer  Gleichung  bezeichne  man  die  gesuchten,  oder  auch  andere 
20  denselben  in  einfachen  Beziehungen  stehende  Grössen  durch  x^y,-'»,  ermittele 
2QS  den  Bedingungen  der  Aufgabe  zwei  einander  gleiche  Grössen,  drücke  die 
Werthe  letzterer  durch  Zahlenzeichen  —  mit  Beziehung  auf  dieselbe  Einheit  aus 
and  setze  dann  die  beiden  so  gewonnenen  Ausdrücke  einander  gleich. 
Als  Beispiel  diene  zunächst  die  Aufgabe  (Heis,  §  63,  No.  107): 

Fliessen  in  einen  leeren  Behälter  alle  3  Minuten  20  Liter  Wasser,  so  werden 
nach  einer  gewissen  Zeit  noch  40  Liter  an  der  vollständigen  Füllung  fehlen. 
Fliessen  aber  in  denselben  alle  5  Minuten  52  Liter,  so  werden  nach  derselben 
Zdt  72  liter  Wasser  übergelaufen  sein.  Wieviel  Liter  Wasser  fasst  der  Behälter 
und  wieviel  Liter  müssen  jede  Minute  demselben  zufliessen,  wenn  er  nach  der- 
selben Zeit  bis  an  den  Rand  gefüllt  sein  soll? 

Zur  Auflösung  bezeichne  man  die  Anzahl  der  Minuten,  während  welcher 
jedesmal  das  Wasser  in  den  Behälter  fliesst,  mit  x.  Bestimmt  man  dann  aus  den 
bdden  Angaben  den  Inhalt  des  Behälters,  so  hat  man  die  zwei  einander  gleich 
w  setzenden  Ausdrücke.    Die   erste  Angabe  zeigt,   dass  wenn  in  jeder  Minute 
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-j-    Liter,    also  in  x  Minuten  -j-x  Liter  zufliessen,     der   Inhalt   des    Behälters 


gleich  y  jc  -H  40  Liter  sein  muss.  In  gleicher  Weise  findet  man  aus  der  zweiten 
Angabe  den  Inhalt  des  Behälters  gleich -^:c  —  72.  Demnach  hat  man  die 
Gleichung 

deren  Auflösung  auf 


*  *  -(-  40  = 

53 
=     5    * 

-72, 

40-1-  72  = 

^   X-- 
5    ^ 

8   * 

112- ^x 

oder  2: 

X 

""15 

also  jc  =  30 

fuhrt    Demnach  beantworten  sich  die  gestellten  Fragen  dahin,  dass  der  Inhalt 

des  Behälters   -g-  Jt  -f-  40  =  240  Liter  sei,  und  dass  um  ihn  in  30  Minuten  zu 
füllen,  jede  Minute  ^  =  8  Liter  zufliessen  müssten. 

Wollte  man  den  Inhalt  des  Behälters  als  Unbekannte  gleich  x  setzen,  so 
könnte  man  die  Zeit  für  beide  Fälle  als  die  gleiche  Grösse  annehmen.  Im 
ersten  Fall  werden  um  x  —  40  Liter  zu  erhalten,  so  viele  Minuten  nöthig  sein,  als 
^  m  X  —  40  enthalten  sind.  Ebenso  erhält  man  das  zweitemal  (x  -+-  72)  :  ^  Mi- 
nuten, und  die  anzusetzende  Gleichung  ist  also  jetzt 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Aufgabe  (Heis,  §  63,  No.  162): 
Ein  Hase,  der  von  einem  Hunde  verfolgt  wird,  hat  90  Sprünge  voraus  und 
macht  in  derselben  Zeit  5  Sprünge,  in  welcher  der  Hund  deren  4  macht    Wenn 
nun  7  Hasensprünge  an  Grösse   so  viel  betragen,  als  5  Hundesprünge,  wieviel 
Sprünge  muss  der  Hund  noch  machen,  um  den  Hasen  einzuholen? 

Zur  Auflösung  kann  man  die  gesuchte  Anzahl  der  Sprünge  des  Hundes  mit 
X  bezeichnen  und  als  diejenige  Grösse,  welche  für  die  Seiten  der  Gleichung 
doppelt  auszudrücken  ist,  den  Weg  des  Hundes  annehmen.  Derselbe  ist  gleich 
X  Hundesprüngen  und  gleich  dem  Wege  des  Hasen  plus  90  Hasensprüngen. 
Da  nun  der  Hase  in  derselben  Zeit,  in  welcher  der  Hund  4  Sprünge  macht, 
einen  Weg  von  5  Hasensprüngen  zurücklegt,  so  ist  der  Weg  des  Hasen,  während 
der  Hund  x  Sprünge  macht,  gleich  \x  Hasensprüngen.  Die  beiden  so  gewonnenen 
Ausdrücke  für  den  Weg  des  Hundes,  nämlich  x  und  \x  +  90  beziehen  sich  aber 
auf  verschiedene  Einheiten,  imd  man  muss  daher  entweder  die  Grösse  der 
Hundesprünge  durch  die  Grösse  eines  Hasensprungs  ausdrücken,  oder  umgekehrt 
Da  nun  5  Hundesprünge  an  Grösse  gleich  7  Hasensprüngen  sind,  so  sind  x  Hunde- 
sprünge gleich  \x  Hasensprüngen,  und  man  hat  also  die  Gleichung 

\x^\x-^  90, 
aus  welcher  sich  x  =s  600  ergiebt 

Als  drittes  Beispiel  diene  die  Aufgabe  (Heis,  §  67,  No.  91): 
Eine  dreizifferige  Zahl,  deren  Quersumme  6  ist,  zu  finden,  so  dass  die  Ziffer 
auf  der  ersten  Stelle  links  \  der  Zahl  ist,  welche  aus  den  beiden  übrigen  Ziffern 
gebildet  wird,  und  die  Ziffer  auf  der  ersten  Stelle  rechts  die  Hälfte  der  aus  den 
beiden  übrigen  gebildeten  Zahl  ist    Wie  heisst  die  Zahl? 

Bezeichnet  man  hier  die  drei  Ziffern  der  gesuchten  Zahl  bezüglich  durch  jr, 
y^  1,  so  liefert  die  erste  Angabe,  dass  die  Quersumme  6  sei,   ohne  Weiteres  die 

Gleichung 

X  -hy  -t-  s  =  6. 
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i^  ^  ^fc<^--^        ^  gleich  \  der  aus  den  beiden  übrigen  Ziffern 


«;.  H^^^^Zx  ^^'  Kw     ^^^^^e  Gleichung 


gc^  •^'^         »  ""^^^  ^^  auf  die  Gleichung 

«ö^  -et*"^^   e^^^^  ^w"^  ^'  ^  =  5;  die  gesuchte  Zahl  ist  also  105. 

^de^  ^  ^  *t^^Tv>^(^^|gaben  gleicher  Art,  d.  h.  solche,  welche  sich  nur 

il,  Ü»-^      -  eA^^^\a>*^^'^    ^"^Vie  der  gegebenen  Grössen  unterscheiden  und  also 

Aüicb  ^^^^^     äV^^^   "tvtt'B^  ^^ö,  zu  behandeln,  so  empfiehlt  es  sich,  die  betreffende 

HD  Ue^^^f^  aXVS^^^lctie      ^^*  ^'  ^'  ™^*  Buchstaben-Grössen  statt  der  bestimmten 

Aafea*^  ^^  \ösß^'  .^^eren  Aufgaben  erscheinen  dann  als  blosse  Zahlenbei- 

Xaöc^  ^^  ai«^^^  aJ^ß^^^^nen  Aufgabe,  und  man  hat  nicht  nöthig,  das  ganze  Auf- 

^ele  ^**^   ri^ai^^^        l^des  einzelne  Beispiel  zu  wiederholen,  sondern  setzt  jedes- 

^^^®°**^*'    fiir   ^^  g^^^^chten  Buchstaben  die  entsprechenden  Zahlenwerthe  in  das 
,nal  titiT  ^^^^^sultat  ein. 

8*^^**^^^-^    -beispielsweise  in  Aufgaben  der  sogenannten  Mischungsrechnimg  ver- 

^r^^    wieviel  Maass-  oder  Gewichteinheiten  man  von  jedem  von  zwei  zu 

kendeö  Stoffen,  deren  Preise  für  die  Einheit  gegeben  sind,  nehmen  müsse, 

-ijj  l>estimnites  Quantum  einer  Mischung  zu  einem  vorher  angegebenen  Preise 

crlialtcn,  so  kann  man  ein-  für  allemal,  wie  folgt,  rechnen:    Es  seien  a  Maass 

T^  Mischung  zum  Preise  d  für  das  Maass  verlangt,  und  es  seien  c,  d  bezüglich 

ifle  Preise  eines  Maasses  der  zu  mischenden  Substanzen,  x  die  von  der  ersteren, 

nxsd  fol^lieb  a  —  x  die  von  der  letzteren  zu  nehmende  Anzahl  von  Maassen,  so 

xBOss  der  Werth  der  gesammten  Stoffe  vor  und  nach  der  Mischung  derselbe,  also 

c  '  x-^-  d*(a  —  o^-ssiab 
woDt  woraus 

^-— _- 

c  —  d 

folgt    Dieses  allgemeine  Resultat,  in  welches  man  also  bei  bestimmten  Beispielen 

die  Werthe  für  a,  ^,  ^  und  d  einzusetzen  hat,  lässt  sich  leicht  in  Form  einer 

Hechnungsregel  für  alle  Aufgaben  dieser  Art  in  Worte  kleiden. 

In  entsprechender  Weise  lassen  sich  zu  allen  Aufgaben  der  sogenannten 
büigerlichen  Rechnungsarten  (Procentrechnung,  Vertheilungsrechnung  u.  s.  w.) 
durch  Gleichungen  ersten  Grades  die  Lösungen  und,  bei  der  allgemeinen  Be- 
lumdlung  mit  Buchstaben,  für  jede  einzelne  Art  solcher  Aufgaben  auch  allgemeine 
Rechnungsr^eln  ableiten. 

Umgekehrt  lassen  sich  freilich  alle  eingekleideten  Aufgaben,  welche  auf 
Gleichungen  ersten  Grades  führen,  auch  ohne  letztere,  also  durch  unmittelbarere 
Schlösse  lösen.  Anders  verhält  es  sich  zum  Theil  mit  solchen  Aufgaben,  welche 
auf  die  im  Folgenden  zu  behandelnden  Gleichungen  zweiten  oder  höheren  Grades 
führen,  da  das  gewöhnliche  bürgerliche  Rechnen  nicht  über  die  vier  ersten 
Rechnungsarten  (die  sogenannten  vier  Species)  hinausgeht,  also  das  Rechnen  mit 
Worzelgrössen  u.  s.  w.  ausschliesst. 

Bei  den  im  Vorigen  erwähnten  allgemeinen  Resultaten  ist  noch  die  an  die- 
selben sich  anknüpfende  Discussion  zu  erwähnen,  welche  die  verschiedenen 
möglicherweise  eintretenden  Fälle  und  die  Bedingungen  der  Lösbarkeit  der  Auf- 
gabe zu  erörtern  hat  Es  sei  beispielsweise  die  Aufgabe  (Heis,  §  63,  No.  134) 
gestellt,  zu  berechnen,  in  welcher  Zeit  nach  dem  Abgange  des  zweiten  von  zwei 
gleichmässig  bewegten  Körpern  diese  letzteren  zusammentreffen,  wenn  beide  in 
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derselben  Richtung  sich  bewegen  und  der  erste  alle  a  Minuten  m  Meter  zurück- 
legt, während  der  /  Minuten  später  und  von  einem  um  d  Meter  rückwärts  gelege- 
nen Orte  abgehende  zweite  Körper  alle  b  Minuten  n  Meter  zurücklegt  Setzt 
man  hier  den  Weg  des  zweiten  Körpers  gleich  dem  des  ersten  plus  d  Metern, 
und  soll  die  gesuchte  Zeit  gleich  x  Minuten  sein,  so  ist  der  erste  Körper  x  -^t 

PI  ff 

Minuten  unterwegs  imd  legt  also  (jp  -f-  /)  —  Meter  zurück;  der  zweite  legt  x  •  -r 

Meter  zurück;  die  Gleichung  ist  also 
woraus 


X=s 


an  —  bm 


folgt.    Setzt  man  vorausi  dass  üf  b,  m,  n,  t  positive  Werthe  haben,  so  wird  x 
positiv  und  die  Auflösung  ist  möglich,  wenn  an^bm  ist.    Ist  dagegen  an<  bm, 

so  wird  ;c  negativ;  in  diesem  Falle  ist  ~>t^,   d.  h.  der  vom  ersten  Körper  in 

jeder  Minute  zurückgelegte  Weg  grösser  als  der  entsprechende  des  zweiten,  die 
beiden  Körper  entfernen  sich  also,  statt  zusammenzutreffen,  immer  weiter  von 
einander  und  das  negative  Resultat  erhält  den  Sinn,  dass  die  Begegnung  um  die 
entsprechende  Anzahl  von  Minuten  vor  dem  Abgange  des  zweiten  stattgefunden 
haben  würde,  wenn  beide  Körper  schon  vor  diesem  Zeitpunkte  in  denselben  Be- 
wegungen gewesen  wären.  Ist  endlich  a»  =  bm^  so  wird  ^=00;  in  diesem  Falle 
ist  die  Auflösung  unter  jeder  Bedingung  unmöglich,  und  beide  Körper  behalten 
bei  ihrer  Bewegung  immer  denselben  Abstand  von  einander.  Wird  /  negativ,  so 
giebt  die  Formel  die  Auflösung  für  den  Fall,  dass  der  zweite  Körper  um  /  Mi- 
nuten früher  als  der  andere  abgeht,  und  kann  für  diesen  Fall  in  entsprechender 
Weise  weiter  discutirt  werden.  Wird  d  negativ,  so  lag  der  Ausgangspunkt  des 
zweiten  Körpers  von  dem  des  ersten  aus  nach  vorwärts;  ist  ^=0,  so  gingen 
beide  Körper  von  demselben  Punkte  aus,  ist  /  =  0,  so  fingen  sie  ihre  Bewegungen 
zu  gleicher  Zeit  an,  u.  s.  w.  Die  weitere  Ausführung  für  alle  einzelnen  Fälle 
kann  nach  diesen  Andeutungen  dem  Leser  überlassen  werden. 


Kapitel  7. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  zweiten  Grades. 

§  51.    Gleichungen  zweiten  Grades  mit  einer  Unbekannten. 

Heis  §  69—72.    Bardev  XXVI,  XXVn. 

1.  Eine  geordnete  Gleichung  zweiten  Grades  mit  einer  Unbekannten 

X  muss  nach  §  48  stets  ein  Glied  mit  x^  und  kann  ausserdem  ein  solches  mit 

der  ersten  Potenz  der  Unbekannten  und  ein  solches  ohne  x  enthalten«    Sie  hat 

also  die  Form 

ax^  H-  *4P  -I-  r  =s  0,    (1) 

in  welcher  b  oder  c  gleich  Null  zu  setzen  sind,  wenn  das  zweite  oder  das  dritte 
Glied  fehlt 

Eine  Gleichung  zweiten  Grades  wird  auch  eine  quadratische  Gleichung 
genannt    Ist  in  der  vorstehenden  Form  keine  der  Grössen  b^  c  gleich  Null,  ent- 
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hält  also  die  Gleichung  alle  drei  Glieder,  so  heisst  sie  eine  vollständige  oder 
auch  dne  gemischte.  Fehlt  das  Glied  mit  der  ersten  Potenz  der  Unbekannten, 
so  heisst  sie  eine  rein  quadratische. 

Um  die  allgemeine  Gleichung  (1)  aufzulösen,  kann  man  zunächst  beide 
Seiten  durch  den  Coefficienten  a  von  x^  dividiren.  Die  Gleichung  erhält  hier- 
durch die  Form 

Ä*  -4-  ^jc  -4-  ^  =  0    (2). 

Man  bringt  nun,  gemäss  der  Formel  {a  -h  by  =  a*  -h  2ab  -H  *',  die  linke 
Sehe  dieser  Gleichung  auf  die  Form  eines  vollständigen  Quadrats,  indem  man 
fär  dieselbe  jc*  H-  2jc  •  ^/  -h  ^  schreibt,  q  auf  die  andere  Seite  bringt  und  zu 
beiden  Seiten  {\py  =  \p^  addirt.    Man  erhält  so 

oder  {x  h-  \py  =  \p^  —  q, 
tlso  durch  Ausziehen  der  Quadratwurzel  aus  beiden  Seiten 

x-\-\p^^YW^~ 
mithin  jp==  —  i^±  y^/»—^.     (3) 
So  findet  man  z.  B.  für  die  Gleichung 

jc> -h  10a:  — 24  =  0 
zunächst  jr'  -f-  2^  -  5  =  24, 

Ä*  -h  2ä  •  5  H-  5*  ==  25  -h  24, 
(ar-+.5)»  =  49 
x-h5  =  ±7 
a:=db7  — 5, 
also  entweder  jr=4.7  —  5  =  -h2  oder  a:  =  —  7  —  5  =  —  12. 

Kürzer  benutzt  man,  statt  in  jedem  einzelnen  Falle  die  ganze  Ableitung  zu 
wiederholen,  das  obige  allgemeine  Resultat  (3),  indem  man  in  dasselbe  die  be- 
sonderen Werthe  für  /  und  ^,  im  vorliegenden  Beispiel  also  /  =  10,  ^  =  —  24, 
ansetzt    Man  erhält  so  unmittelbar 

jp  =  —  5  db  y5>  -h  24  =  --  5  ±  7. 
Will  man  das  allgemeine  Resultat  für  die  unter  (1)  angegebene  Form  der 
Gleichung  haben,  so  hat  man  nur  in  (3) 

b  c  I 

einzusetzen  und  erhält  nach  einigen  leichten  Umformungen 

—  b±  -^W—  ^ac      ,,, 

^  = 1 •     (^> 

So  crhiat  man  z.  B.  für  die  Gleichung  bx^  •—  3^  —  224  =  0  durch  Einsetzen  von  a  =  5, 
*~  — 3,  r=  —  224  in  die  vorstehende  Formel 

3  dz  K  94-4.  5 -224       3  ±  K9  -♦-  4480      3  ±67     , 

je  = ■ —  = = ,   also 

10  10  10     ' 

70__-64__^. 
*i  =  Jq  —  7,  x,  -       jg  -  —  b,4. 

2.  Discussion  des  allgemeinen  Resultats  (4).  Aus  der  vorstehenden 
Auflösung  folgt,  dass  jede  Gleichung  zweiten  Grades  mit  einer  Unbekannten  zwei 
Wuneln  hat  Aufgaben,  welche  auf  eine  quadratische  Gleichung  führen,  haben 
also  stets  zwei  Auflösungen,  welche  im  Allgemeinen  verschieden  sind. 

Für  die  Beschaffenheit  dieser  beiden  Auflösungen  ist  der  Radicand  b^  —  Aac 
^  der  Formel  (4)  von  besonderer  Bedeutung.    Ist  b^  >  4ar,  so  hat  die  Wurzel- 
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grosse  zwei  verschiedene  reelle  Werthe.  Ist  d^  =  Aac,  so  wird  die  Wurzelgrössc 
gleich  Null,  und  man  erhält  für  x  nur  den  einzigen  Werth  x=  —  5-.  In  diesem 

Falle  sind  also  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  einander  gleich.  Ist  endlich 
d^  <iac,  so  wird  die  Wurzelgrösse  imaginär,  die  Gleichung  hat  also  zwei  ver- 
schiedene complexe  Wurzeln.  Dieselben  sind  stets  einander  conjugirL  —  In 
praktischen  Aufgaben  giebt  ein  solches  Resultat  im  Allgemeinen  die  Unmög- 
lichkeit  der  Lösung  an. 

Als  besondere  Fälle  der  allgemeinen  Auflösung  sind  noch  die  folgenden  za 
behandeln:  Ist  ^  =  0,  die  Gleichung  also  eine  rein  quadratische,  so  erhäk 
man  aus  dieser  Gleichung 

ax^  -4-  r  =  0 
leicht  unmittelbar 

:,. £ 


-*V^ 


also  X 

y        a 

Die  rein  quadratische  Gleichung  hat  also  stets  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Wurzeln,  welche  entweder  beide  reell  oder  beide  imaginär  sind,  je  nachdem  c  und 
a  verschiedene  oder  gleiche  Vorzeichen  haben.  Die  obige  allgemeine  Formel  (4) 
liefert  durch  Einsetzung  von  ^  =r  0  nach  einigen  leichten  Umformungen  dasselbe 
Resultat. 

Ist  femer  r  =  0,  so  lässt  sich  die  Gleichung  ctx^  -h  ^jc  =  0  ebenfalls  leicht 
unmittelbar  auflösen.  Man  kann  in  diesem  Falle  nämlich  beide  Seiten  durch  x 
dividiren,  doch  ist  dies  nur  unter  der  Voraussetzung  gestattet,  dass  x  nicht  gleich 
Null  oder  unendlich  sei.  Die  Substitution  von  ^  =  0  zeigt  nun,  dass  in  der 
That  hierdurch  der  Gleichung  genügt  wird;  eine  Wurzel  derselben  ist  also  gleich 
Null.  Will  man  nun  noch  eine  zweite  Wurzel  suchen,  und  setzt  demnach  vor- 
aus, dassjt^O  sei,    so  darf  man  durch  x  dividiren  und  erhält  die  Gleichung 

ersten  Grades  ax-^  b=^Q,  aus  welcher  sich  leicht  die  zweite  Wurzel  x  = 

a 

ergiebt  Auch  hier  folgen  dieselben  Resultate  aus  der  allgemeinen  Auflösung  (4), 
wenn  man  in  derselben  r  =  0  einsetzt 

Ist  ^  =  0,  und  r  =  0,  so  haben  oflienbar  beide  Wurzeln  der  Gleichung  den 
Werth  Null. 

3.  Aus  den  beiden  durch  (4)  gegebenen  Wurzeln  der  allgemeinen  quadratischen 
Gleichung  (1),  nämlich 


—  3-4-1/^2  — 4  a^             —  ^  —  y  ^  —  4 
""^ Ya '  ^  = 2^ 


ac 


ergeben   sich   leicht   folgende  Beziehungen   zwischen   diesen  Wurzeln   und   den 
bekannten  Coefficienten  a,  b  und  c  der  Gleichung.    Es  ist 

—  2^  b 


oder  wenn  man  die  für  diese  Untersuchung  bequemere  Form  (2)  der  Gleichung 
anwendet,  jci  H-  jcj  =  — /,  ^i  •  jc^  =  -h  ^. 

Aus   den   hierin   gegebenen   bemerkenswerthen  Beziehungen   zwischen  den 
Wurzeln  und  den  Coefficienten  der  Gleichung  (2)  folgt: 
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Ist  q  n^ativ,  so  haben  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  en^egengesetzte, 
ist  q  positiv,  so  haben  sie  gleiche  Vorzeichen.  Welche  Vorzeichen  dies  sind, 
lässt  sich  weiterhin  aus  dem  Zeichen  von  /  ermitteln,  denn  die  grössere  Wurzel 
miiss  nothwendig  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  /  haben.  Man  erhält 
hienuLch  folgende  vier  Hauptfälle: 

Ist  q  negativ  und  /  negativ,  so  ist  die  grössere  Wurzel  positiv,  die  kleinere 
negativ. 

Ist  q  negativ  und  /  positiv,  'so  ist  die  grössere  Wurzel  negativ,  die  kleinere 
positiv. 

Ist  q  positiv  und  /  negativ,  so  sind  beide  Wurzeln  positiv. 

Ist  q  positiv  und  /  positiv,  so  sind  beide  Wurzeln  negativ.  In  den  beiden 
letzteren  Fällen  ist  vorausgesetzt,  dass  q  nicht  grösser  als  \p*  ist,  da  sonst  beide 
Wurzeln  complexe  Werthe  erhalten. 

4.  Ist  4P  =  «^  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

ax^  4-  ^.«^  -4-  ^  =  0, 

so  lasst  sich  das  Polynom  0^  -i-  bx-\-  c  derselben  ohne  Rest  durch  x  —  w  divi- 
diren.   Denn  es  muss  in  diesem  Fall 

sein,  and  durch  Subtraction  der  einander  entsprechenden  Seiten  beider  Gleichungen 
eibalt  man 

a{:ß  —  tt^  -h  ^ (jT  —  w)  ==  0  oder  {x  —  w)-  [a(x  -H  w)  -4-  ^]  =  0. 

Das  Gleiche  ergiebt  sich,  wenn  man  die  genannte  Division  nach  §  14  aus- 
fihit;  man  erhält  zum  Quotienten  ax  +  aw  +  b^  zum  Rest  avß  -{-  bw  4-  c^  und 
dieser  Rest  muss  der  Voraussetzung  zufolge  gleich  Null  sein. 

Smd  x  =  «^1,  x^=^w%  die  beiden  Wurzeln  der  obigen  quadratischen  Gleichung, 
so  muss  denmach  das  Polynom  derselben  sowol  durch  x  —  w\  als  durch  x  —  w^ 
theilbar  sein.     Hieraus  ergiebt  sich,  dass  jene  Gleichung  in  der  Form 

a{x  —  w\)  {x  —  wa)  =  0 
geschrieben  werden  kann.    Die  Ausführung  der  Multiplication  ergiebt  hieraus 

a{^  —  («/i  4-  wi)  X  -h  w\Vfi^  =  0 
ood  filhit  somit  auf  die  schon  oben  bewiesenen  Sätze  über  die  Beziehungen 
zwischen  den  Coefficienten  und  den  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung. 

Umgekehrt  ist  es  selbstverständlich,  dass  jede  Gleichung  von  der  Form 

f^x  —  te^i)  {x  —  a^)  =  0 
die  beiden  Wurzeln  jcssttfi,  x^=^w%  haben  muss,  denn  ein  Produkt  kann  nur 
dadurch  gleich  Null  werden,  dass  einer  seiner  Faktoren  gleich  Null  wird. 

Allgemeiner  wird  jede  Gleichung  von  der  Form  k,  {ax  +  by{cx  +  i/)  ss  0 
sowol  durch  a^  +  ^  SS  0,   als  durch   rx  4-^=^0  erfüllt,   hat  also  die  beiden 

Wuncln  xr=s und  *  = Es    ist  hiemach   leicht,    eine   Gleichung   zu 

bilden,  welche  zwei  im  Voraus  gegebene  Wurzeln  hat  Sind  W\,  w^  diese  Wurzeln, 
so  ist  (x  — «^)(jp  —  «^)  =  0,  oder  x^  —  (wi -h«fi)jif  H- Wi«fi=s0  eine  solche 
Gleichung. 

£s  geht  femer  aus  dem  Vorstehenden  hervor,  dass  die  Aufgabe,  eine  gege- 
bene quadratische  Gleichung  aufzulösen,  als  identisch  betrachtet  werden  kaim 
D^t  der  Aufgabe,  zwei  Zahlen  zu  finden,  deren  Summe  und  deren  Produkt 
gegeben  ist,  sowie  auch  als  übereinstimmend  mit  der  Aufgabe,  einen  Ausdruck 
von  der  Form  x^  -^px  4-  ^  in  zwei  lineare  Faktoren  zu  zerlegen. 


I 
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§  53.  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  mehreren  Unbekannten. 

Heis,  §  7S— 76.    Bardet  XXVm— XXX.  ! 

1.  Eine  Gleichung  zweiten  Grades  mit  zwei  Unbekannten  kanndurdi 

Ordnen  anf  die  Form  ' 

gebracht  werden,  und  ist  vollständig,  wenn  keiner,  dagegen  unvollständig,  weraj 
einer  oder  mehrere  der  Coeffidententf,  b,  c,  d,  e,  f  gleich  Null  sind;  doch  dürfen 
selbstverständlich  nicht  a,  b  und  c  gleichzeitig  gleich  Null  sein. 

Verbindet  man  mit  einer  solchen  Gleichung  eine  zweite 

a  jr*  -h  ß  */  -h  7 y  -h  3jc  -h  e jr  -h  C  =  0, 
so  kann  man  eine  Unbekannte  eliminiren,  bei^ielsweise  durch  die  Substitutions- 
methode.    Führt  man   dies   aus,   so  eigiebt  sich  ohne  Schwierigkeit,    dass  die 
geordnete  Eliminationsgleichung  im  Allgemeinen  eine  solche  vierten  Grades  sein  wird. 

Die  allgemeine  Auflösung  von  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  mehreren 
Unbekannten  kann  daher  erst  nach  der  Erledigung  der  Auflösung  der  Gleichungen 
höherer  Grade  geschehen. 

Es  giebt  jedoch  zahlreiche  besondere  Fälle,  in  welchen  sich  die  Auflösung 
wesentlich  einfacher  gestalten  lässt,  so  dass  dieselbe  schon  mit  den  bisher  ge- 
wonnenen Hülfsmitteln  ausgeführt  werden  kann.  \f\i  führen  im  Folgenden  die 
wichtigsten  derartigen  Fälle  an: 

a)  Ist  nur  eine  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
vom  zweiten,  dagegen  die  andere  vom  ersten  Grad,  so  führt  die  Substitution  aus 
der  letzteren  in  die  erstere  stets  auf  eine  Eliminationsgleichung  zweiten  Grades, 
und  die  Auflösung  hat  hiemach  keine  Schwierigkeit 

b)  Zuweilen  lassen  sich  die  gegebenen  Gleichungen  dadurch  auf  einfachere, 
leichter  auflösbare  zurückführen,  dass  man  statt  der  gesuchten  Unbekannten 
zunächst  andere,  von  denselben  abhängige  Ausdrücke  als  die  Unbekannten 
behandelt  und,  nachdem  diese  berechnet,  aus  ihnen  auch  die  Werthe  der 
ursprünglichen  Unbekannten  ermittelt 

Es  seien  beispielsweise  die  Gleichungen 

ä8  — j»8  -4-  X  -^y  ==  Ä, 
ä8  — j»8  _  jc  4-^  =  ^ 

aufzulösen,  so  kaim  man  für  x^-^-j^  den  Ausdruck  (jp —>')  (jp -l-jr)  setzen  und 
nun  zunächst  x  -hy  =  E,  *  —y  =  »j  als  die  gesuchten  Unbekannten  betrachten. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  gehen  hierdurch  über  in 

g,,  — ,) «  ^ 
Substituirt  man  dann  den  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  für  i}  resul- 
tirenden  Ausdruck  in  die  zweite,  so  erhält  man  eine  quadratische  Gleichung  fltr 
t    Ist   dieselbe   aufgelöst   und   dann   durch  Substitution  auch  i)  berechnet,  so 

findet  man  leicht  ^  «=  i(6  4-  tj),  J'  =  i(E  —  ^' 
Als  zweites  Beispiel  mögen  die  Gleichungen 

—  Ä«  H-  6  JC)'  —  9  >»  -h  4  JP  —  12  j^  =  4 
ä8  —  2  :cy -h  3 ^3  _  4  jp  4- 5 jf  =  53 

dienen.    Schreibt  man  die  erste  derselben  in  der  Form: 

—  (*-3>')a-*-4(*-3j^)  =  4, 
•o  kann  man  x^Sy^i  als  Unbekannte  betrachten  und  erhält  durch  Antlösung 

der  Gleichung 

^*  Ä  — 8jr  — 2 
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Die  Substitution  von  x^^-hSy  in  die  zweite  gegebene  Gleichung  führt 
daim  auf  eine  quadratische  Eliminationsgleichung. 

c)  Durch  Verbindung  der  gegebenen  Gleichungen  mit  einander  lassen  sich 
neue  Gleichungen  ableiten.  Jede  der  letzteren  kann  an  Stelle  einer  der  gege- 
benen Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  benutzt  werden.  Gelingt 
es  auf  diese  Weise  eine  der  gegebenen  Gleichungen  oder  beide  durch  einfachere 
zu  ersetzen,  so  kann  die  Auflösung  dadurch  wesenüich  erleichtert  werden.  Auch 
kann  dieses  Verfahren  zuweilen  mit  dem  unter  b)  angegebenen  zugleich  ange- 
wendet werden. 

Es  sei  beispielsweise  die  Aufgabe  gestellt,  zwei  Zahlen  zu  finden,  von  wel- 
chen die  Summe  der  Quadrate  und  das  Produkt  gegeben  sind.  Man  hat  dann 
die  Gleichungen 

X'y=sd, 
Moltq>]icirt  man  die  Seiten  der  zweiten  Gleichung  mit  2  und  addirt,  bezw.  sub- 
tnhiit  die  entstehenden  Ausdrücke  von  den  entsprechenden  Seiten  der  ersten 
Gleichung,  so  erhält  man 

Hieiaus  erhält  man  durch  Radiciren  die  Werthe  von  x  -hy  und  x  -^y  und  aus 
diesen  auf  bekannte  Weise  die  von  x  und  y. 

Als  zweites  Beispiel  seien  die  Gleichungen 

r2  -4- j^  =  a 
x-^y^d 
gegeben.     Erhebt  man  die  Seiten  der  zweiten  in's  Quadrat  und  subtrahirt  dann 
die  entsprechenden  Seiten  der  ersten,  so  erhält  man  2xy  =  iß  —  a,  und  hieraus 
durch  Verbindung  mit  der  ersten  Gleichung  mittelst  Subtraction 

x^  —  2xy  -hji^  =  2ä  —  33,  also  x  —y  =  dt  y  2«  —  ^, 
vorauf  das  Weitere  wieder  bekannt  ist. 

Das  hier  eingeschlagene  Verfahren,  statt  x  und  y  zunächst  x-hy  und  x  — y 
^  Unbekannte  zu  betrachten,  empfiehlt  sich  noch  in  vielen  Fällen,  namentlich 
wenn,  wie  vorher,  eine  dieser  Grössen  selbst  gegeben  ist  So  lassen  sich  in  ganz 
entsprechender  Weise,  wie  die  vorigen,  die  Gleichimgen  x^-^y^^sa,  x — y^=b 
behandeln.  Ist  dagegen  statt  sß-¥^  die  Differenz  o^ — fi  gegeben,  so  setze 
man  för  dieselbe  {x — y)  (x-hy),  und  man  erhält,  wenn  der  Werth  eines  der 
beiden  Faktoren  durch  die  zweite  Gleichung  bestimmt  ist,  durch  Division  den 
Werth  des  anderen. 

Als  drittes  Beispiel  mögen  die  schon  oben  iii  anderer  Weise  behandelten 

Gleichungen 

x^  — jß  H-  X  -^y  =  a 

dienen.    Durch  Addition,  resp.  Subtraction  der  entsprechenden  Seiten  derselben 
cHuQt  man  die  Gleichungen 

2ji^  — 2j^-+-2>'  =  <»-4-^ 
2x=:a  —  ö, 
welche  an  Stelle  der  gegebenen  gesetzt  werden  köimen.    Die  zweite  derselben 
^ert  unmittelbar  x,  worauf  man  durch  Substitution  in  die  erste  eine  quadratische 
Gleichung  für  y  erhält 

d)  Ist  die  durch  Elimination  entstehende  Gleichung  vierten  Grades  von  der 
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SO  lässt  sie  sich  als  quadratische  Gleichung  flir  die  Unbekannte  x'^  behandeln. 
Ueberhaupt  mag  hier  eingeschaltet  werden,  dass  jede  Gleichung  von  der 
Form 

als  quadratische  Gleichung  auf  die  Unbekannte  x*  aufgelöst  werden  kann^  worauf 
man  durch  Ausziehen  der  »ten  Wurzel  die  Werthe  von  x  erhält 

e)  Die  im  Vorstehenden  entwickelten  Methoden  lassen  sich  nicht  selten  in 
Verbindung  mit  einander  anwenden  und  gestatten  auch  in  vielen  einfachen  FäUcn 
die  Auflösung  von  Gleichungen,   deren  Grad  den  zweiten  übersteigt 

Sind  beispielsweise  die  Gleichungen 

x-k-y  =^ 

gegeben,  von  denen  die  erste  vom  vierten  Grade  ist,  so  erhält  man  durch  Po- 
tenzirung  beider  Seiten  der  zweiten  mit  4  und  Subtraction  derjenigen  der  ersten 
die  neue  Gleichung 

oder  xy  (4*2  4-  ^xy  ^  4^2)  -.  ^  _  ^, 

Aus  der  zweiten  gegebenen  Gleichung  lässt  sich  femer 

4jc2-h4j^3  =  4^3  — 8jpv 
ableiten,  und  setzt  man  dies  in  die  vorige  ein,  so  erhält  man  eine  quadratische 
Gleichung  für  die  Unbekannte  xy.    Aus  den  Werthen  von  x-\-y  und  xy  lassen 
sich  dann  x  und  y  selbst  finden. 
Es  seien  femer  die  Gleichungen 

X  -^y  -h  zyx  -hy  =  10 
Ä«-4->»         =28 

gegeben.    Betrachtet  man  in  der  ersten  derselben  Yx  -^y  als  Unbekannte  s,  so 

ergiebt  die  Gleichung  «*  -+-  3«  =  10  zunächst  yx  -k-y^=  -h  2  oder  —  5,  also 

X  -h  jr  =  -h  4  oder  -h  25. 

Dividirt  man  mit  x  -hy  in  «*  -i-y^,  so  ist  der  Quotient  x'^  —  jpy  -*- j'®,  und  da  man 

ausserdem  (*  -h  ^)*  ==  «8  -1-  2xy  4-  j^  kermt,   so  erhält  man  für  x  -h jr  «s  4  die 

Gleichungen 

Ä®—    JPVH-j^=    7 

j^-h2jiyH->»  =  16 

3xy         «  9,  J17  =  3 

Ä*  — 2^174-^2  =  7  — 3;  Jc— jr«=d:2,  u.  8.  w. 

2.  Bei  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  drei  oder  mehr  Unbekannten  erhält 
man  im  Allgemeinen  durch  das  Eliminationsverfahren  Gleichungen  von  höheren 
Graden,  über  deren  Auflösung  auf  spätere  Untersuchungen  verwiesen  werden 
muss.  Dass  auch  hier  in  besonderen  Fällen  Vereinfachungen  stattfinden  können, 
ist  selbstverständlich. 
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Kapitel  8. 
Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades. 

§  53.  Die    Auflösung    der   Gleichungen    dritten    Grades.     (Kubische 

Gleichungen.) 
Hkis,  §  95  a,  95  b,  96.  Bardey  XXXVm. 

1.  Jede  geordnete  Gleichung  dritten  Grades  mit  einer  Unbekannten  hat  die 
Form 

Aofi  4-  Bx^  H-  Cjc  H-  Z>  =  0, 

wobd  jeder  der  Coefficienten  B,  C,  Z>,  nicht  aber  A,  gleich  Null  sein  kann. 
Durch  Division  mit  A  erhält  dieselbe  die  Form 

sfi  -h  ax^  -h  ^jc  H-  r  =  0.  (1) 
Ist  r  =  0,   so    lässt   sich   auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  der  Faktor  x 
absondeni,  und  der  Gleichung 

X'(x^  'hax'hd)=:0 

wird  sowol  durch  x  =  0  als  auch  durch  jede  der  beiden  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung 

x^"\'ax-\-d=iO 

genagt    Die  Gleichung  hat  also  drei  Wurzeln,  deren  Berechnung  keiner  näheren 
Eiorterung  bedarf. 

Ist  c  nicht  gleich  Null,  aber  sowol  a  als  d  gleich  Null,  so  heisst  die  Gleichung 
eine  reine  kubische  Gleichung.    Schreiben  wir  dieselbe  in  der  Form 

:c8  — a8  =  0,     (2) 

so  sieht  man  leicht,  dass  üfi  =  a»,  also  x  =  1/08"=  a  eine  Wurzel  derselben  ist 
Nun  ist  aber 

jc^  —  ofl 

-ssz  x^  -^  ax  -h  a*, 

X  —  a 

die  obige  Gleichung  (2)  kann  also  in  der  Form 

(x  —  a)  (pfi  -4-  a^  -4-  a2)  =  0 
geschrieben  werden,  und  hieraus  folgt,  dass  derselben  nicht  nur  dadurch  genügt 
^wden  kann,  dass  der  eine  Faktor  x  —  a  =  0,  also  jci  =  a  gesetzt  wird,  sondern 
«och  dadurch,  dass  der  andere  Faktor  jc^  4-  «jp  H-  a^  =  0  wird.    Diese  letztere 
qudiatische  Gleichung  liefert  nun  noch  die  beiden  Wurzeln 

—  14- t/"^^^         —  1— y^^ 

X2  = 5 a,    «3  =s 2 OL, 

jede  reine  kubische  Gleichimg  hat  also  ebenfalls  drei  Wurzeln,  von  welchen  eine 
r^ll  ist  und  die  beiden  anderen  imaginär  sind. 

Da  die  Au%abe,  die  Gleichung  xß  —  a^  =  0  aufzulösen,  durchaus  gleichbe- 
^icötend  ist  mit  der  Aufgabe,  eine  Zahl  x  zu  bestimmen,  deren  dritte  Potenz 
^JDcr  gegebenen  Zahl  a^  gleich  ist,  so  folgt  aus  dem  Vorstehenden,  dass  jede 
Kubikwurzel  aus  einer  Zahl  im  allgemeineren  Sinne  dreideutig  ist  Von  den  drei 
Berthen  der  i/ö?  ist  einer  reell,  und  dies  ist  derjenige,  welcher  in  den  früheren 
^hmetischen  Untersuchungen  ausschliesslich  in  Betracht  kam,  und  welcher  des- 
^b  insbesondere  als  der  arithmetische  Werth  der  Wurzelgrösse  bezeichnet  werden 
^*  Die  beiden  anderen  sind  imaginär. 

^ntimcB,  Bmdhudh  dar  MathcmAtik.    Bd.  I.  7 
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Insbesondere  hat  also  die  YT  im  allgemeineren  Sinne  die  drei  Weithe 

^'  2  '  2  ' 

d.  h.  alle  drei  Ausdrücke  haben  die  Eigenschaft,  dass  ihre  dritte  Potenz 
1  ist 

2.  Ist  in  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  der  Coeffident  a  der  zweiten  Potenz 
der  Unbekannten  gleich  Null,  so  heisst  die  Gleichung  eine  reducirte,  ist  keiner 
der  Coefficienten  gleich  Null,  so  heisst  sie  eine  vollständige. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1)  x  =y  +  a,  so  erhält  man 


da 


'2  4-  3a2 
b 


bfL 

Bestimmt  man  nun  hier  den  Werth  von  a  nachträglich  so,  dass 

3  a  4-  a  =  0  ist,  setzt  also  a  =  —  Ja, 
so  erhält  man  durch  Substitution  dieses  Werthes  von  a  auf  jeden  Fall  eine  redu- 
cirte  Gleichung  für  die  neue  Unbekannte  y. 

Man  kann  also  jede  kubische  Gleichimg,  welche  nicht  reducirt  ist,  auf  eine 
reducirte  zurückführen,  und  die  Aufgabe  der  allgemeinen  Auflösung  kubischer 
Gleichungen  kann  daher  als  gelöst  gelten,  wenn  es  gelingt,  jede  reducirte  kubische 
Gleichung  auflösen  zu  können. 

Die  aus  einer  vollständigen  kubischen  Gleichung  durch  das  vorstehende  Ver< 
fahren  entwickelte,  oder  auch  unmittelbar  gegebene  reducirte  kubische  Gleichung 
möge  durch 

Ä«  -h/jc  4-^  =  0    (3) 
dargestellt  werden. 

Setzt  man  hier  x  s=^  +  s,  wo  ^  und  %  zwei  neue  Unbekannte  bezeichnen, 
so  erhält  man 

^  -h  %^t  4-  3^52  4-  «»  -i-/Cy  "^  «)  -4-  ^  =  0, 

oder  >^  4-  5«  H-  3j^5  (y  4-  ä)  -+-/  (y  -h  «)  4-^  =  0, 

oder  ^  4-  «'  4-  ^  4-  {^yz  4-/)  (y  4- «)  =  0. 

Bestimmt  man  nun  %  so,  dass 

3jr«4-/«0     (4) 
wird,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

>»  4- ««4-^  =  0    (5) 
oder,  wenn  man  hier  den  aus  (4)  für  z  resultirenden  Werth 

"-% 

einsetzt,  •        /*  r. 

>*"2^"^^==^' 
oder  ^-*-y/  — ^^  =  0. 

Diese  letztere  Gleichung  aber  ist  in  Beziehung  auf  die  Unbekannte  j4  vom, 
zweiten  Grade  und  führt  durch  Auflösimg  auf  letztere  zu 

Die  Gleichung  (5)  liefert  dann  hierzu 

Man  hat  also  (Ür  y  und  s  je  eine  reine  kubische  Gleichung  und  erhält  durch 
AullöNcn  derselben,  wie  oben  gezeigt,  für  jede  dieser  Unbekannten  drei  Werthe. 
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Setzen  wir  der  Kürze  halber  die  arithmetischen  Werthe  der  betreffenden  Wurzeln 


(und  beachten,  dass  das  doppelte  Vorzeichen  vor  der  Quadratwurzel  überflüssig 
ist,  da  die  Werthe  von  jfi  und  z^  einander  wechselweise  gleich  sein  würden),  so 
hat  man 

Da  nun  x  =y  -4-  x,  und  man  jeden  der  drei  Werthe  von  y  mit  jedem  der 
drei  Werthe  von  z  verbinden  kann,  so  erhält  man  anscheinend  für  x  neun  Werthe. 
Von  diesen  sind  jedoch  zufolge  der  Gleichung  (4)  nur  diejenigen  gültig,  deren 
Produkt  den  reellen  Werth  —  \p  hat.  Scheidet  man  alle  übrigen  aus,  so  behält 
nan  drei  Wurzeln  für  die  reducirte  kubische  Gleichung  übrig,  nämlich 

*i  =yt  -K  «1;  ^  =  J^  -+-  ^s;  ^  =  J^  +  «2,  oder 

Von  diesen  drei  Formeln  wird  die  erste,  also  in  vollständiger  Schreibweise 
die  Fonnel 

die  Cardanische  Formel  genannt 

3.  Ist  hierbei  ^^  4-  ^'^^  positiv,  so  sind  die  Quadratwurzeln  reell  und  folg- 
iich  muss  auch  xi  reell  werden,  während  X2  und  x^  imaginäre  Werthe  erhalten. 
In  diesem  Falle  hat  also  die  kubische  Gleichung  stets  eine  reelle  und  zwei  ima- 
ginäie  Wurzeln. 

Ist  dagegen  ^  -h  ^^3  negativ,  so  erscheinen  alle  drei  Wurzeln  unter 
complexcr  Form.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  /  negativ  und  der  absolute  Werth 
von  ^^  grosser  als  \q^  ist  Man  darf  jedoch  hieraus  nicht  schliessen,  dass  die 
drei  Wurzeln  der  Gleichung  selbst  imaginär  seien,  denn  da  die  imaginäre  Grösse 
^ter  jedem  der  beiden  Kubikwurzelzeichen  vorkommt,  so  ist  es  denkbar,  dass 
die  imaginären  Bestandtheile  sich  gegenseitig  aufheben. 

In  der  That  lässt  sich  zeigen,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  stets  sämmtliche 
drei  Wurzeln  der  Gleichung  reell  sind;  da  dies  jedoch,  sowie  die  Bestimmung 
der  drei  reellen  Wurzelwerthe  mit  den  bisherigen  Hülfsmitfeln  der  elementaren 
Aiithmetik  allein  nicht  ausführbar  ist,  so  hat  man  diesen  Fall  denirreducibelen 
(casus  irredudbilis)  genannt 

Der  Beweis  der  vorstehenden  Behauptung  und  die  Auflösung  der  kubischen 
Gleichungen  für  den  irreducibelen  Fall  gelingen  leicht  mit  Hülfe  der  Trigono- 
n^etrie.  Unter  der  Voraussetzung  dass  die  betreffenden  goniometrischen  Lehren, 
^Iche  später  erörtert  werden,  vor  diesem  Paragraphen  eingeschaltet  gedacht 
^f  soll  im  Nachstehenden  die  goniometrische  Behandlung  des  irreducibelen 
Falles  auseinander  gesetzt  werden: 

Da  dieser  Fall  nur  bei  negativen  Werthen  von  /  eintreten  kann,  so  soll  die 
^o^nilösende  reducirte  Gleichung  in  der  Form 

aß — pxdi^  =  0 
K^brieben  werden,  wobei  /  und  ^  nur  im  absoluten  Sinne  genommen  sind. 

7* 
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Setzt  man  nun  hier 

wo  r  und  ^  einstweilen  unbekannt  sind,  so  geht  die  Gleichung  nach  Division 

mit  f*  über  in 

P  ^ 

sin^ff  —  ^  smtf  d:  ^  =  0. 

Vergleicht  man  hiermit  die  goniometrische  Formel 

sin^if  =  Ssififf  —  Asiffiff, 
oder  sin\  —  ^sin^  H-  ^sin^^  =  0, 

so  sieht  man,  dass  beide  Gleichungen  identisch  werden,  wenn  man  r  und  9  so 
bestimmt,  dass 

wird.    Hieraus  folgt 


-vu 


3 
wobei  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne  genommen  wird,  und 


««39  =  d:y==t|/ 


27^ 


4/8 

Da  nun  in  dem  irreducibelen  Falle  ^^  >  {^'^,  also  4/^  >  27^  ist,  so  giebt 
es  stets  einen  Winkel  3  9,  dessen  Sinus  den  vorstehenden  Werth  besitzt  Durch 
den  Winkel  3  9  erhält  man  auch  den  Winkel  9,  und  da  r  ebenfalls  bestimmt  ist, 
auch  X  ^=  r  •  sin^. 

Hierbei  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  zu  jedem  gegebenen  Sinus  unendlich 
viele  Winkel  gehören.    Es  sei  zunächst  die  Gleichung 

x^  — px  4-  ^  s=  0 
vorausgesetzt,  so  liefert  die  Gleichung 


j«f3(p=4-  1/ 


27^2 


4f» 
zunächst  ftlr  3^  einen  spitzen  Winkel  &  und  ausserdem  die  Winkel 

2^  — d,  4^-i-d,  6^— d,  8^-f-d,  u.  s.  w. 
und  demnach   erhält  man  fUr  x=srsin^  anscheinend  unendlich  viele  Werthe, 
nämlich 

rsinib,  rw«(60°  — ^d),    r  • ««  (120° -♦- i»), 
r  .  sin  (180°  —  J»),     rsin  (240°  4-  J»),  u.  s.  w. 

Mit  Hülfe  der  Formeln  sin  (180°  —  a)  =  sina;   sin  (180°  -h  a)  =  —  xma  findet 
man  aber,  dass  sin  (120°  -♦-  i»)  =  «ii  (60°  —  i*), 

flu  (180°  —  i^i)  s  jiVi  ^d.  u'  s.  w.,  und  dass  somit  die  obigen  Werthe  von  x  sich 
auf  nur  drei  verschiedene,  nämlich 

r  .  sin  i»,  r  •  sin  (60°  —  i*), 

r '  sin  (240°  -h  P)  =  —  r  •  xm  (60°  -♦-  i») 
redudren. 

Für  die  Gleichung  jfi—px —  g^sQ 

ergiebt  sich  dasselbe,  nur  ist 

mithin  kann  man  3f  und  f  als  negative  Winkel  ansehen,  und  die  drei  Wurzeln 
sind  den  obigen  drei  bezüglich  entgegengesetzt  gleich. 
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Man  hat  also  für  den  irreducibelen  Fall  folgende  Auflösung: 
Für  jfi  — px  d:  ^  =  0 

so  Bt 

xi  =  db  r  •  sififf,  X2=±:  rsin (60°  —  9),  j^jj  =  :^  rsin (60°  4-  9) 

Beispiel:   jc»— 19^-4- 30  =  0 

''=2  y^  iogr^  0,70185  hg  sintf  =  9,59915 

^      ^  120        log  sin  39  =  9,97363      log  sin  (60°  —  9)  =  9,77529 

smSf-  ^  3  9  =  70°14',0     Ä?^  ««(60°  4- 9)  =  9,99712 

9  =  23°  24',7  log  xi  =  0,30100 

60°  —  9  =  36°  35',3  logX2  =  0,47714 

60°  -h  9  =  83°  24',7  log  x^  =  0,69897  n 

XI  =  1,9999 
X2  =  3,0001 
jcjj  ==  —  5,0000. 

Man  hat  also  nahezu  die  drei  Wurzeln:  2,  3,  —  5  gefunden.  Durch  Sub- 
stitution dieser  letzteren  Zahlen  für  Jt  in  die  gegebene  Gleichung  überzeugt  man 
sich,  dass  dieselben  die  genauen  Wurzelwerthe  sind.  Die  kleine  Abweichung 
der  vorher  gefundenen  Resultate  rührt  von  der  Ungenauigkeit  der  Rechnung  mit 
den  auf  5  Decimalen  abgekürzten  Logarithmen  her. 

4.  Es  ist  leicht  eine  Gleichung  dritten  Grades  zu  bilden,  welche  drei  gege- 
bene Wurzeln  a,  d,  c  hat,  denn  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur 

{pc—  a)  {x  —  b)  {x  —  r)  =  0 
zu  setEen  und  die  linke  Seite  zu  entwickeln.  Es  ergiebt  sich  dann,  dass  der 
Coeffident  von  ^  gleich  der  Summe  sämmtlicher  den  Wurzeln  entgegengesetzt 
gleichen  Zahlen,  der  Coefficient  von  x  gleich  der  Summe  sämmtlicher  Produkte 
v&  je  zweien  dieser  Zahlen,  endlich  das  Glied  ohne  x  gleich  dem  Produkte 
aller  drei  Zahlen  ist  Man  kann  auch  aus  den  vorhergegangenen  Entwicklungen 
zeigen,  dass  umgekehrt,  weim  a,  b,  c  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

jc«  -h  Ax^  4-  ^^  4-  C-4-  0 
sind,  stets    ^  =  —  (a  -h  ^  4-  ^) 
B^^ab-^ac  -\-  bc 
C= — abc 

Sern  muss.  Wir  gehen  hier  auf  derartige  Entwicklungen  nicht  näher  ein,  da 
dieselben  nur  besondere  Fälle  allgemeiner  Lehrsätze  enthalten,  welche  mit 
letrteren  abzuleiten  und  zu  beweisen  sind. 

§  54.    Die  Auflösung  der  Gleichungen  vierten  Grades.    (Biquadratische 

Gleichungen.) 

Hsis,  §  97,  98.    Bardey  XXXEL 

1.  Jede  geordnete  Gleichung  4ten  Grades  mit  einer  Unbekannten  hat  die 
Form 

A:fi  4-  Ba^  -f-  C*2  -f-  Z>jc  -f-  iE  =  0 

^  kann  durch  Division  mit  A  auf  die  Form 

x^  -h  aaß  -H  bx^  -^-cx-^  ^=  0 
gebracht  werden.    Ist  ^ssO,  so  hat  man,  entsprechend  wie  bei  den  Gleichungen 
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zweiten  und  dritten  Grades,  zunächst  die  Wurzel  x^s^O,  und  ausserdem  ist  die 
kubische  Gleichung 

aufzulösen.  Sind  a,  b  und  c  gleichzeitig  gleich  Null,  so  hat  man  die  reine 
biquadratische  Gleichung 

für  welche  sich  zunächst  der  arithmetische  Wurzelwerth 

ergiebt,  ausserdem  aber  durch  Ausführung  der  Division  in 

x^-\'  d 

eine  Gleichung  dritten  Grades,  welche  zeigt,  dass  für  jede  vierte  Wurzel  aus 
einer  Zahl  im  allgemeineren  Sinne  vier  Werthe  existiren. 

Ist  a  =:  0,  so  heisst  die  Gleichung  wieder  eine  reducirte,  und  jede  nicht 
reducirte  biquadratische  Gleichung  lässt  sich  mittelst  der  Substitution  x  =  jr  +  « 
und  nachherige  geeignete  Bestimmung  von  a  durch  eine  reducirte  ersetzen.  Es 
ergiebt  sich  nämlich  hierbei  a  s»  —  ^a,  was  immer  möglich  ist 

Wir  dürfen  daher  im  Folgenden  voraussetzen,  dass  die  aufzulösende  Gleichung 

eine  reducirte  sei  und  für  dieselbe  die  Form 

Ä*-|-/Ä»4-^^4-r  =  0        (1) 
annehmen. 

Setzt  man 


so  wird 


jc  =  m-  r  H-  «f,        (2) 

Ä»  =  »3  H-  i>a  -^  ai8  H-2  (iir  -Mittf  H-  vw\ 

[ä»  —  (»J  -♦-  »*  4-  w>)P  =4(»2«^H-i**«^-4-»^w^H-8  uvw  (»  +  r  -4-  w), 
woraus  man  durch  weitere  Entwicklung  leicht 
Ä*  —  1{fß  -♦-  »*  H-  w^  Ä»  —  %uvW'  X  -f-  [(«»  -f-  rß  -hi»*)>— 4  (tßrß  -4-  0ttß  -{-ißw^] 

«0 
erhält    Diese  Gleichung  wird  mit  der  obigen  (1)  identisch,  wenn  man 

4  (ii*  -4-  »»  -*-  w»)  =«  —  2/, 

le  (««f^ -t- «*  w» -h  i^  w>)  =/*  — 4  r 

setzt    Man  hat  also  nur  aus  diesen  letzteren  Gleichungen  die  Weithe  von  u,  v, 

w  zu  bestimmen,  um  mittelst  (2)  auch  x  finden  zu  können.    Setzt  man  zur  Ab- 

kürzung 

4«'  =5*1,  4r*  =5*2,  4fr'  =  5,, 

80  gehen  die  vorstehenden  Gleichungen  über  in 

*i  -*-*,-*-*,=  —  2/, 

«1  «j  «•     =*  -*-  9^ 
5j  *,  -I-  «j  5,  -I-  «,  «,  =/»  —  4r, 

und  aus  dem  am  Schlüsse  des  §  53  angegebenen  Satze  ergiebt  sich,  dass  ip 
f  i,  s,  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

»»-♦-2/«»-i-(^«  — 4r)»  — ^««0        (3) 
sind.    Hat  man  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  die  Werthe  von  S|,  S|,  ij, 
gefunden,  so  ergiebt  sich 

Da  man  jeden  der  beiden  Werthe  von  u  mit  jedem  der  Werthe  von  v  und 
von  w  combiniren  kann,  so  erhält  man  aus  (2)  anscheinend  acht  verschiedene 


'a  >  0,  «, : 

f>0 
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Werthe  von  x.  Zufolge  der  Bedingung  Suvw  =  —  g  verringert  sich  jedoch  diese 
Zahl  auf  vier,  ^e  folgende  Untersuchung  zeigt: 

Die  drei  Wurzeln  z^,  z^,  5,,  der  Gleichung  (3)  sind  entweder  sämmtlich  reell, 
oder  eine  ist  reell  und  die  beiden  andern  sind  imaginär.  Die  letzteren  haben 
dum  die  Formen 

und  ihr  Produkt  z^  z^^=V  -\- 1)^  ist  stets  positiv.  Da  nun  z^  z^  z^  ==  ^'  immer 
positiv  sein  muss,  so  folgt,  dass  unter  allen  Umständen  eine  der  Wurzeln  der 
Gldchung  (3)  reell  und  positiv  ist  Als  diese  letztere  Wurzel  möge  die  mit  Zj 
bezeichnete  angenommen  werden. 

Sind  nun  alle  drei  Wurzeln  reell,  so  sind  z^  und  z^  entweder  beide  positiv,  oder 
beide  negativ.  Die  Betrachtung  der  hiemach  möglichen  Fälle  ergiebt  nun  Folgendes : 

a)  Sind  z^  und  z^  positiv,  so  folgt  aus  Suvw  =^ — ^,  dass  für  positives  g 
anter  den  Grössen  u,  v,  w  entweder  zwei  positiv  und  eine  negativ,  oder  dass 
alle  drei  negativ  sein  müssen,  und  dass  daher  nur  die  vier  Combinationen 

*3 = i  (—  ■/«!_-<-  y  «^-H  y«ä) 
^4  ==  i  (—  v^i — y*« — yö 

statthaft  sind.  Ist  dagegen  q  negativ,  so  hat  das  Produkt  uvw  entweder  einen 
positiven  und  zwei  negative  oder  drei  positive  Faktoren,  und  man  erhält: 

.  ^ = i  (+ y77— y^— y^ 
•^i» = i  c—  YTi-^  y^~"  y«3) 
^ = i(— yn"— y^"^  y  ^«) 

b)  Sind  Z2  ^ind  z^  negativ,    so  kann  man 
setzen,  und  es  wird  dann 

8  «zfw = db  yir&&  (y=n;)2=  db  y^Tüö  (— 1). 

Es  erhält  also  dieses  Produkt  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  wie  vorhin, 
ond  man  hat  daher  für  positives  q  die  Formeln  (5),  für  negatives  die  Formeln  (4) 
w  nehmen;  es  gelten  also  (4)  auch  für 

*,  <  0,  «3  <  0,  ^  <  0,  und  (5)  für  «2  <  0,  «3  <  0,  ^  >  0. 

c)  Sind  endlich  z^  und  53  imaginär,  so  hat  man 

8«tfar=zfcy,i(?-i-T,|/irr).(5~T)y=T)=zfcy«i(E2-Hi32), 

und  hiemach  besitzt  das  Produkt  Suvw  dasselbe  Vorzeichen,  als  wenn  z^  und 
M  positiv  wären;  es  gelten  also  in  diesem  Falle  dieselben  Formeln,  wie  unter  a). 
%  Aus  der  vorstehenden  Untersuchung  geht  noch  hervor,  dass  alle  vier 
Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung  reell  sind,  wenn  die  Wurzeln  der  kubi- 
schen Htilfsglcichung  (3)  sämmtlich  reell  sind.  Sind  dagegen  ^r^'und  «3  nega- 
tiv, also  im  obigen  Falle  b),  so  erhält  man,  wenn  «,  =  z^  ist,  zwei  einander 
glochc  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  anderenfalls  sind  alle  vier  Wurzeln 
°MginäL    Sind  endlich  «,  und  53,  wie  im  Falle  c),  imaginär,  so  kaim  man,  da 

T^h§  42 

(a  dz  bty  =  (a  d:  bi)  {a  zfc  bt)  =  a»  —  ^>  zfc  2abi  ist, 

veon  man  a>  —  ^>  =  £,  ^ab  =  t)  setzt  und  diese  Gleichungen  auf  a  und  b  auflöst, 


«2>0,  «8>0 
g<0 
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wetzen^  und  die  Anwendung  dieser  Umfonnung  auf  die  betreffenden  Auflösungs- 
formeln ergiebt  in  diesem  Falle  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln. 
Kf  sei  beispielsweise  die  Gleichung 

aufzulösen,  so  ist  /  =  —  7,  ^  =  —  12,  r  =  -h  18,  also  die  HlÜfsgleichung: 

z»  —  I4z^  —  235  —  144  =  0. 

Die  Auflöstmg  der  letzteren  ergiebt 

5i  =  16,  «,  =  —  1  -4-  }/— 8,  *j  =  —  1  — >^— 8. 

Da  hier  6  ==  —  1,  ij  =  ys  ist,  so  ergeben  die  vorstehenden  Formeln 

1/^=1+/=^  v^=i— y^^ 

und  da  ^  negativ  ist,  so  sind  weiterhin  die  Formeln  (5)  anzuwenden,  und  man 
erhält 

;r,  «  i  (-+-  4  -4-  1  -h  Y^^  -h  1  —  1/=^)  =  -h  3 


jr 


st 


= i  ( -+- 4 — 1 — y=^ — n- >/=^)  = -h  1 


jr,=  i(— 4 -h  1 -h  >/=^--- 1 -h  y=^)  =  —  2 -h  1/=^ 

3,  Die  im  Vorstehenden  entwickelte  Methode  der  Auflösung  biquadratischer 
(;teir.hungen  heisst  die  EutER'sche  oder  CARTESius'sche.  Man  hat  ausserdem 
noch  verikchiedene  andere  Methoden  entwickelt,  unter  denen  die  von  Ampere 
liCNondcrs  bemerkenswerth  ist.  Man  kann  die  Schluss-Formeln  derselben  aus  den 
olligen  KtJMtR'schen  ableiten,  indem  man  Sj  ^^^  ^s  durch  z^  ausdrückt^  wobei 
«I  wieder  die  positive  Wurzel  der  HUlfsgleichung  bezeichnen  soll.  Löst  man 
nämlich  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Gleichungen 

1, -*-«i  =  — 2/  — «1, 

±2>/S7^=-^, 

r't 
wobei  y$i    im  absoluten  Sinn    und   demnach    links  das  Zeichen  +  oder  — 

gewählt  werden  soll,  je  nachdem  q  positiv  oder  negativ  ist^  auf  |/s^  und  y^  auf, 
so  erhält  man  l)ci  positivem  f  

j/aj  ..  |/i7=  1/— 2/  — 51  — "^' 

dagegen  bei  negativem  q 
V  «i  -^  }'  *n-=  1/—  2/  —  »1  —  -^?r  f 


^i^tlt  nmn  das  erste  dieser  Paare  von  Werthen  in  die  Fonnelgnippe  (4),  das 
^Wi'Mf«  In  (ro  ein,  »o  wenlen  beide  Gruppen  identisch.  Man  gewinnt  also  den 
V«<fil(i>l),  ilrt*!«  die  Unterscheidung  positiver  und  negativer  ^  nicht  mehr  nöthig 
Ul«  iiiiil  ilfiim  nmn  nur  die  eine  positive  Wurzel  der  HUlfsgleichung  zu  berechnen 
liiMiiitii,  Miiil  lull  Ml  i\\T  alle  Fallei  wenn  man  noch  der  Abkürzung  halber 

y'ij  --JP   seilt,  die  Formeln: 
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^1 

Für  das  obige  Beispiel  hat  man  hiemach,  da  ^  =  4  war, 

xi\  1  f .    .     /-rl       4  db  2       -^  3 


;-  i\*^y^]- 


■^2 r~    2  1'^]""   2      -M' 


|j  =  -i(4:^l/:::8)=-2=b/:r2 


^4j 

Der  Versuch,  Gleichungen  von  höheren  Graden  als  dem  vierten  all- 
gemein aufzulösen,  führt  auf  Hülfsgieichungen,  welche  schwieriger  als  die  ursprüng- 
liche sind,  und  es  ist  von  verschiedenen  Seiten  bewiesen  worden,  dass  es  über- 
haupt unmöglich  ist,  für  solche  Gleichungen  allgemeine  algebraische  Auflösungs- 
Fonneln  aufzustellen.  In  Betreff  dieser  Beweise  selbst  muss  hier  auf  die  ein- 
gehenderen Werke  über  die  Lehre  von  den  Gleichungen  verwiesen  werden. 
Dieselben  gelten  jedoch,  wie  bemerkt,  nur  für  die  allgemeinen  Gleichungen, 
i  h.  für  den  Fall,  dass  für  die  —  in  Buchstaben  angegebenen  —  Coefficienten 
keine  besonderen  Annahmen  oder  Bestimmungen  gemacht  sind,  und  dass  die- 
selben also  auch  von  einander  in  keiner  Weise  abhängen.  Dagegen  kann  die 
Auflösung  auch  höherer  Gleichungen  in  speciellen  Fällen  wol  gelingen.  Die 
Behandlung  solcher  Fälle  und  namentlich  die  Auflösung  numerischer  Gleichungen 
Ijöherer  Grade  wird  jedoch  zweckmässig  an  einer  späteren  Stelle  gelehrt  werden. 


Anhang  3. 
Die  Proportionen. 

Heis  §  31,  32. 

§55.    Begriff  und  einfachste  Umformungen  der  Proportionen. 

1.  Eine  besondere  Art  von  Gleichungen,  welche  in  den  Anwendungen  be- 
sonders häufig  vorkommen,  sind  die  Verhältniss-Gleichungen  oder  Proportionen. 

Unter  einem  Verhältniss  versteht  man  nach  §  8  den  Quotienten  zweier  gleich- 
utiger  Grössen.  Diese  letzteren  heissen  die  Glieder  des  Verhältnisses  (Vorder- 
^edund  Hinteiglied).  Da  für  einen  Quotienten  die  allgemeinen  Gesetze  der  Divi- 
M  gelten,  so  folgt,  dass  der  Werth  eines  Verhältnisses  (von  Manchen  auch  der 
Exponent  desselben  genannt)  sich  nicht  ändert,  wenn  beide  Glieder  mit  derselben 
onbenannten  Zahl  multiplicirt  oder  durch  dieselbe  dividirt  werden.  Zu  jedem 
gegebenen  Verhältniss  lassen  sich  hiemach  unendlich  viele  ihm  gleiche  Verhält- 
nisse bilden.  Jedes  Verhältniss  rationaler  Zahlen  lässt  sich  durch  ein  gleiches 
Verhältniss  ganzer  Zahlen  darstellen,  welche  relative  Primzahlen  sind. 

Eine  Proportion  ist  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Verhältnissen. 
So  and  z.  B. 

15«  :  3*  =  10«« :  2*«;       8^*« :  4*^««  =  6  Mark  :  3  Mark; 
9    :7    =4^    -.3^;       a:d         ^c\d 
Proportionen.    In  einer  solchen  sind  die  Glieder  eines  jeden  einzelnen  Verhält- 
Msses  entweder  gleichbenannt,   oder  beide  unbenannt;   die  Glieder  des  einen 
Verhältnisses  brauchen  nicht  mit  denen  des  anderen  gleichbenannt  zu  sein. 

In  jeder  Proportion  a\b=^c\d  heissen  a  und  d  die  äusseren,  b  und  c  die 
inneren  Glieder. 
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2.  Ist  a:d  =  Cid,  und  multiplicirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  öd 
(schafft  also  die  Divisoren  aus  derselben),  so  erhält  man 

a  '  d  =  d  '  c. 
Hierbei    sind   unter  a,    d,   c,  d,  oder  doch  unter  den  Gliedern  eines  einzelnen 
der  beiden  Verhältnisse,  falls  dieselben  benannt  waren,  die  betreffenden  unbe- 
nannten Maasszahlen  zu  verstehen.    Aus 

15*«:  3*«=  10«:  2* 
folgt   also   beispielsweise    15  •  2  =  3  •  10  oder  15*»  •  2  =  3*»  •  10  oder  2*  •  15  = 
10«»  •  3. 

Unter  der  somit  gemachten  Voraussetzung,  welche  auch  für  entsprechende 
Fälle  im  Folgenden  ein-  für  allemal  festgesetzt  sein  soll,  gilt  also  der  Satz: 

Das  Produkt  der  äusseren  Glieder  einer  jeden  Proportion  ist 
gleich  dem  Produkt  der  inneren. 

Die  Gleichung  a:  d  =  c  :d  oder  die  aus  ihr  abgeleitete  ad^=bc  kann  als 
Bestimmungsgleichung  für  jedes  der  vier  Glieder  als  Unbekannte  dienen.  Durch 
Auflösen  derselben  ergiebt  sich:  Jedes  innere  Glied  ist  gleich  dem  Produkt  der 
beiden  äusseren,  dividirt  durch  das  andere  innere,  und  jedes  äussere  Glied  ist 
gleich  dem  Produkt  der  beiden  inneren,  dividirt  durch  das  andere  äussere. 

Dieser  Satz  findet  Anwendung  zur  Auflösung  der  meisten  Aufgaben  des 
bürgerlichen  Rechnens  (Zweisatz-  oder  Regel  deTri-Rechnung,  Zinsrechnung  u.  s.  w.) 
So  verhalten  sich  z.  B.  die  Preise  gleichartiger  Waaren-Mengen  wie  deren  Gewichte 
oder  wie  deren  Volumina,  die  Zinsen  eines  Kapitals  bei  demselben  Procentsatz 
wie  die  Anzahl  der  Jahre,  u.  dgl.  m. 

Aus  dem  angeführten  Satze  folgt  femer:  Stimmen  zwei  Proportionen  in 
je  drei  gleichstelligen  Gliedern  mit  einander  überein,  so  sind  auch 
ihre  vierten  Glieder  einander  gleich,  oder  ist 

a\b=iCix,  und  a\b=^  ciy,  so  ist  auch  x  ^=y. 

3.  Aus  jeder  Gleichung  zwischen  zwei  Produkten  lässt  sich  umgekehrt  eine 
richtige  Proportion  bilden,  indem  man  die  Faktoren  des  einen  Produkts  zu  inneren, 
die  des  anderen  zu  äusseren  Gliedern  macht,  denn  ist  ad=^bc,  so  folgt  durch 

Division  beider  Seiten  mit  bd.  dass  auch  -r  =  --y  oder  a  :  ^  =  ^ :  //  ist 

'  b       d 

Eine  Proportion  ist  also  richtig,  wenn  das  Produkt  der  äusseren  Glieder  der- 
selben gleich  dem  Produkt  der  inneren  ist 

Daher  kann  man  aus  jeder  Proportion  andere  richtige  Proportionen  durch 
Umstellung  ihrer  Glieder  ableiten,  wenn  man  dabei  nur  dafür  sorgt,  dass  die 
äusseren  Glieder  beide  äussere  bleiben  oder  beide  innere  werden.  Bildet  man 
nach  dieser  Regel  alle  möglichen  Umstellungen  der  Glieder,  so  erhält  man  statt 
einer  gegebenen  Proportion  im  Ganzen  acht  Proportionen,  nämlich 

1)  a:b  =  c:d  5)  b:a  =  d:c 

2)  a:c  =  b:d  6)  b: d=  a :  c 

3)  dlb=c\a  7)  c\a^d\b 
A)  d:c=^b:a                  S)  c:d=a:b. 

Von  diesen  acht  Proportionen  entsteht  die  8te  aus  der  Iten,  die  6te  aus  der 
2ten,  die  7te.aus  der  3ten  und  die  5te  aus  der  4ten  durch  blosse  Vertauschung 
der  beiden  Seiten  der  Gleichung.  Von  den  übrig  bleibenden  entsteht  die  vierte 
aus  der  ersten  und  die  dritte  aus  der  zweiten  durch  Vertauschung  der  Seiten  und 
gleichzeitige  Umkehrung  beider  Verhältnisse.  Von  besonderer  Bedeutung  unter 
den  Umstellungen  der  ersten  Proportion  ist  daher  nur  die  zweite,  welche  sich  in 


Anh.  3.     Proportionen.  107 

dem  Satze  aussprechen  lässt:  Die  Vorderglieder  einer  Proportion  ver- 
halten sich  zu  einander,  wie  die  entsprechenden  Hinterglieder. 

Es  mag  auch  hier  darauf  aufinerksam  gemacht  werden,  dass  dieser  Satz  nicht  ohne  Weiteres 
auf  PR^xntionen  zwischen  benannten  Zahlen  angewendet  werden  kann,  sondern  dass  dabei  die 
etwaige  Verschiedenheit  der  Benennungen  zu  berücksichtigen  ist  So  kann  beispielsweise  aus 
3  Kgr. :  7  Kgr.  =  6  M. :  14  M.  nicht  gefolgert  werden,  3  Kgr. :  6  M.  =  7  Kgr. :  14  M.,  sondern  nur 
3:6  =  7:14,  oder  etwa  3  Kgr. :  6  Kgr.  =  7  M. :  14  M.,  denn  ein  Verhältniss,  wie  3Kgr.:6M. 
hat  kdoen  Sinn,  da  unmöglich  gefragt  werden  kann,  wie  oft  6  Mark  in  3  Kilogramm  enthalten  seien. 

Die  vorstehend  erörterte  Möglichkeit  der  Umstellung  der  Glieder  einer 
Pn^rtion  gestattet  immer,  wenn  ein  unbekanntes  Glied  einer  Proportion  gesucht 
«iid,  die  letztere  so  zu  schreiben,  dass  die  gesuchte  Unbekannte  das  vierte 
Glied  ist  Aus  der  —  übrigens  nicht  nothwendigen  —  Annahme  einer  solchen 
giachmässigen  Schreibweise  ist  die  Bezeichnung  «vierte  geometrische  Proportio- 
nale zu  drei  gegebenen  Zahlen»  hervorgegangen.  Die  vierte  geometrische  Pro- 
pomonale  za  a,  d  und  c  ist  also  die  Grösse  x  in  der  Proportion  a:  ö=  c:x, 
und  es  ist  nach  dem  Vorigen 

de 
a 

Umgekehrt,  istx  =  — ,  so  ist  x  die  vierte  geometrische  Proportionale  zu  a, 

^  und  r.  Sind  dabei  ö  und  c  einander  gleich,  so  nennt  man  auch  x  die  dritte 
geometrische  Proportionale  zu  a  und  d.  Unter  derselben  versteht  man  also  die 
Grösse  x  in  der  Proportion  a:d^=  d:x, 

4.  Sind  die  beiden  inneren,  oder  sind  die  beiden  äusseren  Glieder  einer 
Proportion  einander  gleich,  so  heisst  die  letztere  eine  stetige  Proportion,  und 
das  gleiche  Glied  heisst  die  mittlere  geometrische  Proportionale  oder  kürzer  das 
geometrische  Mittel  zwischen  den  beiden  anderen.  Ist  also  x  das  geometrische 
Mhtel  zwischen  a  und  d,  so  ist 

a:x  =  x:ö  oder  aß  =  a»  d  oder  x  =  yäl. 

Die  Bezeichnungen  cgeometrische»  Proportion,  geometrisches  Mittel  u.  s.  w. 
lötfen  von  der  früher  üblichen  Unterscheidung  zweier  Arten  von  Verhältnissen 
Dnd  Proportionen  her,  welche  man  arithmetische  und  geometrische  nannte. 
Während  man  bei  den  im  Vorigen  behandelten  geometrischen  Verhältnissen  zur 
Vergleichung  zweier  Zahlen  fragt,  wie  oft  die  eine  in  der  anderen  enthalten, 
oder  wie  viele  mal  die  letztere  grösser  als  jene  sei,  fragt  man  bei  einem  arith- 
metischen Verhältniss,  um  wie  viel  die  eine  Zahl  grösser  als  die  andere  sei. 
Während  also  eine  geometrische  Proportion  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Quo- 
'icoten  ist,  hat  man  unter  einer  arithmetischen  Proportion  eine  Gleichung  zwischen 
^wei  Differenzen  zu  verstehen,  wie  z,  B,  a  —  d  =  c  —  ä.  Ist  eine  solche  stetig, 
»st  also  z.  B.  a  —  x  =  x  —  ä,  so  heisst  das  gleiche  Glied  x  die  mittlere  arith- 
metische Proportionale,  oder  kürzer  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  beiden 

«wcren.    Es  ist  dann  2  x==a-^  ä,  oder  x  =  — 5 — .   Allgemeiner  versteht  man 

unter  dem  arithmetischen  Mittel  beliebig  vieler  Zahlen  diejenige  Zahl,  welche 
man  erhält,  weim  man  die  Summe  der  ersteren  durch  ihre  Anzahl  dividirt.  — 
Im  Folgenden  wird,  wie  vorher,  von  den  arithmetischen  Proportionen  abgesehen 
^  unter  einer  Proportion  schlechthin  stets  eine  geometrische  verstanden. 
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§  56.  Abgeleitete  und  zusammengesetzte  Proportionen. 

1.  Aus  einer  gegebenen  Proportion  lassen  sich  andere  Proportionen  ableiten, 
indem  man  mit  beiden  Seiten  gleiche  Veränderungen  vornimmt    So  folgt  aus 

a:b^  cid, 

a  c  a'^b      c  "^  d 

-7-^1=  "T  ^  1>  oder  — 7 —  =  — T—,  oder 
b  d  b  d 

{a'^b):b^{c'hd):d und  {a-'b)ib  =  {c  —  d)id. 

Verfährt  man  ebenso  mit  b:a=:d:c,  so  erhält  man 

{a-i-  b):a=:{c  -{-  d):c  und  {a  —  b):a  =  {c  —  d):c. 

Daher  ist  auch  (a-h  b):{c'^  d)  =  a:c=^  bid, 

(a  —  b):(c  —  d)  =  a:c  =  b:d,  mithin  auch 

(a'hb):(c'hd)=  {a  —  b):{C'-d),  und 

(tf  -K  ^) :  («  —  ^)  =  (^  4-  ^  :  (^  —  d). 

Leitet  man  aus  der  gegebenen  Proportion  zunächst  die  andere 

a:c  =  b:d 

ab,  so  erhält  man  aus  dieser  in  entsprechender  Weise 

(a±ic):a  =  {b±id):bf  u.  s.  w. 

2.  Werden   mehr   als   zwei  Verhältnisse  einander  gleich  gesetzt,  so  erhält 
man  eine  sogenannte  fortlaufende  Proportion,  wie  z.  B. 

a:At=zb:B  =  c:C=id:D^=:,.,, 
welche  sich  auch  in  der  Form 

aibicid:  , , ,  ^s^AzBiCiD:  .  . . 

schreiben    lässt    Hier    verhalten  sich  jede   zwei  beliebige  Glieder  der   einen 

Seite  zu  einander,  wie  die  gleichstelligen  Glieder  der  andern  Seite. 

Gilt  die  fortlaufende  Proportion 

aiA^ssb:  ßs^ciC^diD^  . .  . , 
80  ist  auch 

{aa^b^±ict±id^  . .)  :  {Aa  ^B^-^Ct^iD^  . . .)  ^  a  :  A  ^  b  :  ß,   u.  s.  w., 

wobei   a,  ß,  7,  d,  . .   beliebige    Coefiicienten  sind,   und  in  beiden  Gliedern  des 

Verhältnisses  an  gleichen  Stellen  dasselbe  Zeichen  zu  nehmen  ist    Bezeichnet 

a       b 
nämlich  f  den  Werth  der  sämmtlicben  Quotienten  -j-,   -^  u.  s.  w.,  ist  also  a  sr  Af, 

b^  Bq  u.  s.  w.,  so  ist 

afi±b^±.ri±:d^         Aq  a  zt  Bq^  ±  C^t  :±  Dq^  _     Aa  ±i  B^  zt  Oj  ±  D^ 

A(i'±  Jf^±C^:hDB^      Aa±^  i  CV  ±  Z>Ö     ""'"^a  zt  B^±Otzt  D^^  ^' 

Insbesondere  ist  daher  auch 

{a±b^c±id..):{A±iB±  C±  D  .,)^a:A,  u.  s.  w. 

8.  Sind  femer  zwei  oder  mehrere  Proportionen 

aib^cid,  AiB^CiD 

gegeben,  so  lässt  sich  aus  ihnen  eine  neue  Proportion  durch  Multiplication,  und 

ebenso  auch  durch  Division  der  gleichstelligen  Glieder  ableiten.   Denn  da  Gleiches 

mit  Gleichem  muldplicirt,   und  ebenso  Gleiches  durch  Gleiches  dividirt,  wieder 

Gleiches  giebt,  so  folgt  aus 

a       c      ^     A         C 
■  -  ^  —  und  —  ^  — • 
b       d  B         D' 

a       A        <       C        ,  a      A        c       C       . 
dass  auch  ^  .  -^-  «  ^  .  -^  und  -^  :  -^  =  _  ;  _,  oder 

aA.bB^tC.dD  und  -J  : ^  « -^  :  ^ 
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ist  Eine  Proportion,  welche  aus  zwei  oder  mehreren  anderen  Proportionen 
durch  Multiplication  der  gleichstelligen  Glieder  abgeleitet  werden  kann,  heisst 
aus  diesen  letzteren  Proportionen  zusammengesetzt. 

Insbesondere  können  die  Proportionen,  aus  welchen  eine  andre  zusammen- 
gesetzt wird,  auch  einander  gleich  sein;  aus  aib^^cid  folgt  also 

Vi9:^r=r^:^;   a«:^=:^:^,  u.  s.  w. 

4.  Wenn  in  einer  Reihe  von  Verhältnissen  jedesmal  das  zweite  Glied  des 
eisen  gleich  dem  ersten  Gliede  des  nächstfolgenden  ist,  wie  z.  B.  in  a  :  ^,  ^ :  c, 
c:i..f  so  sagt  man,  dass  diese  Verhältnisse  eine  Kette  bilden. 

Bilden  die  ersten  Verhältnisse  einer  Anzahl  gegebener  Proportionen  eine 
Kette,  ist  also  z-  B.  a :  ^  =  m :  is 

c :  ^/=xr  \s 

d:e  =  i:u,  u.  s.  w. 
BBd  bildet  man  die  aus  diesen  Proportionen  zusammengesetzte  Proportion,  so  erhält 
nan  nach  Streichimg  der  gleichen  Faktoren  in  den  Gliedern  des  ersten  Ver- 
hältnisses .  ... 

a:e=^  mprt :  nqsu. 

Man  sagt  in  diesem  Fall,  das  Verhältniss  a\e  sei  aus  den  Verhältnissen  m : », 
p\q,  r:Sf  flu  zusammengesetzt 

Ist  hierbei  a:  d=im:n,  b\c=^min,  c:ä=^m:n,  u.  s.  w.,  so  erhält  man 
a:c=m^:ffi,a:  d=nß :  fß,  u.  s.w.  Man  sagt  in  diesem  Falle,  a  stehe  zu  r  im 
quadratischen,  a  zu  1/  im  kubischen  Verhältniss  von  m  zu  n. 

Bilden  auch  die  zweiten  Verhältnisse  eine  Kette,  ist  also  z.  B. 

c  :  d^=^p  :^,  u.  s.  w., 
so  \&t  a\c  '=^m\p^a\d-=^in\qi  u.  s.  w. 
Die  vorstehenden  Sätze  über  zusammengesetzte  Proportionen  können  u.  A. 
angewendet  werden   bei   der  sogenannten  Kettenrechnung  und  der  zusammen- 
gesetzten Regel  de  Tri. 

5.  Wenn  in  einem  Verhältnisse  die'  beiden  Glieder  mit  einander  vertauscht 
Verden,  so  sagt  man,  das  Verhältniss  werde  umgekehrt  So  ist  z.  B.  b\a  die 
Umkehrung  von  a'.b^  8:4  die  Umkehrung  von  4 : 8.  Ist  das  Verhältniss  zweier 
Zahlen  0,  b  gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  zweier  anderen  r,  d^  so  sagt 
man,  dass  die  ersteren  sich  zu  einander  umgekehrt  wie  die  letzteren  verhalten. 
Ist  dies  der  Fall,  ist  also  ä:b  =  d:c,  so  kann  man  auch  setzen 

A  1  1 

c     d' 
denn  das  letztere  Verhältniss  verwandelt  sich  durch  Erweiterung  mit  cd  in  das 
gleiche  die.    Das  umgekehrte  Verhältniss  zweier  Zahlen  ist  also  gleich 
dem  Verhältniss  der  reciproken  Werthe  dieser  Zahlen,  (d.  h.  der  durch 
IMsion  der  letzteren  in  1  erhaltenen  Zahlen). 

Zwei  Grössen  a,  b  stehen  also  zu  einander  im  umgekehrten  Verhältniss  der 
Quadrate  zweier  anderen  r,  d,  wenn 

a:b^=id^  :c^,  oder  <» :  ^  =  t  :  ji 

ist 

Die  umgekehrten  Verhältnisse  finden  u.  A.  Anwendung  in  der  sogenannten 
wngekchrten  Regel  de  Tri. 
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Anhang  4. 
Exponentialgleichungen. 

§57. 

Den  bisher  behandelten  Bestimmungsgleichungen  lässt  sich  eine  Gruppe 
transscendenter  Gleichungen  anschliessen,  welche  die  Unbekannten  in  Potenz- 
oder Wurzelexponenten  enthalten  und  dadurch  auf  algebraische  Formen  gebracht 
werden  können,  dass  man  jedesmal  von  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  Loga- 
rithmen (für  irgend  eine  Basis)  nimmt 

Die  Aufgabe,  die  Gleichung  a'  =^b  auf  x  aufzulösen,  ist  nach  §  44  durch- 
aus identisch  mit  der  Aufgabe,  den  Logarithmus  von  ^  für  die  Basis  a  zu  bestinunen, 
und  kann  auch  mittelst  der  Logarithmen  eines  jeden  anderen  Systems  gelöst 
werden,  indem  man 

X  •  ^log  a  =  'hg  bf  also  x  =  'log  b :  'log  a 
erhält 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  z.  B.  für 

3 ^x  6 Ix 

die  Auflösung:   — 5 —  log  a r —  loga^s^  —  4,5  log  a,  also 

3  — 4jg      6  — 74C 9^ 

2      ■"      5       ""        2' 
woraus  xtszS  folgt 

Für   ^y^  «  y^l,37129  (Heis,  §  61,  No.  149)  erhält  man 

^ /^^  10  ==i  7^^1,37129, 

also  für  das  briggische  System 

jc  ==  10  .  log  1,37129  =  1,37129. 
Als  drittes  Beispiel  mögen  die  Gleichungen  (Heis,  §  65,  No.  125)   dienen. 

yii  .3^  =  36 

^/1728  .  5^  =  300 

Man  erhält       -  log  64  -^y   l^gS^logSe 

X 

-  log  1728  -{-y  'logb^  lo^  300. 

X 


=  3. 


Kliminirt  man  jr,  so  erhält  man 

hg  64  'logb^  log  1728  -  log  3 
*  *"  l^g  ^ß' hg  5 —  hg  300    hg  3 
Dann  ist  3/  —  36  :  V^4"=  36  :  4  =  9;  j'  =  /ö!f  9  :  ^^^  3  =  2. 
Hkis  §  61,  No.  126—156,  §  66,  No.  114—130,  §  69,  No.  1S7--158. 

Bardey  xxn,  XXIVC. 
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III.  Abschnitt. 

Elemente  der  Combinatorik,  der  Theorie  der  Reihen,  u.  s.  w. 

Kapitel  9. 

Die  Elemente  der  Combinationslehre. 

Heb  §  88—90,  Bardey  XXXV. 

§  58.  Grundbegriffe. 
Die  Combinationslehre  hat  zum  Gegenstand  die  Gesetze  der  Zusammen- 
^^^lliiiigcn  gegebener  Dinge  in  bestimmten  Ordnungsweisen.  Fragt  man  z.  B. 
auf  wieviele  verschiedene  Arten  (Reihenfolgen)  zehn  Personen  an  einem  Tische 
atzen  können,  so  hat  man  eine  Aufgabe  der  Combinationslehre.  Die  zusammen- 
23stellenden  Dinge  nennt  man  Elemente  imd  bezeichnet  dieselben  gewöhnlich 
dnrch  Buchstaben  oder  Ziffern.  Der  Werth  oder  die  Bedeutung  derselben  bleibt 
dabei  unberücksichtigt,  und  nur  die  verschiedene  Stellung  oder  Auswahl  kommt 
in  Betracht  Jede  einzelne  Zusammenstellung  der  Elemente  heisst  eine  Com- 
plexioD. 

Man  imterscheidet  verschiedene  Arten  solcher  Zusammenstellungsweisen, 
welche  wir  zunächst  durch  ein  Beispiel  erläutern  wollen:  Eine  Gesellschaft  be- 
^hc  aus  zwölf  Mitgliedern,  die  Namen  derselben  sollen  in  einer  Liste  verzeichnet 
»wden.  Dies  kann  in  sehr  vielen  verschiedenen  Reihenfolgen  geschehen,  und 
jede  derartige  Zusammenstellung  aller  zwölf  Namen  heisst  eine  Permutation  der- 
selben. Sollen  dagegen  die  zwölf  Mitglieder  aus  ihrer  Mitte  drei  Personen  als 
Deputiite  wählen,  werden  also  auf  verschiedene  Weisen  drei  Namen  ausgewählt 
QBd  zusammengestellt,  so  heisst  jede  solche  Zusammenstellung  eine  Combination 
der  zwölf  Elemente,  und  zwar  eine  solche  zur  dritten  Klasse.  Sollen  endlich 
dabei  die  drei  Personen  verschiedene  Funktionen  übernehmen,  wie  beispielsweise 
warn  bei  einer  Vorstandswahl  die  zuerst  benannte  Person  die  Stelle  des  Vor- 
sitzenden, die  zweite  die  Stelle  des  Schriftführers  und  die  dritte  die  Stelle  des 
Cassiieis  bekleiden  soll,  kommt  also  nicht  bloss  die  Auswahl  der  drei  Elemente, 
sondern  auch  ihre  Aufeinanderfolge  in  Betracht,  so  heissen  die  gebildeten  Com- 
plexionen  Variationen  der  zwölf  Elemente  zur  dritten  Klasse. 

In  jedem  derartigen  Falle  entsteht  die  Aufgabe,  ein  Verfahren  anzugeben, 
nach  welchem  man  alle  verlangten  Complexionen  in  einer  geordneten  Reihen- 
folge aufstellen  kann,  ohne  dass  eine  Gefahr  des  Auslassens  oder  der  Wieder- 
holung einzelner  stattfinde.  Da  femer  häufig  nicht  jede  einzelne  Complexion 
selbst,  sondern  nur  die  Anzahl  derselben  verlangt  wird,  so  sind  Formeln  abzu- 
leiten, welche  die  Berechnung  dieser  Anzahl  ermöglichen,  ohne  dass  die  Aui- 
dellung  und  Abzahlung  der  einzelnen  Complexionen  selbst  nöthig  ist 

Zu  diesem  Zwecke  empfiehlt  es  sich,  eine  bestimmte  Reihenfolge  der  Ele- 
mente als  die  ursprüngliche,  gegebene  anzunehmen  und  für  dieselbe  bei  der 
Bezeichnung  durch  Zahlen  oder  Buchstaben  die  natürliche,  bezw.  die  alphabetische 
Reihenfolge  derselben  zu  wählen.  Hierbei  nennt  man  jedes  Element^  welches 
in  dieser  ursprünglichen  Reihenfolge  später  steht  als  ein  anderes,  in  Beziehung 
uf  dieses  das  höhere. 

§  59.    Vom  Permutiren. 

1.  Permutationen   gegebener  Elemente    sind   Zusammenstellungen,    welche 
sämmtUche  Elemente  in  verschiedenen  Reihenfolgen  enthalten.    Die  Permutationen 
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von  Of  b  z.  B.  sind  ab  und  ba^  die  Permutationen  von  1,  2,  3  sind  123,  132,  213, 
231,  312,  321. 

Um  die  Permutationen  gegebener  Elemente  in  geordneter  Reihenfolge  zu 
bilden,  lasse  man  jedes  der  n  Elemente  nach  einander  einmal  die  erste  Stelle 
einnehmen,  gehe  jedoch  niemals  zum  folgenden'  Element  bei  der  Besetzung  dieser 
ersten  Stelle  über,  ehe  alle  auf  dieselbe  noch  folgenden  Elemente  auf  jede  mög- 
liche Weise  versetzt  worden  sind.  Man  erhält  also  n  Gruppen  von  Permutationen , 
die  Permutationen  der  ersten  Gruppe  fangen  sämmtlich  mit  dem  ersten,  die  der 
zweiten  Gruppe  sämmtlich  mit  dem  zweiten  Elemente  an,  u.  s.  w.  Innerhalb 
jeder  Gruppe  besetze  man  nun  wieder  die  zweite  Stelle  nach  und  nach  mit  jedem 
der  n  —  1  übrigen  Elemente  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge,  lasse  in  jeder  dieser 
n  —  1  Untergruppen  jedesmal  an  dritter  Stelle  jedes  der  n  —  2  noch  übrigen 
Elemente  der  Reihe  nach  folgen,  und  fahre  so  fort  bis  zur  letzten  Stelle. 

So  sind  also  z.  B.  die  Permutationen  von  ab  cd  in  dieser  Ordnung 

abcd        bacd        cabd        dabc 
abdc         bade         cadb         dacb 


ac  b  d 

b  cad 

cb  ad 

dbac 

ac  db 

b  c  da 

ebda 

db  ca 

ad b  c 

b  da  c 

c  da  b 

de  ab 

ad  c  b 

b  d  c  a 

e  dba 

de  ba 

Die  erste  Permutation  enthält  also  die  Elemente  in  ihrer  natürlichen  Reihen- 
folge y  j^e  folgende  wird  aus  der  vorhergehenden  erhalten,  indem  man  in  dieser 
das  erste  Element,  von  rechts  nach  links  gerechnet,  welches  niedriger  ist,  als 
ein  folgendes  durch  das  nächst  höhere  der  auf  dasselbe  rechts  folgenden  ersetzt, 
dann  die  noch  übrigen  rechts  stehenden  Elemente  nach  ihrer  natürlichen  Reihen- 
folge ordnet,  während  die  links  stehenden  unverändert  bleiben. 

Um  beispielsweise  die  auf  1432765  folgende  Permutation  zu  erhalten,  hat  man 
die  2  durch  die  5  zu  ersetzen  und  dann  die  Elemente  2,  7,  6  in  ihrer  natürlichen 
Reihenfolge  anzuschliessen,  während  die  vorhergehenden  14  3  ihre  Stellungen 
behalten.    Die  gesuchte  Permutation  ist  also  1435267. 

2.  Das  obige  Bildungsgesetz  zeigt  zugleich,  dass  die  Anzahl  der  Permu- 
tationen von  n  Elementen  »mal  so  gross  ist,  als  diejenige  der  Permutationen 
von  n — 1  Elementen,  denn  jedes  der  n  Elemente  kann  die  erste  Stelle  so 
oft  einnehmen,  als  die  jedesmal  übrigen  n  —  1  Elemente  nach  ihm  Permu- 
tationen unter  sich  gestatten.  Da  nun  ein  Element  nur  eine  einzige  Stellung 
haben  kann,  so  erhält  man  für  2  Elemente  1  •  2,  für  drei  Elemente  1  •  2  •  3,  und 
so  fort,  für  n  Elemente 

P«  =  1  •  2  •  3  •  4  . . .  («  —  1)  •  « 

Permutationen.    Man  schreibt  diesen  Ausdruck  1  •  2  •  3  .  .  «  auch  kürzer  n\  und 

liest  denselben  »uFakultätc  oder  »Faktorielle  isc. 

• 

Wenn  also  beispielsweiie  sehn  Personen  an  einem  Mittagstische  mit  dem  Wirtiie  verabreden, 
demselben  die  Betahlung  schuldig  in  bleiben,  bis  sie  auf  jede  mögliche  Art  einmal  die  teha 
Plätze  besettt  haben,  so  muss  der  Wirth  1-2-3-4-5-6-7-8-9-10» 8628800  Tage  oder 
Ober  9935  Jahre  creditiren.  Um  femer  die  dreisehn  Karten  einer  Farbe  einet  Kaitoi^eb  aof 
alle  möglichen  Arten  neben  einander  so  legen,  hat  man  6227020800  Versetnmgen  ni  mackca 
wosu  man,  wenn  in  jeder  Minute  sehn  Tcrschiedene  Permutationen  gebfldet  würden,  bei  einer 
tüglichen  Arbeitsseit  von  swölf  Stunden,  mehr  als  2367  Jahre  nöthig  haben  würde. 

Die  Anzahl  der  Permutationen  wächst  mit  der  Anzahl  der  Elemente  in  sehr 
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beschleunigter  Weise,  und  schon  bei  verhältnissmässig  geringen  Werthen  von  n 
ist  die  wirkliche  Aufstellung  derselben  unmöglich. 

^  Bei  den  vorstehenden  Entwicklungen  ist  jedoch  stillschweigend  voraus- 
gesetzt worden,  dass  alle  n  Elemente  von  einander  verschieden  seien.  Ist  diese 
Bedingung  nicht  erfüllt,  so  wird  die  Anzahl  der  Permutationen  geringer.  Denkt 
man  sich  nämlich  sämmtliche  n\  Permutationen  von  n  verschiedenen  Elementen 
gebildet,  und  dann  /  von  diesen  Elementen  einander  gleich  werdend,  so  wird 
jede  einzelne  der  bisherigen  Permutationen  mit  allen  denjenigen  identisch,  welche 
sich  vorher  von  ihr  nur  durch  andere  Stellungen  der  gleich  gewordenen  Elemente 
unterschieden.  Es  kommt  daher  jetzt  jede  Permutation  so  oft  vor,  als/  Elemente 
cster  sich  Permutationen  gestatten,  und  es  ist  daher  n\  das /l fache  der  Anzahl 
der  noch  von  einander  verschiedenen  Permutationen,  diese  Anzahl  selbst  also 
^eich 

1  • 2  •  3 . . . «       nl        .  .  .        _ 

Sind  ausser  p  gleichen  Elementen  einer  Art  noch  q  gleiche  einer  anderen 

Art  vorhanden,    so   ergiebt  die   gleiche  Schlussweise   für   die  Anzahl  der  ver- 

nl 
schiedcnen  Permutationen     .  *  ,.     Sind  noch  r  gleiche  Elemente  einer  dritten 

n\ 
.\rt  vorhanden,  so  ist  diese  Anzahl  gleich  --| — j — r  u.  s.  w«    Sind  unter  den  n  Ele- 
menten m  einander  gleich  und  die  übrigen  n  —  m  ebenfalls  unter  einander  gleich, 
» erhält  man  für  jene  Anzahl 

n\  n{n  —  1)  («  —  2)  .  .  .  («  —  m -^  1) 

Ml(n  —  m)l        1«     2«  3       ...         m 

iur  welchen  Ausdruck  man  das  Zeichen  i     j,  gelesen  >«  tief  »1«  eingeführt  hat. 
Derselbe  Ausdruck  ergiebt  sich,  wenn  man  mit  m\  hebt,  gleich 

I   1  ^^  '■ '. '.  t-^y  '°^'  ^^'°  0  =  («-«)  '''• 

1  •  2  •  3  •  4 
Beispielsweise  gestatten  die  Buchstaben  des  Wortes  Oäo  nur    ^    a    ^     a    <^^^^ 

'•  Pennutationen,  nämlich 

0^0,  OM,  Oott,  Toto,  Toot,  Ttoo. 
t>is  Bildungsgesetz  derselben  ist  unverändert,  wie  oben. 

4.  Es  entsteht  femer  die  Aufgabe,  von  den  Permutationen  gegebener  Elemente 
<röe  durch  Angabe  ihrer  Stellenzahl  bestimmte  zu  finden,  ohne  dass  man  nöthig 
i^.  die  vorhergehenden  Permutationen  aufzustellen.  Es  wird  genügen,  das 
hierzu  dienliche  Verfahren  an  einigen  Beispielen  zu  erläutern.  Es  werde  zu 
'icsem  Zwecke  die  265  te  Permutation  von  darius  verlangt.  Da  hier  6  Elemente 
jennutirt  werden,  so  giebt  es  l'2«3«4-ö  =  120  Permutationen,  welche  mit  d^ 
tbcnsoviele,  welche  mit  a  beginnen,  u.  s.  w.  Da  nun  die  Division  von  265  durch 
liö  den  Quotienten  2  und  den  Rest  25  ergiebt,  so  gehen  der  verlangten  Permu- 
*^on  zwei  jener  Gruppen  von  je  120  Permutationen,  also  die  mit  d  und  die 
nüt  a  beginnenden  voraus,  und  sie  selbst  ist  die  25  te  der  dritten  Gruppe  und 
^nnt  also  mit  r.  Nach  Streichung  dieses  Buchstabens  bleibt  die  Frage,  welches 
^  25te  Permutation  von  daius  sei,  welche  in  derselben  Weise  wie  vorher 
'^handelt  wird  Man  hat  jetzt  je  nach  dem  Anfangselement  fünf  Gruppen  von 
,el-2-3-4  =  24  Elementen,    es   geht   also   der   gesuchten  Permutation    eine 

^*»amaxsi,  Handbuch  der  Mathematik.    Bd.  i.  8 
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solche  Gruppe  voraus,  und  sie  selbst  ist  die  erste  der  zweiten  Gruppe.  Mithin 
ist  nun  a  als  zweites  Element  nach  dem  obigen  r  bestimmt,  und  es  ist  die  erste 
Permutation  der  noch  übrigen  Elemente  dius  zu  bestimmen.  So  ergiebt  sich, 
dass  die  gesuchte  Permutation  radius  ist. 

Es  sei  femer  die  11186te  Permutation  der  8  Elemente  aeg mnr  s  u  zu 
bestimmen.  Nach  dem  vorstehend  entwickelten  Verfahren  rechnet  man  wie 
folgt:  11186:71=11186:5040=2,  Rest  1106;  die  Permutation  beginnt  mit 
dem  dritten  Buchstaben  g.  Nach  Streichung  desselben  hat  man  noch  die  Ele- 
mente aemnrsu,  und  es  ist  1106:61=1106:720=1,  Rest  386;  es  folgt  also 
der  zweite  Buchstabe  ^,  welcher  wieder  gestrichen  wird.  Dann  ist  386  :  120  =  :u 
Rest  26,  also  das  folgende  Element  r\  ferner  26  :  24  =  1,  Rest  2,  also  iw;  2  :  G  =  (», 
also  a\  2  :  2  ^=  1,  Rest  0,  mithin  ist  jetzt  die  letzte,  d.  i.  zweite  Permutation  der 
ersten  Gruppe  für  nsu^  also  nus  zw  setzen,  und  die  gesuchte  Permutation  Lst 
germanus. 

Kommen  unter  den  n  gegebenen  Elementen  gleiche  vor,  so  ist  das  Verfahren 
entsprechend  abzuändern,  indem  man  berücksichtigt,  dass  nicht  fiir  alle  Gruppen 

einer  Art  die  Anzahl  der  Permutationen  dieselbe  ist.     Uni  z.  B.  die  1252te  Per- 

8! 
mutadon  von  aabbbcccc  zu  bilden,  beachte  man,  dass  man  zunächst  örvi  =  2hu 

mit  a  beginnende  Permutationen   hat,    nach   deren  Abrechnung  man  noch   die 

81 
972 te  der  folgenden  suchen  muss.     Dagegen  giebt  es     .  ^.     .  =  420  mit  ^  be- 
ginnende, und  nach  Abrechnung  derselben  ist  noch   die  552  te  der   folgenden, 
also  der  mit  c  beginnenden  Permutationen  zu  ermitteln.     Nach  Streichung  eines 

71 
c  hat  man  ..  .-...  =  140  mit  a  beginnende  Permutationen  abzuziehen,   dann  von 

71 
den  412  folgenden  9r9prj  =  210   mit  b  beginnende,    so   dass  nach  Streichung 

eines  weiteren  c  die  202  te  Permutation  der  übrigen  Elemente  zu  ermitteln  ist. 

6l  61 

In  gleicher  Weise  hat  man  nun   --,-^=60;  202  —  60=142;  oi    21    21  ^^^^* 

51  '    "  51 

142— 90t=52;  r .femer  ji  =  20;   52  —  20  =  32;  -^j  -^^  =  30;  32  —  30  =  2.      Die 

gesuchte  Permutation  ist  also  ccccababb, 

5.  Soll  umgekehrt  ermittelt  werden,  die  wievielte  Permutation  eine  gegebene 
ist,  so  hat  man  in  umgekehrter  Weise  zu  verfahren.  Wird  z.  B.  gefragt,  die  uie- 
vieltc  Permutation  4317562  von  1234567  sei,  so  gehen  der  gesuchten  drei,  bezüg- 
lich mit  l,  2,  3  beginnende  Gnippen  von  je  61  Permutalionen  voraus.  Nach 
Streichung  der  4  gehen  der  Permutation  317562  von  123567  noch  zwei  Gruppen 
von  je  51  Permutationen  voraus.  Ebenso  erhält  man  weiterhin  keine  vorangehende 
(Inippe  mit  41,  3  mit  je  31,  eine  mit  21  Permutationen,  und  die  gesuchte  ist  die 
«weite  der  folgenden,  also  im  Ganzen  die  3  •  61  -h  2  •  51  -h  3  •  3!  -h  21  -h  2  =  2422 te 
l^m  ebenso  /.u  bestimmen,  die  wievielte   Permutation  cbabab  von  aabbbc   sei, 

51  51 

hat  man  '  .   mit  a  und  .,*   ^^.  mit   b   beginnende  Permutationen    vor  den   niit  < 

41 
anfangenden,  dann  nach  Streichung  des  c  noch  »:   mit  a  anfangende,    weiterhin 

21  51  51  4! 

cnisprci'hcnd  *.  vorhergehende,  und  die  gesuchte  ist  also  die  ..^  -h  ,;.*    ^j,   ♦    ,  i 

♦   ^1  I    l  -    56ie. 
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<5.  Ausser  der  im  Vorstehenden  angewandten  Ordnungsweise  der  Permuta- 
tionen ist  noch  eine  andere  von  Interesse,  bei  welcher  jede  Permutation  aus  der 
ihr  zunächst  vorhergehenden  durch  Vertauschung  der  Stellen  von  nur  zwei  Ele- 
menten abgeleitet  werden  kann.  Sind  nämlich  zwei  Elemente  0,  b  gegeben,  so 
findet  überhaupt  nur  eine  solche  Vertauschung  statt;  bei  drei  Elementen  bildet 
man  aus  der  ersten  Permutation  ahc  zunächst  die  zweite  durch  Vertauschung  der 
beiden  letzten  Elemente,  lässt  dann  in  dieser  zweiten  acb  behufs  Bildung  der 
dritten  das  Anfangsglied  a  seine  Stelle  mit  b  tauschen  und  vertauscht  darauf 
«ieder  xsi  bca  die  beiden  letzten  Elemente.  Endlich  lässt  man  in  der  so  ge- 
wonnenen Permutation  bac  wieder  das  jetzige  Anfangsglied  b  mit  c  die  Stelle 
wechseln  und  leitet  aus  cab  durch  Vertauschung  der  beiden  letzten  Elemente 
nodi  die  letzte  Permutation  cba  ab. 

Bei  vier  Elementen  ab  cd  lässt  man  zunächst  die  auf  das  Anfangsglied  a 
folgenden  drei  Elemente  auf  die  eben  angegebene  Weise  alle  möglichen  Per- 
niQtationen  unter  sich  machen;  in  der  letzten  dieser  Permutationen  adcb  lässt 
man  nun  das  Anfangselement  a  mit  dem  nächsten  b  der  natürlichen  Reihenfolge 
die  Stelle  tauschen  und  dann,  indem  man  b  als  Anfangsglied  beibehält,  zunächst 
wieder  die  folgenden  drei  Elemente  in  der  oben  angegebenen  Weise  alle  mög- 
lichen Versetzungen  eingehen.  Darauf  vertauscht  man  in  der  letzten  der  bis 
dahin  gebildeten  Permutationen  wieder  b  mit  r,  und  fahrt  in  dieser  Weise  fort, 
bb  jedes  der  vier  Elemente  auf  alle  möglichen  Arten  die  erste  Stelle  einge- 
nommen hat. 

Man  sieht  nun  schon,  wie  man  in  gleicher  Weise  die  Permutationen  von  fünf 
dementen  mit  Hülfe  des  Verfahrens  bei  vier  Elementen,  und  so  allgemein  die 
Pennutationen  von  n  Elementen  bilden  kann. 

7-  Das  vorstehend  erklärte  Verfahren  giebt  noch  Veranlassung  zu  folgenden 
Definitionen  und  Lehrsätzen: 

Je  zwei  beliebige  Elemente,  welche  aus  einer  Complexion  herausgenommen 
aid  in  derselben  Reihenfolge  neben  einander  gestellt  gedacht  werden,  in  welcher 
*  in  jener  Complexion  auf  einander  folgen,  bilden  einElementen-Paar.  Jedes 
Eementen-Paar  einer  Complexion,  in  welchem  ein  höheres  Element  einem 
"Ädrigeren  vorausgeht,  bildet  eine  Inversion.  So  hat  beispielsweise  die  Com- 
Dlexion  53421  die  Elementen-Paare  53,  54,  52,  51,  34,  32,  31,  42,  41,  21;  von 
<icnselben  bilden  53,  54,  52,  51,  32,  31,  42,  41,  21  Inversionen.  Dagegen  hat 
'äe  Complexion  12453  nur  die  Inversionen  43,  53. 

Vertauscht  man  in  einer  Complexion  zwei  Elemente  r,  s  mit  einander,  und 

bezeichne  A  die  Gruppe  der  Elemente,  welche  jenen  beiden  vorausgehen,  B  die 

Gnippe  der  zwischen  denselben  stehenden,  und  C  die  Gruppe  der  nachfolgenden 

Kiemente,  seien  also 

ArBsC  und  AsBrC 

die  betreffenden  beiden  Complexionen,  und  sei  femer  s  höher  als  r,  so  kann  bei 
der  Vertauschung  von  r  und  s  nur  die  Gruppe  B  Anlass  zu  einer  Aenderung  der 
^hl  der  Inversionen  geben,  denn  A  und  C  bleiben  sowol  zu  r,  als  zu  s  in 
derselben  Stellung  in  Betreff  des  Vorausgehens  oder  des  Nachfolgens.  Enthält 
Qun  die  Gnippe  B  a  Elemente,  welche  niedriger  als  r  sind,  ß  Elemente,  welche 
zwischen  r  und  s  in  der  natürlichen  Reihenfolge  stehen,  und  7  Elemente,  welche 
^öher  als  s  sind,  so  fallen  bei  der  Vertauschung  von  r  und  s  zunächst  a  -h  7 
Inversionen  weg,  dagegen  entstehen  dadurch,  dass  r  hinter  ß  -I-  7  höhere  Elemente 
^^  ?  -+-  7,  und  dadurch,  dass  s  vor  a  4-  ß  niedrigere  tritt,  a  4-  ß,  endlich  durch 

8» 


ff^  AnduBCtik  and  A%ebn. 


Vena-:achung  ron  r  und  s  selbst  noch  eine,  im  Ganzen  also  «-i-2S-»-7  —  1 
Imreiw^nen  mehr,  ond  die  Gesammtzahl  der  TOTfaandenen  Inrersioiien  änden 
wJh  zUfj  um 

«H- 2? -h  T-+- 1  —  (a -^  7>=  2? -.- 1, 
a].v>  «teu  am  eine  ungerade  Zahl.     Für  diese  letztere  ist  es  selbstverstandlicr 
gldchg'jltfg,  welche  der  beiden  Complexionen  als  die  uispningliche  angenommen 
wird,  and  c%  gilt  also  der  Satz: 

VertauMrht  man  in  einer  Complexion  zwei  Elemente  mit  einander,  so  änden 
%u,h  die  Anzahl  der  Inversionen  um  eine  ungerade  Zahl. 

Bildet  man  also  die  Permutationen  gegebener  Elemente  auf  die  zweite  oben 
angegeliene  Weise,  so  ist  die  Anzahl  der  Inversionen  in  denselben  abwechselnc 
gerad  und  ungerad. 

Allgemeiner  ergiebt  sich  hieraus:  Zwei  Permutadonsformen,  welche  sich 
aus  einander  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Vertauschungen  je  zweier  Ele- 
mente ableiten  lassen,  haben  entweder  beide  eine  gerade  oder  beide  eine  ungerade 
Anzahl  von  Inversionen;  von  zwei  Permutadonsformen  dag^en,  welche  sich  au:» 
einander  durch  eine  ungerade  Anzahl  von  Vertauschungen  je  zweier  Ellemente 
ableiten  lassen,  hat  stets  die  eine  eine  gerade,  die  andere  eine  ungerade  Anzahl 
von  Inversionen. 

Man  theilt  die  Permutationen  gegebener  Elemente  in  zwei  Klassen  und  rechnet 
in  die  erste  derselben  alle  diejenigen  Permutationen,  welche  eine  gerade,  in  die 
zweite  alle  diejenigen,  welche  eine  ungerade  Anzahl  von  Inversionen  ha^ben. 

Demnach  gehören  zwei  Permutationen  derselben  Elemente  derselben  oder 
verschiedenen  Klassen  an,  je  nachdem  sie  sich  aus  einander  durch  eine  gerade 
oder  durch  eine  ungerade  Anzahl  von  Vertauschungen  je  zweier  Elemente  ableiten 
lassen.  Die  in  der  zweiten  der  oben  angegebenen  Weisen  geordneten  Permuta- 
tionen  gehören   abwechselnd  verschiedenen  Klassen  an.    Beide  Klassen    haben 

jedesmal  gleichviele  Permutationen,  nämlich  3  •  4  •  5  .  .  .  »  =  ^  (»0- 

g  60.  Vom  Combiniren  und  Variiren. 

1.  Wird  von  n  gegebenen  Elementen  eine  bestimmte  Anzahl  auf  alle  mög* 
licthc  Arten  herausgenommen  und  zusammengestellt,  so  jedoch,  dass  nur  die  ver- 
Mrhiedene  Auswahl  der  Elemente  und  nicht  ihre  Stellung  gegen  einander  in  Be- 
tracht kommt,  so  heissen  die  entstehenden  Complexionen  Combinationen 
Jener  H  Kiemente,  und  zwar  Combinationen  zur  /ten  Klasse,  wetm  /  die  An- 
zahl der  jedesmal  ausgewählten  Elemente  ist 

Complexionen,  welche  dieselben  ausgewählten  /  Elemente,  jedoch  in  ver- 
Nchicdcncn  Reihenfolgen  enthalten,  gelten  demnach  nur  als  eine  einzige  Combi > 
nation.  Da  man  hiernach  bei  Aufstellung  der  Combinationen  jedesmal  die  Wahl 
/.wiNrlicn  den  vcrNchiedenen  möglichen  Reihenfolgen  hat,  so  pflegt  man  diejenige 
fM  nehmen,  wel(*hc  die  betreffenden  Elemente  in  ihrer  natürlichen  (alphabetischen, 
u.  s.  w.)  Ordnung  enthält. 

Wird  dagegen  nicht  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von  Elementen  ausgew^ahlt, 
Mondem  auch  jede  verschiedene  Anordnung  derselben  ausgewählten  Elemente 
aU  eine  neue  Complcxion  betrachtet,  so  erhält  man  —  bei  /  ausgewählten  Klc- 
menlen    •-  die  Variationen  der  gegebenen  m  Elemente  zur/ten  Klasse, 

Man  unterscheidet  ferner  Combinationen  und  Variationen  mit  und  ohne 
Wiederholungen,  je  nachdem  es  gestattet  oder  verboten  ist,  ein  und  dasselbe 
Element  in  derselben  Complexion  wiederholt  zu  setzen. 
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Beispielsweise  sind  von  den  4  Elementen  ab  cd 
«)  die  Combinadonen  ohne  Wiederholungen  zur  dritten  Klasse: 

abct  abdf  acd^  bcd, 

6)  die  Combinationen  mit  Wiederholungen  zur  dritten  Klasse: 

aaa^   aab,  aac,  aad,  abb,    abc^  abd^  acc,  acdj  add^ 
bbb^   bbcy    bbdy  bcc^    bcdj    bdd^  ccc,    ccdy  cdd   ddd^ 

7)  die  Variationen  ohne  Wiederholungen  zur  dritten  Klasse: 

abc^  abd,  acb,  acd,  adb,  adCy  bac^  bad,  bca,  bcd,  bda,  bdc,  cab, 
cad,   cba,  cbd,  cda,  cdb,  dab,  dac,  dba,  dbc,  dca,  dcb, 
0)  die  Variationen  mit  Wiederholungen  zur  dritten  Klasse: 

aaa,  aab,  aac,  aad,  aba,  abb,  abc,  abd,  aca,  acb,  acc,  acd,  ada, 
adb,  ade,  add,  baa,  bab,  bac,  bad,  bba,  bbb,  bbc,  bbd,  bca,  beb, 
bcc,  bcd,  bda,  bdb,  bdc,  bdd,  caa,  cab,  cac,  cad,  cba,  ebb,  cbc, 
cbd,  cca,  ccb,  ccc,  ccd,  cda,  cdb,  cdc,  cdd,  daa,  dab,  dac,  dad, 
dba,  dbb,  dbc,  dbd,  dca,  dcb,  dcc,  dcd,  dda,  ddb,  ddc,  ddd, 
2.  Als  Bildungsgesetze  für  diese  vier  Arten  von  Complexionen  kann  man 
folgende  aufstellen: 

Für  die  Combinationen  von  n  Elementen  zur  /ten  Klasse  ohne 
Wiederholungen  beginne  man  mit  den  /  ersten  Elementen  der  natürlichen 
Reihenfolge  und  ersetze  das  am  weitesten  nach  rechts  stehende  Element,  welches 
äoch  erhöht  werden  kann,  nach  und  nach  durch  jedes  der  höheren  Elemente, 
und  fahre  nach  dieser  Regel  fort,  indem  man  bei  jeder  Erhöhung  eines  Elemen- 
tes die  links  von  demselben  stehenden  Elemente  unverändert  lässt  und  rechts 
von  demselben  die  zunächst  folgenden  höheren  Elemente  in  ihrer  natürlichen 
Reihenfolge  setzt.  —  Bei  der  Erhöhung  eines  Elementes  ist  zu  beachten,  dass 
eine  hinreichende  Anzahl  höherer  Elemente  zur  Besetzung  der  noch  folgenden 
Stellen  vorhanden  bleiben  muss. 

Bei  diesem  Verfahren  nimmt  jedes  der  n  — /-hl  ersten  Elemente  nach  und 
nach  die  erste  Stelle  ein,  in  jedem  dieser  Fälle  folgt  dem  zuerst  gesetzten  Ele- 
aiente  jedes  der  höheren  Elemente  —  soweit  die  Anzahl  derselben  zur  Besetzung 
der  Stellen  hinreicht  —  an  zweiter  Stelle,  u.  s.  w. 

Um  die  Combinationen  von  n  Elementen  zur/ten  Klasse  mit  Wieder- 
holungen zu  bilden,  beginne  man  damit,  das  erste  Element  p  mal  zu  setzen 
-nd  verfahre  dann  wie  vorher,  mit  dem  Unterschied,  dass  auf  jedes  gesetzte 
Element  nicht  bloss  ein  höheres,  sondern  auch  jenes  selbst  wiederholt  folgen 
kann. 

In  Betreff  der  Variationen  von  n  Elementen  kann  man  ebenfalls  in 
ähnlicher  Weise  wie  vorher  verfahren,  hat  jedoch  zu  beachten,  dass  auf  ein 
eesetztes  Element  auch  jedes  der  niedrigeren  folgen  kann.  Man  setzt  also  jedes 
der  n  Elemente  einmal  an  die  erste  Stelle,  darauf  bei  Variationen  ohne  Wieder- 
holungen jedes  der  n  —  1  übrigen  der  Reihe  nach,  bei  Variationen  mit  Wieder- 
holungen jedes  der  n  Elemente  überhaupt  je  einmal  an  die  zweite  Stelle,  dann  in 
jedem  der  so  erhaltenen  Fälle  wieder  jedes  der  n  —  2  übrigen,  bezw.  jedes  der 
n  Elemente  der  Reihe  nach  an  die  dritte  Stelle,  u.  s.  f.  bis  zur  p  ten  Stelle. 

Man  sieht  femer  leicht  ein,  dass  man  die  Variationen  von  n  Elementen 
mit  oder  ohne  Wiederholungen  zur  /ten  Klasse  auch  aus  den  entsprechenden 
Combinationen  ableiten  kann,  indem  man  jede  der  letzteren  auf  alle  mögliche 
.\rten  permutirL  —  Die  Variationen  von  n  Elementen  ohne  Wiederholungen  zur 
«ten  Klasse  sind  identisch  mit  den  Permutationen  dieser  Elemente. 
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3.  Die  Anzahl  der  Complexionen  in  den  angeführten  Fällen  ergiebt  sicli 
wie  folgt: 

Da  bei  den  Variationen  mit  Wiederholungen  jedes  der  n  Elemente  an  erstei 
Stelle,  in  jedem  dieser  n  Fälle  wieder  jedes  der  n  Elemente  an  zweiter  Stelk 
stehen  kann,   u.  s.  w.,  so  ist  hier  die  gesuchte  Anzahl  fdr  die  /te  Klasse  gleicli 

«/. 

Bei  Variationen  ohne  Wiederholungen  kann  auf  das  erste  Element  in  jedem 
einzelnen  Falle  nur  jedes  der  n  —  1  übrigen  an  zweiter  Stelle,  dann  entsprechend 
jedes  der  n  —  2  übrigen  an  dritter  Stelle,  folgen,  u  s.  w.  Daher  ist  die  An 
zahl  derselben  für  die  /te  Klasse  gleich 

«  («  —  1)  («  —  2)  .  .  .  («  — /  -4-  1). 

Bezeichnet  Cp**  die  Anzahl  der  Combinationen  von  -n  Elementen  der  /ten 
Klasse  ohne  Wiederholungen,  so  erhält  man,  da  jede  dieser  Combinationen  /l 
verschiedene  Permutationen  zulässt,  die  Anzahl  der  entsprechenden  Variationen, 
indem  man  Cp^  mit  p\  multiplicirt  Daher  ist  umgekehrt  unter  Benutzung  dci 
vorstehenden  Formel  für  die  Variationen 

^^  =   1.   2.      37::     7       =V/J 

Für  die  Combinationen  mit  Wiederholungen  lässt  sich  das  soeben  benutzte 
Verfahren  nicht  anwenden,  da  die  Anzahl  der  Permutationen  für  jede  derselben 
nicht  die  gleiche  ist,  sondern  beispielsweise  für  aa^  nur  gleich  1,  für  aaö  gleich 
3,  für  <7^^  gleich  G.  Man  denke  sich  für  diesen  Fall  die  sämmtlichen  Combinationen 
der  Elemente  1,  2,  3,  .  .  ,  ,  deren  Atuahl  gesucht  wird,  der  Reihe  nach  hinge- 
schrieben, erhöhe  sodann  in  jeder  derselben  das  an  zweiter  Stelle  stehende  Kle- 
ment  um  1,  das  an  dritter  Stelle  stehende  um  2,  u.  s.  f.  bis  zu  dem  an  /ler 
Stelle  stehenden,  welches  um  p  —  1  erhöht  wird.  Man  erhält  so  die  gleiche 
Anzahl  neuer  Complexionen,  und  zwar  von  n-\-p  —  1  Elementen.  Da  nun  jcde^ 
folgende  Element  in  jeder  einzelnen  Combination  um  mehr  als  das  vorher- 
gehende  erhöht  wurde,  so  kann  in  den  neuen  Complexionen  niemals  ein  niedrigere> 
Element  auf  ein  höheres  und  es  kann  auch  niemals  dasselbe  Element  wieder- 
holt vorkommen,  denn  anderenfalls  müsste  die  entsprechende  ursprüngliche  Com- 
plexion  keine  natürlich  geordnete  Combination  gewesen  sein.  Die  neuen  Coqv 
plexionen  sind  also  Combinationen  der  n  -\-  p  —  1  Elemente  ohne  Wiederholungen. 
Endlich  müssen  die  letzteren  vollständig  vorhanden  sein,  denn  fehlte  eine  der- 
selben, so  denke  man  sich  in  dieser  fehlenden  Complexion  wieder  die  an  rweiter 
dritter,  u.  s.  w.  bis  /ter  Stelle  stehenden  Elemente  um  bezüglich  1,  2,  .  .  .  bi^ 
/  —  1  erniedrigt;  offenbar  muss  hierdurch  umgekehrt  eine  der  CombinatiDnen 
der  gegebenen  n  Elemente  ohne  Wiederholungen  entstehen,  und  es  müsste  dem- 
nach diese  letztere  auch  ursprünglich  gefehlt  haben.    Somit  ergiebt  sich  der  Satz 

Die  An/ahl  der  Combinationen  von  n  Elementen  zur/ten  Klasse  mit  Wieder- 
holungen ist  gleich  der  An/ahl  der  Combinationen  von  n  -^  p  —  1  Elementen 
zur  /ten  Klasse  ohne  Wiederholungen. 

Bestimmt    man   die    letztere  nach   der  obigen  Formel,  so  erhält  man  a)>' 
auch  für  die  ersterc 

!•  -+■/—  l»  11t  -»-/  —  Si •*-»-/—  1  — /-H  1» 


i  •  2       ....         p 

l  •  2-3,...  / 


oder 


i 
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Fragt  man  beispielsweise,  auf  wie  viele  Arten  52  Karten  sich  so  unter  vier 
Spieler  vertheilen  lassen,  dass  jeder  dreizehn  Karten  erhält,  so  hat  man  zunächst 
die  Anzahl  der  Combinationen  von  52  Elementen  zur  13ten  Klasse  ohne  Wieder- 
holungen   zu    bestimmen.     Dieselbe    ergiebt   sich   gleich    635013559600.     Erhält 
der  erste  Spieler  eine  dieser  Combinationen,  so  kann  der  zweite  jedesmal  noch 
jede  der  Combinationen  der  übrigen  39  Karten  zur  13ten  Klasse  ohne  Wieder- 
holungen   erhalten,    deren  Anzahl    8122425444  beträgt.     Ferner  kann  in  jedem 
der  hierbei  möglichen   Fälle  der  dritte    Spieler  jede  der  Combinationen  der  26 
übrigen  Elemente  zur  13ten  Klasse  ohne  Wiederholungen,  deren  Anzahl  10  400600 
beträgt,  erhalten.     Der  vierte  Spieler  erhält  dann  in  jedem  der  möglichen  Fälle 
die  noch   übrigen   13  Karten.     Die  Gesammtzahl  aller  möglichen  Vertheilungs- 
veisen  ist   also  gleich   dem  Produkt  der  vorstehend   ermittelten  drei  Anzahlen, 
oder  gleich  53644737765488792839237440000. 

Bei  dem  MoRSE'schen  elektrischen  Telegraphen  wird  das  ganze  Alphabet 
daich  Zusammenstellung  von  Strichen  und  Punkten  gebildet.  Fragt  man  nun, 
wieviele  verschiedene  Zeichen  sich  durch  die  Zusammenstellungen  von  höchstens 
vier  Strichen  und  Punkten  zu  je  einem  Zeichen  bilden  lassen,  so  hat  man  die 
Anzahlen  der  Variationen  von  zwei  Elementen  mit  Wiederholungen  zur  ersten, 
zweiten,  dritten  und  vierten  Klasse  zu  addiren.  Die  gesuchte  Zahl  ist  also  gleich 
21  _,-  22  H_  25  -f-  24  =  30. 

Es  kann  femer  bei  den  Combinationen  und  Variationen  gegebener  Elemente 
festgesetzt  werden,  dass  die  einzelnen  Elemente  nicht  unbeschränkt  wiederhol- 
bar sind,  sondern  dass  für  jedes  derselben  nur  eine  bestimmte  Anzahl,  z.  B. 
fti  das  erste  a,  für  das  zweite  ß,  u.  s.  w.  Wiederholungen  gestattet  sein  sollen. 
Es  karm  femer  vorgeschrieben  werden,  dass  die  zu  bildenden  Complexionen  der 
durch  Zahlen  dargestellten  Elemente  eine  bestimmte  Summe  dieser  Zahlen 
?eben,  oder  dass  die  einzelnen  Elemente  mit  gleichen  Differenzen  der  aufeinander 
folgenden  fortschreiten  sollen,  u.  dgl.  m.  In  derartigen  Fällen  wird  man  leicht 
oach  Analogie  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Methoden  die  einzelnen 
Complexionen  in  gesetzmässiger  Weise  entwickeln;  die  Ableitung  allgemeiner 
Regeln  und  Formeln  fiir  derartige  Fälle  erscheint  hier  als  zu  weitführend  und 
entbehrlich. 

Einige  Anwendungen  der  Combinationslehre  sollen  in  den  nächsten  Para- 
znphen  erörtert  werden. 

§  61.     Die  Anfangsgründe  der  Wahrscheinlichkeits-Rechnung. 

Heis  §  91.  Bardey    XXXVI. 

1.  Unter  mathematischer  Wahrscheinlichkeit  (Probabilität)  eines  Er- 
eignisses versteht  man  das  Verhältniss  der  Anzahl  aller  diesem  Ereigniss  günstigen 
zTir  Anzahl  aller  überhaupt  möglichen  Fälle. 

So  ist  z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  einem  Würfel  einen  bestimmten  Wurf  zu  werfen, 
gleich  ^,  denn  unter  den  6  überhaupt  möglichen  Würfen  ist  ein  einziger  dem  Eintreffen  des 
Tcrlangten  Ereignisses  günstig.  Die  Wahrscheinlichkeit,  aus  einem  Spiele  von  52  Karten  ein 
Ass  zu  ziehen,  ist  -^  =  -^^  da  unter  52  möglichen  Fällen  4  günstige  sind. 

Diese  Erklärung  des  Begriffs  Wahrscheinlichkeit  entspricht  vollständig  dem 
Sprachgebrauch;  sie  giebt  aber  denselben  schärfer  mittelst  genau  bestimmter 
Zahlenwerthe.  Die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  wird  hiemach  durch 
einen  Bruch  angegeben,  und  zwar  im  Allgemeinen  durch  einen  echten  Bruch. 
Ist  kein  Fall   dem  Ereigniss  günstig;  das  letztere .  also  unmöglich,  so  erhält  man 
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für  die  Wahrscheinlichkeit  den  Werth  Null;  sind  alle  möglichen  Fälle  zugleich 
günstig,  so  wird  die  Wahrscheinlichkeit  gleich  1.  In  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung ist  also  die  Null  das  Symbol  der  Unmöglichkeit,  die  Eins  das  Symbol 
der  Gewissheit  Sind  ebenso  viele  Fälle  einem  Ereigniss  günstig  als  ungünstig, 
so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  letzteren  gleich  ^;  in  diesem  Falle  bezeichnet 
man  das  Eintreffen  des  Ereignisses  als  zweifelhaft.  Ist  die  Wahrscheinlichkeil 
grösser  als  ^,  so  sagt  man  im  engeren  Sinne,  das  Eintreffen  des  Ereignisses  sei 
wahrscheinlich;  ist  sie  kleiner  als  i,  so  sagt  man,  dieses  Ereigniss  sei  unwahr- 
scheinlich. 

Entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  nennt  man  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  das  Nicht-Eintreten  des  letzteren;  dieselbe  wird  durch  einen 
Bruch  angegeben,  dessen  Zähler  die  Anzahl  der  ungünstigen,  und  dessen  Nenner 
die  Anzahl  der  möglichen  Fälle  ist.  Ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses 
gleich  w,  so  ist  die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  desselben  gleich  1  —  ä'. 
Zuweilen  berechnet  man  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  am  bequemsten 
aus  der  entgegengesetzten  Wahrscheinlichkeit  desselben.  Wird  z.  B.  nach  der 
Wahrscheinlichkeit  gefragt,  bei  dreimaligem  Aufwerfen  eines  Münzstückes  wenigstens 
einmal  »Schrift«  zu  werfen,  so  sind,  da  jeder  der  beiden  möglichen  Fälle  eines 
Wurfes  mit  jedem  Fall  der  übrigen  Würfe  zusammen  treffen  kann,  2  •  2  -  2  =  8 
Fälle  möglich.  Unter  diesen  ist  nur  einer  ungünstig,  also  ist  die  entgegenge- 
setzte Wahrscheinlichkeit  ^,  und  daher  die  gesuchte  1  —  \  =|. 

2.  Die  Berechnung  der  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  erfordert  behufs 
der  Bestimmung  der  Anzahlen  der  möglichen  und  der  günstigen  Fälle  häufig  die 
Anwendung  der  Combinationslehre.  Dieselbe  kann  bei  zusammengesetzten  Auf- 
gaben nicht  selten  dadurch  erleichtert  werden,  dass  das  Ereigniss  in  mehrere 
einzelne  Ereignisse  zerlegt  wird.  Es  seien  zunächst  unter  n  möglichen  Fällen  a 
einem  Ereigniss,  d  davon  verschiedene  einem  zweiten  Ereigniss,  wieder  c  andere 

a  d  ^ 

einem  dritten  Ereigniss,  u.  s.  w.  günstig,  also  o/j  =  — ,  7£^a  =  — ,  «'3  =  — u.s.w. 

die  Wahrscheinlichkeiten  dieser  einzelnen  Ereignisse,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dass  von  den  letzteren  irgend  eines,  also  entweder  das  eine  oder  das  andere  ein- 
trete,  gleich ~-,   oder  es  ist  die  totale  Wahrscheinlichkeit 

gleich  a/j  -f-  Wj  -f-  a/3  -f-  . . . ,  also  gleich  der  Summe  der  partiellen  Wahr- 
scheinlichkeiten. 

So  ist  z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit  mit  zwei  Würfeln  einen  Pasch  zu  werfen,  da  unter 
6*6  möglichen  Fällen  6  gUnstige  sind,  7v^=^;  die  Wahrscheinlichkeit  mit  derselben  Anxahl 
von  Würfeln  zwei  auf  einander  folgende  Zahlen  zu  werfen,  ist  70^  =  tV»  ^^  ^^^  zAn  Würfe 
12,  23,  34,  45,  56,  21,  32,  43,  54,  65  günstig  sind.  Die  Wahrscheinlichkeit  mit  einem  Wurfe 
entweder  einen  Pasch  oder  zwei  aufeinanderfolgende  Zahlen  zu  werfen,  ist  also  wi  ==  ^  4-  j5^  =  J. 

Wird  dagegen  nach  der  Wahrscheinlichkeit  gefragt,  mit  zwei  Würfeln  entweder  einen  Pasch 
oder  die  Summe  8  zu  werfen,  so  sind  die  partiellen  Wahrscheinlichkeiten  ^,=^,10,  =  ,^,  die 
gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist  jedoch  nicht  gleich  i -f- A  =  ü«  sondern  nur  gleich  ^,  da 
der  Wurf  44  beiden  Ereignissen  günstig  ist  und  daher  bei  der  ersten  Rechnung  nUscblicher 
Weise  doppelt  gezählt  sein  würde. 

3.  Wird  dagegen  die  Wahrscheinlichkeit  gesucht,  dass  von  zwei  Ereignissen, 

deren  Wahrscheinlichkeiten  einzeln   bezüglich   wi  =  -^,  1V2  =2  -^  seien,  sowol  das 

eine  als  auch  das  andere,  dass  also  beide  gleichzeitig  oder  auch  in  bestimmter 
Reihenfolge  nach  einander  eintreten,  so  sind  d  •  ä  Fälle  möglich,  da  jeder  bei 
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dem  dnen  Ereigniss  mögliche  Fall  mit  jedem  von  den  bei  dem  anderen  mög- 
lichen zusammentreffen  kann.  Ebenso  kann  jeder  der  a  günstigen  Fälle  des 
einen  mit  jedem  der  c  günstigen  des  anderen  zusammentreffen;  die  Anzahl  der 
überhaupt  günstigen  Fälle  ist  also  ac,  und  mithin  die  gesuchte  Wahrscheinlich- 

ac 
kdt  gleich  t^  oder  gleich  w\  •  w-i-     Man   kann   diesen  Schluss  leicht  auf  drei 

oder  mehr  einzelne  Ereignisse  ausdehnen.  Die  so  gefundene  Wahrscheinlichkeit 
beisst  aus  den  einzelnen  Wahrscheinlichkeiten  zusammengesetzt.  Es  gilt  also 
der  Satz:  Die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  mehrerer  Ereig- 
nisse ist  gleich  dem  Produkt  der  einzelnen  Wahrscheinlichkeiten. 

Wird  z.  B.  nicht,  wie  oben,  nach  der  Wahrscheinlichkeit  gefragt,  mit  zwei  Würfeln  ent- 
»eder  einen  Pasch  oder  zwei  aufeinanderfolgende  Zahlen  zu  werfen,  sondern  nach  der  Wahr- 
ididnüchkeit,  mit  dem  ersten  Wurf  einen  Pasch,  und  darauf  noch  mit  dem  zweiten  Wurf  zwei 
isüeinandcrfolgende  Zahlen  zu  werfen,  so  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  -^  •  -^^  =  y^^.  Ist 
dabei  die  Reihenfolge  der  beiden  WUrfe  nicht  bestimmt,  so  ist  die  gefundene  Zahl,  da  zwei 
venchiedene  Reihenfolgen  möglich  sind,  noch  mit -2  zu  multipliciren. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  aus  einer  Urne,  welche  3  weisse  und  4  schwarze  Kugeln  enthält, 
mit  dem  ersten  Griff  eine  weisse  und  darauf,  nachdem  diese  wieder  hineingelegt  worden  ist,  mit 
dem  zweiten  Griff  eine  schwarze  Kugel  zu  ziehen,  ist  ^^  .  ^  =  ^.  Dagegen  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, wenn  mit  einem  Griff  zwei  Kugeln  zugleich  herausgenommen  werden,  dass  dieselben 
one  scb«-aize  und  eine  weisse  seien,  gleich  ^,  denn  unter  den  möglichen  21  Combinationen 
der  7  Kagdn  zu  zweien,  sind  12  Combinationen  gUnstig.  Diese  Wahrscheinlichkeit  ist  dieselbe, 
vie  die,  dass  bei  zwei  aufeinanderfolgenden  Griffen  eine  weisse  und  eine  schwarze  Kugel 
Saogen  werde,  wenn  die  gezogene  Kugel  nicht  wieder  hineingelegt  wird  und  die  Reihenfolge 
der  beiden  Kugeln  nicht  bestimmt  ist.  Man  kann  in  diesem  Falle  auch,  wie  folgt,  rechnen: 
Die  W.,  zuerst  eine  schwarze  Kugel  zu  ziehen  ist  f ;  die  W„  darauf  eine  weisse  zu  ziehen, 
i«  —  da  die  Anzahl  der  Kugeln  jetzt  nur  noch  6  beträgt  —  \]  die  W.,  dass  beides  geschehe, 
»t  also  ^ .  |.  =  ^.  Femer  ist  die  W.,  beim  erstenmal  eine  weisse  und  beim  zweitenmal  eine 
«chwane  Kugel  zu  ziehen,  entsprechend  ^^ .  ^  =  ^.  Die  W.,  dass  das  Ereigniss  entweder  in 
der  einen  oder  in  der  anderen  Reihenfolge  eintrete,  ist  also  ^  -|-  ^  =  ^. 

Werden  die  7  Kugeln  in  zwei  Urnen  vertheilt,  sodass  die  eine  der  letzteren  2  weisse  und 
i  schwarze,  die  andere  eine  weisse  und  2  schwarze  Kugeln  enthält,  so  ist  die  W.,  eine  weisse 
Kugel  ZQ  ziehen,  nicht  mehr  wie  vorher  gleich  ^ ,  sondern  gleich  3^,  denn  die  W.,  in  die  erste 
Urne  zu  greifen,  ist  gleich  ^,  die  W.,  aus  dieser  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen,  gleich  f  =  i» 
^  die  W.,  in  die  erste  Urne  zu  greifen  und  dann  aus  ihr  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen,  gleich 
l  •  i  =  J.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  die  W.,  in  die  zweite  Urne  zu  greifen  und  dann  aus 
dir  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen,  gleich  ^  •  ^  =  ^.  Die  W.,  dass  entweder  das  eine  oder  das 
iBdere  geschehe,  ist  also  gleich  ^  -f-  i*  Ebenso  findet  man  für  dieses  Beispiel  die  W.,  eine 
Jchwanc  Kugel  zu  ziehen,  gleich  -j^,  und  die  W.,  mit  zwei  Griffen  hinter  einander  zuerst  eine 
»eisse  und,  nachdem  diese  wieder  in  ihre  Urne  zurückgelegt  worden,  dann  eine  schwarze  Kugel 
ffl  riehen,  gleich  i^  •  A  =  t^. 

Liegt  in  der  einen  Urne  nur  eine  schwarze  Kugel,  liegen  in  der  anderen  also  3  weisse  und 
3  schwane,  so  hat  die  erstere  Kugel  durch  diese  Vertheilung  für  sich  allein  die  gleiche  W., 
gezogen  zu  werden,  wie  die  6  anderen  zusammen;  die  W.,  hier  eine  schwarze  Kugel  zu  ziehen, 
ist  daher  ^-4- -^3=^,  die  W.,  eine  weisse  zu  ziehen,  nur  \, 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  umgekehrt  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
einzelnen  Ereignisses  mittelst  der  bekannten  totalen  oder  zusammengesetzten 
Wahrscheinlichkeit,  oder  dass  die  Anzahl  der  einzelnen  Ereignisse  gesucht  wird. 
Man  hat  in  solchen  Fällen  nur  die  betreffende  Gleichung  auf  die  gesuchte  Un- 
bekannte aufzulösen. 

Wird  z.  B.  gefragt,  wie  oft  mit  zwei  Würfeln  geworfen  werden  müsse,  damit  die  Wahr- 
^onlichkeit,  zwei  Sechsen  zu  werfen,  grösser  werde,   als  die  Wahrscheinlichkeit  des  Gegen- 
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theils,  so  hat  man  folgende  Auflösung:  Bei  zwei  WUrfeln  sind  6  •  (^  Fälle  möglich,  und  dem 
verlangten  Ergeigniss  ist  nur  einer  gUnstig.  Die  W.,  dass  dieses  Ereigniss  in  x  Würfen  wenig- 
stens einmal  eintrete,   ist  die  entgegengesetzte  W.  dafUr,   dass  x  mal  hintereinander  das  G^cn- 

theil  eintrete,  also  (~1  ,  Diese  W.  soll  kleiner  sein  als  die  erstere,  mithin  auch  <  ^  sein.  Aus 
der  Gleichung 


/35y  ^  J^ 
V36/         2 


.36/         2 
würde  folgen  x  =  24,6.     Also  muss  x  >  24,6,  mithin  mindestens  gleich  25  sein. 

Da  die  Wahrscheinlichkeiten  durch  echte  Brüche  dargestellt  werden,  so  folgt, 
dass  jede  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  kleiner  ist,  als  jede  der  zuge- 
hörigen einzelnen  Wahrscheinlichkeiten,  und  dass  die  erstere  überhaupt  mit  der 
zunehmenden  Anzahl  der  Ereignisse  abnimmt. 

4.  Schon  in  den  vorhergehenden  Beispielen  sind  einige  besondere  Fälle 
der  Wahrscheinlichkeits-Berechnung  vorgekommen: 

So  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  und  dasselbe  Ereigniss,  dessen  Wahr- 
scheinlichkeit gleich  w  sei,  n  mal  nach  einander  eintreffe,  falls  die  Anzahl  der 
möglichen,  sowie  die  der  günstigen  Fälle  bei  den  Wiederholungen  unverändert 
bleibt,  gleich  «/*. 

Zuweilen  tritt  aber  der  Fall  ein,  dass  die  Anzahl  der  möglichen,  sowie  die 

a 

der  günstigen  Fälle  bei  jeder  Wiederholung  sich  um   1  vermindert.    Ist  ^    die 

Wahrscheinlichkeit  filr  das  erste  Eintreffen,  so  ist  in  diesem  Falle  die  Wahrschein- 
lichkeit für  ein  «maliges  Eintreffen  gleich 

<i  -  ((?  —  1)  -  (g  —  2)  .  .  .  (g  —  /i  H-  1) 

y7(i,  — "iy~(^ _  2) . . .  (^  —  « -h  !)• 

So  iftt  1,  B.  die  Wahrscheinlichkeit,  aus  einem  Spiele  von  52  Karten  in  dreizehn  aufein- 
ander folgenden  Zügen  sämmtliche  Coeur-Karten  zu  ziehen,  wenn  die  gezogenen  Karten  nicht 
wieder  in's  Spiel  gegeben  werden,  gleich 

13  •J_2    11 2    •  1 1 

52  .  51  •  50 41  •  40  ~  635013559600' 

Würde  dagegen  jede  gezogene  Karte  wieder  in  das  Spiel  gemischt,  so  wäre  die  W.,  dreizchn- 

/1\»' 
mal  hinter  einander  eine  Coeur-Karte,   gleichviel  welche,   zu  ziehen,   gleich  I  —  I     .     Sollen  da- 
gegen in  diesem  Falle  alle  gezogenen  Karten  auch  von  einander  verschieden  sein,  so  ändert  sioh 
bloss  die  Anzahl  der  günstigen,  nicht  aber  die  der  möglichen  Fälle  um  je   1,  und  die  gesuchte 

„,     .      ,  13.  12-  11 2-1 

W.    ist   dann    .  .     -  »  -,  ; r.^ — rTV 

52  •  52  .  52  ,  .  .  .  52  •  52 

Sind  tt'i,  w,  die  einzelnen  Wahrscheinlichkeiten  zweier  von  einander  unab- 
hängigen Ereignisse  A,  B,  so  ist  nach  dem  Früheren  1,  die  W.,  dass  sowol  .-/, 
als  auch  B  eintreffe,  gleich  7^',  -t^'j;  2,  die  W.,  dass  A  eintreffe  und  B  nicht 
eintreffe,  gleich  «',(1  —  w^^J  '^-  ^^^  ^^•»  ^^^^  '^  "*^^^  eintreffe,  dagegen  B  ein- 
treffe, gleich  (1  —  7<',)  .«'3;  4.  die  W.,  dass  weder  A  noch  B  eintreffe,  gleich 
(1  —  tt'jHl  —  «'»i^-  Ferner  ist  die  W.,  dass  5.  nur  eins  der  beiden  Ereignisse 
eintreffe,  gleichviel  welches,  gleich  7v^  (1— «'^^  '^  7i»^{l'-'Wi)^w^  -h  w,  —  2tt»|  t*»,, 
«,  dass  wenigstens  eins  derselben  eintreffe,  in  welchem  Falle  also  auch  das  gleich- 
zeitige Eintreffen  beider  günstig  ist,  gleich  «',  -h  w, — tt'jtt'j.  ¥,s  ist  dies  die 
entgegengesetzte  W.  von  der  unter  4.  angegebenen,  und  dieselbe  kann  daher 
auch  aus  1  —(1  — «'i)(l  ~  «»..^  gefunden  werden.  Endlich  ist  7.  die  W.,  das* 
nicht  beide  Ereignisse  eintreffen,  sondern  höchstens  eins,  gleich  1 — tc,»»,. 
^Heis,  §  iU,  No,  23.) 
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Man  kann  auch  nach  der  Wahrscheinlichkeit  fragen,  dass  entweder  das 
Elreigniss  A  eintreffe,  oder,  falls  dies  nicht  geschehe,  dann  doch  das  Ereigniss  B, 
indem  man  annimmt,  dass  im  Falle  des  Eintreffens  von  A  das  Ereigniss  B  über- 
haupt nicht  mehr  in  Frage  komme.  Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist  dann 
a»j  -f-(l  —  w^)w2,  also  gleich  derjenigen,  dass  wenigstens  eins  der  beiden  Ereig- 
nisse eintrete. 

5.  Unter  den  relativen  Wahrscheinlichkeiten  zweier  Ereignisse  versteht  man 
die  Wahrscheinlichkeiten,  welche  man  erhält,  wenn  nur  diejenigen  Fälle  berück- 
sichtigt werden,  die  einem  der  Ereignisse  günstig  sind,  wenn  also  diejenigen, 
welche  keinem  derselben  günstig  sind,  als  nicht  vorhanden  betrachtet  werden. 
Smd  unter  n  überhaupt  möglichen  Fällen  a  dem  ersten  und  d  davon  ver- 
schiedene dem  zweiten  Ereigniss  günstig,  so  sind  die  relativen  Wahrscheinlich- 

a                   d 
kdten  gleich  — ; — r  und  r,  oder  wenn  w^,  Wq  die  absoluten  Wahrscheinlich- 

a      b 
keiten  — ,  —  der  betreffenden  Ereignisse  sind,  gleich 

- —  und 


So  ist  z.  B.  die  W.,  aus  einer  Urne  mit  7  weissen,  5  rothen,  9  schwarzen  Kugeln  eher 
eine  weisse  als  eine  schwarze  Kugel  zu  ziehen,  gleich  -j^  =  ^  *.  (tV  +  A")* 

6.  Ein  besonderes  Interesse  bietet  noch  die  Beantwortung  der  Frage  nach 
der  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Ereigniss  bei  «maliger  Wiederholung  des 
Versuches  amal  eintreffe  und  n  —  ömal  nicht  eintreffe,  wenn  die  Wahrschein- 
lichkeit w  für  das  Eintreffen  bei  jedem  einzelnen  Versuche  dieselbe  ist.  Die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Ereigniss  «mal  hinter  einander  oder  sonst  in  einer 
bestimmten  Reihenfolge  eintreffe,  ist  «/« ,  und  ebenso  die  fiir  das  n  —  damalige 
Nicht-Eintreffen  (1 — a;)"-«,  mithin  die  für  beide  Fordenmgen  zugleich  bei  be- 
stimmter Reihenfolge  gleich  a/«  •  (1  —  a/)«-'».  Ist  dagegen  die  Reihenfolge  nicht 
bestimmt,  so  hat  man  diese  Wahrscheinlichkeit  so  oft  zu  nehmen,  als  verschiedene 
Reihenfolgen  möglich  sind,  also  so  oft  als  die  Anzahl  der  Permutationen  von 
a  -k-  h  Elementen  beträgt,  von  denen  a  der  einen  Art  und  h  der  anderen  Art 
einander  gleich  sind.     Man  erhält  also  in  diesem  Falle 

W^''  (1  —  a/)«-«. 

In  ähnlicher  Weise  kann  die  Wahrscheinlichkeit  bestimmt  werden,  dass  von 
drei  oder  mehr  Ereignissen  bei  einer  Reihe  von  Versuchen  jedes  einzelne  eine 
bestimmte  Anzahl  mal  eintreffe,  sowie  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Ereigniss 
unter  n  Versuchen  wenigstens  «mal  eintreffe.  Im  letzteren  Falle  sind  die  Wahr- 
scheinlichkeiten für  das  ein-,  zwei-,  u.  s.  w.  bis  a-malige  Eintreffen  zu  addiren. 

Die  wiederholten  Versuche  führen  zur  Erkenntnis^,  der  eigentlichen  Be- 
deutung und  des  praktischen  Werthes  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Ist 
beispielsweise  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  gleich  ^,  so  sagt  dies, 
dass  man  durchschnittlich  für  jede  sechs  Wiederholungen  ein  einmaliges  Ein- 
treffen, und  also  ein  fünfmaliges  Nich teintreffen  des  Ereignisses  erwarten 
dürfe.  Damit  ist  keineswegs  behauptet,  dass  dieses  Eintreffen  jedesmal  bei 
sechs  wiederholten  Versuchen  genau  einmal  stattfinden  müsse,  vielmehr 
kann  dies  öfter,  oder  auch  erst  bei  einer  grösseren  Anzahl  von  Versuchen  der 
Fall  sein,  und  jede  solche  Möglichkeit  hat  nach  dem  Vorstehenden  ihre  eigene 
Wahrscheinlichkeit.    So  ist  also  z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit,  unter  sechs  Würfen 
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mit  einem  Würfel  gerade  einmal  die  1  zu  werfen,  durchaus  nicht  gleich  der 
Gewissheit,  sondern  gleich  (|)5  =  0,4018  .  .  Macht  man  aber  nicht  bloss  sechs, 
sondern  eine  erheblich  grössere  Anzahl  von  Versuchen,  vielleicht  600  oder  6000, 
so  steht  zu  erwarten,  und  die  Erfahrung  bestätigt  dies,  dass  diejenigen  Versuchs- 
reihen, bei  welchen  das  Er^igniss  öfter  eintrat,  als  nach  seiner  Wahrscheinlich- 
keit anzunehmen  war,  sich  mit  denjenigen,  in  welchen  es  seltener  eintrat,  mehr 
oder  minder  ausgleichen  werden,  und  dass  man  also  durchschnittlich  der  aus 
der  Wahrscheinlichkeit  sich  ergebenden  Anzahl  von  Fällen  des  Eintreffens  hei 
einer  sehr  grossen  Anzahl  von  Versuchen  entsprechend  nahe  kommen  werde. 

Hiermit  ist  keineswegs  gesagt,  dass  z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit,  unter  60 
Würfen  mit  einem  Würfel  genau  zehnmal  eine  bestimmte  Nummer  zu  werfen, 
grösser  sei,  als  die  Wahrscheinlichkeit,  diese  Nummer  unter  6  Würfen  genau  ein- 
mal zu  werfen;  im  Gegentheil  ist  die  letztere  gleich  0,401  .  .,  während  die  erstere 
nur  gleich  0,137  .  .  ist.  Dies  erklärt  sich  leicht  dadurch,  dass  im  letzteren  Falle 
nach  der  Wahrscheinlichkeit  eines  einzelnen  von  6  möglichen,  im  ersteren  da- 
gegen nur  nach  der  Wahrscheinlichkeit  eines  einzelnen  von  60  möglichen  Fällen 
gefragt  wird.  Jenem  einen  Fall  unter  6  Würfen  müsste  man  also  bei  60  Würfen, 
um  das  gleiche  Verhältniss  zu  erhalten,  nicht  einen  einzelnen,  sondern  zehn 
Fälle  gegenüberstellen,  und  es  lässt  sich  zeigen,  dass,  wenn  diese  zehn  Fälle  dem 
erwarteten  möglichst  nahe  liegen,  die  Wahrscheinlichkeit,  irgend  einen  derselben 
zu  werfen,  erheblich  grösser  ist,  als  die  Wahrscheinlichkeit  für  den  einen  Fall 
unter  nur  6  Würfen.  Allgemein  gilt  zunächst  der  Lehrsatz,  dass  bei  einer 
grossen  Anzahl  wiederholter  Versuche  diejenige  Anzahl  von  Wiederholungen  eines 
Ereignisses  die  grösste  Wahrscheinlichkeit  hat,  deren  Verhältniss  zu  der  Gesammt- 
zahl  der  Versuche  gleich  der  Wahrscheinlichkeit  dieses  Ereignisses  ist.  Ist  näm- 
lich w  die  einfache  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses,  und  also,  wie  oben  gezeigt, 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  dieses  Ereigniss  unter  n  Versuchen  amal  eintreffe, 

so   erhält   man   nach  demselben  Gesetze  die  Wahrscheinlichkeit  für  ein  a  —  1- 

d             \  —  ^ 
maliges  Eintreffen,  wenn  man  W  mit  r  •  ,  und  die  Wahrschein- 

fi  —  a         w 
lichkeit  für  ein  a  4-  1  maliges  Eintreffen,  wenn  man  WimX.  — ; — r  •  z multipli- 

cirt.  Soll  nun  IV  ein  Maximum  sein,  so  müssen  beide  so  aus  IV  berechnete 
Werthe  kleiner  als  W,  oder  es  muss 

a  1  —  w       ^        ,« —  a        w 

<  1   und  r  •  :; <  1 


n  —  a -t- 1         w  Ä -f-  1     1 — w 

sein.    Hieraus  folgt 

a  .  ö  4-  1 

•     w  > r  und  w  < r. 

«-hl  «  -f-  1 

Je  grössere  Zahlen  nun  n  und  a  sind,  desto  geringfügiger  wird  der  Fehler, 
welchen  man  durch  Weglassen  von  -h  1  neben  denselben  begeht;  in  diesem 
Falle  aber  reduciren  sich  beide  Ausdrücke  auf 

a 

n 
was  der  obigen  Behauptung  entspricht. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  unter  60  Würfen  mit  einem  Würfel,  oder  was  auf  dasselbe  hinan«- 
kommt,  in  einem  Wurf  mit  60  Würfeln  gerade  zehnmal  eine  bestimmte  Nummer  tu  wcrfra,  i»t 
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also  grösser    als    die  Wahrscheinlichkeit    für   jede    andere  Anzahl  von  Wiederholungen  dieser 
Nammer  in  gleichem  Fall. 

Es  ergiebt  sich  femer  aus  den  obigen  Formeln,  dass  jeder  von  diesem  wahr- 
scheinlichsten Erfolg  verschiedene  Erfolg  eine  desto  geringere  Wahrscheinlichkeit 
besitzt,  je  weiter  er  von  dem  wahrscheinlichsten  entfernt  ist. 

Daher  wird  beispielsweise  von  dei\  Wahrscheinlichkeiten,  mit  einem  Würfel  eine  bestimmte 
Nummer  in  6  Würfen  einmal,  oder  in  60  Würfen  diese  Nummer  oder  eine  von  neun  ihr  mög- 
lichst nahe  liegenden,  oder  in  600  Würfen  diese  Nummer  oder  eine  von  99  ihr  möglichst  nahe 
liegenden  n.  s.  w.  zu  werfen,  jede  folgende  grösser  als  die  vorhergehende,  und  die  Wahrschein- 
hchkeit,  bei  einer  sehr  grossen  Anzahl  von  Würfen  die  erwartete  Nummer  selbst  zu  treffen  oder 
dodi  ihr  sehr  nahe  zu  kommen,  wird  immer  grösser. 

Die  vorstehenden  Erörterungen  geben  den  wesentlichen  Inhalt  des  soge- 
mmten  Gesetzes  der  grossen  Zahlen  an. 

Dieses  Gesetz  gestattet  nun  auch,  bei  Aufgaben,  für  welche  die  nöthigen 
Data  zur  Bestimmung  der  Anzahlen  der  möglichen  und  der  günstigen  Fälle  nicht 
vorhanden  sind,  einen  angenäherten  Werth  der  Wahrscheinlichkeit  aus  den  Re- 
sultaten einer  Reihe  von  Versuchen  zu  bestimmen.  Hat  man  bei  n  Versuchen 
tfmal  das  Eintreffen  eines  bestimmten  Ereignisses  beobachtet,  so  ist,  falls  »  eine 

a 
sehr  grosse  Zahl  ist,  —  ein  angenäherter  Werth  der  Wahrscheinlichkeit  dieses 

Ereignisses. 

Derartige  Fälle  finden  z.  B.  statt,  wenn  nach  der  Wahrscheinlichkeit  gefragt 
wird,  dass  eine  in  einem  gewissen  Alter  stehende  Person  noch  eine  angegebene 
Anzahl  von  Jahren  leben,  oder  dass  ein  versichertes  Gebäude  innerhalb  einer 
bestimmten  Frist  abbrennen  werde,  u.  dgl.  m.  In  solchen  Fällen  dienen  sta- 
tistische Ermittlungen  zur  Bestimmung  einer  angenäherten  Wahrscheinlichkeit, 
und  die  letztere  hat  um  so  grösseren  Werth,  je  grösser  der  Umfang  der  ange- 
stellten Beobachtungen  ist  Hat  man  z.  B.  beobachtet,  dass  von  100  Personen, 
welche  35  Jahre  alt  sind,  nach  zwölf  Jahren  noch  81  leben,  so  kann  man  für 
die  Wahrscheinlichkeit  eines  jetzt  35  Jahre  alten  Menschen,  dass  er  nach  12  Jahren 
noch  am  Leben  sei,  ^^  setzen.  Diese  Wahrscheinlichkeit  bietet,  wenn  wirklich 
nur  100  Menschen  beobachtet  sein  sollten,  jedoch  nur  sehr  geringe  Gewähr,  der 
Wahrheit  nahe  zu  kommen,  da  in  diesem  Falle  die  Wirkung  zufälliger  Ausnahme- 
zustände nicht  ausgeschlossen  sein  würde.  Erstreckten  sich  dagegen  die  Beob- 
achtungen auf  die  Bewohner  eines  ganzen  Staates,  und  ergab  sich  hier,  dass 
durchschnittlich  auf  je  100  Menschen  noch  81  am  Leben  waren,  so  hat  man 
für  die  Wahrscheinlichkeit  0,81  eine  viel  grössere  Bürgschaft  der  Annäherung  an 
die  Wirklichkeit 

Eine  auf  diese  Weise  bestimmte  Wahrscheinlichkeit  nennt  man  eine  Wahr- 
scheinlichkeit a  posteriori  im  Gegensatz  zu  der  aus  der  genauen  Kenntniss  der 
Anzahlen  der  Fälle  abgeleiteten  Wahrscheinlichkeit  a  priori. 

7.  Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  finden  zunächst 
statt  bei  Glücksspielen  und  Wetten.  Hierbei  gilt  der  Satz,  dass  die  Einsätze  der 
Spielenden  sich  verhalten  müssen,  wie  die  Wahrscheinlichkeiten  derselben,  zu 
gewinnen. 

Wettet  z.  B.  Jemand,  dass  er  mit  einem  Würfel  auf  einen  Wurf  die  Nummer  1  werfen 
werde,  so  hat  er  mit  seinem  Gegner  nicht  gleiche  Chancen  des  Gewinnes.  Es  ist  daher  billig, 
<iiss  der  letztere,  welcher  eine  fünfmal  so  grosse  Wahrscheinlichkeit  hat  zu  gewinnen,  auch 
einen   Ainfinal    so    hohen    Einsatz   biete,    als   jener.     Sei    wiederholten  Spielen  steht  dann  zu 
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cnraiteo,  dass  Verlast  und  Gewinn  beider  Spieler  sich  um  so  mehr  —  den  betreffenden  Wahr- 
«cheinlichkeiten  entsprechend   —  ausgleichen  werden,  je  grösser  die  Anzahl  der  Spiele  ist. 

Ist  Überhaupt  auf  das  Eintreffen  eines  Ereignisses  ein  Preis  C  gesetzt,  so 
nennt  man  mathematische  Hoffnung  des  Preises  das  Produkt  aus  dem 
letzteren  und  der  Wahrscheinlickeit  «;,  dass  das  Ereigniss  eintrete.  Dieses  Pro- 
dukt w '  C  bestimmt  die  Grösse  des  Einsatzes  <r,  welchen  der  das  betreffende 
Kreigniss  erwartende  Spieler  zu  machen  hat  Spielen  also  mehrere  um  den- 
selben Preis  C,  und  sind  die  betreffenden  Wahrscheinlichkeiten  zu  gewinnen 
w\f  W2,  w^f  •  •  •  und  die  bezüglichen  Einsätze  eu  ^2»  ^3»  •  •  - 1  so  muss 

^1 :  ^i :  ^3 : . . .  =  wi  C :  w-i  C :  «/3  C : . . .  =  «»i :  a^2  :  W5  i 

nein.     Die  Summe  ri  -f-  <r2  -f-  ^3  -*- sämmllicher  Einsätze  muss  den  geseuten 

Preis  C  ausmachen;  dieser  letztere  vertheilt  sich  also  auf  die  einzelnen  Einsätze 
nach  dem  Verhältniss  der  entsprechenden  Wahrscheinlichkeiten. 

Sind  gleichzeitig  auf  das  Eintreffen  mehrerer  von  einander  unabhängiger 
Ereignisse  Preise  Cu  Ci^  63,  ...  gesetzt  worden,  so  ist  die  mathematische 
Hoffnung  für  das  Erlangen  eines  dieser  Preise  gleich  der  Summe  der  mathe- 
matischen Hoffnungen  für  die  einzelnen  Preise,  und  demnach  der  zu  leistende 
Einsatz 

^  =  fe/i  Ci  -h  W2  Co  -f-  7^3  Cs  4-  . . . , 

denn  man  kann  diesen  Fall  ebenso  ansehen,  als  wenn  ebenso  viele  von  einander 
unabhängige  Spiele  gemacht  würden,  als  Preise  vorhanden  sind,  und  deshalb 
ist  der  Ocsammt-Flinsatz  auch  gleich  der  Summe  der  Einsätze  für  diese  einzelnen 
Spiele.  Dabei  kann  es  auch  vorkommen,  dass  der  eine  oder  der  andere  der 
Preise  negativ  ist,  d.  h.  dass  bei  dem  Eintreffen  des  bezüglichen  Ereignisses 
von  dem  Spieler  ein  Betrag  herausgezahlt  werden  soll. 

V.%  Kcien  z.  B.  in  einer  Lotterie  von  1000  Nummern  ein  Preis  von  10000  Mark,  10  Preisr 
von  1000  Mark  und  100  Preise  von  100  Mark  ausgesetzt,  so  ist  der  Werth  eines  einzelnen 
I^>o«cii  gleich 

ttAjo.  10000 -Ht*«!^  1000 -HiViÄr- 100  =  30  Mark 

Soll  ferner  aun  einer  Urne  mit  7  weissen  und  3  schwarzen  Kugeln  eine  Kugel  unter  der 
Krdmgung  gezogen  werden,  dass,  wer  eine  weisse  Kugel  zieht,  1  M.  erhält,  dagegen  wer  eine 
»rhwar/e  Kugel  zieht,  1  M.  zahlt,  so  beträgt  der  Einsatz  fUr  einen  einzelnen  Zug 

Werden  die  ausgesetzten  Preise  erst  in  bestimmten  späteren  Terminen 
fällig,  HC)  sind  dieselben  selbstverständlich  vor  der  Berechnung  des  Einsatzes  auf 
ihren  gegenwärtigen  Werth  zu  discontiren. 

V(m  der  mathematischen  Hoffnung  des  Preises  ist  die  des  Gewinnes  oder 
des  VcrluHtes  zu  unterscheiden,  welche  erst  nach  Berechnung  des  Einsaues 
ermittelt  werden  kann.  Der  Gewinn  des  Spielers  ist  gleich  dem  Ueberschu^s 
de«  Preises  über  den  Einsatz,  also  gleich  c  —  e,  oder  was  dasselbe  ist,  gleich 
dem  Einsatz  des  Gegners,  bezw.  der  Summe  der  Einsätze  sämmtlicher  mit- 
Hpielcnder  Gegner.  Die  mathematische  Hoffnung  des  Gewinnes,  welche  auch 
das  mathematische  Risiko  genannt  wird,  ist  gleich  dem  Produkt  aus  dem 
zu  erwartenden  Gewinn  und  der  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen,  also  gleich 
ri' •  (r  ^),  oder  bei  zwei  Spielern»  deren  Einsäue  bezüglich  e  und  o  und  deren 
Wahrncheinlichkciten  zu  gewinnen  w  und  w\  sind,  bezüglich  we\  •  und  wy  e, 

Ist  das  nmthematiftchc  Risiko  auf  beiden  Seiten  gleich  gross,  so  verhalten 
Mch  chcnfallM  die  Kinhätze,  wie  die  zugehörigen  Wahrscheinlichkeiten,  oder  aus 
w\t  --  wt\  folgt  tv\  w\^  e\  e\,  und  umgekehrt 
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8.  Eine  weitere  Anwendung  findet  die  Wahrscheinlichkeits-Rechnung  in  dem 
Versicherungs-Wesen,  also  bei  Feuerversicherungs-,  Lebensversicherungs-,  Wittwen- 
Kassen  u.  dgl.  Die  hier  den  Berechnungen  zu  Grunde  gelegten  Wahrscheinlich- 
keiten sind  solche  a  posteriori,  welche  durch  die  statistischen  Ermittelungen  fest- 
gestellt werden.  Für  ein  näheres  Studium  dieser  Anwendung  muss  hier  auf  die 
besonderen  Fach-Schriften  verwiesen  werden. 

Das  Gleiche  gilt  von  der  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeits-Rechnung  auf 
die  Ermittelung  des  wahrscheinlichsten  Werthes  beobachteter  oder  gemessener 
Grössen,  bei  welchen  die  Resultate  verschiedener  einzelner  Messungen  in  Folge 
der  unvermeidlichen  kleinen  Beobachtungsfehler  nicht  vollständig  übereinstimmen. 
Wenn  beispielsweise  ein  und  derselbe  Winkel  mehreremale  gemessen  wird,  so 
werden  in  Folge  der  Unvollkommenheit  der  Sinne  des  Beobachters,  der  unver- 
meidlichen kleinen  Mängel  des  Messinstruments,  vielleicht  auch  der  wechselnden 
Einflüsse  von  Wind  und  Wetter  auf  die  Aufstellung  des  letzteren,  u.  dgl.  m.  die 
einzelnen  Messungsresultate  bei  der  grössten  Sorgfalt  des  Arbeitenden  um  geringe 
Werthe  verschieden  sein.  Sind  hierbei  die  einzelnen  Messungen  unter  Umständen 
angestellt,  welche  dieselben  gleich  vertrauenswerth  machen,  so  lässt  sich  annehmen, 
dass  jeder  Beobachtungsfehler  ebenso  leicht  positiv,  wie  negativ  eintreten  könne, 
and  dasjenige  Resultat,  welches  die  grösste  Wahrscheinlichkeit  hat,  das  richtige 
zu  sein,  ergiebt  sich  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  einzelnen  Resultate. 
Dabei  wächst  diese  Wahrscheinlichkeit  mit  der  Anzahl  der  einzelnen  Messungen. 
In  verwickeiteren  Fällen,  namentlich  wenn  die  gewünschten  Resultate  nicht 
anmittelbar  beobachtet,  sondern  erst  aus  den  Beobachtungen  durch  Rechnung 
abgeleitet  werden,  unterliegt  die  Bestimmung  des  wahrscheinlichsten  Werthes 
grosseren  Schwierigkeiten.  Die  für  die  beobachtende  und  messende  Praxis  über- 
las wichtige  Ausgleichung  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler,  welche  durch 
die  Lösung  solcher  Aufgaben  erzielt  wird,  bildet  den  Gegenstand  einer  besonderen 
mathematischen  Disciplin,  der  sogenannten  Ausgleichungsrechnung.  In. Betreff 
derselben  kann  hier  nur  historisch  angeführt  werden,  dass  sie  sich  auf  die  von 
Gauss  erfundene  Methode  der  kleinsten  Quadrate  stützt.  Die  letztere 
gehl  von  dem  Lehrsatz  aus,  dass  dasjenige  Resultat  die  grösste  Wahrscheinlich- 
keit habe,  das  genau  richtige  zu  sein,  für  welches  die  Summe  der  Quadrate 
seiner  Abweichungen  von  den  einzelnen  Resultaten  der  Beobachtung  möglichst 
klein  ist 

Auch  bei  vielen  Urtheilen  des  praktischen  Lebens  kann  von  den  Principien 
der  Wahrscheinlichkeits-Rechnung  Anwendung  gemacht  werden.  Wer  aus  einer 
Anzahl  von  Beobachtungen  auf  das  Eintreffen  eines  Ereignisses  unter  bestimmten 
Umständen  schliesst,  macht  häufig  nur  einen  Wahrscheinlichkeits-Schluss,  dessen 
Werth  sehr  verschieden  sein  kaim.  Gesetzt,  es  habe  Jemand  beispielsweise  drei- 
Dial  nach  einander  die  Beobachtung  gemacht,  dass  bei  Mondwechsel  auch  ein 
^ittcningswechsel  stattgefunden  habe,  so  würde  der  Schluss  auf  ein  diesen  Be- 
obachtungen zu  Grunde  liegendes  allgemeines  Gesetz,  der  Schluss  also,  dass  das 
^^echseln  des  Wetters  bei  dem  des  Mondes  gewiss  sei,  ein  sehr  voreiliger  sein, 
da  hier  höchstens  von  einer  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  die  Rede  sein  kaim, 
welche  aber  in  dem  gewählten  Beispiele  auf  einer  viel  zu  geringen  Anzahl  von 
Wederholungen  beruht,  um  irgend  welchen  Werth  zu  haben.  Würde  dagegen 
Jemand  das  gleichzeitige  Eintreffen  zweier  Ereignisse  etwa  unter  Tausenden  von 
Beobachtungen  jedesmal  oder  doch  bei  einer  überwiegend  grossen  Anzahl  dieser 
Beobachtungen  wahrgenommen  haben,  so  wäre  ein  Schluss  auf  eine  Wahrschein- 
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Üchkeit  des  ursächlichen  Zusammenhangs  beider  Ereignisse  gerechtfertigt  oder 
erlaubt  Wir  versagen  uns  auch  hier  ein  näheres  Eingehen,  indem  wir  dasselbe 
dem  eigenen  Nachdenken  oder  weiteren  Studien  der  Leser  überlassen. 

§62.  Der  binomische  Lehrsatz  für  ganze,  positive  Exponenten. 

Heis  §  40  u.  92—93.  Bardey  XXXVIi. 

1.  Die  Aufgabe  des  sogenannten  binomischen  Lehrsatzes,  jede  beliebige  Po- 
tenz (a  ±.  bY  eines  Binoms  zu  entwickeln,  ist  für  ganze  positive  Exponenten  ein 
besonderer  Fall  der  Aufgabe,  ein  Produkt  von  der  Form 

(^x±d)'{x±l>)'{x±€)  .  .  ,  (jc  ±:  »i) 
zu  entwickeln.    Diese  allgemeinere  Aufgabe  gestattet  mit  Hülfe  der  Combinadons- 
lehre  eine  leichte  Auflösung. 

Durch  Ausführung  der  Multiplicationen  nach  (19)  in  §  11  erhält  man  zunächst 

(jc  -H  a)  (;c  -h  ^)  =  jc2  -H  (<j  -H  ^)  jc  -+-  ah 
(x-^-  a)  (x-^b)  [x-\-c]=^3^'^\ß-\-b->fc)x'^'\-  (ab  -^  ac -h  bc)  x -h  abc 
ix-^  a)  (x-k-b)  (x-k-  c)  (JT  4-  //)  =  Ä*  -+-  (ö  -h  ^  4-  f  -H  //)  jfS  -|_  [ab  -^  ac  -^  ad 
-h  bc-h  bä-h  cd)  ^2-1-  (abc  -{-  abd-^  acd-^  bcd)x-^abcd  u.  s.  w. 

Sucht  man  nach  einem  allen  diesen  einzelnen  Entwicklungen  gemeinsamen 
Bildungsgesetz,  welches  also  eine  gewisse  Wahrscheinlichkeit  habe,  allgemeine 
Gültigkeit  zu  besitzen,  so  fällt  sofort  in  die  Augen,  dass  sämmtliche  Entwicklungen 
aus  Gliedern  bestehen,  welche  nach  abnehmenden  Potenzen  von  x  fortschreiten. 
Das  erste  Glied  ist  jedesmal  diejenige  Potenz  von  x^  deren  Exponent  gleich  der 
Anzahl  der  binomischen  Faktoren  auf  der  linken  Seite  ist;  jedes  folgende  Glied 
enthält  eine  Pptenz  von  jc,  deren  Exponent  um  1  kleiner  ist  als  in  dem  ihm 
unmittelbar  vorhergehenden  Gliede,  und  die  Coefhcienten  dieser  Potenzen  lassen 
sich  der  Reihe  nach  aus  den  Combinationen  der  zweiten  Summanden  a,  b^c^d,... 
zur  ersten,  zweiten,  dritten  Klasse  u.  s.  w.  bilden,  indem  man  diese  Combinationen 
(ohne  Wiederholungen)  als  Produkte  betrachtet  und  letztere  jedesmal  addirt 
Das  letzte  Glied  enthält  so  das  Produkt  sämmtlicher  Summanden  a,  b,  u.  s.  w., 
mit  ^t  d.  i.  ohne  x. 

Gilt  dieses  Gesetz  allgemein,  und  bezeichnet  man  die  Summe  der  aus  jenen 
Combinationen  zur  ^ten  Klasse  gebildeten  Produkte  der  Kürze  halber  mit  5  {Cf\ 
so  ist  für  ein  Produkt  von  n  Binomen: 

{x  -^  a){x  -^  b){x  -^  c) = 

*-4-5(6i);r«-l-h5(C2)ar*-2-h5(Cs)jc*-S-h...-h  5(C-i)ji:-h5(C«)  •  (1). 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  beruht  jedoch  nach  dem  Vorstehenden  nur 
auf  Vermuthung;  einen  strengen  Beweis  derselben  erhält  man  durch  die  söge- 
nannte  höhere  Induction  oder  denSchlussvon  n  auf  »+L  Es  sei  nämlich  die  Richtig- 
keit der  Formel  für  irgend  eine  Anzahl  n  der  binomischen  Faktoren  vorausgesetzt, 
m  »oll  bewiesen  werden,  dass  dieselbe  dann  auch  für  i»  +  1  solche  Faktoren 
gelten  muss.  Man  findet  aber  das  richtige  Produkt  von  n  +  1  Faktoren,  indem 
man  die  Multiplication  des  richtigen  Produkts  von  n  Faktoren  mit  dem  neu  hinzu- 
gekommenen  n  ^  Xitn  Faktor  ausführt  Es  sei  dieser  Faktor  x  +  ^,  so  ist  das 
durch  Multiplication  der  rechten  Seite  von  (1)  mit  demselben  entstehende  Pro- 
dukt gleich 
**  -^  *   k-  S  (Cx)  jr-  -H  .V  (Q)  *-  - 1  -»-  . . .  -+-  5  (C  - 1)  jc«  -+-  5  (C)  X 

^  ifx^  ¥  qS[Cx)x^  "  1  -h  . . .  -h  ^^(C;  -  a)  jr«  -h  qS(Cn  - 1)  Jr  -h  qS\Cn^ 

Km    ist    also    in    der    neuen    Entwicklung    der    Coefücient    von  xP  gleich 
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S(Cu  -/  -t- 1)  -h  ^S(Ch  —  >  ).  Fügt  man  aber,  wie  dieser  Ausdruck  verlangt,  zu  sämmt- 
liche  Combinationen  von  n  Elementen  zu  irgend  einer  Klasse  die  sämmtlichen  Com- 
binadonen  eines  n -h  1  ten  Elementes  ^  mit  den  Combinationen  jener  n  Elemente 
zur  nächst  niedrigeren  Klasse  hinzu,  so  erhält  man  offenbar  sämmtliche  Combi- 
nationen der  «  -h  1  Eletaente  zu  jenef  ersteren  Klasse.  Hieraus  geht  hervor, 
dass  die  vorstehende  Entwicklung  für  ein  Produkt  von  n-h  l  binomischen  Fak- 
toren dieselbe  ist,  welche  man  aus  (1)  erhalten  haben  würde,  wenn  man  das 
Gesetz  dieser  Formel  auf  «-hl  Faktoren  angewendet  hätte.  Gilt  also  diese 
Fonnel  für  n  Faktoren,  so  gilt  sie  auch  für  «  -f-  1  Faktoren. 

Nun  ist  aber  die  Richtigkeit  von  (1)  für  2,  3,  4  Faktoren  unmittelbar  durch 
Ausführung  der  Multiplication  nachgewiesen,  mithin  gilt  diese  Formel  auch  für 
5  Faktoren,  und  da  dieses  der  Fall  ist,  nach  demselben  Schlüsse  auch  für  6  Fak- 
tiHen,  u.  s.   w.  bis  in's  Unendliche.    Hiermit  ist  ihre  allgemeine  Gültigkeit  be- 


EHe  Entwicklung  von  {x  —  a)  {x  —  b){x  —  c)  .  .  .  .  kann  in  ganz  derselben 
Weise  erfolgen,  wie  die  vorige;  einfacher  ist  es  jedoch,  in  (1)  die  Werthe  von 
j,  ^,  ^,  .  .  .  negativ  anzunehmen.  In  diesem  Fall  werden  die  aus  Combinationen 
einer  ungeraden  Klasse  gebildeten  Produkte  negativ,  während  die  anderen  positiv 
bleiben.  Daher  erhält  man  dieselbe  Entwicklung,  wie  in  (1),  jedoch  mit  ab- 
wechselnden Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder,  oder  es  ist 

{x  —  d){x  —  b)  {x  —  c)  ,  .  .  = 
X-— 5(Ci)x«-i-|-5(C2)^«-2_5(C8):c«-8-h...H-(— l)«-i.S(C_i)jp 

-h(-l)«5(G).      (2). 
2.  Werden    in   den  Formeln  (1)  und  (2)  die  Grössen  0,  b,  c^  ,  .  einander 
gleich,  so  verwandeln  sich  alle  in  S{C^  enthaltenen  Produkte  in  die  /te  Potenz 
von  a,  und  da  die  Anzahl  dieser  Potenzen  gleich  derjenigen  der  Combinationen 
von  n  Elementen  zur /ten  Klasse  ist,  so  wird  S{Cp)  zu 

^(» -_!)...(»-,/ 4-1) 

12.../ 

oder  nach  der  schon  früher  eingeführten  Bezeichnung,  zu  (^)ö^.     Demnach  ist 

{x  -H  a)*  =  a:«  -h  Q  ajc»-i  -h  Q  «^^"-^-H  •  •  •  -H  0", 

(X  —  a)- =  JC«  —  Q  flJC«  - 1 -h  (2)  ö2jC«  -  2  —  .  .  .  4- (_  1)«  tf  I.. 

Diese  Formeln  enthalten  den  sogenannten  binomischen  Lehrsatz.  Ge- 
vöhnlich  findet  man  denselben  in  der  Form  geschrieben,  welche  man  erhält, 
wenn  man  a  statt  x  und  b  statt  a  schreibt,  also 

..  -h(ifcl)«^*. 
Die  Giltigkeit  dieses  Lehrsatzes  ist  durch  die  gegebene  Ableitung  nur  für 
ganze  positive  Werthe  des  Exponenten  n  bewiesen.    Es  ist  also  beispielsweise 

10»9-8-7'6'5  _  10»9-8»7'6-5'4 

"^     1.2-3-4.5-6  1.2-3-4.5-6-7'' 


10.9. 

8- 

7 

6 

4-3 
/i 

1.2. 

10-9*8 

3- 
•7 

4 
6. 

.5 
5- 

'  2*8     10-9-8-7-6-5-4-3-2         10-9.8-7-6-54-3-21 
1-2-3-4-5-6-7.8''  1-2.3-4-5-6-7-8-9      "^  1.2-3-4-5-6-7-8-910     ' 

ScHUMHiLCH,  Handbuch  der  Mathematik.    Bd.  I.  9 
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d.  i.  (a  —  ^)io  =  dfio  _  lOcßb  -h  45a8^  _  120a7|J3  4-  210a«^  —  252^5^ 
-h  210^4^  —  120ä8^''  -h  45ö2^  —  10«^  H-  ^10. 
Die  in  dieser  Entwicklung  vorkommenden  Zahlenausdrücke 

n     n{n  —  1)     n{n  —  1)  («  —  2) 
V        1T2     '  1.2-3         '  ^'  ^'  ^'' 

welche  schon  früher  kürzer  durch 

(1)'  (2)'  (3)  "•  ^-  ^- 

bezeichnet  wurden,  werden  die  Binomial-Coefficienten  zur  «ten  Potenz  ge- 
nannt.   Der/te  Binomialcoefhcient  ist  also 

tn\      n{n-—l)(n  —  i),,,  (n  —p  4-  1) 
\P)^  1.2.3.../ 

Derselbe  ist  der  Coefficient  des  «-hl  ten  Gliedes  im  binomischen  Lehrsaue 
und  gleich  der  Anzahl  der  Combinationen  von  n  Elementen  zur /ten  Klasse  ohne 
Wiederholungen,  sowie  gleich  der  Anzahl  der  Pennutationen  von  n  Elementen, 
unter  denen  sich/  gleiche  einer  Art  und  n  —  p  gleiche  einer  anderen  Art  befinden. 

Da  die  Werthe  von  n  als  ganze,  positive  Zahlen  vorausgesetzt  sind,  so  bilden 
die  Faktoren  des  Zählers  eines  Binomialcoefhcienten  ganze  Zahlen,  von  denen  jede 
folgende  um  1  kleiner  ist  als  die  vorhergehende,  und  man  muss  daher  bei  der  Bildung 
dieser  Coefhcienten  einmal  zu  einem  Faktor  im  Zähler  kommen,  welcher  gleich 
Null  ist  Dies  findet  statt,  wenn  n  — /  -f-  1  =  0,  also  /  =  «  4-  1  ist  Somit  wird 
der  «  -h  1  te  Coefficient  und  ebenso  jeder  folgende  gleich  Null.  Hiemach  wird 
auch  das  «-i-2te  und  jedes  folgende  Glied  der  rechten  Seite  des  binomischen 
Lehrsatzes  gleich  Null,  oder  diese  Seite  besteht  aus  n-\-\  Gliedern. 

3.  Die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Binomialcoefficienten  sbd 
folgende: 

Der  Coefficient  (A  =  1  des  ersten  Gliedes  ist  gleich  dem  des  letzten,  der 

Coefficient   L  j  des  ersten  Gliedes  gleich  dem  des  vorletzten  u.  s.  w.,  allgemein 

der  des /ten  Gliedes  gleich  dem  des  n — /  4- 2  ten,  denn  jener  ist  gleich 

«  («  —  1)  .  .  («  —  /  -H  2) 
1-2 (/  —  1)      ' 

und  in  dem  letzteren  Quotienten  heben  sich  alle  auf  (« — /-I-2)  folgenden  Fak- 
toren des  Zählers  gegen  die  auf  /  —  1  folgenden  des  Nenners  auf.  Die  Binomial- 
coefficienten für  irgend  eine  ganze  positive  Potenz  bilden  also  eine  Reihe  wm 
Zahlen,  deren  erste  Hälfte  von  der  Mitte  an  in  umgekehrter  Reihenfolge  wieder- 
kehrt. 

Demnach  ist  das  letzte  Glied  ^«,  das  vorletzte  «<j^"  - 1,  u.  s.  w. 

Aus  den  Binomialcoefficienten  zu  irgend  einer  Potenz  erhält  man  diejenigen 
zur  nächst  höheren  Potenz,  indem  man  je  zwei  aufeinanderfolgende  der  ersteren,  n^.it 

Einschluss  von  /q)  =  1  und  (^j  =  1,  addirt.    Dieser  Satz  ist  bereits  oben  bei  dem 

allgemeinen  Beweise  von  (1)  in  Betreff  der  Combinationen  bewiesen  worden;  um 
denselben  speciell  für  den  hier  vorliegenden  Fall  zu  beweisen,  hat  man  /u 
/4:igcn,  dass 

rt') -(;)-(,-.) 
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ist,  was  leicht  mittelst  Einsetzen  der  betreffenden  Ausdrücke  und  einer  einfachen 
Umformung  geschieht 

Hiernach  können  die  Binomialcoefücienten  für  die  verschiedenen  Exponenten 
leicht  nacheinander  durch  blosse  Additionen  berechnet  werden.  Man  erhält  so 
das  sogenannte  PASCAL'sche  Dreieck: 

if  =  0.  .  .  .  1 

1.  1       1 

2.  12       1 

3.  13      3      1 

4.  14      6      4       1 
ö.                       1       5      10     10     5       1 

6.  1       6      15    20     15     6       1 

7.  1      7     21     35    85    21     7       1 

u.  s.  w. 

Setzt  man  in  der  Entwicklung  von  {a  4-  ^)*  iür  a  und  für  d  den  Werth  1  ein, 
so  eigiebt  sich  ohne  Weiteres  der  Satz: 

Die  Summe  aller  Binomialcoefücienten  der  «ten  Potenz  ist  gleich  2«.  Setzt 
man  dagegen  in  der  Entwicklung  von  {a  —  ^)«/  a  =  ^  =  1,  so  erhält  man 

»-©-0 +  ©-•■•■- (*«-0' 

woraus  der  Satz  folgt,  dass  die  Summe  aller  an  geraden  Stellen  stehenden 
Bbominalcoefficienten  gleich  der  Summe  aller  an  ungeraden  Stellen  stehenden, 
jede  dieser  Summen  also  gleich  2'»-i  ist. 

4.  Um  die  «te  Potenz  eines  Trinoms  a±:ddtc  zu'entwickeln,  kann  man  letzteres 
aoachst  in  Form  eines  Binoms  schreiben,  dessen  eines  Glied  wieder  ein  Binom 
^  und  dann  den  binomischen  Lehrsatz  wiederholt  anwenden.     So  ist  z.  B. 
(a^d  —  cy^^Ka-hd)  —  cf  =  (ö 4-  ^)9 -r.  3 (tf  -+-  ^)2 ^ -h  3 (tf  H-  ^) ^2  —  ^ 

=  fl8  ^  SaU  4-  Salß  -^  i»  — S(a^ -h^ad -^  d^)  c -h  B{a -h  If)  c^  — fi 
=  ä3  _|_  sa^d  4-  3ö^2  -+-  ^3  —  da^c  —  eadc  —  3^2^  -h  3tfr2  -h  Söc^  —  c^ 
=  flS  _|_  ^  _  ^  -f.  3  (^2^  -f.  a^3  _  d{2^  —  h'ic^uc^  -h  bc^)  —  ^abc. 
In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die  Potenzen  beliebiger  Polynome  entwickeln. 
Hierdurch  wird  für  die  Praxis  die  Ableitung  einer  allgemeinen  Formel  für  die 
ste  Potenz  eines  Polynoms,  d.  i.  des  polynomischen  Lehrsatzes,  entbehrlich. 

Eine  andere  Erweiterung  des  binomischen  Lehrsatzes,  nämlich  die  Ausdehnung  desselben 
ttf  gebrochene  oder  negative,  allgemein  auf  beliebige  Werthe  des  Exponenten,  geschieht  am 
'testen  durch  iiUlfsmittel  der  sogenannten  höheren  Mathematik. 


Kapitel  10. 
Von  den  Reihen. 

§  63.    Einfache  arithmetische  Reihen. 
Eine  Reihe  nennt  man  in  der  Arithmetik  jede  gesetzmässige  Aufeinander- 
folge von  Zahlen.     So  sind  beispielsweise 

1^    J_  1  1^ 1_ 

V    1-2'    1-2-3'   1.2-3-4'   1.2-3.4.5' ••  •' 

«*«r  1.   2     6 '  24'   120'  •  •  •  "^^^  ^*  ^^'  ^^'  ^^'  ^^'  '    ' ' 
Leihen,  deren  Bildungsgesetze  leicht  ersichtlich  sind. 

9» 
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Die  einzelnen  Zahlen,  welche  eine  Reihe  bilden,  heissen  die  Glieder  der- 
selben. Aus  der  unbegrenzten  Anzahl  möglicher  Reihen  werden  in  der  elemen- 
taren Nfathemadk  besonders  zwei  Arten  behandelt,  welche  sich  durch  die  Ein- 
fachheit ihrer  Bildungsgesetze  auszeichnen,  und  welche  man  mit  den  Namen 
arithmetische  und  geometrische  Reihen  (oder  Progressionen)  bezeichnet  hat. 

Eine  arithmetische  Reihe  ist  eine  solche,  bei  welcher  jedes  folgende 
Glied  aus  dem  nächst  vorhergehenden  durch  Addition  einer  und  derselben  2^hl 
entsteht,  oder  mit  anderen  Worten,  bei  welcher  die  Differenz  je  zweier  aufein- 
anderfolgender Glieder  (das  vorhergehende  als  Subtrahend  genommen)  einen  und 
denselben  Werth  hat  Diesen  letzteren  Werth  nennt  man  die  Differenz  der 
Reihe.  Dieselbe  kann  positiv  oder  negativ  sein.  Im  letzteren  Falle  ist  jede, 
folgende  Glied  kleiner  als  das  vorhergehende.  Das  erste  Glied  einer  Reihe 
heisst  allgemein  das  Anfangsglied  derselben.  Ist  a  das  Anfangsglied  einer 
arithmetischen  Reihe  und  d  die  Differenz  derselben,  so  ist  das  zweite  Glied 
gleich  a  -h  </,  das  dritte  gleich  «  -h  2^,  das  vierte  gleich  a  +  3i/,  u.  s.  w.,  also 

allgemein,  das  /fte  Glied 

an^a^{n^\)d        (1) 

Diese  Formel  gestattet,  jedes  beliebige  Glied  der  Reihe  aus  seinem  Stellen- 
zeiger fiy  dem  Anfangsgliede  und  der  Differenz  zu  bestimmen,  ohne  dass  es 
nöthig  ist,  die  vorhergehenden  Glieder  zu  berechnen.  Eine  derartige  Formel 
nennt  man  überhaupt  das  allgemeine  Glied  der  Reihe. 

Es  sei  z.  B.  gefragt,  wieviel  Meter  ein  fallender  Körper  in  der  8ten  Secunde  der  FalUeit 
zurücklegti  wenn  bekannt  ist,  dass  ein  solcher  (abgesehen  von  dem  Widerstände  der  Luft)  in  der 
ersten  Secunde  4,904  Meter  und  in  jeder  folgenden  Secunde  9,808  Meter  mehr  als  in  der  vor- 
hergehenden duichfiillL     Hier  ist  o»  =  4,904  -H  7  •  9,808  =73,560  Meter. 

Eine  entsprechende  Aufgabe  ist  die  der  Berechnung  der  Summe  einer 
bestimmten  Anzahl  von  Gliedern  einer  Reihe.  Soll  Air  eine  arithmetische  Reihe 
die  Summe  der  n  ersten  Glieder  berechnet  werden,  so  beachte  man,  dass  die 
Summe  des  ersten  und  des  letzten  Gliedes  gleich  derjenigen  des  zweiten  und  de> 
vorletzten,  sowie  gleich  derjenigen  des  dritten  und  des  drittletzten  Gliedes  u.  s.  w. 
sein  muss,  denn  in  jeder  folgenden  dieser  einzelnen  Summen  ist  der  eine 
Summand  gegen  die  vorhergehende  um  ebensoviel  vergrössert,  wie  der  andere 
verkleinert  Schreibt  man  also  jene  n  ersten  Glieder  der  Reihe  einmal  in  ihrer 
Reihenfolge,  das  anderemal  in  der  umgekehrten  Reihenfolge,  setzt  also 

5«  =  ö  -h  (a  -h  i/)  -^  (<*  H"  2i/)  -h -h  [ä  -h  («  —  2)^  H-  [a  -h  («  —  1)  ^, 

5»  =  (ö-h  («  —  1)^/]  -h  [tf  -h  («  —  2)//]  H-  [öH-  («  —  3)^  H-  ....  H-  (tfH-  ^  H-  «I 
und  addirt  die  gleichstelligen  Glieder  beider  Reihen,  so  erhält  man 

25,  =  [24H-  {»  —  IV]  H-  [2ö  -h  («  —  ly;  H-  ...  =  [2a  -h  (n  —  ly]  •  «, 

also  5  = -^ ^  -  n    (2) 

oder  auch  5«  «  — ^  — -  •  n     (3) 

d.  h.  die  praktische  Regel:  Um  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  einer  arith- 
metischen Reihe  zu  finden,  multiphcire  man  die  Hälfte  der  Summe  des  ersten 
und  des  letzten  Gliedes  mit  der  Anzahl  der  Glieder. 

S<i    ist    I«    ß.    die    Summe    der    ersten    50    Zahlen    der    natürlichen    Zahlenreihe   gleich 
I  (1  +M))  «50    -  51  •  i6  =-  1275,   der  gesammte  von  einem  fallenden  Körper  in  8  SccunJco 
furUcki^lcgte    Weg    nach    dem    obigen  Beispiele   gleich    )  ^4.904  +  7S,56ü)  •  8  =-  7S.4G4  •  4 
aia.M:»4)  Mrtrm. 
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Soll  nicht  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe,  sondern  die  der  n 

Glieder,  welche   auf  das  /te  Glied  zunächst  folgen,  berechnet  werden,  so  kann 

man  das  /  -f-  Ite  Glied    als   das  Anfangsglied   der  Formeln  (2)  und   (3),    das 

/  -e  «te  Glied  als  das  «te  ansehen,  oder  auch  von   der  nach  diesen  Formeln 

berechneten  Summe  der  /  -H  «  ersten  Glieder  die  der  /  ersten  subtrahiren. 

Eine  Formel  für  die  Summe,  wie  (2)  oder  (3)  wird  auch  das  Summenglied 
einer  Reihe  genannt. 

Die  Fonneln  (1) — (3)  gestatten  zugleich  die  Auflösung  der  Umkehrungen 
der  im  Vorstehenden  durch  sie  gelösten  Aufgaben,  oder  mit  anderen  Worten, 
dieselben  sind  nicht  sowol  als  Bestimmungsgleichungen  für  die  Unbekannten 
a,  und  .S«,  als  vielmehr  als  Beziehungsgleichungen  zwischen  den  fünf  Grössen 
•j,  d^  n,  On,  Sm  zu  betrachten,  welche  die  Berechnung  jeder  beliebigen  zwei  von 
diesen  Grössen  aus  den  gegebenen  Werthen  der  drei  anderen  gestatten,  indem 
msn  sie  eventuell  nur  auf  jene  gesuchten  Grössen  als  Unbekannte  aufzulösen  hat. 

Wählt  man  hiemach  aus  jenen  fünf  Grössen  auf  alle  möglichen  Arten  zwei 
3]s  die  zu  berechnenden  aus,  so  erhält  man  im  Ganzen  10  Aufgaben,  nämlich 
ausser  der  schon  gelösten,  in  welcher  ö«  und  S»  gesucht  wurden,  noch  die 
folgenden  neuen,  in  welchen  die  gesuchten  Unbekannten  bezüglich 

1)ä,,  a;  2)an,ä;  3X«;  4)5«,  u;  5)5«,^;  6)5«,«;  7)a,ä;  8)0,«;  9)ä,n 
sind.    Im  Folgenden  sollen  zunächst  diese  neun  Aufgaben  mit  entsprechender 
Nomerirung  behandelt  werden. 

In  den  Aufgaben  1) — 3)  kann  bezüglich  die  Unbekannte  a,  d  und  «  durch 
Auflosung  der  Gleichung  (2)  auf  dieselbe  gefunden  werden,  und  die  Gleichung 
ri'i  ergiebt  dann  an.  In  dem  Falle  3),  in  welchem  «  unbekannt  ist,  wird  die 
Gleichung  (2)  eine  quadratische,  in  den  anderen  Fällen  ist  sie  vom  ersten  Grade.  — 
Entsprechend  kann  in  den  Aufgaben  4) — 6)  zuerst  die  Unbekannte  0,  bezw.  d 
oder  n  aus  (1)  berechnet  und  dann  Sn  aus  (2)  oder  (3)  gefunden  werden.  Bei 
5)  kann  Sn  auch  kürzer  direct  aus  (3)  berechnet  werden.  Bei  7)  findet  man  a 
aus  (3),  darauf  d  aus  (I)  oder  (2);  bei  8)  sind  die  zwei  Gleichungen  (1)  und  (3) 
auf  die  Unbekannten  aufzulösen,  wobei  die  Eliminationsgleichung  vom  zweiten 
Grade  wird;  bei  9)  endlich  liefert  (3)  den  Werth  von  «  und  darauf  (1)  oder  (2) 
den  Werth  von  d.  —  Beispiele:  Heis,  §  81,  No.  1—18;  §  82,  No.  1—13. 
Bardey  XXXn  A. 

§  64.     Geometrische  Reihen. 

1.  Eine  geometrische  Reihe  ist  eine  solche,  bei  welcher  jedes  folgende 
Glied  aus  dem  nächst  vorhergehenden  durch  Multiplication  des  letzteren  mit 
eber  und  derselben  Zahl  entsteht,  oder  mit  anderen  Worten,  bei  welcher  der 
Quotient  je  zweier  auf  einander  folgender  Glieder  (das  vorhergehende  als  Divisor 
genommen)  einen  und  denselben  Werth  hat.  Diesen  letzteren  nennt  man  den 
Quotient  (vielfach  auch  den  Exponent)  der  Reihe. 

Ist  a  das  Anfangsglied,  q  der  Quotient  einer  geometrischen  Reihe,  so  ist  das 

zweite  Glied  gleich  aq^  das  dritte  gleich  aq^^  das  vierte  gleich  aq^^  u.  s.  w.,  also 

das  allgemeine  Glied 

ö„  =  ö^-i      (4) 

Das  Summenglied  einer  geometrischen  Reihe  ergiebt  sich  aus  folgender  Ab- 
leitung:   Es  ist 

Sn  =  a-k-aq  -\'aq^  -h  aq^  4-  ...  4-  aq*^'-^  -h  aq^"^  ,  also 
g  .  Sn=^  oq  -^  ^q"^  -H  ö^^  -f-  . . .  -h  aq^  —  ^  -h  aq^  —  ^  -h  aq^'^  daher 

S^  —  q  3^1=  a  —  aq^>  oder 
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Sn{l  —  ^)  =  a(l — ^),     mithin 

•^-='»•1^     (5)- 

af*  —  1 
wofür  man  auch  Sn  ^=  a  -  - — — -p  schreiben  kann.    In  der  letzteren  Gestalt  wird 

man  die  Formel  für  ^  >  1,  in  der  ersteren  für  ^  <  1  anwenden. 

Die  durch  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  angegebenen  Beziehungen  zwischen 
den  5  Grössen  a,  q^  n,  an,  Su  führen  auch  hier  zu  der  allgemeineren  Aufgabe, 
je  zwei  derselben  aus  den  übrigen  zu  berechnen,  und  diese  Aufgabe  ergiebt 
wieder  im  Einzelnen  neun  neue  Aufgaben: 

Sollen  1)  On  und  a  aus  n,  q^  Sn  berechnet  werden,  so  findet  man  leicht  a 
aus  (5)  und  dann  a„  aus  (4).  Entsprechendes  gilt,  wenn  2)  a«  und  n  gesucht 
sind.  In  diesem  Falle  ist  die  Gleichung  (5)  in  Beziehung  auf  n  eine  Exponential- 
gleichung und  kann  mit  Hülfe  der  Logarithmen  nach  Anhang  4  aufgelöst  werden. 
Sollen  dagegen  3)  a^  und  q  berechnet  werden,  so  ist  die  Gleichung  (5)  für  q 

1  —  q^ 

anscheinend  vom  iiten  Grade.    Da  jedoch  :; sich  wieder  durch  die  Summe 

l—q 

l-H^-h^2-f-,,  -1-^-1  darstellen  lässt,  so  hat  man  in  Wirklichkeit  nur  eine 
Gleichung  'n  —  1  ten  Grades.  —  Eine  allgemeine  Auflösung  dieser  besonderen 
Aufgabe  ist  daher  nur  möglich,  so  lange  n  nicht  grösser  als  5  ist.  Es  seien 
ferner  4)  Sn  und  a  gesucht,  so  ergiebt  sich  leicht  a  aus  (4)  und  dann  5«  aus 
(5).  Sind  5)  Sn  und  n  gesucht,  so  ergiebt  sich  n  aus  der  Exponentialgleichung 
(4)  mittelst  der  Logarithmen,  und  dann  wieder  Sn  aus  (5).  Sollen  6)  Sn  und  y 
berechnet  werden,  so  kann  die  in  Beziehung  auf  q  reine  Gleichung  n  —  1  ten 
Grades  (4)  aufgelöst  werden,  und  man  erhält  darauf  wieder  Sn  aus  (5).  Um  7) 
a  und  n  zu  berechnen,  kann  man  n  eliminiren,  indem  man  in  (5)  für  q'^  aus  4) 

(4)  q  '  q^-^  ^^q einsetzt.     Die  Eliminationsgleichung  für  a  wird  vom  ersten 

Grade,  und  man  erhält  dann  n  am  einfachsten  aus  (4)  mittelst  der  I^ogarithmen. 
Werden  8)  a  und  q  gesucht,  so  kann  man  a  eliminiren,  die  Eliminationsgleichung 
wird  jedoch,  ähnlich  wie  bei  3),  vom  uten  Grade  und  bietet  daher  dieselben 
Schwierigkeiten,  wie  dort  Sind  endlich  9)  n  und  q  die  gesuchten  Unbekannten, 
so  führt  dasselbe  Verfahren,  wie  bei  7)  zur  Elimination  von  n  und  damit  zu  einer 
Gleichung  ersten  Grades  für  q,  nach  dessen  Berechnung  n  wieder  aus  (4)  erhallen 
werden  kann.  Heis,  §83,  No.  1—4,  9—21;  §  84,  No.  1—5.  Bardey  XXXIII, 
1—80. 

2.  Eine  Reihe  heisst  allgemein  eine  steigende,  wenn  jedes  folgende  Glied 
derselben  grösser,  und  eine  fallende,  wenn  dasselbe  kleiner  als  das  vorher- 
gehende ist.  Während  eine  arithmetische  Reihe  bei  einer  positiven  Differenz 
steigend,  bei  einer  negativen  fallend  ist,  ist  eine  geometrische  steigend  oder 
fallend,  je  nachdem  ihr  Quotient  q  grösser  oder  kleiner  als  1  ist  —  Die  Annahme 
^  SS  1  braucht  nicht  gemacht  zu  werden,  da  dieselbe  auf  eine  Reihe  einander 
gleicher  Zahlen  führt. 

Die  Anzahl   der  Glieder   einer  Reihe   kann   entweder  bis  in's  Unendliche 
wachsend,  oder  sie  kann  als  eine  endliche  angenommen  werden.    Man  unter- 
scheidet hiemach  unendliche  und  endliche  Reihen. 
Setzt  man  in  der  Summenformel 

1  —o" 

1— f 
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der  geometrischen  Reihen  die  Anzahl  n  der  Glieder  unendlich  gross,  so  wird 
if  ebenfalls  unendlich  gross,  wenn  ^  >  1  ist.  Ist  dagegen  g  ein  echter  Bruch, 
so  werden  die  Potenzen  von  g  bei  wachsenden  Exponenten  n  beständig  kleiner, 
und  nähern  sich,  wenn  n  bis  in's  Unendliche  wachsend  gedacht  wird,  ohne  Ende 
der  Grenze  Null.    Daher  erhält   man  für  diesen  Fall  auch  für    die    Summe    5 

der  Reihe  den  genau  bestimmten  endlichen  Grenzwerth  a  •  -z ,  oder 

•5=1^    (6)- 

Um  die  Bedeutung  dieser  Formel  vollständig  klar  zu  stellen,  kann  das  Bei- 
^iel  der  Reihe 

l-f-^-f-J-hl^-h  etc.  in  infinitum 

dknen,  deren  Quotient  g  gleich  ^  ist,  und  für  welche  sich  aus  der  Formel  (6)  der 
Sammenwerth  2  ergiebt  Nimmt  man  bloss  das  erste  Glied  1,  so  fehlt  an  dieser 
Stimme  noch  1 ;  das  zweite  Glied  fügt  die  Hälfte  dieses  fehlenden  Restes  hinzu, 
und  es  fehlt  also  nach  Summirung  der  zwei  ersten  Glieder  noch  die  zweite  Hälfle 
desselben,  also  ^,  Addirt  man  noch  das  dritte  Glied,  welches  wieder  die  Hälfte 
de>  vorbeigehenden  Restes  beträgt,  so  bleibt  aufs  Neue  die  Hälfte  des  letzteren, 
also  J,  als  Differenz  zwischen  der  erhaltenen  Summe  S$  und  der  Summe  2.  In 
deicher  Weise  ist  ^4  um  ^,  S^  um  ^  u.  s.  w.  kleiner  als  2.  Hiemach  kommt 
man  durch  Summirung  der  Glieder  der  vorstehenden  Reihe  dem  Werthe  2  um 
so  näher,  je  grösser  die  Anzahl  der  addirten  Glieder  ist.  Man  kann  sich  femer 
(Üesem  Werthe  bis  ins  Unendliche  nähern,  d.  h.  es  lässt  sich  keine  Zahl  angeben, 
'stkhe  so  klein  ist,  dass  der  Unterschied  der  genannten  Summe  von  2  nicht 
durch  Addirung  einer  bestimmten  Anzahl  von  Gliedern  noch  kleiner  gemacht 
»erden  kann.     Da  nämlich  die  Summe  Sn  +  i  der  «  H-  1    ersten  Glieder  von  2 

nur  um  ^  verschieden  ist,  so  kann  man,  wenn  e  irgend  eine  beliebig  gewählte 
Ueine  Zahl  bedeutet,  stets  n  so  bestimmen,  dass  dieser  Unterschied  -^^Ce  ist, 

da  zu  diesem  Zwecke  nur  2'«  >  — ,  oder  «  >  ( —  Zog  e) :  log  2  angenommen    zu 

werden  braucht.  —  Die  Zahl  2  hat  also  hier  die  Bedeutung  eines  Grenzwerthes, 
vclchem  man  sich  durch  Addirung  von  Gliedern  jener  Reihe  bei  wachsender 
Anzahl  dieser  Glieder  mehr  und  mehr  nähert,  welchem  man  femer  auf  diese 
^Veise  über  jeden  bestimmten  Betrag  hinaus,  also  bis  in*s  Unendliche  nahe  kommen 
•^^nn,  welcher  jedoch  niemals  wirklich  erreicht  wird,  sobald  man  die  zu 
summirende  Reihe  bei  irgend  einem  Gliede  abbricht.  Eben  diese  Eigenschaften 
<lnickt  man  dadurch  aus,  dass  man  sagt,  die  Zahl  2,  oder  allgemein  der  durch 
die  Formel  (6)  angegebene  Werth  sei  die  Summe  der  unendlichen  Reihe. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Meinung  falsch  ist,  eine  Summe  unzählig 
flelcr  Grossen  müsse  stets  unendlich  gross  sein;  eine  solche  Summe  kann  viel- 
mehr einen  genau  bestimmten,  endhchen  Werth  haben.  Hierzu  ist  allerdings 
mindestens  erforderlich,  dass  die  Summanden  eine  Reihe  immer  kleiner  werden- 
der und  bis  in*s  Unendliche  abnehmender  Werthe  bilden. 

Eine  jede  unendliche  Reihe,  welche  einen  endlichen  Summenwerth  hat, 
Heisst  convergent;  eine  solche,  deren  Summe  unendlich  gross  ist,  heisst  diver- 
gent Die  Summe  einer  divergenten  Reihe  darf  als  eine  unendlich  grosse  Zahl 
nicht  nach  den  Operationsgesetzen   der  Arithmetik   behandelt   werden   und  ist 
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daher  aus  allen  Rechnungen  auszuschliessen.  Deshalb  ist  bei  jeder 
unendlichen  Reihe  die  Beantwortung  der  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  die- 
selbe convergire  oder  divergire,  von  besonderer  Wichtigkeit  Für  die  geometrischen 
Reihen  entscheidet  sich  dieselbe  nach  dem  Vorstehenden  dahin,  dass  dieselben 
convergiren,  wenn  der  Quotient  kleiner  als  1,  und  dass  sie  divergiren, 
wenn  der  Quotient  grösser  als  1  ist,  oder  dass  fallende  geometrische  Reihen 
stets  convergent,  steigende  stets  divergent  sind. 

Es  mag  schon  hier  vor  dem  Fehlschluss  gewarnt  werden,  welcher  in  einer 
Uebertragung  dieser  Sätze  auf  Reihen  jeder  Art  liegen  würde.  Allerdings  gilt 
es,  wie  leicht  einzusehen,  ganz  allgemein,  dass  steigende  Reihen  stets  divergiren ; 
dagegen  kann  eine  Reihe  fallen,  ohne  convergent  zu  sein,  wie  das  Beispiel  der 

Reihe 

o,  H,  2J,  2^-,  2,-^,  .... 

zeigt,  deren  einzelne  Glieder  fortwährend  abnehmen,  jedoch  stets  grösser  als  2 
bleiben,  und  deren  Summe  daher  stets  grösser  als  n  •  2,  also  für  «  =  00  seihst 
unendlich  gross  ist  Es  ist  also  zur  Convergenz  einer  Reihe  nöthig,  dass  die 
Glieder  derselben  über  jede  Grenze  hinaus,  also  bis  in*s  Unendlich-Kleine  ab- 
nehmen; aber  auch  die  Erfüllung  dieser  Bedingung  sichert  noch  nicht  die  Con- 
vergenz der  Reihe.  Dies  lässt  sich  u.  A.  durch  folgendes  Beispiel  zeigen:  In 
der  Reihe 

ist  die  angegebene  Bedingung  erfüllt.    Vergrössert  man  nun  die  Nenner  einzelner 

Glieder,  so  werden  diese  Glieder,  und  mithin  wird  auch  die  Summe  der  Reihe 

kleiner.     Es  ist  also 

i-Hl>l-Hid.i.>i 

i-+-i-+-*-^i>i-»-i-Hi-Hi,  d.  i.  >f 

Ebenso  ist  die  Summe  der  acht  folgenden  Glieder  von  ^  bis  -^  grösser  als 
8  - 1^,  d.  i.  grösser  als  ^,  und  da  man  dieses  Verfahren  in  der  unendlichen  Reihe 
unendlich  weit  fortsetzen  kann,  so  folgt,  dass  die  Summe  der  letzteren  grösser 
als  ^  '  rK>,  d.  i.  unendlich  gross  sein  muss. 

Die  Frage,  ob  eine  vorliegende  unendliche  Reihe  convergire  oder  divergire, 
erfordert  daher  im  Allgemeinen  zu  ihrer  Beantwortung  weitergehende  Unter- 
suchungen; für  die  bisher  behandelten  besonderen  Arten  von  Reihen  dagegen 
erledigt  sich  dieselbe  auf  sehr  einfachem  Wege:  Für  arithmetische  Reihen  ist 
leicht  ersichtlich,  dass  dieselben  stets  divergiren,  für  geometrische  giebt  die  Formel 
(6)  ausser  der  schon  ausgeführten  Beantwortung  jener  Frage  auch  noch  den  Weith 
der  Summe  der  unendlichen  Reihe. 

AU  ein  Beispiel  der  Anwendung  der  Formel  (6)  diene  das  bekannte  Sophisma  de«  Zeoo 
•Achüle«  verfolgt  eine  Schildkröte,  die  in  einer  Entfernung  von  1  Stadium  vor  ihm  heigvbt. 
mit  swölfmal  grösserer  Geschwindigkeit  Kommt  Achilles  an  der  Stelle  an,  wo  die  Schildkröte 
lu  Anfang  »ich  befand,  so  ist  diese  um  i^t  Stadium  weiter;  durchläuft  Achilles  diese  kleine 
Strecke  von  ^  Stadium,  so  wird  die  Schildkröte  um  y^  Stadium  weiter  sein  u.  s.  w.  £^  w^r<t 
also  wol  Achilles  die  Schildkröte  nie  erreichen,  obschon  er  sich  derselben  immer  nähert?«  (llriv 
§  84,  No.  13.)  —  Diese  letitere  Annahme  stutzt  sich  auf  den  Trugschluss,  welcher  die  unendlidi 
grosse  Antähl  der  Glieder  der  Reihe  1  +  Vf  "^  rir  +  *  •  •  ™i^  <^cm  endlichen  Werth  der  Summe 
derselben  verwechselt     Der  letztere  ist  nach  (6) 

AchiUes  wird  also  die  SchUdkröte  einholen,  wenn  er  l^^r  Stadium  zortlckgclegt  hat 
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Ein  anderes  Beispiel  biete  die  geometrische  Aufgabe:  In  ein  Qiladrat,  dessen  Seite  gleich 
a  gegeben  ist,  denke  man  sich  einen  (die  Seiten  desselben  berührenden)  Kreis,  in  diesen  wieder 
ein  Quadrat,  in  letzteres  wieder  einen  Kreis  beschrieben,  u.  s.  f.  bis  in's  Unendliche.  Man 
berechne  die  Summe  der  Umfange,  sowie  die  der  Flächeninhalte  d)  aller  Quadrate,  b)  aller  Kreise. 

Es  ist  hier  die  Seite  des  zweiten  Quadrates  a^  gleich  \a  y%  die  des  dritten  a,  =^aj)i^ 

B.  s.  w^  ferner  der  Radius  des  ersten  Kreises  r^  =  ^a,  der  des  zweiten  r,  :=  ^a^  =  JöJ/^u.  s.w., 

mithm  die  Summe  der  Umfange  a)  der  Quadrate  gleich  4(a  +  ^afT4-  iafT*  \aY2  -\-  .  .  .) 

=  — ^——  =  ^^\  "^  V  ^^  =  U  (2  +  K2J,  b)  der  Kreise  gleich 

2«(itf  +  itf.iK2'-h..)  =  — ^^  =  «IT  (2  +  >T). 

1  -  iK2 
Ferner  ist  die  Summe  der  Flächeninhalte  a)  der  Quadrate  gleich  a'  +  ^a*  4-  i<»'  4-  •  • 

«'  ö'  IT  1 

=  - — -  =  2ä*,  und  b)  die  der  Kreise  gleich  t.  {\a^  4-  i<»'  +•••)  =  ~T~  *  | T  =  i^'^- 

1     -^  4        1       -f 
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3.  Während  die  Summe  einer  fallenden  geometrischen  Reihe  sich  nach  dem 
Vorstehenden  mit  wachsender  Gliederzahl  mehr  und  mehr  einer  bestimmten 
Grenze  nähert,  so  dass  das  Anwachsen  der  Summe  bei  dem  Fortschreiten  in  der 
Reihe  sich  bis  in's  Unendliche  verlangsamt,  wächst  die  Summe  einer  steigenden 
geometrischen  Reihe  mit  jedem  neuen  Gliede  in  beschleunigter  Weise.  Im  Gegen- 
satz zur  arithmetischen  Reihe,  bei  welcher  das  Wachsthum  der  Summe  völlig 
gidchmässig  erfolgt,  kann  daher  die  Summe  einer  steigenden  geometrischen  Reihe 
schon  bei  einer  verhältnissmässig  kleinen  Gliederzahl  einen  das  Vorstellungs- 
venaogen  weit  überschreitenden  Werth  erhalten.  In  dieser  Beziehung  ist  das 
skrh  an  die  Sage  von  der  Erfindung  des  Schachbrettes  anlehnende  Beispiel-  (Heis^ 
1  84,  la)  bekannt:  Soll  für  das  erste  Feld  ein  Weizenkom  und  für  jedes  folgende 
doppelt  so  viel  als  für  das  vorhergehende  gegeben  werden,  so  ergiebt  sich  für 
alle  64  Felder  zusammen  eine  so  grosse  Menge  von  Weizenkömem,  dass  mit 
denselben  alles  feste  Land  der  Erde  9  Millim.  hoch  bedeckt  werden  könnte. 
Aehnliche  Beispiele  liefert  die  Natur  in  der  colossalen  Vermehrung  lebender 
Wesen  bei  günstigen  Bedingungen  für  ihre  Entwicklung,  wie  z.  B.  der  Infusions- 
tfaierchen  durch  fortgesetzt  wiederholte  Theilung  derselben.  Nimmt  man  an,  dass 
alle  Samen  einer  Pflanze  oder  alle  Eier  eines  Thieres  sich  zu  in  gleicher  Weise 
sich  vermehrenden  Individuen  entwickelten,  so  würden  —  zumal  da  hier  der 
Quotient  der  Reihe  erheblich  grösser  als  zwei  wäre  —  die  Nachkommen  eines 
einzigen  lebenden  Paares  in  einer  geringen  Anzahl  von  Jahren  die  ganze  Erde 
mr  sich  allein  in  Anspruch  nehmen. 

4.  Eine  andere  Anwendung  der  geometrischen  Reihe  ergiebt  sich  in  der  Zinses- 
zinsrechnung. Werden  die  nach  Ablaufeines  bestimmten  Zeitraums,  z.  B.  eines 
Jahres,  fälligen  Zinsen  eines  Kapitals  K  nicht  erhoben,  sondern  am  Ende  dieses 
Zeitianms  jedesmal  zum  Kapital  hinzugefügt  und  also  von  da  an  ebenfalls  ver- 
zinst, so  sagt  man,  jenes  Kapital  sei  auf  Zinseszinsen  ausgeliehen.     Da  nun  jedes 

ni  p  Procent  jährlich  ausgeliehene  Kapital  K  in  diesem  Zeiträume  -r^  •  p  Zinsen 

trägt,   und   also   durch  Hinzufügung   der   letzteren    auf  den  Betrag  K  -^-r^^p 

=  A'1 1  -h-r^  1  anwächst,  so  erhält  man  den  Gesammtbetrag  am  Ende  eines  jeden 
folgenden  Jahres,  indem  man  den  entsprechenden  vom  Ende  des  diesem  vorher- 


'■n- 
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gehenden  mit  I  -r-  ^^  muldp jcirt.  Die  angewachsenen  Kapitalien  Ci,  C2,  C%... 
Cn  bilden  also  eine  geometrische  Reihe  mit  dem  Quotienten  1  -h  :r^  und  dem 

Anfangsglied  Ci  =  A'-|l-!-j^j.     Die    Aufgabe,     den   Betrag    C.    des     angc 

wachsenen  Kapitals  am  Ende  des  «ten  Jahres  zu  berechnen,  ist  also  identisch 
mit  der  Bestimmung  des  «ten  Gliedes  dieser  Reihe,  oder  wenn  man  das  Anfangs- 
kapital K  als  erstes  Glied  der  letzteren  betrachten  will,  mit  der  Bestimmung  des 
«  -4-  1  ten  Gliedes.     Eis  ist  demnach 

Diese  Formel  gilt  selbstverständlich  nicht  nur  für  ausgeliehene  Kapitalien, 
sondern  allgemein  für  Grössen,  welche  sich  innerhalb  je  eines  bestimmten  Zeit- 
raums um  einen  bestimmten  Procentsatz  vermehren,  n  bedeutet  allgemein  die 
Anzahl  der  Zeiträume,  nach  deren  jedem  der  Zuwachs  mit  dem  vorhergehenden 
Bestand  vereinigt  wird,  und  /  die  Procente  für  einen  solchen  Zeitraum.  Ist  z.  B. 
ein  Kapital  zu  4  Procent  jährlich  auf  Zinseszinsen  ausgeliehen,  und  fragt  man. 
was  aus  demselben  nach  zehn  Jahren  geworden  ist,  wenn  die  Zinsen  halbjährlich 
zum  Kapital  hinzugefügt  werden,  so  ist  /  =  2  und  n  =  20  zu  setzen. 

Die  Formel  (7)  zeigt,  dass  das  Endkapital  C  mit  dem  Wachsen  von  n  nicht 
gleichmässig,  sondern  in  mehr  und  mehr  beschleunigtem  Maasse  wächst,  da  das 
oben  über  die  Summe  einer  steigenden  geometrischen  Reihe  Bemerkte  sich  auch 
auf  die  einzelnen  Glieder  einer  solchen  übertragen  lässt  Bei  grösseren  Werthen 
von  n  kann  man  daher  ein  ausserordentlich  starkes  Anwachsen  des  ursprünglichen 
Kapitals  erhalten.  In  dieser  Beziehung  ist  das  Beispiel  bekannt,  welches  annimmt, 
dass  ein  Pfennig  zur  Zeit  der  Geburt  Christi  auf  Zinseszinsen  gelegt  und  bis  ro 
die  Gegenwart  verzinst  worden  sei.    Für  /  =  5  und  n  =  1878  ergiebt  sich 

C=^  .1,051878  Mark, 

d.  i.  ein  Betrag  von  über  62  Septillionen  Mark.  Bestände  die  £rdkugel  aus  reinem 
Golde,  so  hätte  man  über  21000  Millionen  solcher  Kugeln  nöthig,  um  das  End- 
kapital zu  zahlen,  und  eine  einzige,  dem  letzteren  gleichwertige  Kugel  aus  Gold 
müsste  einen  Durchmesser  haben,  welcher  ungefähr  das  Hundertfache  der  Knt* 
femung  des  Mondes  von  der  Erde  betrüge. 

Dieses  staunenerregende  Beispiel  leitet  übrigens  zu  einer  zweifachen  Ikr- 
merkung  über  die  Bedeutung  der  Formel  (7)  hin.  Bei  Anwendung  der  letzteren 
wird  vorausgesetzt,  dass  stets  die  sämmtlichen  Zinsen  eines  Zeitraums  in  dem 
folgenden  wieder  verzinst,  dass  also  auch  von  jedem  beliebigen  Bruchtheil  einer 
Mark  oder  eines  Pfennigs  Zinsen  gezahlt  werden.  In  der  Praxis  findet  dies  bei 
ausgeliehenen  Kapitalien  nicht  statt,  und  der  zu  Christi  Geburt  auf  Zinseszinsen 
gelegte  Pfennig  würde  daher  in  Wirklichkeit  bis  zum  heutigen  Tage  nur  der  eine 
Pfennig  geblieben  sein,  weil  eine  Berechnung  von  Zinsen  und  somit  eine  Hiiuu- 
fügung  derselben  zum  Kapital  wegen  ihrer  Kleinheit  niemals  stattfinden  würde,  — 
Die  Formel  (7)  ist  daher  beispielsweise  nicht  streng  anwendbar  für  eine  Spar- 
kasse, welche  zwar  die  Zinsen  am  Ende  jedes  Jahres  wieder  zum  Kapital  hin/< 
fjgt,  aber  nur  volle  Mark  wieder  verzinst.  In  diesem  Falle  hat  man  sich  zur 
Berechnung  der  Zinsen  besondere  Tabellen  anzulegen.  In  der  Praxis  pflegt  die 
Anzahl  n  der  Zeiträume  jedoch  wol  niemals  eine  so  hohe  zu  sein,  dass  sehr 
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erhebliche  Differenzen  gegen  die  Resultate  der  Formel  (7)  entstehen.  Sind  z.  B. 
1000  Mark  zu  4  Procent  auf  10  Jahre  ausgeliehen,  so  erhält  man  für  C»  das  eine- 
mal 1480  Mark  4  Pfennige,  das  anderemal  1480  Mark  24  Pfennige. 

Die  andere  Bemerkung,  zu  welcher  die  Berechnung  des  obigen  und  anderer 
Beispiele  hinfuhrt,  ist  die,  dass  bei  grossen  Werthen  von  n  die  gebräuchlichen 
Logarithmentafeln  zu  einer  genauen  Berechnung  von  C  nicht  hinreichen.  Auch 
bei  weniger  hohen  Exponenten  entsteht  eine  Ungenauigkeit,  indem  die  logarith- 
mische Berechnung  von  (  1  -4-  t^t;  )  in  Folge  der  Multiplication  des  abgekürzten 
Logarithmus  mit  n  auch  den  Fehler  desselben  multiplicirt.  Ist  z.  B.  »  =  10  und 
fcp^  1 1  -H  ^jYjTT )  auf  5  Decimalen  bekannt,    so  hat  das  Produkt  nur  noch  eine 

Genauigkeit  von  4  Decimalen,  und  man  muss  sich  daher,  wenn  diese  zu  gering 

P 
sein  sollte,  eines  auf  mehr  Stellen  berechneten  Logarithmus  von  1  -h  -r^  bedienen. 

Man  vergl.  Heis,  §  84,  wo  die  zehnstelligen  Logarithmen  der  betreffenden  vor- 
kommenden Zahlen  angegeben  sind.  Nach  erfolgter  Multiplication  ist  selbstver- 
ständlich das  Produkt  wieder  auf  die  sonst  gebrauchte  Anzahl  von  Stellen  abzu- 
kürzen. 

Die  Formel  (7)  giebt  die  zwischen  den  Grössen  C,  -AT,  /,  n  bestehende  Be- 
ziehung an,  und  kann  daher  nicht  bloss  zur  Berechnung  von  C,  sondern  auch 
umgekehrt  zur  Berechnung  jeder  einzelnen  der  übrigen  von  jenen  Grössen  aus 
^  gegebenen  Werthen  der  anderen  dienen.  Man  hat  sie  zu  diesem  Zwecke  nur 
iedismal  auf  die  gesuchte  Unbekannte  aufzulösen.  Wird  n  gesucht,  so  hat  man 
selbstverständlich  zur  Auflösung  von  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  Logarithmen 
m  nehmen.  Es  ist  femer  bei  dieser  Aufgabe,  sowie  wenn  p  gesucht  wird,  nicht 
nöthig,  dass  C  und  K  einzeln  gegeben  sind,  sondern  es  genügt,  wenn  das  Ver- 
haltniss  derselben  bekannt  ist  So  kann  man  z.  B.  fragen,  für  welchen  Werth 
¥on  n  bei  gegebenem  Werthe  von  /,  oder  umgekehrt  für  welchen  Werth  von  / 
bei  gegebenem  n  ein  Kapital  sich  verdoppele  oder  verdreifache.  Soll  beispiels- 
weise das  zu  5  Procent  ausgeliehene  Kapital  sich  verdoppeln,  so  hat  man 

2=  1,05  ^ 
voraus  n  =  log^  :  log  1,05  =  14,2  .  .  . ,  also  etwas  über  14  Jahre  folgt. 

Ist,  wie  hier,  ein  Kapital  keine  volle  Anzahl  der  betreffenden  Zeiträume  aus- 
geliehen, ist  also  n  eine  gemischte  Zahl,  so  kann  die  Formel  (7)  nur  für  die 
nächst  kleinere  ganze  Zahl  angewendet  werden,  und  es  sind  für  den  überschiessenden 
Bruchtheil  des  Jahres  oder  sonstigen  Zeitraums  einfache  Zinsen  zu  berechnen, 
da  die  Hinzufügung  der  Zinsen  zum  Kapital  den  Ablauf  des  betreffenden  vollen 

b  b 

Zeitraums  voraussetzt    Ist  also  «  =  0  n —  wo  a  eine  ganze  2ahl,  —  einen  echten 

Bnx:h  bedeutet,  so  ist 

Würde  man  auch  hier  nach  der  Formel  (7)  rechnen,  so  betrüge  beispielsweise 
für  Ä''=  100  Mark,  /  =  5,  a  =  10,   —  =  ^  die  Differenz  der  beiden  Endwerthe 

0,05  Mark. 

5.  Es  sei  femer  angenommen,  dass  am  Ende  jedes  einzelnen  Zeitraums  ausser 
den  Zinsen  noch  jedesmal  ein  bestimmter  Betrag  a  zu  dem  Kapital  hinzugelegt 


'"".    (9) 
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werde,  und  der  Kürze  halber  die  Grösse  1  -H  ^^  durch  q  bezeichnet,  so  beträgt 

das  Kapital  am  Ende  des  ersten  Zeitraums  K»q-\-ay  folglich  am  Ende  des 
zweiten  2^itraums 

(JCq  -ha)q  -ha=^  Kq"^  -haq  -^a, 
am  Ende  des  dritten 

(Kq^  -h  aq  '^a)q  -{-  a^=  Kq^  -h  aq^  -^  aq  -ha, 
u.  s.  w.y  also  am  Ende  des  ;irten  Zeitraums 

JCq'^  -h  fl^»  - 1  -h  ö^«  - 2  -h  .  .  .  4-  ö^  +  dr. 
Die  auf  das  erste  Glied  dieses  Ausdrucks  folgenden  bilden  eine  geometrische 
Reihe  von  n  Gliedern,  deren  Summe  sich  nach  (5)  berechnet     Hiemach  erhält 
man  für  diesen  Fall 

(a  •  100\        a  • 
K-\ -r — j 

Wird  dagegen  am  Ende  jedes  Zeitraums  der  Betrag  a  weggenommen,  so  erhalt 
man  durch  eine  entsprechende  Entwicklung,  oder  kürzer  indem  man  in  den  vor- 
stehenden Formeln  — a  statt  a  setzt, 

Ist  hier  a  kleiner  als  der  Zinsenbetrag  des  ersten  Zeitraums,  so  ist  die  Reihe 
Ci,  C'z,  Ci,  .  .  .  eine  steigende;  ist  a  gleich  diesem  Betrag,  also  gleich  — ^.,  so 
behält,  wie  selbstverständlich,  das  Kapital  stets  denselben  Werth  K.  Ist  dagegen 
a  grösser  als  j^»  so  nehmen  die  Endwerthe  ab,  und  das  ursprüngliche  Kapiul 
wird  aufgezehrt  sein,  wenn  C«  =  0,  d.  h.  wenn 

^•?"  =  «'7^  (11) 

ist.  —  Auch  die  Formeln  (8)  —  (11)  kpnnen  als  Beziehungsgleichungen  auf  jede 
der  in  ihnen  enthaltenen  Buchstabengrössen  als  Unbekannte  aufgelöst  werden 
und  somit  zur  Lösung  der  verschiedenen  möglichen  Umkehrungsaufgaben  dienen. 
Die  Bestimmung  von  q  oder  /  kann  dabei  auf  eine  Gleichung  höheren  Grades 
führen. 

Die  vorstehenden  Formeln  finden  Anwendung  zur  Berechnung  von  Renten. 
Rabatt  und  Disconto,  bei  Lebensversicherungen  u.  dgl.  ni. 

Heis  8  84,  No.  14—69.    Bardey  XXXIV. 

§  65.  Differenzreihen  und  höhere  arithmetische  Reihen. 

Aus  jeder  gegebenen  Reihe  lässt  sich  eine  neue  Reihe  dadurch  ableiten. 
dass  man  jedes  Glied  der  ersteren  von  dem  folgenden  subtrahirt  Mit  der  neuen 
Reihe  kann  dann  wieder  auf  dieselbe  Weise  verfahren  werden,  u.  s.  w.  Man 
nennt  die  so  entstehenden  Reihen  Differenzreihen  der  ursprünglichen  und  unter- 
scheidet dieselben  bezüglich  als  erste,  zweite,  u.  s.  w.,  allgemein  «te  DifTercni- 
reihc.  Hiemach  ist  die  «te  Differenzreihe  die  erste  Differenzreihe  der  «  —  1  ten  und 
die  pte  der  n — /ten. 

Die  im  Vorhergehenden  behandelte  arithmetische  Reihe  kann  hiemach  als 
eine  Reihe  von  der  Eigenschaft  erklärt  werden,  dass  die  Glieder  ihrer  er^en 


lo.    Von  deiv  Reihen.  141 

Differenzreihe  einander  gleich,  oder  dass  die  Glieder  ihrer  zweiten  und  aller 
folgenden  Dififerenzreihen  gleich  Null  sind.  Dies  führt  zu  einer  Erweiterung  des 
BegTi&  der  arithmetischen  Reihe,  indem  man  unter  einer  solchen  im  weiteren 
Sinne  eine  Reihe  versteht,  für  welche  alle  Glieder  irgend  einer  Differenzreihe 
einander  gleich  sind.  Man  unterscheidet  hierbei  verschiedene  Ordnungen  und 
nennt  eine  Reihe  eine  arithmetische  «ter  Ordnung,  wenn  ihre  nie  Differenzreihe 
aus  gleichen  Gliedern  besteht,  oder  wenn,  was  dasselbe  ist,  alle  Gieder  ihrer 
«-hlten  (aber  nicht  die  einer  früheren)  Differenzreihe  gleich  Null  sind. 

Hiemach  erhält  die  früher  im  engeren  Sinne  so  genannte  arithmetische  Reihe 
jetzt  die  Bezeichnung  einer  arithmetischen  Reihe  erster  Ordnung.     Die  Differenz- 
reihen  einer    arithmetischen  Reihe  höherer  Ordnung  sind  wieder  arithmetische 
Reihen,    und    zwar  ist  die  erste  Differenzeihe  einer  Reihe   »ter  Ordnung    eine 
solche  «  —  1  ter  Ordnung  u.  s.  w. 

Es  sei  beispielsweise  die  Reihe 

2         3        6         14        30        57        98    .    .    . 
gegeben,  so  ist  die  erste  Differenzreihe  derselben 

1  3        8         16        27        41    .    .    ., 
die  zweite  Differenzreihe: 

2  5        8        11         14    .    .    ., 
die  dritte  Differenzreihe: 

also  ist  die  gegebene  Reihe  eine  arithmetische  dritter  Ordnung. 

Im  Folgenden  sollen  die  Glieder  einer  Reihe,  wie  bisher,  allgemein  durch 

at,     a2    a%,    ,    .    ,     a«    ,    .    . 
(fie  ihrer  ersten  Differenzreihe  durch 

Dai,    Da^t    /^ö8>    •    •    >    -^«»i    •    •    •  1 
die  ihrer  zweiten  Differenzreihe  durch 

U^axf    I^a2f    iy^a%    .    .    .     /^ö«,    .    .    .  i 
u-  s.  w.,  allgemein  die  der  /ten  Differenzreihe  durch 

D^a\,    D^a%    D^a^y    .    .    .     -Wa»,    .    .    . 
bezeichnet  werden.    Es  ist  also 

Da\  =  02  —  öi;    Dan  =  0«  -+- 1  —  0«; 
IX^i  =  Da^  —  £>ai,  und  allgemein:  2>'fl«  =  Z>»-iö»+i  — Z?*«-!«,,. 
Um   hiernach    irgend   ein  Glied   einer  Differenzreihe  einer  gegebenen  Reihe 
taunittelbar  aus  Gliedern  der  letzteren  zu  berechnen,  hat  man 

LßOn  =  Dan-ir  1  —  -ö«i»=  (««  +  2  —  «»-+•  1 )  —  («  «-+-1  —  ««) 

=  Ä«+2 — 2a«  +  i-|-  Om, 
AI«  =5  Lßan^x  —  Lßan  =  (ä«  +  s  —  2<j«  +  2-+-  ««-t-i)—  (««-+.2—  2a«+i-+-a«) 

=  Äii  +  s —  3a« +  2-+-  3a» +  1  —  a». 
Fahrt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  wird  man  durch  die  Analogie  auf  die  Ver- 
muthung  geführt,  dass  allgemein 

i>»a,  =  a«H.^— (7)a«4-«-l-H(2)««  +  *»-2  — •  •  •-»"(— l)'**'«      (12) 
sei,  wo   /?),  (?)  u.  s.  w.  die  Binomialcoefiicienten  zur  wten  Potenz  sind.   Die 

allgemeine  Gültigkeit  dieser  Formel  kann  durch  den  Schluss  von  m  auf  m  -h  1 
leicht  bewiesen  werden,  indem  man  ganz  entsprechend,  wie  vorher, 

Z>«+ 1  ö„  =  Z>«a  „4.1  —  Z>»a„ 
mittelst  (12)  entwickelt  und  zeigt,  dass  das  Resulut  demselben  Bildungsgesetze, 
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wie  (12)  folgt.    Da  nun  die  letztere  Formel  für  w  =  3  gilt,  so  muss  sie  auch  fiii 
«r  =  4,  also  weiter  auch  für  »i  =  5,  u.  s.  w,  richtig  sein. 

Um    femer  das  allgemeine  Glied  a«  der  Reihe  aus  ai  und  den  Anfangs 
gliedern  der  Differenzreihen  zu  berechnen,  beachte  man,  dass 
ö2  =  öi-h/?öi  (denn  Dai^a^  —  aij,  femer 
o)  =  02  -h  I>a2  =  («1  ■+■  ^«i)  -^  (^öi  -h  IPai)  (denn  I>a2  —  I>ai  =  JJ^ai),    odei 

=  öl  -h  2  Da\  -+-  Jy^ay,  femer 
^4  =  03  -h  Z^ög  =  («1  -H  2Z>öi  4-  Z>2öi)  -h  (Z>dri  H-  2  D^ai  -h  ZTS^i) 

==  öl  4-  3Z>ai  -h  3  Z>2<ji  -h  2?8j^  u.  s.  w. 
also  nach  der  Analogie 

ö«  =  «1  -H  Cl^)  ^«1  -H  r  2  ^)  ^«1  -H  ("7^)  ^<il  -H  . . .  .         (131 
ist,  eine  Formel,  deren  allgemeine  Gültigkeit  wieder  durch  den  Schluss  von  n 
auf  «-hl  leicht  bewiesen  werden  kann. 

Um  endlich  auch  das  Summenglied  aus  denselben  Werthen,  wie  vorher  a,, 
zu  berechnen,  bemerke  man,  dass 
öl  -H  02  =  öl  -h  (öl  -h  l>a\)  =  2öi  -h  Dax, 

^'l  H-  öj  -H  ^S  =  (2  öl  -H  Z>öi)  -h  (öl  -h  2  Dax  H-  Ißax)  =  3öi  -h  3  Z>öi  -h  Z^öj, 
öl  -H  ö2  -h  öS  -h  ö4  =  (3öi  -f-  3  Z>öi  -h  Z?2öi)  H-  (Ol  -h  3  Z>öi  -+-  3  i^äloj  _|_  JJßax) 

=  4öi  H-  6  Z>öi  -h  4  i?2öi  H-  i>8öi 
u.  s.  w.  ist,  bilde  wieder  nach  der  Analogie  die  Formel 

5.  =  (J)  öl  -h  (5)  />«!  -^  (3)  ^«l  H-  (;)  ^^1  -H  .  .  .  .        (14) 
und   beweise   die    allgemeine  Gültigkeit  der  Formel  durch  den  Schluss   von  n 

auf  «-hl. 

So  erhält  man  beispielsweise  für  die  oben  angegebene  Reihe 

2,  3,  6,  14,  30,  57,  98,  ...  . 

o  ^  /       n    1  ^  (^-l)(«-2)   o  ^  («-l)(«-2)(ii~3)    ^ 
o.  =  2  -h  («- 1)  •  1  -h p2 2  -h ^^2^3 3 , 

c             o  ^  n(n^\)             »(«-l)(«-2)            if  (if~l)  («-2)  («-3)    .^ 
5.  =  i».2-h      ^,g      -1-h 1.2.3     --24- 1.2.3.4 '^. 

oder  an  =  \  (tfi  —  4«2  h-  7«),  ^1.  =  ^ (3«*  —  10««  -h  21«2  -h  Um. 

Die  vorstehenden  Formeln  gelten  allgemein  für  Reihen  jeder  Art;  bei  den 

arithmetischen  tritt  nur  die  Vereinfachung  ein,  dass  die  Reihe  der  Grössen  Dai. 

jy^ai  u.  s.  w.  bei  irgend  einem  Gliede  abbricht,  die  allgemeinen  Ausdrücke  für 

ö»  und  Sn  also  stets  begrenzt  sind.     Hieraus  geht  hervor,  dass  das  allgemeine 

Glied  einer  arithmetischen  Reihe  mter  Ordnung  sich  stets  als  ein  Ausdruck  von 

der  Form 

ö„  =  «0  -h  ai  «  -h  a2  «2  -+- . .  -4-  ap,»*»         (15) 

und  das  Summenglied  einer  solchen  als  ein  Ausdruck  von  der  Form 

5«  =  Pi«-HP2«2^-  ...-hp««--hp«r^l«-  +  l  (16) 

darstellen  lässt 

Umgekehrt  lässt  sich  zeigen,  dass  jede  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  die 
Form  (15),  oder  deren  Summenglied  die  Form  (16)  hat,  eine  arithmetische  Reihe 
mtcr  Ordnung  ist     Ist  nämlich  die  erstere  Voraussetzung  erfüllt,  so  ist 

Dan  =  ö^-Hi  —  ö«  =  00  -h  «1  («  -h  1)  -h  02  («  -h  1)2  -h  . . .  -h  a«  (»  -h  Ir 

—  oo  —  0L\  n  —  a^ffi  —  ...  —  ttiM  A* 

=  ai  -ha2(2«-h  l)-h...-hou(*»«r-- i-h...), 

k\mt  Pün  von  der  Form 

70^-71« -h...  -h7*t- !«"•-*. 


lo.   Von  den  Reihen.  143 

Hieraus  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise,  dass  D^ün  die  Fonn 

hat,  u.  s.  w.,  sodass  endlich  D^an  einen  für  jeden  Werth  von  n  constant  bleiben- 
den Weith  pLo  haben  muss. 

Hat  femer  das  Summenglied  einer  Reihe  die  Form  (16),  so  folgt  aus 

ün  ^  *3« On  —  1 

Idcht,  dass  an  die  Form  (15)  haben  muss,  so  dass  der  Beweis  auf  den  vorher- 
gehenden zurückgeführt  ist. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  beispielsweise,  dass  die  wten  Potenzen  der 
Reihe  der  natürlichen  Zahlen  eine  arithmetische  Reihe  »iter  Ordnung  bilden, 
denn  es  ist  für  dieselben  fl„  =  «'«.     So  ist  also  die  Reihe  der  Quadratzahlen 

1,     4,     9,     16,     25,     36,     49,     .     . 
eine    arithmetische  Reihe   zweiter  Ordnung.     In   der  That  sind  ihre  Differenz- 
rciben: 

d,        d,         I ,        «7,        •*■  -l y         '•'^y        *        *        * 
^,  ^,  iW,  iS,  tif  .  •  •  • 

Man  hat  hiemach  in  den  Differenzreihen  ein  Mittel,  die  Quadrate  der  Zahlen 
—  und  ebenso  andere  Potenzen  derselben  —  successive  durch  Addition  zu 
berechnen. 

Ebenso  bilden  die  »iten  Potenzen  der  Glieder  einer  jeden  arithmetischen 
K^eihe  erster  Ordnung: 

a,  a-^-  df  a  4-  2df,  u.  s.  w. 

eine  arithmetische  Reihe  miex  Ordnung,  denn  es  ist  fiir  dieselben 

a,  =  [<jH-(«  —  !)//]«=(«  — df)'«-l-»i(fl  —  ^)«-i^.  «-^-.  .  ,  -I-  dfw.  n»*. 

Allgemein  bilden,  wie  entsprechend  bewiesen  werden  kann,  die  »iten  Po- 
tenzen einer  arithmetischen  Reihe  rter  Ordnung  eine  arithmetische  Reihe  der 
«•rten  Ordnung. 

Es  mögen  schliesslich  noch  folgende  Sätze  Erwähnung  ünden,  welche  nach 
dem  Vorigen  ebenfalls  leicht  bewiesen  werden  können: 

Verbindet  man  die  gleichstelligen  Glieder  zweier  oder  mehrerer  arithme- 
tischer Reihen  in  gleicher  Weise  durch  Addition  oder  Subtraction,  so  entsteht 
eine  arithmetische  Reihe,  deren  Ordnungsexponent  gleich  demjenigen  der  höchsten 
der  verbundenen  Reihen  ist 

Multiplicirt  man  die  gleichstelligen  Glieder  zweier  oder  mehrerer  arithme- 

öscher  Reihen  mit  einander,  so  entsteht  eine  arithmetische  Reihe,  deren  Ord- 

nungsexponent  gleich  der  Summe  der  Ordnungsexponenten  der  ursprünglichen 

Reihen  ist 

§  66.     Summenreihen.     Figurirte  Zahlen. 

Bildet  man  zu  einer  gegebenen  Reihe  nach  einander  die  Werthe  5i,  ^2. 
■S3,  u.  s.  w.  ihres  Summengliedes,  so  erhält  man  eine  neue  Reihe,  welche  die 
Summenreihe  erster  Ordnung  der  gegebenen  heisst.  Verfahrt  man  mit  dieser  in 
gleicher  Weise,  so  erhält  man  die  Summenreihe  zweiter  Ordnung  der  ursprüng- 
lichen. Allgemein  ist  die  Summenreihe  »iter  Ordnung  einer  gegebenen  Reihe 
die  erste  Summenreihe  der  Summenreihe  m  —  Iter  Ordnung  derselben.  Diese 
neuen  Reihen  unterscheiden  sich  offenbar  von  den  Differenzreihen  nur  durch  die 
umgekehrte  Art  ihrer  Entstehung. 

Ist  die  ursprüngliche  Reihe  eine  arithmetische,  so  sind  ihre  Summenreihen 
arithmetische  Reihen  höherer  Ordnungen.  Ist  insbesondere  die  ursprüngliche 
eine  arithmetische  erster  Ordnung  mit  dem  Anfangsglied  1  und  ihre  Differenz  d 
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eine  ganze  Zahl,  so  erhält  man  auf  diesem  Wege  die  Reihen  der  figurirten 
Zahlen  (im  weiteren  Sinn).    Diese  sind  also 

1,     1  -h  d?,       H-  2df,       1  -h    3df,       1  H-    4^,     .     . 

1,     2  H-  df,       S-hH       4  4-    6df,       5  H-  lOd,     .     . 

1,     3-+-//,       e-^H     10  4-10^,     15-1-20//,     .     . 

1,     4  H-  //,     10  H-  5ä,     20  ■+■  I5d,     35  -h  35d,     .     . 


u.  s.  w. 
Ist  hierbei  insbesondere  auch  d=  \,  so  erhält  man  die  figurirten  Zahlen  im 
engeren  Sinn.    Die  Reihen  der  letzteren  sind  also: 

2,  t),       4,       5,. 

3,  6,     10,     15,.     . 

4,  10,     20,     35,.     . 

5,  15,     35,     70,.     . 

6,  21,     56,  126,.     . 

u.  s.  w. 
Da   alle    diese  Reihen  arithmetische  von  bestimmten  Ordnungen  sind,    so 
gelten  fUr  dieselben  auch  die  in  §  65  abgeleiteten  Formeln  für  a^und  Sn, 

Die  Reihe  der  figurirten  Zahlen  zweiter  Ordnung  im  weiteren  Sinn,  also  die 

Reihe 

1,     2  -I-  //,     3-1-3//,     4  H-  6//,     5-1- 10//,     .     .     . 

heistt   auch  die  Reihe  der  Polygonalzahlen  (oder  Vieleckzahlen).     Da  ihre 

l>tflrerenzreihen 

l-H//,     l-H  2//,     14-3//,     1-1-4//,       .       ... 

//,  //,  //, .  •  •       .     .     . 

fttnd,  so  findet  man  nach  §  65  (13)  und  (14) 

tf.«  1  -H(*r^)  (1  -H^)  H-  ("2  Vi    o<ier  a«  =  (l  ^^d)n^^än^. 

Der  Name  Polygonalzahlen  rührt  daher,  dass  diese  Reihe  für  //=/  —  2  die 
k4^he  deijenigen  Anzahlen  von  Flächengrössen  ist,  welche  sich  in  Form  eines 
r<^elDiäS8igen  /=  Ecks  nebeneinander  legen  lassen.  So  entsteht  für  //=  1  die 
lUnhe  der  Dreieckszahlen  (Trigonalzahlen): 

1,    3,    6,     10,     15,  .  .  ., 
i^ekhe  den  Anzahlen  der  Punkte  in  folgenden  Figuren  bezüglich  gleich  sind; 


•    •    • 


Für   ässs2  erhält   man   die  Reihe  der  Viereckzahlen  (Tetragonal-  oder 

f^uadratzahlen) : 

1,       4,  9,  16,  25, .  . ., 


Ni  d^^  die  Reihe  der  Fünfeckzahlen: 

1,    5,     12,    22, 


35, 
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In  entsprechender  Weise  heissen  die  figurirten  Zahlen  der  dritten  Ordnung 

1,     3  h-//,     6  H-  4//,     10  H-  10^,     15  4-  20//,  u.  s.  w. 

auch  Pyramidalzahlen,    weil  sie  die  Anzahlen  von  Körpergrössen  angeben, 

die    sich    bezüglich   in   drei-,   vier-   oder   mehrseitigen  Pyramiden  aufeinander 

schichten  lassen.    Man  erhält  für  sie,  entsprechend  wie  vorher, 

«(«-hl)       («  — 1)«(«-|- 1)  ^       (3  — //)«H- 3«« -+-//«» 
Ä«  =  — ;; — 7^ 1 ; — s — s «  = 


1-2       •  1.2-3  6 

Insbesondere  ist  die  Reihe  der  Trigonal-Pyramidalzahlen  (//=  1), 

1,     4,     10,     20,     35,     56,     .     .     ., 

die  der  Tetragonal-Pyramidalzahlen  (//=  2), 

1,     5,     14,     30,     55,     91,     ...     ., 
0.  s.  w. 

Es  sei,  um  eine  Anwendung  der  vorstehenden  Reihen  zu  zeigen,  die  Aufgabe 
zu  lösen: 

Wieviel  Kanonenkugeln  befinden  sich  in  einer  unvollständigen  dreiseitigen 
Pjmmide,  wenn  an  jeder  Seite  der  untersten  Schicht  m  und  an  jeder  Seite  der 
obersten  Schicht  «  Kugeln  liegen?    (Heis  §  93,  No.  12.) 

Hier  ist  die  Differenz  des  mten  und  des  « — Iten  Gliedes  der  Reihe  der 
Trigoiial-P3rranudalzahlen  zu  bilden;  nach  der  obigen  Formel  ergiebt  sich  dieselbe 
gleich 

2«!  4-  3j«2  H-«gS  _  2  («  —  1)  -h  3  («  —  1)2  4-  («  —  1)8 
6  6 

also  z.  B.  für  «  =  20,  «  =  5  gleich  1520. 

Heis  §  93.    Bardey  XXXII,  B. 


Kapitel  11. 

Elemente  der  Theorie  der  Determinanten. 

§  67.    Begriff  der  Determinante. 

1.    Bereits  in  §  49  wurde  bei  Gelegenheit  der  Auflösung  zweier  Gleichungen 

eibten  Grades   mit   zwei  Unbekannten   der  Begriff  der  Determinante   von   vier 

Elementen  aufgestellt,  und  weiterhin  wurde  auf  die  mögliche  Ausdehnung  der 

betreffenden  Erörterung  auf  jede  beliebige  Anzahl  von  Gleichungen  und  Unbe- 

kaonten  hingedeutet    Führt  man  diese  Andeutung  nacheinander  für  Gleichungen 

mit  drei,  vier,  fünf  Unbekannten  aus,  so  liefern  die  betreffenden  allgemeinen 

Anflösungsformeln  dieser  Gleichungen  gewisse  aus  den  gegebenen  Coefficienten 

der  letzteren  in  gesetzmässiger  Weise  gebildete  Ausdrücke.    Im  Nachfolgenden 

soll  der  Kürze  und  Allgemeinheit  der  Darstellung  wegen  der  umgekehrte  Gang 

eingeschlagen,  also  nach  erfolgter  Angabe  des  Bildungsgesetzes  und  der  wichtigsten 

Eigenschaften  der  betreffenden  Ausdrücke  gezeigt  werden,  dass  dieselben,  neben 

anderen  Anwendungen,  in  der  Theorie  der  Gleichungen  eine  wesentliche  Rolle 

Sind  mehrere  Gruppen  von  Grössen  (2^hlen)  gegeben,  so  kann  man  die 
einzelnen  Grössen,  welche  man  auch  die  Elemente  jener  Gruppen  nennt,  sich  in 
aufeinander  folgenden  Horizontalreihen  (Zeilen)  geordnet  denken,  so  dass  jede 
Zeile  die  Elemente  einer  Gruppe  nach  ihrer  Ordnung  enthält  und  die  gleich- 
stelligen  Elemente  der  verschiedenen  Gruppen  demnach  in  je  einer  Verticalreihe 
(Coloime)  untereinander  zu  stehen  kommen.  Es  empfiehlt  sich  dabei,  zu  leichterer 
Uebersicht  die  Elemente  durch  Buchstaben  mit  doppelten  Indices  zu  bezeichnen, 

Sdnnwnum,  Haadhuch  der  Mathematik.    Bd.  I.  lO 
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SO  dass  der  eine  Index  die  jedesmalige  Zeile,  der  andere  die  Celome  «igiebt, 
weicher  das  Element  angehört.    So  ist  z.  B. 

a\  a\  a\  a\ 

K  «f  «J  ^f 

al  tf  J  tf  J  a\ 

ein  in  dieser  Weise  bezeichnetes  System  von  Elementen.  Allgemein  soll  im 
Folgenden  1^  das  kt^  Element  der  / ten  Zeile  oder,  was  dasselbe  ist,  das  ixit  Ele- 
ment  der  kXen  Colonne,  oder  mit  noch  anderen  Worten  dasjenige  Element 
bezeichnen,  welches  an  der  Stelle  steht,  wo  die  ite  Zeile  und  die  ktt  Colonne 
einander  durchschneiden. 

Wo  eine  Verwechselung  der  oberen  Indices  mit  Exponenten  von  Potenzen 
möglich  ist,  kann  statt  a^  auch  tf,;  k  geschrieben  werden. 

Es  sei  femer  zunächst  vorausgesetzt,  dass  alle '  Horizontalreihen  des  Systems 
gleich  viele  Elemente  enthalten,  und  dass  auch  die  Anzahl  dieser  Reihen  gleich 
deijenigen  der  Colonnen,  die  Anzahl  der  Elemente  also,  wie  in  dem  vorstehen- 
den Beispiel,  eine  Quadratzahl  sei. 

2.  Man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen,  alle  möglichen  Combinationen 
von  Elementen  eines  derartigen  Systems  anzugeben,  welche  so  gebildet  sind,  dass 
jede  Combination  aus  Jeder  Zeile  und  aus  jeder  Colonne  ein  und  nur  ein  ein- 
ziges Element  enthalte. 

Um  diese  Combinationen  vollständig  und  in  geordneter  Reihenfolge  zu 
bilden,  kann  man  als  die  erste  derselben  diejenige  der  vom  ersten  Element  der 
ersten  bis  zum  letzten  Element  der  letzten  Zeile  gehenden  Diagonalreihe 

a\  a\  al  a\   ,   ,  .  al  (1) 

annehmen  und  aus  dieser  alle  übrigen  dadurch  ableiten,  dass  man  entweder  ihre 
unteren  oder  ihre  oberen  Indices  auf  alle  möglichen  Weisen  permutirt  Denn 
permutirt  man  z.  B.  die  unteren  Indices,  so  liefern  die  geordnet  auf  einander 
folgenden  oberen  Indices  die  Gewähr,  dass  jedesmal  aus  jeder  Colonne  ein  und 
nur  ein  einziges  Element  vorkomme;  da  femer  auch  bei  den  unteren  Indices 
niemals  zwei  gleiche  vorkommen  und  alle  n  verschiedenen  zugleich  vorhanden 
bleiben,  so  ist  die  gleiche  Gewähr  für  die  Zeilen  geleistet.  Die  Verschiedenheit 
und  Vollständigkeit  der  Permutationen  endlich  sorgt  dafür,  dass  jede  mögliche 
Auswahl  der  Elemente  in  der  gedachten  Art  einmal  und  nur  ein  einziges  Mil 
vorkomme. 

Man  ersieht  hieraus  zugleich,  dass  jede  der  angegebenen  Combinationen 
n  Elemente  enthält,  und  dass  die  Anzahl  derselben  gleich  l-2-d*4...9i=ffIist 

Bildet  man  aus  den  Elementen  jeder  derartigen  Combination  eines  Systems 
von  n^  Elementen  als  aus  Faktoren  ein  Produkt  und  giebt  jedem  dieser  Produkte 
das  Vorzeichen  -4-  oder  — ,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Inversionen  in  der  be- 
treffenden Permutation  der  Indices  eine  gerade  oder  ungerade  ist  (vergi.  §  5i^\ 
so  heisst  das  Aggregat  aller  dieser  Produkte  die  Determinante  des  Systems 
der  n^  Elemente. 

Je  nach  dem  Werthe  von  n  heisst  die  Determinante  eine  solche  zweiten, 
dritten  u.  s.  w.  uten  Grades. 

Man  kann  hiemach  die  Determinante  eines  Systems  von  n^  Elementen  aus 
ihrem  Anfangsgliede  (1)  durch  Permutation  sowol  der  unteren  als  der  oberen 
Indices  ableiten,  und  es  entsteht  somit  die  Frage,  ob  die  Determinante  in  beiden 
Fällen  auch  denselben  Werth   erhalte.     Dass   man  in  dem   einen   wie  in  dem 
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jede  mögliche  der  gedachten  Combinationen  einmal  und  nur  ein  einziges 
Mal  and  somit  auch  in  beiden  dieselben  Produkte  erhält,  ist  aus  dem  Vorher- 
g^iangenen  klar;  es  fragt  sich  also  nur,  ob  auch  ein  und  dasselbe  Produkt  in 
beiden  Fällen  stets  dasselbe  Vorzeichen  erhalte.    Es  sei  beispielsweise 

—  aj  öj  aj  a*  a\ 

ein  durch  Permutation  der  unteren  Indices  abgeleitetes  Glied  einer  Determinante, 
so  erhält  man,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  durch  Permutation  der  oberen  Indices 

dasselbe  Glied  in  der  Form 

—  a\  a\  a\  a\  a\  , 

und  die  Frage  ist  also,  ob  die  Permutationsform  413  52  mit  der  ersteren  25314 
übereinstimmend  eine  ungerade  Anzahl  von  Inversionen  hat  oder  nicht.  Im  vor- 
liegenden Beispiel  ergiebt  sich,  dass  die  Anzahl  der  Inversionen  in  beiden  Fällen 
dieselbe  ist,  nämlich  fünf.  Um  die  Frage  ganz  allgemein  zu  entscheiden,  genügt 
es  m  zeigen,  dass  jedes  Glied  einer  Determinante,  welches  sich  aus  einem  andern 
durch  Vertauschung  zweier  unteren  Indices  ableiten  lässt,  auch  aus  demselben  Gliede 
durch  Vertauschung  von  nur  zwei  oberen  Indices  erhalten  werden  kann.  Da  man 
nämlich  alle  Permutationen  gegebener  Elemente  durch  wiederholte  Vertauschungen 
von  je  zwei  Elementen  bilden  kann,  und  da  bei  jeder  solchen  Vertauschung  die 
Anzahl  der  Inversionen  sich  um  eine  ungerade  Zahl  ändert,  so  ihuss  auch  die 
Anzahl  der  Inversionen  in  je  zwei  aus  dem  Anfangsgliede  durch  eine  gleiche 
Reihe  von  Vertauschungen  je  zweier  oberen  oder  unteren  Indices  ableitbaren 
Permutationen  gleichzeitig  gerad  oder  ungerad  sein.     Es  sei  nun 

a^  tfß  . . .  a^  . . .  dr, . . .  o^ 

irgend  ein  Glied  einer  Determinante,  und  man  vertausche  in  demselben  die  unteren 
lodices  d  und  e  mit  einander,  so  erhält  man  das  Glied 

O^  da  .  .  .  /I.  .  .  .  Cl^  .  .  .  CT^m 

Dasselbe  Glied  aber  entsteht,  wie  man  unmittelbar  einsieht,  aus  dem  vorher- 
gehenden (nur  mit  anderer  Reihenfolge  der  Faktoren)  durch  blosse  Vertauschung 
der  oberen  Indices  d  und  f,  sodass  also  die  Uebereinstimmung  auch  der  Vor- 
zeichen bewiesen  ist. 

3.  Man  bezeichnet  eine  Determinante  abgekürzt,  indem  man  das,  wie  oben 
gezeigt,  geordnete  System  der  Elemente  zwischen  zwei  von  oben  nach  unten 
verlaufende  Striche,  oder  indem  man  das  Anfangsglied  mit  doppeltem  Vorzeichen 
hinter  ein  Summenzeichen  2  schreibt,  z.  B. 


a\  a\  a* 
a\  a\  a\ 

=  2  ±  a|  a\  «». 

a\  a\  a\ 

Die  letztere  Bezeichnung  ist  deshalb  ausreichend,  weil  durch  das  Anfangs- 
glied alle  folgenden  Glieder  bestimmt  sind;  das  obere  Zeichen  ist  dabei  das 
Vorzeichen  dieses  Anfangsgliedes,  das  untere  deutet  den  Wechsel  der  Vorzeichen 
in  den  folgenden  Gliedern  an.  Bildet  man  die  betreifenden  Permutationen  in 
der  Weise,  dass  jede  folgende  aus  der  vorhergehenden  durch  Vertauschung  von 
nur  zwei  Elementen  entsteht,  so  tritt  dieser  Wechsel  regelmässig  ein,  d.  h.  die 
Vorzeichen  der  Glieder  der  Determinante  sind  abwechselnd  -H  und  — . 

Beispielsweise  ist 

1     y»8     y»l     y»8     ^—   y»l     /»*     i»'     i»> 


a\a\ 


=  öj  aj  —  a\  a\  =  ö J  «;  —  a\  a\ 

10* 
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*  a*  a*  a 
a^  al  a 
a\  a\  a 


oder  =  a 


V 


a\  a\ 


=  a|  al  a\- 

-a\  a\  a\->ira\  a\  a\  — 

-a\  a\  flj-haj  a\  aj  —  a 

\ala\ 

al  a\  —  a\ 

^\  ^l  ■+■  ^\  ^\  ^1  ~  ^^ 

\  a\  a\  -\-  a\  a\  a\  —  a\ 

dl  a\. 

a\  a\  =  a\ 

a\  a\  a*  —  a\  aj  a\  a\ 

\  -\-  a\  a\  a\  a\  —  a\  a\ 

al  a\ 

-h  a\ 

a\  a\  a\  —  a\  a\  a\  a\ 

{-¥  a\  a\  a\  a\  —  a\  a\ 

a\  a\ 

-h  a\ 

a\  a\  a\  —  a\  a\  a\  a 

\  -»t  a\  ä\  a\  a\  —  a\  a\ 

a\  a\ 

-^  ^\ 

a\  a\  a\  —  a\  a\  a\  a\ 

-h  a\  a\  a\  a\  —  a\  a\ 

a\  a\ 

-»-  ^\ 

a\  a\  a\  —  a\  a\  öJ  a\ 

-h  a\  a\  a\  a\  —  a\  a\ 

a\  a\ 

-h  a\ 

a\  a\  a\  —  a\  a\  a\  a\ 

-h  a\  a\  a\  a\  —  a\  a\ 

al  a\ . 

Au.;  den  vorstehenden  Erklärungen  und  früheren  Sätzen  folgt  leicht:  Jede 
Determinante  eines  Systems  von  «^  Elementen  besteht  aus  l*2*3...ii  =  irl 
Gliedern,  von  denen  jedes  ein  Produkt  von  n  Faktoren  ist  Von  diesen  Gliedern 
ist  die  Hälfte  positiv,  die  andere  Hälfte  negativ.  Auf  den  Werth  einer  Deter- 
minante ist  es  ohne  Einfluss,  ob  man  die  Zeilen  mit  den  unteren  und  die 
Colonnen  mit  den  oberen  Indices  bezeichnet,  oder  ob  man  umgekehrt  verfahrt» 
und  zwei  Systeme,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  die  2^ilen  eines  jeden  mit 
den  Colonnen  des  anderen  in  derselben  Ordnung  übereinstimmen,  haben  dieselbe 
Determinante.  ^ 

§  68.    Vertauschung  von  Reihen. 

1.  Die  Bildung  einer  Determinante  aus  dem  gegebenen  System  ihrer  Elemente 
wird  wesentlich  erleichtert  durch  die  Kenntniss  der  wichtigsten  allgemeinen 
Eigenschaften  der  Determinanten,  welche  im  Folgenden  zunächst  entwickelt 
werden  sollen. 

Vertauscht  man  in  dem  System  der  Elemente  irgend  zwei  parallele  Reihen 
mit  einander,  also  entweder  eine  Zeile  mit  einer  anderen  Zeile  oder  eine  Colonne 
mit  einer  anderen  Colonne,  so  kann  man  die  Determinante  des  neuen  Systeme 
aus  derjenigen  des  alten  dadurch  ableiten,  dass  man  in  jedem  einzelnen  GUedc 
der  letzteren  die  beiden  betreffenden  unteren  oder  oberen  Indices  mit  einander 
vertauscht     Werden  beispielsweise  in 


a\  a\  a\ 
a\  a\  al 
al  al  al 


=  a\  a\  a\  -  a\  a\  a\ 


al  al  a?  —  al  al  al 


al  al  al  — al  a'  a^ 


die  dritte  und  die  erste  Zeile  mit  einander  vertauscht,  so  wechseln  in  der  Deter- 
minante nur  die  unteren  Indices  3  und  1  in  jedem  Gliede  ihre  Stellen,  und  man 
erhält  also 


a\  a\  a 
a\  al  a 
a\  a\  a 


=  aj  tf. 


'  al  —  al  al  a\ 


a\  a\  a\  —  a\  a\  a\ 


a\  a\  a\  — a\  a\a\ 


Es  bleiben  also  in  der  neuen  Determinante  dem  absoluten  Weithe  nach  die- 
selben einzelnen  Glieder,  wie  in  der  alten,  aber  die  Vorzeichen  derselben  werden 
^mmtlich  umgekehrt,  denn  die  Vertauschung  zweier  Elemente  einer  Pennuta- 
tionsform  bewirkt  nach  §  59  eine  Veränderung  der  Anzahl  der  Inversionen  um 
eine  ungerade  Zahl. 

Bei  Vertauschung  zweier  parallelen  Reihen  in  dem  System  der 
Klemcnte  behält  also  die  Determinante  denselben  absoluten  Werth 
'ind  ändert  ihr  Vorzeichen. 
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Insbesondere  folgt  hieraus,  dass  jede  Determinante,  deren  System  der  Ele- 
mente zwei  einander  gleiche  parallele  Reihen  hat,  den  Werth  Null  haben  muss, 
denn  durch  Vertauschung  zweier  gleichen  Reihen  kann  die  Determinante  R 
keinerlei  Aenderung  erleiden,  es  muss  also  in  diesem  Falle  ^  =  —  R  sein, 
woraus  ^  =  0  folgt. 

Nimmt  man  mehrere  Male  nach  einander  eine  Vertauschung  zweier  parallelen 
Reihen  in  dem  System  der  Elemente  vor,  so  erhält  man,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, immer  dieselbe  Determinante;  das  Vorzeichen  aber  ändert  sich  oder 
bleibt  dasselbe,  je  nachdem  die  Anzahl  der  vorgenommenen  Vertauschungen  eine 
ungerade  oder  eine  gerade  ist. 

2.  Vertauscht  man  irgend  eine  Reihe  des  Systems  mit  einer  angrenzenden 
parallelen  Reihe,  z.  B.  die  7te  Zeile  mit  der  6ten,  darauf  die  so  vorgerückte 
Reihe  wieder  mit  der  folgenden,  also  in  dem  gewählten  Beispiel  die  vorher  in 
die  6te  Stelle  gerückte  Zeile  mit  der  5ten,  und  fährt  so  beliebig  weit  fort  (etwa 
bis  zur  3ten  Zeile),  so  gelangt  die  zuerst  genannte  (7te)  Reihe  schliesslich  an 
eine  andere  Stelle  (in  die  3te),  ohne  dass  die  übrigen  ihre  Reihenfolge  gegen 
einander  verändert  haben.  Man  würde  dasselbe  Resultat  erhalten  haben,  wenn 
man  die  verschobene  Reihe  an  ihrer  ursprünglichen  Stelle  gestrichen  und  un- 
mittelbar an  der  zuletzt  einzunehmenden  Stelle  zwischen  die  übrigen  eingeschoben 
hätte.  Eine  derartige  Veränderung  bewirkt  also  nur  eine  Umkehrung  des  Vor- 
zeichens der  Determinante,  wenn  die  Anzahl  jener  Vertauschungen,  oder  was 
dasselbe  ist,  die  Anzahl  der  zwischenliegenden  Reihen  eine  ungerade,  sie  lässt 
dm  Werth  der  Determinante  völlig  unverändert,  wenn  jene  Anzahl  eine  gerade  ist. 

Macht  man  also  in  der  gedachten  Weise  die  7te  Zeile  zur  3ten,  schiebt  sie  also  vor  der 
BBpffinglich  3ten  ein  und  lässt  sie  somit  vier  zwischenliegende  Zeilen  überspringen,  so  bleibt 
<&  Determinante  dieselbe. 

Man  kann  hiemach  insbesondere  jede  (Horizontal-  oder  Vertical-)Reihe  zur 
Iten  machen,  ohne  die  Reihenfolge  der  Übrigen  zu  verändern.  War  jene  Reihe 
orsprünglich  die  /te,  so  werden  p  —  1  parallele  Reihen  übersprungen,  und  die 
Determinante  behält  ihr  Vorzeichen  oder  wechselt  es,  je  nachdem  /  ungerad  oder 
gerad  ist 

Da  man  in  dieser  Weise  nach  einander  jede  beliebige  Zeile  zur  1  ten  Zeile 
and  jede  beliebige  Colonne  zur  Iten  Colonne  machen  kann,  so  lässt  sich  das 
Sjrstem  der  Elemente  so  umformen,  dass  irgend  ein  beUebiges  Element  ^  das 
Anfangs-Element  wird.  Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  zuerst  die  /te  Zeile  zur 
Iten  Zeile  und  sodann  die  >^te  Colonne  zur  Iten  Colonne  zu  machen  oder 
umgekehrt  Da  dies  den  Erfolg  von  /  —  \  -^  k  —  1  Vertauschungen  hat,  so  folgt, 
dass  die  Determinante  des  neuen  Systems  denselben  oder  den  entgegengesetzten 
Werth  mit  der  ursprünglichen  hat,  je  nachdem  i-\-  k  gerad  oder  ungerad  ist. 
Bezeichnet  man  also  die  eine  Determinante  durch  i?,  die  andere  durch  i?i,  so  ist 

i?j  =  (—!)/+*  je. 

§  69.    Unterdeterminanten. 

1.  Da  jedes  Glied  einer  Determinante  aus  jeder  Reihe  ein  und  nur  ein  ein- 
ziges Element  enthält,  und  da  alle  auf  diese  Weise  möglichen  Glieder  vorkommen, 
so  kann  man  die  Glieder  nach  den  Elementen  irgend  einer  beliebigen  Reihe 
ordnen,  indem  man  alle  diejenigen,  welche  dasselbe  Element  aus  dieser  Reihe 
enthalten,  zusammenfasst 

So  lässt  sich  beispielsweise  die  Determinante 
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nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile  ordnen  und  in  der  Form 

schreiben,  wo  allgemein  a^  Ak  die  Zusammenfassung  aller  derjenigen  Glieder 
bedeutet,  welche  aus  der  ersten  Zeile  das  Element  a^  enthalten.  Um  in  diesem 
und  ähnlichen  Fällen  die  Coeflficienten  A  unmittelbar  zu  bestimmen,  sei  zunächst 
dieser  Coefficient  für  das  Anfangselement  a\    zu  ermitteln. 

Da  alle  Glieder,  welche  dieses  Element  enthalten,  weder  aus  der  ersten  Zeile, 
noch  aus  der  ersten  Colonne  ein  weiteres  Glied  enthalten  können,  dagegen  a\ 
in  jeder  möglichen  Zusammenstellung  mit  je  einem  Gliede  der  übrigen  Zeilen 
und  der  übrigen  Colonnen  vorkommen  muss,  so  ergiebt  sich,  dass  der  gesuchte 
Coefücient  die  Determinante  desjenigen  Systems  von  Elementen  sein  muss,  welches 
nach  Streichung  der  ersten  Zeile  und  der  ersten  Colonne  übrig  bleibt 

Jedes  andere  Element  des  ursprünglichen  Systems  kann  aber  nach  dem  Vor- 
hergehenden zum  Anfangs-Element  desselben  gemacht  werden.  Im  Zusammen- 
hang damit  folgt  nun,  dass  man  den  Coeflficienten  irgend  eines  Gliedes  iff  in  der 
ursprünglichen  Determinante  erhält,  wenn  man  in  dem  System  der  Elemente  die 
i'te  Zeile  und  die  k\Jt  Colonne  streicht,  die  Determinante  des  so  übrig  bleibenden 
Systems  von  (n  —  1)*  Elementen  entwickelt  und  derselben  das  Vorzeichen  -h  oder 
—  giebt,  je  nachdem  i  -f-  >&  gerad  oder  ungerad  ist 

Jeder  solche  Coefücient  heisst  eine  Unterdeterminante  der  ursprünglichen; 
die  Unterdeterminante  zum  Element  af  soll  im  Folgenden  durch  A\  bezeichnet 
werden.  —  So  ist  beispielsweise 


a\  a\  a\ 
a\  a\  a\ 
a\  a\  a\ 


=^a 


und  ebenso  =  a] 


oder  =  —  dr? 


alal 


"l  "l 


'S 


_  /.» 


alal 


a\  «I 


a* 
1 


ala\ 
alal 


a\a\ 
a\al 


a\al 

+  al 

a\  al 

-''1 

alal 
alal 

u.  s.  w. 


Soll    femer   beispielsweise    die    zum  Gliede  al   gehörige  Unterdeterminante 
der  Determinante  1  ±:  a\  a]  al  a\    bestimmt  werden,  so  ergiebt  sich 


a\  «?  a* 
al  al  al 
aj  al  a* 


Hiemach  lässt  sich  jede  Determinante  leicht  mittelst  der  Unterdeterminanten 
nach  Gliedern  einer  und  derselben  Reihe  entwickeln  und  ordnen.  Die  Coeffi- 
cienten  dieser  einzelnen  auf  einander  folgenden  Glieder  sind  bei  der  angegebenen 
Bildungsweise  abwechselnd  positiv  und  negativ. 

So  erhält  man  z.  B.  durch  Entwicklung  nach  den  Gliedern  der  ersten  Colunne 
;  4,  2,  3,  8 


7,  5,  6,  1 
3,  2,  1,  4 
5,  8,  2,  6 


=  4 


5,  6,   1  j  I  2.  3,  8 

2,  1,  4  I  -  7     2,  1,  4 


I  8,  2,  6  I 


8.  2,  6 


2,  3,  8 

1  2.  3.  H 

5,  6,  1 

—  5  ;  5,  6.  1 

8,  2.  6 

1  2,  1.  4 
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Es  ist  aber  in  gleicher  Weise 
5,  6.  1 


1.  4 

2.  6 

2- 

6,  1 
2.  6 

-+-8- 

6,  1 
1,  4 

1,  4 

2,  6 

—  2 

3,  8 
2,  6 

•+8. 

3,  8 
1,4 

6,  1 
2,  6 

—  5 

3,  8 
2,  6 

-I-8- 

3,  8 
6,  1 

6,  1 
1,  4 

—  5- 

3,  8 
1,  4 

+  2- 

3,  8 
6.  1 

=  2.(36— 2)  — 5.(18  — 16) 
4-  8  .  (3  —  48)  =  —  302, 

=  2.(24— 1)  — 5.(12  — 8) 
-h  2  .  (3  —  48)  =  —  64, 


2,1,4     H-5.     ;'  :     -2.     "'  ^     -h8.     r'  !     =5.  (6-8) -2.  (36-2) 
.  8.  2,  6  I  ^'  *"  ^'  ^  ^'  *  4-  8,(24  -  1)  =  -h  106, 

2,  3,  8 

2,1,4     =2-     ;'^      -2     "'^    H-8.     ?'^     =2.  (6-8) -2  (18- 16) 
8,  2,  6  ^'^  ^'  '^  *'  *         -h  8  .  (12  -  8)  =  -h  24, 

2,  3,  8 
5,  6,  1      =2 

8.2,  6 

2.3,  8 
5,  6,  1      =2 

:  M,  4 

mithin  ist  die  obige  Determinante  gleich  —  330. 

2.  Aus  der  angegebenen  Bildungsweise  der  Determinanten  mittelst  der  Unter- 
detenninanten,  also  aus  der  Entwicklung  der  ersteren  in  der  Form 

R'=a\  A\  -h  o^  A\  -h  . . .  -f-  «t-  ^*  -f-  .  .  .  -h  «i  ^i  oder 

E  =  a\  A)  -^  a]  Af  -h  . . .  -h  «^-  ^*  -f-  .  .  .  -h  fl*  -^ 
ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden  Sätze: 

Sind  alle  Elemente  einer  Reihe  mit  Ausnahme  eines  einzigen 
gleich  Null,  so  reducirt  sich  die  Determinante  auf  das  Produkt  dieses 
einen  Elements  mit  der  zu  ihm  gehörigen  Unterdeterminante. 

Denn  sind  beispielsweise  alle  Elemente  der  Reihe  a^,  a^t  ,  ,  ,  a^  mit  Aus- 
nahme von  Jj  gleich  Null,  so  wird  die  erste  der  vorstehenden  Entwicklungen  zu 


Ä  =  a?  ^?. 


So  ist  also  beispielsweise 


a  0  0 

c  d 

b  c  d 

=  a 

,  und 

'fi 

f  i 

a  b  d 

• 

—   ^ 

ihm 
n  0/ 

a  b  (S  d 

ef  g  h 

i  k  Om 

«0  0/ 

Die  Elemente  ^,  e  im  ersten  und  e,  /,  h  im  zweiten  dieser  Beispiele  sind 
also  ohne  jeden  Einfluss  auf  den  Werth  der  Determinante,  und  man  könnte  also 
inr  dieselben  beliebige  andere  Zahlen  setzen,  ohne  dass  dieser  Werth  sich 
änderte. 

3.  Multiplicirt  man  jedes  Element  einer  Reihe  mit  der  zu  dem 
entsprechenden  Element  einer  parallelen  Reihe  gehörenden  Unter- 
determinante, so  ist  die  Summe  aller  dieser  Produkte  gleich  Null. 

Denn  ist  ^,  c^,  ^  ...  ^  die  erstere,  ^,  a2,  03  .  .  .  t^  die  letztere  Reihe 
so  ist  die  Determinante 

und  die  Summe  jener  Produkte  ist 


aj  A 


k 
1 


a^  A' 


k 
2 


Die  letztere  entsteht  also  aus  jener,  wenn  man  in  dem  System  der  Elemente 
an  die  Stelle  der  Reihe  <7^,  c^  u.  s.  w.  die  andere  ^,  c^  u.  s.  w.  setzt,  oder  sie  ist 
die  Determinante  des  so  gebildeten  neuen  Systems.  Da  nun  dieses  letztere  zwei 
einander  gleiche  parallele  Reihen  a^,  03  .  .  .  enthält,  so  ist  der  Werth  seiner  De- 
terminante nach  §  68  gleich  Null. 
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Ganz  ebenso  folgt  aus 

Ä  =  ^ 
die  Gleichung 


«!  ^! 


a: 


0  =  fli  A)  -hal  ^?  -h 


<  A7' 


4.  Addirt  man  zu  jedem  Element  einer  Reihe  das  entsprechende 
Element  einer  ihr  parallelen  Reihe,  oder  subtrahirt  man  die  ersteren 
von  den  letzteren,  so  ändert  sich  der  Werth  der  Determinante  nicht 

Dieser  Satz  und  sein  Beweis  können  sogleich  verallgemeinert  werden,  indem 
man  statt  der  Glieder  der  addirten  oder  subtrahirten  Reihe  ihre  Produkte  mit 
einer  und  derselben  beliebigen  Zahl  anwendet  Die  nach  den  Elementen  der 
ersteren  Reihe  geordnete,  also  z.  6.  in  der  Form 

Ä  =  tfj  ^*  -H  4  ^2  -«-  •  •  •  ^-  ^^i 
geschriebene  Determinante  geht  nämlich  durch  die  angegebene  Veränderung  des 

Systems  über  in 


Da  nun  das  letzte  in  der  Klammer  enthaltene  Aggregat  nach  dem  vorigen 
Satze  den  Werth  Null  hat,  so  ergiebt  sich 

Ä*r=  Jl  A\-¥ ^  A\  '\-  ,  .  ,  -^  ai  Ai  =  R. 

Der  Werth  einer  Determinante  ändert  sich  also  nicht,  wenn  man 
in  dem  System  der  Elemente  an  Stelle  jedes  Gliedes  einer  beliebigen 
Reihe  die  Summe  desselben  Gliedes  und  des  Produkts  des  ent- 
sprechenden Gliedes  einer  parallelen  Reihe  mit  einem  und  demselben 
beliebigen  Faktor  setzt 

Dieser  Satz  ist  besonders  werthvoll  zur  Erleichterung  der  Berechnung  der 
Determinanten  bestimmter  Zahlen,  denn  derselbe  gestattet,  an  Stelle  des  Systems 
der  Elemente  andere,  für  die  Berechnung  bequemere  Systeme  zu  setzen.  So 
könnte  man  z.  B.  in  dem  System  der  oben  berechneten  Determinante 


4, 

2, 

3, 

8 

7, 

•>. 

fi. 

1 

1 

3, 

2, 

1, 

1 

4 

5, 

8, 

2, 

6 

durch  Subtraction  der  Glieder   der   zweiten   Colonne   von   den   entsprechenden 
Gliedern  jeder  anderen  Colonne  das  System 

:        2,  2,        1,        6 

I        2,  5,        1.  —4 

'        1,  2,-1,        2 


I  —  3,  8,  —  6,  —  2 

aus  diesem  wieder  durch  Subtraction  der  dritten  Colonne  von  allen  Übrigen,  dann 
der  ersten  Zeile  von  allen  übrigen,  darauf  wieder  der  ersten  Zeile  von  der  dritten 
und  vierten  die  folgenden  Systeme 


1,   1, 

1, 

1.     1, 

1,         5 

I,     1, 

1.         5 

1,  4, 

2,  3, 

-1, 

3i  = 

0,  3, 

1,  2, 

0,  —  10 
-2,-2 

0,     3, 
0.     1, 

0.  —  10 
-3.-7 

3.  14. 

-ß. 

4 

2,   13, 

-7,-1 

1.  12. 

—  8.  —    6 

ableiten  u.  s.  w.  Bequemer  wäre  in  der  letzten  dieser  Umformungen,  die  erste 
Zeile  vor  der  Subtraction  von  der  vierten  mit  2  zu  multipliciren ,  wodurch  man 
die  Determinante 
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1,     1,         1.  5 

0,  3,  0,  —  10 
0,  1,-3,-7 
0,  11,  -9,-11. 

erhielte,  welche  sich  sofort  auf  das  Produkt  ihres  Anfangsgliedes  1  mit  der  Unter- 
detemunante 

3,       0,  —  10 
1,  -  3,  -    7 
11,  —9,  —11 
reduciit 

5.    Dieser   letztere  Erfolg   lässt  sich  stets  und  von  vorne  herein  erreichen, 
dem  man  kann,  um  z.  6.  für  a^  Null  zu  erhalten,  von  den  Elementen  der  Reihe 

44  •-.«/,...  «i  die  Produkte  der  Elemente  von  a\,€^,,,a),,.,a^  mit  -j 

abziehen,  wodurch  man  statt  ä^.  das  neue  Element  öf  —  a)  .-^  =ä^  —  ö J  =  0  er- 

halt  —  Um  z.  B.  die  vorstehende  Determinante  dritten  Grades  in  dieser  Weise 
zu  behandeln,    kann  man,    da  schon  ein  Element  der  ersten  Zeile  gleich  Null 
ist,  diejenigen  der  ersten  Colonne  mit  ^  multipliciren  und  dann  die  Produkte 
m  denen  der  dritten  Colonne  addiren.    Man  erhält  so 
3,       0,  0 


1,  -  3,  -  Y 
11,  —9,  H- Y 


=  3 


=  3.{-3.Y-(-V)-(-9)} 


-3,-Y 
-9,-+-Y 

=  3  •  (—  77  —  33)  =  —  3  •  110  =  —  330. 
Um  femer  beispielsweise  die  Determinante 

1,  5,     9,  2 

2,  4,  10,  1 

3,  3,  11,  6 

4,  8,     7,  3 

M  berechnen,  kann  man  die  erste  Colonne  der  Reihe  nach  mit  5,  9  und  2  multi- 
pliciren und  dann  entsprechend  von  der  zweiten,  dritten  und  vierten  Colonne 
^btiahiren.    Man  erhält  so 

1,  0,         0,       0 

2,  —    6,  —    8,-3 

3,  —  12,  —  16,       0 

4,  —  12,  —  29,  —  5 
Multiplicirt  man  jetzt  die  erste  Zeile  der  neuen  Determinante  mit  2  und  sub- 

trahirt  von  der  zweiten  und  von  der  dritten,  so  erhält  man 

—  6,  —    8,-3 

0,         0,  H-6 

0,  —  13,  4-1 

nnd  hat  nun  die  Wahl  zwischen  zwei  Reihen,  in  denen  alle  Glieder  ausser  einem 
gleich  Null  sind.     Man  erhält 


=  1 


—  6,  —    8,-3 

—  12,  —  16,       0 

—  12,  —  29,  —  5 


-6 


0,  -h6 

-  13,  -H  1 


=  —  6.6 


13  ==  —  468  oder  —  6 
=  —  468. 


-6,-8 
0,  —13 


=  —6.6.  13 


Man  kann  nach  diesen  Beispielen  das  eingeschlagene  Verfahren  dahin  aus- 
sprechen, dass  man,  um  n — 1  Elemente  einer  Zeile   gleich  Null    zu   machen, 
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die  n — 1  Colonnen,  welche  diese  Elemente  enthalten,  durch  das  obige  Ver- 
fahren zu  verändern  hat,  indem  man  von  jeder  die  Produkte  der  gleichstelligen 
Elemente  einer  parallelen  Colonne  mit  einem  geeigneten  Faktor  subtrahiit 
Sollen  dagegen  n  —  1  Elemente  einer  Colonne  zu  Null  werden,  so  hat  man  ent- 
sprechend mit  den  Zeilen  zu  verfahren. 

6.  Die  Anordnung  einer  Determinante  nach  den  Elementen  einer  Reihe  und 
deren  Unterdeterminanten  fuhrt  femer  unmittelbar  zu  dem  Satze: 

Multiplicirt  man  alle  Elemente  einer  Reihe  mit  einem  und  dem- 
selben Faktor,  so  wird  dadurch  die  Determinante  selbst  mit  diesem 
Faktor  multiplicirt. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man  die  neue  Determinante  nach  den 
Elementen  der  muldplicirten  Reihe  ordnet. 

Dieser  Satz  findet  wieder  wichtige  Anwendungen  zur  Vereinfachung  der  Be- 
rechnung von  Determinanten.  Selbstverständlich  wird  auch  durch  Division  aller 
Elemente  einer  Reihe  durch  eine  und  dieselbe  Zahl  die  Determinante  dividirt« 
da  die  Division  durch  p  identisch  ist  mit  der  Multiplication  mit*^.  Man  kann 
daher  jeden  gemeinschaftlichen  Faktor  der  Elemente  einer  Reihe  absondern  und 
als  Faktor  vor  die  Determinante  setzen.  So  hätte  man  z.  6.  in  der  vorher  be- 
rechneten Determinante 

—  6,  —    8,-3 

—  12,  —  16,       0 

—  12,  —  29,  —  5 

zunächst  den  Faktor  —  6  der  ersten  Colonne  absondern,  und  also 


—  6 


1,  -    8,-3 

2,  —  16,       0 
2,  —  29,  —  5 


schreiben  können.  Man  kann  femer  auch  aus  der  zweiten  Colonne  den  Faktor 
—  1  absondem,  wodurch  sämmtliche  Vorzeichen  dieser  Colonne  und  gleichzeitig 
das  Vorzeichen  der  Determinante  umgekehrt  werden.  Allgemein  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Kehrt  man  die  Vorzeichen  sämmtlicher  Elemente  irgend  einer 
Reihe  um,  so  behält  die  Determinante  denselben  absoluten  Werth 
und  ändert  ihr  Vorzeichen. 

Nimmt  man  in  dem  vorstehenden  Beispiel  diese  Aenderung  sowol  an  der 
zweiten,  als  an  der  dritten  Colonne  vor,  so  bleibt  das  Vorzeichen  der  Deter- 
minante unverändert,  und  man  erhält 


—  6 


1,  8,  3 

2,  16,  0 
2,  29,  5 


Man  kann  femer,  wenn  einzelne  oder  sämmtliche  Elemente  einer  Reihe 
Brüche  sind,  dieselben  in  ganze  Zahlen  verwandeln,  indem  man  die  Elemente 
dieser  Reihe  mit  ihrem  Generalnenner  multiplicirt.  Auf  diesem  Wege  lassen 
sieh,  wenn  in  mehr  als  einer  Reihe  Brüche  vorkommen,  sämmtliche  Brüche  des 
Systems  nach  und  nach  in  ganze  Zahlen  verwandeln.  So  erhält  man  beispiels- 
weise; 
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7.     ^,  n 

H.        5,         H 
7i,  -2,  -li 


12 


7,  4i,  28 
4^,  5,  62 
7i,  -2,  -15 
28,  9, 
17,      10, 


12-4 


28,  ^,  28 
17,  5,  62 
30,  —  2,  —  15 


12.4.2 


28 

62 

30,  —  4,  —  15 

Um  nun  zwei  Elemente  der  ersten  Zeile  gleich  Null  zu  machen,  kann  man 
die  erste  Colonne  von  der  dritten  subtrahiren,  dann  aber,  um  nicht  aufs  Neue 
Brtche  einzuführen,  die  Elemente  der  zweiten  Colonne  mit  28  multipliciren, 
selbstverständlich  die  Determinante  entsprechend  durch  28  dividiren,  und  dann 
von  der  jetzigen  zweiten  Colonne  die  Produkte  der  Elemente  der  ersten  mit  9 
sobcrahiren.     So  ergiebt  sich 


1 


96-28 


28,  0,         0 

17,        127,       45 

30,  —382,  —45 

__45 

""       96 


28 


96-28 


127,       45 
—  382,  —45 


45 

96 


127, 

382, 


1 
1 


45  3825 

(127  -  382)  =  -  .  255  =  -^, 


§  70.    Auflösung  von  Gleichungen  ersten  Grades. 

1.  Nachdem  im  Vorstehenden  die  wichtigsten  Htilfsmittel  für  die  Berechnung 

der  Determinanten  erörtert  sind,  soll  nun  sogleich  zu  der  Anwendung  derselben 

auf  die  Auflösung  von  Gleichungen  ersten  Grades  übergegangen  werden.    Es  sei 

ein  S]rstem  von  n  von  einander  unabhängigen  Gleichungen   ersten  Grades    mit 

«Unbekannten  gegeben,  und  dasselbe  in  der  Form 


«i  :ri  -h  ^  JCj  -h  tf  J  0:3  -h  .  . 

.  -h  «1  a:^  -h  . 

.  -ha1x^  =  Ci 

A^l-^^^2-^^^-h" 

,  -h  (4^k-^  ' 

.  -h  (^X^  =  C2 

•                         •                          •                          • 

.  H-  öj  ^A  -+-  . 

•               ■ 

.  -*-  ^  •^«  =  ^3 

• 

a]  x^  ^  aj  X2-^  a^  x^  -h  .  . 
•             •              •              • 

.  -f-  tf?  ^^  -h  . 

•                • 

.  -h  tf?  ^«  =  ^/ 

•                                  • 

•             •              •              • 
«i  •*!  -+-  «2  ^3  H-  ^  JTg  4-  .  . 

•                • 

•    -^  K  ^n  =  ^n 

(1) 


geschrieben.     Um  den  Werth  einer  beliebigen  der  n  Unbekannten,   z.  B.  Xk,  zu 

Uen,  denke  man  sich  jede  dieser  Gleichungen  mit  einem  vorläufig  unbestimmt 

gelassenen  Faktor /j,  /j*  .  -  */>ti  •  •/»  multiplicirt  und  sodann  sämmtliche  neuen 

Gleichungen  durch  Addition  zu  einer  einzigen  verbunden.     Die    letztere   erhält 

die  Form 

AiXi  -^  A^x^-^-  A^x^-i-  ,  .  ,  -h  Aj^Xj^  -\-  .  .  -i-  A^x^  =  C   (2) 
worin 

^t=  4  Pl-^  4  h-^  4  fi^  -^  ...  -4-   4/*-+-    •  •    -^alpn    U.  S.W. 

Um  nun  den  Werth  irgend  einer  Unbekannten  Xk  zu  finden,  kann  man  nach- 
fragUch  die  Werthe  der  Faktoren  /  so  bestimmen,  dass  alle  Coefficienten  A  in 
2^  mit  Ausnahme  desjenigen  der  gesuchten  Unbekannten  gleich  Null  werden, 
^en  wir  vorerst  voraus,  dass  dies  immer  ausführbar  sei,  so  erhält  dadurch  die 
Gleichung  (2)  die  Form 

Ak  Xk  =  C, 
and  man  hat  ^ 


Xk  = 


Ak 


(3) 
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Die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe,  aus  n  Gleichungen  mit  n  Unbekannten 
den  Werth  jeder  beliebigen  der  letzteren  zu  finden,  ist  also  jetzt  zurückgeführt 
auf  die  der  anderen,  die  Werthe  von  n  tulbestimmten  Faktoren  /j,  /,,  . . ./«  so 
zu  bestimmen,  dass  n  —  1  Gleichtmgen  von  der  Form 


(4) 


A-' 

A 

-K«S-^ 

/2+«3~* 

/»-»-• 

■  H-  «.*-* 

Pn 

=  0 

• 

Pi 

+  «$*» 

Pi+<^^ 

/»-•-• 

.-H«r» 

A 

=  0 

• 

+ 

<^ />2 -t- '4 /» -»- 

■•+< 

A  =  o 

erfüllt  werden.  Betrachten  wir  also  p^,  p^^  .  ./«  als  n  Unbekannte,  zu  deren  Be- 
stimmimg die  vorstehenden  Gleichungen  gegeben  sind,  so  sieht  man,  da  die  An- 
zahl der  letzteren  nur  n — 1  beträgt,  dass  man  irgend  eine  beliebige  der  n  Grossen 
/  beliebig  annehmen  könnte,  und  dass  dann  die  Aufgabe  auf  die  einfachere  zu- 
rückgeführt erschiene,  n — 1  Gleichungen  mit  n  —  1  Unbekannten  auf  letztere 
aufzulösen.  Da  aber  diese  letzteren  Gleichungen  für  jede  andere  der  Unbekannten 
X  selbst  andere  werden,  so  würde  das  eingeschlagene  Verfahren  als  ein  überaus 
weitläufiges  erscheinen. 

Wir  haben  aber  im  Vorhergehenden  gesehen,   dass   die  Determinante  des 
Systems  der  n^  Coefücienten  der  Gleichungen  (1) 


H 


2  (^    »   '  ^ 


=  i?       (5) 


nach  den  Elementen,  bezw.  Unterdeterminanten  der  Reihe  a^,  a^, ,  ,  a^  geordnet^ 
in  der  Form 

Ä= Ä*  ^f  H-  <4^*  -h . .  -+-  äJ  ^i      (6) 

geschrieben  werden  kann,  und  dass  dann 

öl  ^1  -h  flj  i#2  -+-  •  •  -»-  <»i  ^i  =  0, 
flf  ^1  -h  ^  ^2  -+-  •  •  -H  <^  ^i  =  0, 


ist,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles,  in  welchem  die  oberen  Indices  der  Ele 
mente  a  in  der  Gleichung  gleich  k  sind,  also  die  Gleichung  (6)  gilt  Hieraui 
folgt  unmittelbar,  dass  sämmtliche  Gleichungen  (4)  erfüllt  werden,  wenn  man 

/i  =  ^1  /2  =  ^v  •  •  /«  =  -^ü 
setzt,  und  dass  dann  Aj^  gleich  der  in  (5)  angegebenen  Determinante  J?  ist.    l>'u 
Grösse  C  oder 

entsteht  aus  dieser  Determinante,  da  die  Unterdeterminanten  A\,  A^  u.  s.  w.  du 

Elemente  der  Reihe  d\f  <i^  .  .  a^  nicht  enthalten,  wenn  man  in  ihr  an  Stella 
dieser  Elemente  die  entsprechenden  der  Reihe  ^j,  c^,  .  .  cjt  setzt  Die  Gleichung 
(3)  kann  also 
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Xjk  = 


2  ±  öj  ä|  .  .  äl_\  Cf,  afj;^  .  .  ä, 


2±fl}  oi 


geschrieben  werden.  Dieselbe  besagt,  dass  die  Werthe  sämmtlicher  Unbekannten 
der  Gleichungen  (1)  durch  Brüche  dargestellt  werden  können,  welche  sämmtlich 
zum  Nenner  die  Determinante  (5)  des  Systems  der  n^  Coefficienten  der  Unbe- 
kannten haben,  während  der  Zähler  jedesmal  die  entsprechende  Determinante 
ist,  welche  man  erhält,  wenn  man  statt  der  Coefficienten  der  gesuchten  Unbe- 
kannten die  entsprechenden  Glieder  ohne  Unbekannte  (r^,  r^,  .  .)  setzt. 
Um  also  z.  B.  die  Gleichungen 

X—    2^H-    3:?—    4«=  — 10 

—  bx^    ^y—    7«-l-    8«==       18 
9:r— 10^— lU-h  12«=         4 

—  13j:-h  14^-+-15«— 16«  =  —    4 

lliis,  §  65,  109)  auf  diese  Weise  aufzulösen,  kann  man  zur  Bestimmung  des  ge- 
laeinscbaftlichen  Nenners  aller  vier  Unbekannten 


=  2  -4 


=  8 


0 
3 


«•22 


1,  -    2,  -h    3,  -   4 

—  5,  -f-    6,  —    7,  -h    8 
H-    9,  —  10,  —  11,  -+- 12 

—  13,  -+- 14,  -H  15,  —  16 
-+-    1,       0,         0, 

—  5,  —  2,  -h    8,  — 
-h    9,  -h  4,  —  38,  H-  12 

—  13,  —  6,  -h  54,  —  17 

-  1,  -H   4,  -    3 
H-  2,  —  19,  -h  12 

—  3,  -h  27,  —  17 

=  _32.2     -^^'^^ 


1,  -  1,  -+-    3,-1 

—  5,  -h  3,  —    7,  -h  2 
-h    9,  —5,  —11,  -h  3 

—  13,  -h  7,  -h  15,  —  4 


=  8-1 


—  2,  -h    8,  —    3 
-h  4,  —  38,  -h  12 

—  6,  -h  54,  —  17 


=  32 


1,  -+-  4,-3 
0,  —11,  4-6 
0,  4-15,  —  8 


=  —  32 


—  11,  H-6 
-h  15,  —  8 


=  —  64  (44—45)  =  H-  64 


-h  15,  —  4 
setzen.    Für  den  Zähler  von  x  hat  man  entsprechend 


=  2-24 


=  16 


—  10,  —  2,  -f-  3,*—  4 
-h  18,  -f-  6,  —  7,  H-  8 
-f-   4,  —  10,  —  11,  -h  12 

—  4,  -f- 14,  -f- 15,  —  16 
0,         0,       0,-1 

-  1,  -h    1,  - 1,  -h  2 

—  13,  —   8,  —  2,  H-  3 
-hl8,  -t-11,  -+-3,  —4 

-  1,         0,         0 

—  13,  —  21,  —  10    = 
-+-  18,  -h  29,  -¥  14 

Ebenso  erhält  man  für  den  Zähler  von  y 
H-  1,  — 10,  H-  3,  —  4 
—  5,  H-  18,  —  7,  -+-  8 
-h  9,  H-14,  —11,  -+-12 
— 13,  —  4,  -h  15,  —  16 
<nid  entsprechend  für  x  und  u 


—  5,  —  1,  H-    3,-1 

-h  9,  -h  3,  —    7,  4-  2 

-h2,  —5,  —11,  -h3 

-2,  -h7,  4-15,  —4 


=  -  16  .  (-  1) 


-  1,  4-    1,  -  1 

—  13,  —    8,-2 
18,  4-11,  4-3 


— 

1, 

0,         0 

=  16 

—  13,  —  21,  —  10 
4-  18,  4-  29,  4-  14 

=  —  16 

=  H 

>-2 

21,  5 
29,  7 

=  32.  ( 

147  —  14! 

—  21,  —  10 
29,  4-  14 


=  16 


21,  10 
29,  14 


128 


=  128,  also  ^  =  "^  =  2, 
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«  =  4. 


1,  -    2,  —  10,  —    4  H-    1,  —    2,  -H    3,  —  10 

—  5,  -h    6,  4-  18,  4-    8  ^              —    5,  4-    6,  —   7,  -h  18 
-+-    9,  -  10,  -H    4,  -H  12  *^^'      4-    9,  -  10,  —  11,  -h    4 

—  13,  -h  14,  -    4,-16  —  13,  4-  14,  -H  15,  —    4 

Die  Werthe  der  Unbekannten  werden  durch  das  vorstehende  Verfahren  i 
Form  von  Quotienten  zweier  Aggregate  erhalten,  deren  Glieder  Produkte  vo 
n  Faktoren  sind.  Wendet  man  dagegen  das  gewöhnliche  Eliminationsverfahr« 
an,  indem  man  beispielsweise  zunächst  den  aus  einer  der  gegebenen  Gleichungta 
ermittelten  Ausdruck  fiir  eine  Unbekannte  in  jede  der  n  —  1  übrigen  Gleichunge 
einsetzt,  so  erhält  man,  wie  die  Ausführung  an  irgend  einem  allgemeinen  Beispi< 
leicht  zeigt,  n  —  1  Eliminationsgleichungen  mit  n  —  1  Unbekannten,  derei 
Coefhcienten  Produkte  von  zwei  Faktoren  sind.  Leitet  man  dann  aus  diesei 
entsprechend  n  —  2  Gleichungen  mit  n  —  2  Unbekannten  ab,  so  werden  di 
Coefhcienten  der  letzteren  von  der  2  •  2  =  4ten  Dimension,  und  fahrt  man  si 
fort,  so  wird  in  der  endlichen  Schlussgleichung  mit  nur  einer  Unbekannten  eil 
Coefficient  mit  2*-*  Faktoren  enthalten  sein.  Es  liefert  also  dieses  Eliminationi 
verfahren  den  Werth  der  Unbekannten  in  Form  eines  Quotienten  von  Aggregaten 
deren  Glieder  2«-*  Faktoren,  also  2*-*  —  n  Faktoren  mehr  als  bei  dem  vorstehen 
den  enthalten.  Diese  tiberflüssigen  Faktoren,  deren  Anzahlen  für  «  =  3,  4,  b,  I 
u.  s.w.  die  rasch  steigende  Reihe  1,  4,  11,  26  u.  s.  w.  bilden,  und  welche  siel 
in  dem  Resultat  wieder  aufheben  müssen,  werden  durch  die  Anwendung  de 
Determinanten  erspart.  Ausserdem  empfiehlt  sich  die  letztere  dadurch,  dass  ^M 
die  unwissenschaftliche  Willkür  in  der  Auswahl  und  Reihenfolge  der  jedesmal 
zu  eliminirenden  Unbekannten  beseitigt. 

2.  Schon  im  Vorigen  sind  sogenannte  homogene  Gleichungen  ersten  Gradej 
vorgekommen,  in  welchen  die  Glieder  ohne  Unbekannte  gleich  Null  sind. 

Sind  n  solche  Gleichungen  mit  n  Unbekannten 

a\  Xi  -H  öf  ;c2  -h  «i  JCj  -h  .  .  -H  Ä|  JC,  =  0 

öj  ofi  -h  «2  ^  -^  *2  -^^s  "♦-••"*"  ^5  -^Ä  =  ^ 
<4  OTi  -h  <^  ^^2  -h  «8  .3^3  -h  .  .  -+-  <^  :r^  =  0 


«i  ^1  -+-  ^  ^  -H  ^Ü  ^8  -+•  •  •  -«-  <  ^1.  =  Ö 
gegeben,  so  führt  die  Auflösung  derselben  mittelst  Determinanten  auf 

0 

**  "  I  ±  a} .  .  <• 

In  der  That  überzeugt  man  sich  auch  unmittelbar,  dass  die  n  Gleichungen 
sämmtlich  erfüllt  sind,  wenn  jeder  Unbekannten  der  Werth  Null  beigelegt  wird, 
Es  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  in  einem  besonderen  Falle  dieser  Werth  nicht 
aus  der  vorstehenden  Gleichung  für  Xk  gefolgert  werden  darf,  nämlich  dann, 
wenn  gleichzeitig  der  Nenner,  also  die  Determinante  des  Systems  der  «*  Cocffi 
cienten  a\,  a\  u.  s.  w  gleich  Null  ist.  Es  erscheinen  in  diesem  Falle  \-ielmehr 
die  Werthe  sämmtlicher  Unbekannten  unter  der  unbestimmten  Form  f  ,  und  hier- 
aus geht  hervor,  dass  dann  die  n  Unbekannten  nicht  durch  die  gegebenen 
Gleichungen  ermittelt  werden  können. 

Man  erhält  dasselbe  Resultat  auf  folgende  Weise:  Man  kann  jede  der  obifr^n 
n  Gleichungen  durch  eine  und  dieselbe  beliebig  ausgewählte  der  n  Unbekannten 
z.  B.  Xk  dividiren  und  erhält  dann  n  Gleichungen  mit  den  n  —  1  Vcihlltmsien 
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—,  —  . . .  —  als  Unbekannten.    Hieraus  geht  einerseits  hervor,  dass  durch  die 

obigen  M  Gleichungen  in  der  That  die  n  Unbekannten  nicht  bestimmt  sind,  son- 
dern nur  die  Verhältnisse  derselben,  sofern  die  Werthe  der  ersteren  nicht  sämmt- 
ücb  gleich  Null  sein  sollen,  und  also  diese  Verhältnisse  gebildet  werden  dürfen. 
Andererseits  zeigt  es  sich,  dass  für  die  letzteren  als  die  neuen  Unbekannten  eine 
überzählige  Gleichung  gegeben  ist,  demnach  obige  n  Gleichungen  für  nicht  ver- 
schwindende X  nur  dann  neben  einander  bestehen  können,  wenn  die  aus  beliebigen 
« —  1  dieser  Gleichungen  berechneten  Werthe  der  genannten  Verhältnisse  von 
selbst  der  noch  übrigen  Gleichung  genügen.  Damit  dieses  der  Fall  sei,  müssen 
die  Coefficienten  a\,  a^  u.  s.  w.  einer  Bedingung  genügen,  die  dadurch  gefunden 
werden  könnte,  dass  man  das  eben  angegebene  Verfahren  der  Auflösung  von 
s  —  1  Gleichungen  und  Substitution  der  Resultate  in  die  noch  übrige  Gleichung 
ajBftthite.  Kürzer  ergiebt  die  Vergleichung  mit  dem,  was  oben  aus  der  für  Xk 
gewonnenen  Formel  abgeleitet  wurde,  dass  diese  Bedingung 

ist  Sind  also  n  homogene  Gleichungen  ersten  Grades  mit  n  Unbekannten 
gegeben,  so  ist  die  Bedingung,  dass  diese  Gleichungen  für  nicht  verschwindende 
Werthe  der  Unbekannten  zusammen  bestehen,  die,  dass  die  Determinante  der 
«*  Coefficienten  gleich  Null  sei,  und  die  Gleichungen  bestimmen  dann  die  Ver- 
baltnisse der  Unbekannten.  Dividirt  man  jede  der  Gleichungen  etwa  durch  x^ 
und  löst  die  n  —  1  ersten  der  entstehenden  Gleichungen  auf  die  betreffenden 
Verhältnisse  nach  §  70,  1  auf,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Werthe  der  Unbekannten  sich 
der  Rdhe  nach  zu  einander  verhalten  wie  diejenigen  Unterdeterminanten,  welche 
IIB  den  n  {n  —  1)  Coefficienten  jener  Gleichungen  der  Reihe  nach  zu  den  Ele- 
Dienten  der  fehlenden  «ten  Zeile  gebildet  werden  können. 

3.  Ist  umgekehrt  ein  System  von  nicht  homogenen  Gleichungen  mit  n  Unbe- 
uimten  gegeben,  so  lässt  sich  aus  demselben  ein  System  von  eben  so  vielen 
:^omogenen  Gleichungen  ableiten,  indem  man  an  Stelle  der  n  Unbekannten  die 
Verhältnisse  derselben  zu  einer  angenommenen  «4-1  ten  Unbekannten  —  die 
^^x  gleich    1    zu  setzen  ist,    wenn  man  zu  den  ursprünglichen  Gleichungen 

X\  x^ 

2Gnickkehren  will  —  also  ,  ,  u.  s.  w.  setzt  und  dann  alle  Glieder  mit 

^•^1  multiplicirt     Waren  nun  für  die  n  Unbekannten  n -h  1  Gleichungen 

(L  s.  w.  gegeben,  so  ist 

die  Bedingung,  dass  die  zugehörigen  homogenen  Gleichungen  gleichzeitig  für 
nicht  verschwindende  Werthe  der  x  bestehen.  Da  femer  durch  diese  homogenen 
Gleichungen  nur  die  Verhältnisse  der  Unbekannten  bestimmt  sind,  eine  der 
letzteren  also  beliebig  angenommen  werden  kann,  so  gilt  diese  Bedingung  auch, 
venn  man  für  Xm-^i  den  Werth  1  gesetzt  denkt.     Es  gilt  also  auch  der  Satz: 

Sind  für  n  Unbekannte  »4-1  Gleichungen  ersten  Grades  gegeben 
—  deren  rechte  Seiten  auf  Null  gebracht  sind  —  so  ist  die  Bedingung, 
<iiss  diese  Gleichungen  sämmtlich  durch  dieselben  Werthe  jener 
Unbekannten  erfüllt  werden,  die,  dass  die  Determinante  des  Systems 
der  («-H  1)2  Coefficienten  gleich  Null  sei. 


i6o 


Arithmetik  und  Algebra. 


§  71.    Weitere  Eigenschaften  der  Determinanten. 
Das  Multiplicationstheorem. 

1.  Jede  Determinante  lässt  sich  als  eine  solche  von  einem  belieb 
gen  höheren  Grade  darstellen,  denn  man  kann  dieselbe  stets  als  Unte 
determinante  eines  Systems  von  Elementen  betrachten,  welches  in  einer  Zeil 
oder  Colonne  ein  Element  1  und  alle  übrigen  Elemente  gleich  Null  hat.  V\ 
also  eine  Determinante  nten  Grades  als  eine  solche  n  -h  Iten  Grades  darzustellei 
kann  man  dem  System  der  Elemente  eine  Zeile  und  Colonne  hinzuHlgen,  so  dai 
irgend  ein  Element  den  Werth  1  oder  —  1,  je  nach  der  Stellung  dieses  Elemen 
hat,  die  übrigen  Stellen  einer  der  beiden  hinzugefügten  Reihen  durch  Nulle 
und  die  der  anderen  durch  ganz  beliebige  Zahlen  ausfüllen.  Die  so  erhalter 
Determinante  n  +  lten  Grades  kann  dann  in  gleicher  Weise  in  eine  solch 
n-h  2ten  Grades  verwandelt  werden,  u.  s.  w. 

So  ist  z.  B. 


*1  ^t 

= 

1  0    0 
7  "»  *j 

a  b 

c  d 

= 

0—10 
a      p  b 
c       q  d 

0 


1  e  c 

0  1  0 
0  a  tf| 
0  ß  ^9 


c 

0 

^ 

b. 


1 
0 


u.  s.  w. 


u.  s.  w. 


0  7  a,   ^,   fj 

0  0—10 

—  \  m       n  t 

0  a       p  b 

^  c       q  d 

2.  Sind  alle  Elemente  einer  Reihe  Aggregate  von  gleicher  Gliedei 
zahl,  so  lässt  sich  die  Determinante  in  das  entsprechende  Aggrega 
eben  so  vieler  einzelner  Determinanten  zerlegen,  welche  dadurch  cnt 
stehen,  dass  man  an  Stelle  jener  Reihe  nach  einander  die  einzelnei 
Glieder  der  betreffenden  Aggregate  setzt    So  ist  z.  B. 

a 
b 


^11    ^2»    ^3 


Allgemein,  wenn 


2»     »8 


ö,    «2»   «8 

^1»  ^»»  ^1 

K    ^„   ^3 

-H 

^1,    ^2»    ^% 

0  ^„  c^ 

^P    ^2»    ^1 

^\  =/I  -t-  ^1  -♦-  ''l  -♦-  •  •  •  » 

flj  =/j  -h  ^j  -h  Tj  -f-  .  .  .   ,   U.  S.  W. 

ist,  und  man  die  gegebene  Determinante  in  der  Form 

Ä  =  tfj  ^J  -h  4  ^2  -»-  •  •  •  -H  ^  ^i 
schreibt,  so  erhält  man  durch  Substitution  der  vorstehenden  Weithe  für  4i|,  d 
u.  8.  w.  und  Ausführung  der  Multiplicationen 


-^qxA-^ 


q^A^ 


-+-r. 


womit  der  vorstehende  Satz  bewiesen  ist 

Sind  femer  die  Elemente  irgend  einer  Reihe  Aggregate  von  je  m  Glieden 
und  ausserdem  die  Elemente  einer  derselben  parallelen  Reihe  Aggregate  von  )< 
n  Gliedern,  so  kann  man  durch  zweimalige  Anwendung  des  vorstehenden  Ver 
fahrens  die  Determinante  in  ein  Aggregat  von  m  •  n  einfacheren  Determinantef 
zerlegen. 
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Sind  überhaupt  die  Elemente  beliebig  vieler  oder  aller  parallelen 
Reihen  Aggregate  von  bezüglich  m,  n,  p,  g,  ,  .  ,  Gliedern,  so  lässt  sich 
die  Determinante  entsprechend  als  ein  Aggregat  von  m*»*/*^..  . 
einzelnen  Determinanten  darstellen. 

Da  diese  Sätze  auch  dann  richtig  bleiben  müssen,  wenn  ein  oder  mehrere 
Glieder  eines  jener  Reihen- Aggregate  gleich  Null  sind,  so  lassen  sich  dieselben 
auch  auf  diejenigen  Fälle  ausdehnen,  in  welchen  nicht  alle  Elemente  einer  Reihe 
aus  einer  gleichen  Anzahl  von  Gliedern  bestehen,  da  man  in  diesem  Falle  die 
fehlenden  Glieder  mittelst  Nullen  ergänzen  kann.     So  ist  z.  B. 


«3 


-^« 


a  üi 


b  btk  hx 


c  c 


9 


a  a^ 
h  ^j 

c  0 


0 
0 
0 


a  a^ 
b  0 

c  0 


0 


«5 

^5 


^1 
0 

C^ 


a  a^ 

b  0 

c  0 
0 


0 

b 

0 


6 


0 


a  a^ 
b  b. 

C    Cc 


«2    «5 
b^    ^8 

^2     ^5 


0 
0 


b  b,  b, 
c  0    Cf. 


0 
c 


^3     ^ 

0     0 


«1 
0 


0 
0 


a, 


0 


0 
0 


1 
0 

h 

0 


0 

b 

0 


6 


Stimmen  umgekehrt  zwei  oder  mehrere  Determinanten  desselben  Grades  in 
allen  correspondirenden  Elementen  mit  Ausnahme  derjenigen  einer  in  denselben 
an  gleicher  Stelle  stehenden  Reihe  überein,  so  kann  man  jedes  Aggregat  dieser 
I>eteraiinanten  in  eine  einzige  Determinante  verwandeln,  indem  man  in  einer 
derselben  an  Stelle  der  nicht  übereinstimmenden  Reihe  die  in  entsprechender 
Weise  aus  den  Aggregaten  der  betreffenden  ungleichen  Elemente  gebildete  Reihe 
setzt    So  ist  also  z.  B. 

3  —  1,  1,  8,  3 

4  — 5,  4,  7,  2 

5  — 2,  6,  1,  4 
2  —  0,  9,  0,  6 

3.  Das  Produkt  zweier  Determinanten  desselben  Grades  kann 
ebenfalls  als  eine  einzige  Determinante  vom  gleichen  Grade  darge- 
stellt werden.  Man  erhält  die  Elemente  der  letzteren,  wenn  man  die 
Elemente  je  einer  Reihe  der  einen  gegebenen  mit  den  entsprechen- 
den Elementen  je  einer  Reihe  der  andern  gegebenen  Determinante 
niultiplicirt  und  die  Produkte  jedesmal  acldirt.     Ist  also 


3,  1,  8,  3 

4,  4,  7,  2 

5,  6,  1,  4 

2,  9,  0,  6 

1,  1,  8,  3 
5,  4,  7,  2 

2,  6,  1,  4 
0,  9,  0,  6 


2,  1,  8,  3 

1,  4,  7,  2 

3,  6,  1,  4 

2,  9,  0,  6 


y^  =  2 


"«> 


B^l.:kib\  bl  ,.,b 


1  ^1 


H* 


SO  ist 

für 


A'  B  =  C=^l:^c\  ^  .  .. 


CJ  =  t^  ^  -4-  «2  ^2 


^n  ^H- 


Ist  beispielsweise 


.4  = 


a\  a\  a\ 

a\  a\  a\ 

.^  = 

«i  «j  "i 

SO  ist 


C  = 


a\b 
a\b 
a\b 


a\b\ 
alb\ 
a\b\ 


b\  b\  b\ 
b\  b\  b\ 

^i  n  ^i 

a\bl 


a\b\ 
a\b\ 
a\b\ 


a\bl 
a\b\ 
alb\ 


a\bl 
alb\ 


4  ^ii      «1  ^\  -^  A  ^l 
a|  b\,      a\  b\  4-  a\  bl 

al  b\,      a\  b\  .+-  a\  bl 

Wir  können  den  Beweis  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  an  dem  vorstehenden 
besonderen  Beispiel  zweier  Determinanten   dritten  Grades    führen,    da   derselbe 
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sich  in  ganz  gleicher  Weise  für  Determinanten  jedes  beliebigen  Grades  ent 
wickeln  lässt,  und  nur  die  Darstellungsweise  bei  allgemeiner  Behandlung  um 
ständlicher  und  weniger  übersichtlich  wird. 

Die  oben  angegebene  Determinante  C  lässt  sich  nun,  da  jede  ihrer  Reihe] 
ein  Aggregat  von  drei  Gliedern  ist,  in  eine  Summe  von  3  •  3  •  3  =  27  einzelnei 
Determinanten  zerlegen.    Die  erste  derselben  ist 

a\  b\,  a\  b\,  a\  b\ 

a\  b\,  a\  bl  al  b\ 

a\  bl  a\  bl  a\  b\ 

und  verwandelt  sich  durch  Absonderung  der  gemeinschaftlichen  Faktoren  ^{,  ^J,  ^1 
der  drei  Colonnen  in 


b\b\b\ 


a\  a\  a\ 


c 


welcher  Ausdruck,  da  die  Colonnen  übereinstimmen,  gleich  Null  ist.  Dasselbe 
muss  der  Fall  sein  bei  jeder  andern  Combination  aus  Q  welche  wenigstens 
zwei  gleichstellige  Colonnen  enthält.  Scheidet  man  aus  der  Entwicklung  von  i 
in  einzelne  Determinanten  alle  diese  gleich  Null  werdenden  aus,  so  bleiben  vor 
jenen  27  nur  noch  6  übrig.     Wählen  wir  als  Repräsentanten  der  letzteren   ein< 


derselben  aus,  z.  B. 

a\bl  a\bl  alb'i 

öp  <^l  ötJ 

a\  bl  a\  bl  al  bl 

-  b\  b\  bl 

al  al  al 

a\bl  albl  alb\ 

al  al  al 

=  b\  b\  bl  .  A, 


so  sieht  man,  dass  dieselbe  gleich  dem  Produkt  der  einen  von  den  oben  zl 
multiplicirenden  Determinanten  mit  einem  Gliede  der  Entwicklung  der  anderen 
ist.  Dieses  letztere  Glied  muss  für  jede  andere  der  vorher  erwähnten  sechs  l>eter- 
minanten  ein  anderes  sein,  und  somit  ist  das  Aggregat  der  letzteren  gleich  dem; 
l'rodukt  der  Determinante  A  mit  der  Determinante  B,  was  zu  beweisen  war. 

Man  beachte  noch,  dass  das  Produkt  zweier  Determinanten  nach  dem  vor 
stehenden  Satze  auf  vier  verschiedene  Arten  gebildet  werden  kann,  da  nicht! 
bloss,  wie  in  dem  Beispiel  geschehen,  je  eine  Colonne  von  A  mit  einer  Colonne 
von  B,  sondern  auch  je  eine  Zeile  von  A  mit  einer  Zeile  von  B,  femer  je  eine 
Zeile  von  A  mit  einer  Colonne  von  B  und  endlich  je  eine  Colonne  von  A  mit 
einer  Zeile  von  B  verbunden  werden  kann. 

Sollen  in  entsprechender  Weise  drei  oder  mehr  Determinanten  multiplicin 
werden,  so  kann  man  das  vorstehende  Verfahren  wiederholt  anwenden,  also  zu- 
erst das  Produkt  zweier  gegebenen  Determinanten  A,  B  als  eine  einzige  Deter- 
minante C  darstellen,  dann  etwa  das  Produkt  von  C  mit  einer  dritten  gegebenen 
D  wieder  in  eine  einzige  Determinante  verwandeln  und  so  bis  zum  Ende  fort- 
fahren. 

Da  endlich  jede  Determinante  niedem  Grades  sich  als  eine  solche  \on 
beliebig  höherem  Grade  darstellen  lässt,  so  kann  auch  die  Beschränkung,  nach 
welcher  die  zu  multiplicirenden  Determinanten  von  demselben  Grade  sein  sollten, 
aufgehoben  werden,  d.  h.  man  kann  jedes  Produkt  von  beliebig  vielen 
Determinanten  beliebiger  Grade  in  eine  einzige  Determinante  ver 
ivandeln,  deren  Grad  gleich  dem  höchsten  bei  jenen  einzelnen  vor- 
kommenden ist,  und  deren  Elemente  Aggregate  aus  Elementen  jener 
^in/elnen  sind. 
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4.  Man  kann  noch  auf  eine  andere  Weise  das  Produkt  A  -  B  zweier  Deter- 
minanten als  eine  einzige  Determinante  darstellen.  Es  sei  A  eine  Determinante 
/ten,  B  eine  solche  ^ten  Grades,  so  bilde  man  eine  neue  Determinante  /+^ten 
Grades,  indem  man  für  die  /  ersten  Elemente  der  /  ersten  Zeilen  und  die  der 
/  ersten  Colonnen  die  entsprechenden  Elemente  von  A,  und  für  die  q  letzten 
Elemente  der  q  noch  folgenden  Zeilen  und  der  q  noch  folgenden  Colonnen  die 
entsprechenden  Elemente  von  B  setzt,  die  noch  übrigen  Stellen  aber  mit  Nullen 
ausfällt,  also  nach  Art  des  folgenden  Beispiels  verfährt: 

a}  af  .  .  ö^  0     0     .0 
4  ^-  •  ^  0    0     .0 


.  0 


,/ 


al  a^.  .  a^O    0     .0 
0     0.  .0     d\  dl  .  l^l 
0    0  .  .  0     b\  b\  .  bl 

•  ••••  •  •         •• 

0     0  .  .  0     b)  bl  ,  bl 

Man  hat  also  hier  ein  Quadrat,  welches  aus  zwei  kleineren,  von  der  Diagonale 
durchschnittenen  Quadraten  und  daneben  aus  zwei  Rechtecken,  deren  Elemente 
bämmtlich  gleich  Null  sind,  besteht. 

Bildet  man  nun  die  Determinante  des  ganzen  Systems  und  nimmt  aus  der- 
ielben  alle  diejenigen  Glieder,  welche  eine  und  dieselbe  Combination  der  q  letzten 
lodices  enthalten,  in  denen  also  diese  Indices  nicht  permutirt  sind,  so  muss  das 
A^tgst  dieser  Glieder  das  jener  Combination  entsprechende  Glied  der  Deter- 
minante B  als  gemeinsamen  Faktor  enthalten,  und  nach  Absonderung  dieses 
Faktors  müssen  die  anderen  Faktoren  das  Aggregat  aller  Produkte  sein,  welche 
£is  Elementen  der  übrigen  /  Zeilen  und  Colonnen  nach  dem  Bildungsgesetz  der 
r^etenninanten  entstehen  können.  Dieses  Aggregat  ist  die  Determinante  A.  Lässt 
man  nun  die  q  letzten  Indices  eine  Permutation  machen  und  vereinigt  wieder 
^  Glieder  der  ganzen  Determinante,  welche  das  so  entstehende  neue  Glied 
von  B  als  gemeinsamen  Faktor  haben,  so  muss  wieder  das  Produkt  dieses  Gliedes 
^on  B  mit  der  Determinante  A  entstehen.  Vereinigt  man  in  dieser  Weise  nach 
fiaander  alle  diejenigen  Glieder  der  ganzen  Determinante,  welche  irgend  ein 
Glied  von  B  als  Faktor  haben,  so  muss  das  Aggregat  aller  dieser  Glieder  gleich 
<^  Produkt  A  -  B  sein.  Die  noch  übrigen  Glieder  der  ganzen  Determinante, 
vekhe  somit  aus  mindestens  einer  der  q  letzten  Zeilen  oder  Colonnen  ein  Ele- 
ment enthalten,  welches  nicht  dem  Systeme  von  B  angehört,  müssen  sämmdich 
gleich  Null  sein,  und  somit  ist  bewiesen,  dass  die  obige  ganze  Determinante 
gleich  dem  Produkt  der  einzelnen  Determinanten  A,  B  ist 

Diese  Verwandlung  des  Produktes  ^  •  ^  in  eine  einzige  Determinante  unter- 
scheidet sich  von  der  früheren  dadurch,  dass  die  letzte  nicht  den  gleichen  Grad 
mit  den  einzelnen,  bezw.  der  höchsten  derselben  hat,  sondern  dass  der  Grad 
derselben  gleich  der  Summe  p  -k-  q  der  Grade  der  einzelnen  ist. 

Es  ist  lücht  nöthig,  die  Elemente  von  A  in  die  /  ersten,  die  von  B  in  die 
f  letzten  Reihen  zu  stellen,  man  kann  vielmehr  diese  Reihen  auch  beliebig 
^hlen,  falls  sie  nur  einander  ausschliessen  und  dann  das  Vorzeichen  der  ganzen 
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Determinante  nach  der  Anzahl  der  Vertauschungen  von  Reihen  bestimmt  wird 
die  man  vornehmen  muss,  um  die  im  Vorigen  vorausgesetzte  Stellung  zu  bewirkeit 

5.  Werden  die  Elemente  in  den  erwähnten  beiden  Rechtecken  nicht  duicb 
Nullen  ausgefüllt,  sondern  sind  dieselben  irgend  welche  Zahlen,  so  enthält  die 
Determinante  des  ganzen  Systems  ausser  deni  Produkte  A  •  B  noch  weitere 
Glieder,  deren  Beschaffenheit  noch  untersucht  werden  soll.  Zur  Erleichtening 
der  Darstellung  führen  wir  vorher  folgende  Bezeichnungen  ein: 

Wählt  man  aus  dem  System  der  «2  Elemente  einer  Determinante  p  bcliebigf 
Zeilen  und  /  beliebige  Colonnen  in  unveränderter  Reihenfolge  aus,  so  heisst  die 
Determinante  des  Systems  der  in  diesen  Zeilen  und  diesen  Colonnen  zugleich 
stehenden /2  Elemente  eine  Unterdeterminante  oder  eine  partiale  Determinante 
der  gegebenen  im  weitem  Sinn.  Wählt  man  femer  die  noch  übrigen  «—/-»' 
Zeilen  und  die  noch  übrigen  q  Colonnen  aus,  so  erhält  man  ein  zweites  partiales 
System,  welches  mit  dem  vorigen  kein  Element  gemeinschaftlich  hat,  und  dieses 
System  von  q^  Elementen  liefert  ebenfalls  eine  Unterdeterminante.  Je  zwei  in 
dieser  Weise  zusammengehörige  Unterdeterminanten  werden  correspondirende 
genannt. 

Es  seien  die  zur  Bildung  einer  Unterdeterminante  ausgewählten  /  Zeüen  die 
ate,  ^te,  ^te  u.  s.  w.,  und  die  ausgewählten/  Colonnen  die  ö'te,  ^'te,  r'te  u.  s.w.. 
wobei  a  <^b  <,c  ,  ,  ,  und  0'  <  ^'  <  ^'  .  .  .  angenommen  werde,  so  lässt  sich  die 
tf  te  Zeile  dadurch,  dass  man  sie  nach  einander  mit  der  a  —  1  ten,  a  —  2ten  u.  s.  w 
vertauscht,  also  im  Ganzen  durch  ä  —  1  Vertauschungen  zur  ersten  Zeile,  dann: 
die  ^te  in  gleicher  Weise  durch  b  —  2  Vertauschungen  zur  zweiten,  die  cXft  durch 
c  —  3  Vertauschungen  zur  dritten  Zeile  machen  u.  s.  w.  Ebenso  werden  die  j'ie, 
^'te,  r'te  .  .  .  Colonne  durch  bezüglich  a'  —  1 ,  V  —  2,  c'  —  3,  ...  Vertauschunce^ 
in  die  p  ersten  Stellen  gebracht     Man  kann  also  durch  im  Ganzen 

a-h^-h^-h...-l-Ä'^-/^'-f-^'-f-...— 2-(l-l-2-4-3-h..) 

Vertauschungen  bewirken,  dass  die  /  Zeilen  und  die  /  Colonnen  der  Unter- 
determinante  die  ersten  sind.  Berechnet  man  dann  den  Werth  dieser  Unter 
determinante,  so  ist  zur  Bestimmung  des  ursprünglichen,  richtigen  Vorzeichen- 
derselben  zu  unterscheiden,  ob  jene  Anzahl  der  Vertauschungen  oder,  was  au: 
dasselbe  hinauskommt,  ob  die  Summe 

ö-h^-h^-h..-l-ö'-h^'-4-^'-4-.. 

gerad  oder  ungerad  ist;  beide  Fälle  lassen  sich  dahin  zusammenfassen,  dass  jene 
Unterdeterminante  der  ersten  Reihen  mit  ( —  i)  «-»-<^-»- «•-+-..-»-<»•-+-<>'-»- r'-n..  zu  multi 
pliciren  ist. 

Schreibt  man  aus  einer  Determinante  R  alle  Glieder  heraus,  welche  irgend 
ein  Glied  einer  Unterdeterminante  A  als  Faktor  haben,  so  können  in  diesen 
Gliedern  keine  der  Elemente  vorkommen,  welche  mit  einem  Elemente  der  Unter- 
determinante in  derselben  Zeile  oder  Colonne  stehen,  die  Werthe  dieser  letzteren 
Elemente  sind  daher  auf  das  Aggregat  der  ausgewählten  Glieder  von  R  ohne 
Einfluss,  oder  dieses  Aggregat  muss  identisch  sein  mit  demjenigen  Werthe,  welchen 
R  erhalten  würde,  wenn  die  genannten  Elemente  sämmtlich  gleich  Null  waren 
Die  vorhergehende  Entwicklung  lässt  also  erkennen,  dass  das  genannte  Aggregat 
gleich  dem  Produkt  der  Unterdeterminante  A  mit  der  correspondirenden  Unter 
determinante  B  ist,  und  zwar  mit  dem  Vorzeichen  -f-  oder  — ,  je  nachdem  die 
Summe  der  oberen  und  unteren  Indices  im  Anfangsglied  von  A  gerad  oder 
ungerad  ist 
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Die  Auswahl  von  /  Zeilen  und  von  /  Colonnen  aus  dem  System  der  Ele- 
mente einer  Determinante  «ten  Grades  behufs  Bildung  einer  Unterdeterminante 
kann  auf  verschiedene  Weisen  geschehen,  deren  Anzahl  durch  die  Anzahl  der 
möglichen  entsprechenden  Combinationen  angegeben  wird.  In  jedem  dieser 
Fälle  erhält  man  eine  correspondirende  Unterdeterminante  und  somit  auch  ein 
Produkt  A  •  B  der  gedachten  Art.  Will  man  aber  eine  Determinante  R  nach 
solchen  Produkten  ordnen,  so  ist  Sorge  zu  tragen,  dass  kein  Glied  von  R^  welches 
zur  Bildung  eines  dieser  Produkte  verwendet  wurde,  bei  einem  zweiten  ebenfalls 
benutzt  werde.  Denken  wir  uns  zu  diesem  Zweck  die  Glieder  von  R  durch 
Permutadon  der  unteren  Indices  aus  dem  Anfangsgliede 

Gackelt,  die  Faktoren  jedes  Gliedes  also  nach  den  oberen  Indices  geordnet, 
Böd  sondert  man  die  n  unteren  Indices  in  Gruppen  zu  bezw.  n  —  p  Elementen, 
so  sieht  man,  dass  die  p  Elemente  der  ersten  Gruppe  sich  auf  so  viele  ver- 
schiedene Arten  auswählen  lassen,  als  Combinationen  von  11  Elementen  zur/ten 
Rlasse  ohne  Wiederholungen  möglich  sind,  d.  h  auf 

n'[n—\)*{n  —  %...(n  — /  -l-  1) 
1-2-3  ...  / 

Arten.  Jede  dieser  Gruppen  liefert  zu  dem  System  der  «2  Elemente  eine  Unter- 
detenninante  /ten  Grades  nebst  der  correspondirenden  Unterdeterminante;  das 
Produkt  dieser  beiden  Unterdeterminanten  enthält  alle  diejenigen  Glieder  von  Ry 
in  welchen  eine  der  / !  Permutationen  der  ausgewählten  Indices  unter  sich  mit 
ebcr  der  ( «  —  f)\  Permutationen  der  anderen  Indices  unter  sich  verbunden  ist; 
in  dem  Aggregat  aller  dieser  Produkte  kann  kein  Glied  von  R  zweimal  vor- 
kommen, und  die  Anzahl  der  in  ihm  enthaltenen  Glieder  ist  gleich  dem  Pro- 
dukte von  p\  •(«—/)!  mit  der  obigen  Anzahl  der  Gruppen,  d.  i.  gleich  n\  Es 
^d  also  die  n\  Glieder  der  Gesammtdeterminante  sämmtlich  in  jenen  Produkten 
^orhanden,  und  man  hat  also  den  Satz: 

Jede  Determinante  «ten  Grades  kann  in  eine  Summe  von  (*)  Pro- 
dukten je  einer  Unterdeterminante  /ten  Grades  und  der  correspon- 
direnden Unterdeterminante  n — /ten  Grades  zerlegt  werden,  wobei 
die  Vorzeichen  der  Produkte  mittelst  der  vorher  zu  diesem  Zweck  entwickelten 
Regel  bestimmt  werden. 


So  ist 

beispieli 

sweise 

a,  b^  c^  d^ 

a^  b^  r,  d^ 
H  ^1  ^s  ^s 

= 

a^  b^ 

• 

^3  ^% 

<-4    </4 

«1    *1 
«8    *8 

• 

^3  d^ 
c^  d^ 

-4- 

«4*4 

• 

^8^3 

a^  b^  c^  d^ 

tf,  b^ 

f,  rf. 

flj    3, 

^1       ^1 

■ 

«3    ^8 

f,  rf, 

-h 

«8 

*, 

• 

Ct  di 

«4 

^ 

• 

^S    ^8 

-\- 

«4    l 

'4 

• 

«Tj    rfj 

• 

Die  Zerlegung  einer  Determinante  in  Produkte  von  Unterdeterminanten 
kann,  wie  leicht  ersichtlich,  auf  sehr  verschiedene  Weisen  ausgeführt  werden,  man 
kann  weiterhin  auch  jede  der  Unterdeterminanten  wieder  als  Summe  derartiger 
Produkte  und  somit  die  Gesammtdeterminante  als  Summe  von  Produkten  von 
mehr  als  je  zwei  Unterdeterminanten  darstellen. 

Auf  eine  eingehendere  Behandlung  dieses  Gegenstandes,  wie  auf  weitere 
Entwicklung   der  Eigenschaften,  Gesetze  und  Anwendungen  der  Determinanten, 
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welche  übrigens  zum  grossen  Theile  die  Bekanntschaft  mit  erst  später  vorzi] 
tragenden  Theilen  der  Mathematik  erfordern  würde,  darf  an  dieser  Stelle  vei 
ziehtet  werden.  Auch  von  den  zuletzt  angestellten  elementaren  Untersuchungei 
wird  innerhalb  der  sogenannten  Elementar-Mathematik  keine  Anwendung  gemacht 
sie  sind  jedoch  als  Grundlage  für  ein  tieferes  Eindringen,  in  die  llieorie  und  dii 
Anwendung  der  Determinanten  von  Bedeutung.  Für  ein  weitergehendes  Studiun 
sind  nachstehende  Werke  zu  empfehlen: 

Baltzer,  Theorie   und  Anwendung  der  Determinanten,   Leipzig,  S.  Hirzel 
Günther,  Lehrbuch  der  Determinantentheorie,  Erlangen,  Besold. 


Planimetrie. 


Bearbeitet  von 

Dr.  F.  Reidt 

in  Hamm. 


Die  Grundbegriffe. 
§1- 

Die   Grundbegriffe  der  Geometrie,  welche  hier  als  gegeben   vorausgesetzt 
werden,  sind  die  des  Raumes,  der  Fläche,  der  Linie  und  des  Punktes. 

Der  Raum  an  sich  wird  als  unbegrenzt  und  ohne  Unterbrechung  ausgedehnt 
gedacht  Derselbe  ist  femer  theilbar,  jeder  Raumtheil  ist  ein  Raum  im  engeren 
Sinne  und  wieder  theilbar,  u.  s.  f.  bis  in's  Unendliche.  Die  Grenze,  welche  zwei 
^mtheile  von  einander  scheidet,  ist  eine  Fläche.  Ein  Raumtheil  kann  unvoll- 
sindig  oder  vollständig  begrenzt  sein.  Ein  vollständig  begrenzter  Raum  heisst 
on  Körper. 

Der  mathematische  Körper  ist  eine  Abstraction  von  den  physischen  Körpern  der  Sinnen- 
welt indem  bei  ihm  einerseits  von  dem  den  Raum  erfüllenden  Inhalt,  dem  Stoff  oder  der  Ma- 
terie, abgesehen,  andererseits  ihm  die  Eigenschaften  der  Theilbarkeit  bis  in's  Unendliche  und 
^^a  Diircbdringlichkeit  zugeschrieben  werden.  Denn  während  die  Physik  annimmt,  dass  die 
Tbeübarkeit  des  Stoffes  an  den  Atomen  desselben  eine  Grenze  finde,  kann  für  den  reinen  Ge- 
tränken kein  räuznlich  Ausgedehntes  gesetzt  werden,  bei  welchem  eine  weitere  Theilbarkeit  nicht 
gedacht  werden  könnte.  Ebenso  bringt  es  die  Abstraction  von  den  besonderen  Eigenschaften  * 
^•»  den  Raum  erfüllenden  Stoffes  mit  sich,  dass  in  dem  Räume  eines  mathematischen  Körpers 
gleichzeitig  ein  zweiter  Körper  gedacht  werden  kann.  Nur  in  diesem  Sinne  sind  also  jene 
Eigenschaften  des  mathematischen  Körpers  zu  verstehen,  dass  es  der  Vorstellung  erlaubt  und 
oiägiidi  sei,  von  den  entgegenstehenden  physikalischen  Eigenschaften  der  Materie  zu  abstrahiren. 

Jede  Fläche  hat  als  Grenze  zweier  Raumtheile  zwei  Flächenseiten.*)  Jede 
Ti2.cht  ist  ebenfalls  theilbar,  jeder  Flächentheil  ist  wieder  eine  Fläche  und  wieder 
theilbar;  die  Theilung  wird  auch  hier  als  ohne  Ende  wiederholbar  gedacht. 
Eine  Fläche  kann  in  sich  selbst  zurücklaufen**),  indem  sie  einen  Körper  für 
sich  allein  vollständig  begrenzt;  sie  kann  sich  ferner  bis  in's  Unendliche  erstrecken, 
^  sie  kann  theilweise  oder  vollständig  begrenzt  sein.  Die  Grenze  zweier 
Flächentheile  gegen  einander  ist  eine  Linie.  Eine  durch  Linien  vollständig 
begrenzte  Fläche  heisst  eine  Figur. 

Jede  Linie  hat  als  Grenze  zweier  Flächentheile  zwei  Seiten.  Jede  Linie 
»ird  ebenfalls  als  bis  in's  Unendliche  theilbar  gedacht,  und  jeder  Linientheil  ist 
nieder  eine  Linie.    Eine  Linie  kann  in  sich  selbst  zurücklaufen,  d.  h.  eine  Fläche 


*)  So  ist  z.  B.  die  eine  Seite  einer  Kugelüäche  gewölbt»  die  andre  hohl. 
**)  Z.  B.  eine  KugelflSche. 
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vollständig  begrenzen;  sie  kann  sich  bis  in's  Unendliche  erstrecken,  und  sie  kann 
theilweise  oder  vollständig  begrenzt  sein.  Die  Grenze  zweier  Linientheile  ist  ein 
Punkt. 

Ein  Punkt  ist  ein  ohne  Ausdehnung  gedachter  Ort  im  Räume.  Derselbe  istt 
daher  auch  nicht  theilbar.  Als  Grenze  zweier  Theile  einer  Linie  hat  er  in 
letzterer  zwei  Seiten.  —  Auf  einer  Linie  können  unendlich  viele  Punkte  gedacht 
werden,  in  einer  Fläche  unendlich  viele  Linien,  in  einem  Körper  unendlich  viele 
Flächen. 

Eine  Linie  ist  zu  beiden  Seiten  eines  in  ihr  liegenden  Punktes,  eine  Fläche 
ausserdem  zu  beiden  Seiten  einer  in  ihr  liegenden  Linie,  ein  Körper  auch  zu 
beiden  Seiten  einer  in  ihm  liegenden  Fläche  ausgedehnt  Daher  sagt  man,  eine 
Linie  sei  nach  einer  Dimension,  nämlich  der  Länge,  eine  Fläche  nach  zwei: 
Dimensionen,  nämlich  Länge  und  Breite,  ein  Körper,  wie  überhaupt  der  Raum,  nach 
drei  Dimensionen,  nämlich  Länge,  Breite  und  Dicke  (Höhe,  Tiefe)  ausgedehnt. 

Kein  Theil  einer  Linie  ist  nach  dem  Vorigen  ein  Punkt;  ebenso  erhält  man 
als  Theil  einer  Fläche  nie  eine  Linie,  als  Theil  eines  Raumes  nie  eine  Fläche. 
Umgekehrt  kann  eine  Linie  nicht  durch  Aneinanderreihen  von  Punkten,  eine 
Fläche  nicht  durch  Aneinanderlegen  von  Linien,  ein  Körper  nicht  durch  Auf- 
einanderlegen von  Flächen  entstehen. 

§  2. 
Jedes  der  vier  Raumgebilde,  Körper,  Fläche,  Linie  und  Punkt,  wird  femer 
als  beweglich  gedacht.     Durch  die  Bewegung  kann  dasselbe  in  eine  von  der 
ursprünglichen  verschiedene  Lage  gelangen,  indem  es  seine  Stellung  zu  anderen 
Gebilden  des  Raumes  verändert. 

Bewegt  sich  ein  Punkt,  so  dass  er  nach  einander  und  ohne  Unterbrechung 
in  die  Lagen  anderer  Punkte  gelangt,  so  ist  der  von  ihm  beschriebene  Weg  eine 
Linie.  Mit  dem  Begriff  der  Bewegung  nehmen  wir  hier  den  Begriff  der  Richtung 
als  gegeben  an,  nach  welcher  in  jedem  Augenblick  die  Bewegung  des  Punkte« 
erfolgt,  und  welche  in  jedem  Fall  durch  einen  zweiten  Punkt  als  Zielpunkt  der 
Bewegung  bestimmt  werden  kann.  Ein  bewegter  Punkt  kann  immer  oder  zeit- 
weilig dieselbe  Richtung  beibehalten,  oder  er  kann  seine  Richtung  ändern. 
Jede  Aenderung  der  Richtimg  nennen  wir  Drehung, 

Behält  ein  bewegter  Punkt  beständig  dieselbe  Richtung,  so  heisst  die  von 
ihm  beschriebene  Linie  eine  gerade  Linie  oder  schlechthin  eine  Gerade. 
Man  pflegt  in  der  Geometrie  Punkte  mit  (grossen  lateinischen)  Buchstaben  /ii 
benennen,  und  entsprechend  bezeichnet  man  eine  (Gerade  durch  zwei  solche,  aii 
beliebige  Punkte  derselben  gesetzte  Buchstaben,  z.  B.  die  Linie  AB,  —  Jede 
M  -m         gerade  Linie  kann  von  einem  Punkte  auf  z\^ci 

verschiedene  Arten  durchlaufen  werden,  nämlit  h 
sowol  in  der  Richtung  von  A  nach  B,  als   in 
der  Richtung  von  B  nach  A,  Jede  Gerade  hat  also  zwei  Richtungen;  dieseU^cn 
sind  einander  entgegengesetzt. 

Ein  Punkt,  welcher  eine  gerade  Linie  beschreibt,  kann  nach  beiden  Richtungen 
derselben  ohne  Ende  fortgehend,  jede  gerade  Linie  kann  also  nach  beiden 
Richtungen  als  unbegrenzt  (unendKch  lang)  gedacht  werden.  Sie  kann  ferner 
nach  einer  ihrer  Richtungen  oder  nach  beiden  zugleich  durch  je  einen  Punkt 
begrenzt  gedacht  werden.  Durch  zwei  Punkte  (Endpunkte)  ist  also  eine  (terade 
vollständig  begrenzt:  sie  heisst  dann  eine  Strecke  und  hat  eine  bestimmte 
Länge,   welche   die  Entfernung   oder  den  Abstand  der   beiden  Endpunkte 
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von  einander  angiebt  Eine  nur  einseitig  begrenzte  Gerade  heisst  auch  ein 
Strahl,  eine  nach  beiden  Richtungen  unbegrenzte  wird  eine  Gerade  schlechthin 
genannt  Im  Folgenden  ist  daher,  wo  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  bemerkt 
»ird,  unter  einer  Geraden  stets  eine  solche  von  unbegrenzter  Ausdehnung  nach 
beiden  Richtungen  zu  verstehen. 

§  3. 

Da  durch  Angabe  eines  zweiten  Punktes  als  des  Zielpunktes  zu  einem 
beweglich  gedachten  ersten  Punkt  die  Richtung  des  letztem  bestimmt  ist,  so 
eentigt  die  Angabe  der  beiden  Punkte  in  der  betreffenden  Aufeinanderfolge  zur 
Bezeichnung  einer  Richtimg.  Wir  unterscheiden  also  die  Richtung  AB  (d.  i.  von 
sA  nach  B)  von  der  ihr  entgegengesetzten  BA, 

Durch  einen  Punkt  und  seine  unverändert  bleibende  Richtung  ist  auch  der 
Weg  desselben,  d.  h.  die  entsprechende  Gerade,  der  Lage  nach  bestimmt. 
Daher  lässt  sich  durch  zwei  gegebene  Punkte  stets  eine  und  nur  eine  einstige 
Gerade  legen,  oder  durch  zwei  Punkte  einer  Geraden  ist  die  Lage  derselben 
bestimmt.  Die  Länge  der  Geraden  dagegen  ist  abhängig  von  der  Grösse  der 
Bewegung  des  beschreibenden  Punktes.  Sind  jene  zwei  Punkte  auch  die  End- 
punkte der  Geraden,  so  bestimmen  sie  die  Lage  und  Länge  derselben  zugleich. 
Soll  bei  der  Bezeichnung  der  Linie  auch  die  Richtung  angegeben  werden,  in 
welcher  sie  beschrieben  gedacht  wird,  so  ist  die  Aufeinanderfolge  der  beiden 
Punkte,  wie  oben  angegeben,  zu  berücksichtigen.  Mit  Hilfe  dieser  Unterscheidung 
der  beiden  entgegengesetzten  Richtungen  AB  und  BA  einer  Geraden  kann  nun 
auch  die  gerade  Linie  zur  sichtbaren  Darstellung  einer  Richtung  benutzt  werden. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  noch,  dass  zwei  gerade  Linien,  welche 
durch  dieselben  zwei  Punkte  gezogen  werden,  ihrer  ganzen  Länge  nach  auf  ein- 
ander fallen,  oder  mit  anderen  Worten,  einander  decken.  Zwei  Gerade,  welche 
theilweise  auf  einander  liegen,  fallen  also  ebenfalls  ihrer  ganzen  unendlichen  Er- 
^eckung  nach  auf  einander.  Jeder  Theil  einer  Geraden  kann  längs  derselben 
verschoben  gedacht  werden,  so  dass  er  stets  mit  einem  andern  Theil  derselben 
ra  Deckung  befindlich  ist. 

Von  einem  jeden  Punkte  im  Räume  aus  giebt  es  unendlich  viele  verschiedene 
Richtungen;  durch  einen  Punkt  lassen  sich  daher  auch  unendlich  viele  Gerade 
nehcn.  Aendert  ein  bewegter  Punkt  fortwährend  seine  Richtung,  ist  also  seine 
Bewegung  in  jedem  Moment  eine  fortschreitende  und  eine  drehende  zugleich,  so 
beschreibt  derselbe  eine  krumme  Linie.  Eine  solche  Linie,  auch  eine  Curve 
[genannt,  ist  also  in  keinem  ihrer  Theile  gerad.  Eine  Linie,  welche  aus  Geraden 
von  verschiedenen  Richtungen  besteht,  heisst  eine  gebrochene;  eine  Linie, 
welche  aus  geraden  und  krummen  zusammengesetzt  ist,  heisst  eine  gemischte. 

§  4. 

Wie  ein  bewegter  Punkt  eine  Linie,  so  beschreibt  eine  aus  ihrer  Lage  her- 
austretende Linie  eine  Fläche.  Ist  die  beschreibende  Linie  eine  Gerade,  so 
heisst  die  Fläche  eine  geradlinige  oder  eine  Regel  fläche.  Durch  jeden  Punkt 
einer  solchen  lässt  sich  daher  eine  Gerade  ziehen,  welche  ihrer  ganzen  Länge 
nach  in  die  Fläche'  fällt. 

Denkt  man  sich  zu  einer  gegebenen  Fläche  eine  zweite,  welche  vollständig 
mit  ihr  zusammenfallt,  und  sodann  die  eine  dieser  Flächen  so  umgewendet,  dass 
die  entgegengesetzten  Flächenseiten  beider  einander  zugekehrt  sind,  so  kann  im 
Allgemeinen    nicht   verlangt   werden,    dass   die   beiden  Flächen  auch  in  dieser 


I70  Planimetrie. 

Stelltmg  zur  Deckung  gebracht  werden  können.  Es  ist  aber  auch  möglich,  siel 
solche  Flachen  zu  denken,  bei  welchen  dies  der  Fall  ist,  die  man  sich  also  mi 
den  entgegengesetzten  Flächenseiten  so  zusammengel^  denken  kann,  dass  keil 
Rörperraum  zwischen  ihnen  bleibt  Eine  solche  Fläche  heisst  eine  ebene  Fläche 
oder  eine  Ebene  (planum). 

Hieraus  folgt,  dass  jede  gerade  Linie,  welche  zwei  Punkte  einer  Ebene  ver 
bindet,  ihrer  ganzen  Erstreckung  nach  in  die  Ebene  fallen  muss,  da  andernfalls 
bei  dem  Umlegen  der  Ebene  auf  eine  vorher  mit  ihr  in  Deckung  befindliche 
zwei  gerade  Linien  möglich  sein  müssten,  welche  durch  dieselben  zwei  Punkte 
gingen  ohne  einander  zu  decken. 

Femer  ergiebt  sich  hieraus,  dass  eine  Ebene  durch  Bewegung  einer  Geradei 
beschrieben  gedacht  werden  kann,  die  durch  einen  gegebnen  festen  Punkt  gehl 
und  mit  einer  gegebnen  Geraden  (die  nicht  diesen  Funkt  enthält)  beständig  einei 
Punkt  gemeinsam  hat. 

Eine  Fläche,  von  welcher  kein  Theil  eben  ist,  heisst  krumm. 

§.  5. 
Die  Geometrie  behandelt  die  Eigenschaften  der  Körper,  Flächen,  Linie! 
und  Punkte,  welche  ihre  Lage,  sowie  die  Art  ihrer  Begrenzung  und  Ausdehnung; 
d  h,  ihre  Gestalt  und  Grösse  betreffen.  Man  theilt  dieselbe  aus  praktischen 
Gründen  in  zwei  Theile,  die  ebene  Geometrie  oder  Planimetrie  und  di« 
körj>erliche  Geometrie  oder  Stereometrie,  Die  erstere  behandelt  die  Rigen^ 
Schäften  solcher  Raumgebilde,  welche  sämmtlich  in  einer  und  derselben  Rbene 
liegend  gedacht  werden  können,  während  die  letztere  diese  Beschränkung  aufhebt. 


Kapitel  1. 
Die  Grundgebilde  und  ihre  allgemeinen  Eigenschaften. 

§  6.     Die  gerade  Linie  und  die  Strecke  insbesondere. 

Die  Begriffe  der  geraden  Linie  und  der  Strecke  sind  bereits  im  Vorstehenden 
erklärt  worden.  Aus  den  daselbst  entwickelten  Eigenschaften  der  Gebilde  er- 
geben sich  zunächst  folgende  Forderungen  (sog.  Postulate)  bezw.  Aufgaben: 

a)  Eine  gerade  Linie  zu  ziehen,  und  zwar  beliebig  oder  durch  einen  oder 
durch  zwei  gegebene  Punkte. 

Die  praktiKhc  Ausführung  dieser  Forderung  geschieht  mit  Hülfe  des  Lineals  in  al*  l«c- 
kannt  vorauszuseUendcr  Weise.  Der  Gebrauch  dieses  Instrumentes  erfordert  eine  vorherg^an- 
genc  Prüfung  seiner  Richtigkeit,  welche  in  folgender  Weise  ausgeführt  werden  kann:  M.ir 
liehe  durch  «wei  (möglichst  weit  von  einander  entfernte)  Punkte  .4,  B  die  Gerade,  kehre  dann 
da«  Lineal  so  um,  dass  seine  beiden  Enden  mit  einander  die  Plätze  wechseln,  lege  e»  m\\  dirr- 
•elbcn  Kante  wie  vorher  an  die  Punkte  A,B  und  ziehe  in  dieser  Lage  wieder  die  Linie  AB 
\%\  da«  Ij'ncal  richtig,  so  müssen  die  beiden  gezogenen  Linien  einander  decken,  da  durch  iwi 
Punkte  nur  eine  einzige  Gerade  möglich  ist. 

bj  Eine  gegebne  (festliegende)  Strecke  über  einen  ihrer  Endpunkte  inier 
«l»cr  l)cidc  beliebig  zu  verlängern. 

Zwei  oder  mehrere  gerade  Linien  lassen  sich  mit  einander  in  Beziehung 
mir  ihre  Länge  oder  auf  ihre  Lage  vergleichen.  Der  Länge  nach  können  zwei 
K<'K«-I)rnc  Strecken  AB,  CD  gleich  oder  ungleich  sein.  Denkt  man  sich  die  eine 
#ii'rs4*lbcn  ho  auf  die  andre  gelegt,  dass  ihr  einer  Endpunkt  C  auf  einen  Fnd- 
imnkt  A   der    andern    und  sie  selbst  in  die  Richtung  von  AB  flült,  so  ist  CD 
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gleich  AB^  wenn  auch  der  andere  Endpunkt  D  der  erstem  Strecke  auf  den 
andern  Endpunkt  B  der  letztem  fallt.  Fällt  D  zwischen  A  und  B^  so  ist  CD 
kleiner  als  AB^  fallt  endlich  D  auf  die  Verlängerung  von  ABy  so  ist  CD  grösser 
als  AB.  Die  Zeichen  für  gleich,  kleiner  und  grösser  sind  bezüglich  =,  <,  >, 
so  dass   man  also  die  drei  eben  genannten  Fälle,  wie  folgt,    schreiben  kann: 

CZ>=  AB,  CD<:AB,  CD'>AB, 

Ist  eine  Strecke  AB  über  einen  ihrer  Endpunkte  verlängert  und  die  Ver- 
längerung B£  gleich  einer  zweiten  Strecke  CD,  so  sagt  man,  die  ganze  Strecke 
AE  sex  gleich  der  Summe  von  AB  und  CD.  In  entsprechender  Weise  kann 
man  von  der  Summe  von  drei  oder  mehr  Strecken  reden.  Ist  dagegen  auf  AB  von 
dem  einen  Endpunkt  B  aus  in  der  Richtung  nach  dem  andern  Endpunkt  A 
eine  Strecke  BE  abgeschnitten,  welche  gleich  CD  ist  (wobei  CD  <.AB  voraus- 
gesetzt wird),  so  heisst  AE  die  Differenz  von  AB  und  CD. 

Zur  Bezeichnung  von  Strecken  bedient  man  sich  —  namentlich  wenn  nur  die 
liage  derselben  in  Betracht  gezogen  wird  —  auch  je  eines  kleinen  lateinischen 
Buchstabens.  Die  Summe  zweier  Strecken  a  und  b  kann  (entsprechend  den  Be- 
iddmungen  der  Arithmetik)  durch  ä  -+-  ^,  die  Differenz  derselben  durch  a  —  b 
bezeichnet  werden. 

Ist  eine  Strecke  c  die  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  {n)  einander  gleicher 
Strecken,  so  heisst  erstere  ein  Vielfaches  jeder  einzelnen  der  letzteren,  und  jede 

vxMj  diesen  ein  aliquoter  Theil  [— )  der  letzteren.  Man  kann  in  diesem  Falle 
f  =  «  •  Ä  und  tf  =  —  •  r  oder  —  schreiben. 

n  n 

Die  Vergleichung  der  Lage  zweier  Geraden  erfordert  die  Einführung  eines 
ncQien  Grundgebildes,  des  Winkels. 

§  7.    Die  Winkel. 

Von  jedem  gegebnen,  also  festliegenden  Punkte  gehen  auch  in  der  Ebene 
unendlich  viele  verschiedene  Richtungen  aus,  und  somit  lassen  sich  auch  in  der 
ÖJcne  durch  jeden  gegebnen  Punkt  unendlich  viele  verschiedene  gerade  Linien 
lelegt  denken. 

Bezeichnet  man  jede  der  von  einem  Punkt  A  ausgehenden  Richtungen 
darch  einen  Strahl  AB,  AC,  AD  u.  s.  w.,  so  kann  jeder 
einzelne  dieser  Strahlen  durch  Drehung  um  A  nach  ein- 
ander in  die  Lage  eines  jeden  der  anderen  gebracht 
»erden.  Die  Grösse  der  Drehung  von  AB,  welche  . 
Qothig  ist,  damit  AB  in  die  Lage  von  v^C  gelange,  wird 
im  Allgemeinen  verschieden  sein  von  derjenigen,  durch 
welche  AB  in  die  Lage  von  AD  gelangt.  Der  durch 
diese  Grösse  der  Drehung  gemessene  Unterschied  zweier 
Richtungen  heisst  der  Winkel  der  letzteren.  Die 
Strahlen,  welche  hierbei  die  beiden  Richtungen  darstellen,  heissen  die  Schenkel, 
der  gemeinschaftliche  Ausgangspunkt  derselben  der  Scheitel  des  Winkels.  Man 
bezeichnet  den  Winkel,  dessen  Schenkel  die  Strahlen  AB,  AC  sind,  durch  ^  BAC 
Der  Buchstabe  für  den  Scheitelpunkt  steht  bei  dieser  Bezeichnung  durch  drei 
Buchstaben  stets  in  der  Mitte.  Man  sagt,  der  Winkel  BAC  werde  durch  Drehung 
des  einen  Schenkels  um  den  Scheitel  bis  zum  Zusammenfallen  mit  dem  andern 
Schenkel  beschrieben. 

Die  Schenkel   eines  Winkels  schliessen  als  unendlich  lange  Gerade  einen 
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bestimmten,  aber  nicht  vollständig  begrenzten  Theil  der  Ebene  ein,  welchen  man 
den  Winkelraum  nennen  kann.  Der  Kürze  halber  sagt  man  von  Punkten 
oder  Linien,  welche  innerhalb,  bezw.  ausserhalb  dieses  Winkelraumes  liegen,  auch 
wol,  dieselben  lägen  innerhalb,  bezw.  ausserhalb  des  Winkels.  —  Als  Schenkel 
eines  Winkels  können  übrigens  auch  Strecken  gelten,  insofern  auch  durch  sie 
die  bestimmten  Richtimgen,  deren  Unterschied  durch  den  Winkel  angegeben 
werden  soll,  bezeichnet  sind.  In  diesem  Sinne  kann  man  sagen,  dass  die  Gro&s«^ 
eines  Winkels  durch  Verlängenmg  oder  Verkürzung  eines  oder  beider  Schenkel 
nicht  verändert  werde. 

Um  zyftiWmkelBACfB'A'C  ihrer  Grösse  nach  zu  vergleichen,  kann  man 
sich  den  Winkelraum  des  einen  in  der  Ebene  so  verschoben  denken,  dass  de« 
Scheitel  A'  auf  den  Scheitel  A  und  der  Schenkel  A' B'  in  die  Richtung  de^ 
Schenkels  AB  fallt,  und  dass  die  beiden  anderen  Schenkel  auf  derselben  Seitti 
von  AB  liegen.  Fällt  dann  auch  A'C  in  die  Richtung  von  AC,  so  sind  dit 
beiden  Winkel  gleich  gross,  fällt  A'C  innerhalb  des  Winkels  BAC,  so  is^ 
Z  B'A'C  <  Z  BAC;  fällt  endlich  A'C  ausserhalb  des  Winkels  BAC,  so  i^t 
Z  B'ÄC>  ^  BAC 

Man  bezeichnet  Winkel,  namentlich  bei  Grössenvergleichungen,  auch  durch 
je  einen  kleinen  griechischen  Buchstaben,  welcher  innerhalb  des  Winkeln 
nahe  bei  dem  Scheitel  geschrieben  wird. 

Ein  Winkel  BAC  kann  sowol  durch  Drehung  des  Schenkels  AB  bis  zum 
Zusammenfallen  mit  AC,  als  durch  Drehung  des  Schenkels  AC  in  entgegenge« 
setzter  Weise  bis  zum  Zusammenfallen  mit  AB  beschrieben  werden.  Auf  die 
Grösse  des  Winkels  ist  dieser  Unterschied  ohne  Einfluss,  und  wir  sehen  daher  vor- 
erst von  demselben  ab.  Jeder  einzelne  Schenkel  aber  kann  ausserdem  auf  zwei 
Arten  durch  Drehung  um  den  Scheitel  in  die  Lage  des  andern  gebracht  werden, 
denn  die  Drehung  kann  auf  der  einen  oder  auf  der  andern  Flächenseite  dt:^ 
bewegten  Schenkels  erfolgen.  Man  kann  hierbei  die  Seiten  des  Schenkels  aw 
die  rechte  und  die  linke  (entsprechend  der  Bewegung  einer  Person  in  der 
Richtung  des  Schenkels),  und  demnach  eine  Drehung  nach  rechts  und  eine 
solche  nach  links  unterscheiden.  Die  Grösse  der  Drehung,  welche  ^^  zu  machen 
hat,  um  in  die  Lage  von  A  C  zu  gelangen,  wird  im  Allgemeinen  in  beiden  Fällen 
verschieden  sein;  beide  Drehungen  aber  müssen  einander  stets  zu  einer  vollen 
Umdrehung  ergänzen.  Es  giebt  also  stets  zwei  Winkel,  welche  denselben 
Scheitel  und  dieselben  Schenkel  haben. 

Sind  diese  beiden  Winkel  einander  gleich,  so  heisst  jeder  derselben  ein 
gestreckter  oder  flacher.  Ein  solcher  entspricht  der  Hälfte  einer  vollen 
Umdrehung,  und  seine  Schenkel  liegen  in  gerader  Linie,  aber  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen.  Aus  dieser  Lage  der  Schenkel  folgt,  dass  je  zwei  gestreckte 
Winkel,  wie  oben  angegeben,  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  und  da-*s 
somit  der  Lehrsatz  besteht: 

Alle  gestreckten  Winkel  sind  gleich  gross.    (1) 

Daher  kann  man  auch  den  gestreckten  Winkel  als  Gnind- 

^'^''  läge  einer  Eintheilung  der  Winkel  nach  ihrer  Grösse  benutzen 

^L^miitfW,   Man   unterscheidet  zunächst  solche  Winkel,  welche  kleiner. 

,^  und  solche,  welche  grösser  als  ein  gestreckter  sind.     Erste re 

^-^ — ^^^'^  nennt  man  hohle  oder  concave,  letztere  erhabene  inic-r 

^KtuA0ner\       convexe  (auch  wol  überstumpfe).    Von  den  beiden  Winkeln 

HC  welche    zu    demselben    Scheitel    und    denselben    Schenke  ir. 
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gehören,  ist,  wenn  nicht  beide  gestreckte  sind,  der  eine  stets  ein  hohler,  der 
andre  ein  erhabener.  Der  Einfachheit  und  Bestimmtheit  wegen  ist  man  über- 
eingekommen, wenn  von  dem  Winkel  zweier  Richtungen  die  Rede  ist,  darunter 
aets  den  hohlen  zu  verstehen,  falls  nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich  gesagt  wird. 

Die  hiemach  vorzugsweise  in  Betracht  kommenden  hohlen  Winkel  werden 
nun,  wie  folgt,  weiter  eingetheilt:  Ein  Winkel,  welcher  halb  so  gross  ist  als  ein 
gestreckter,  heisst  ein  rechter  Winkel  oder  schlechthin  ein  Rechter  und  wird 
häufig  durch  ^  bezeichnet  Derselbe  entspricht  also  dem  vierten  Theile  einer 
vollen  Umdrehung,  und  es  gilt  der  Satz: 

Alle  rechten  Winkel  sind  gleich  gross.    (2) 

Von  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  sagt  man,  dass  jeder  derselben 
auf  dem   andern   senkrecht   oder 
perpendikulär  stehe,  und  nennt  dem 
entsprechend  jede   Gerade,   welche 

mit    einer    andern    Geraden    einen  ,  »^         t. 

rechten  Winkel  bildet,  eine  Senk-  ^T^er  r^it^r  ^tumfi^ 

rechte  oder  ein  Perpendikel  auf  WmJUl 

der  letztem.  —  Winkel,  welche  kleiner  als  ein  rechter  sind,  heissen  spitze;  hohle 
Winkel,  welche  grösser  als  ein  rechter  sind,  werden  stumpfe  genannt. 

§  8.     Verbindungen  zweier  Winkel. 

Zwei  Winkel  BAC,  CAD,  welche  den  Scheitelpunkt^  und  einen  Schenkel 
AC  gemeinsam  haben,  und  deren  andere  Schenkel  auf  verschiedenen  Seiten  des 
zemeinschafUichen  liegen,  heissen  aneinanderliegende  Winkel.  Die  beiden 
iösseren  Schenkel  bilden  dann  mit  einander  einen  dritten  Winkel  BAD,  welcher 
gleich  der  Summe  der  beiden  erstem  ist.  Haben  zwei  Winkel  BAD,  CAD 
den  Scheitel  und  einen  Schenkel  AB  gemeinsam,  liegen  aber  die  nicht  gemein- 
schaftlichen Schenkel  auf  derselben  Seite  des  gemeinschaftlichen,  so  bilden  erstere 
mit  einander  einen  Winkel  BAC,  welcher  die  Differenz  der  beiden  anderen  ist. 
Man  sagt  dann,  der  kleinere  Winkel  CAD  sei  von  dem  grösseren  BAD  abge- 
tragen. In  entsprechender  Weise  kann  man  durch  Aneinanderlegen  von  mehr 
ab  zwei  Winkeln,  bezw,  durch  Abtragen  von  solchen,  die  Summe  oder  irgend 
dn  Aggregat  beliebig  vieler  Winkel  erhalten.  Sind  die  Summanden  gleich  gross, 
so  erhält  man  ein  Vielfaches  des  einzelnen  Winkels;  dieser  letztere  ist  ein  ali- 
quoter Theil  des  ganzen  und  kann  als  Maass  desselben  dienen. 

Um  statt  des  gestreckten  Winkels  ein  kleineres  und  somit  bequemeres  Maass 
für  Winkelgrössen  zu  erhalten,  ist  man  übereingekommen,  den  neunzigsten  Theil 
eines  rechten  Winkels  unter  dem  Namen  Grad  zu  diesem  Zwecke  zu  verwenden 
und  demselben  noch  als  Unter-Abtheilungen  die  Minute  gleich  ^  Grad  und  die 
Secunde  gleich  ^  Minute  beizufügen.  Da  alle  rechten  Winkel  gleich  gross  sind, 
so  haben  auch  der  Grad,  die  Minute  und  die  Secunde  fest  bestimmte,  also 
unveränderliche  Grösse.  Man  bezeichnet  dieselben  bezüglich  durch  die  Zeichen 
%  ',  "  und  schreibt  also  z.  B.  statt  15  Grad,  17  Minuten  und  12  Secunden  kürzer 
15°  17'  12".  Die  früher  noch  übliche  Theilung  der  Secunde  in  60  Tertien  ist 
nicht  mehr  gebräuchlich;  man  bedient  sich  an  ihrer  Stelle  der  Decimaltheile 
der  Secunde.  Neuerdings  findet  man  auch  häufig  fUr  die  Minute,  ja  selbst  für 
den  Grad  die  Decimaltheilung  angewendet. 

Ein  rechter  Winkel  enthält  also  90°,  ein  gestreckter  180°,  eine  volle  Um- 
drehung 360°. 
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Winkel,  deren  Summe  90°  beträgt,  heissen  complementär,  und  jeder  der- 
selben das  Complement  des  andern.  Für  Winkel,  deren  Summe  180"^  beträgt, 
gelten  entsprechend  die  Benennungen  supplementär  und  Supplement 

Zwei  aneinanderliegende  Winkel,  deren  nicht  gemeinschaftliche  Schenkel 
eine  einzige  Gerade  bilden,  also  entgegengesetzte  Richtungen  haben,  heissen 
Nebenwinkel.     Aus  dieser  Erklärung  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

Die  Summe  zweier  Nebenwinkel  beträgt  zwei  Rechte.  (1) 
Nebenwinkel  sind  also  zu  einander  supplementär;  durch  jeden  von  zwei  Neben- 
winkeln wird  die  Grösse  des  andern  bestimmt.  Daher  gehören  zu  gleichen 
Winkeln  gleiche  Nebenwinkel  (und  umgekehrt);  dagegen  hat  der  grössere  von 
zwei  Winkeln  einen  kleineren  Nebenwinkel  (und  umgekehrt).  Sind  zwei  Neben- 
winkel ungleich,  so  ist  stets  der  kleinere  spitz,  der  grössere  stumpf;  dagegen 
sind  gleiche  Nebenwinkel  stets  rechte,  und  der  gemeinschaftliche  Schenkel 
derselben  steht  also  in  diesem  Fall  senkrecht  zu  der  Geraden  der  beiden  anderen 
Schenkel.  —  Ist  die  Grösse  eines  Winkels  in  Zahlen  gegeben,  so  berechnet  man 
die  seines  Nebenwinkels  durch  Subtraction  des  ersteren  von  180°;  so  ist  z.  B. 
der  Nebenwinkel  zu  75°  gleich  105°,  der  Nebenwinkel  zu  15°  58'  12"  gleich 
164°  r  48".     Ist  dagegen  ein  Winkel  durch  Zeichnung  gegeben,  so  zeichnet  man 

seinen    Nebenwinkel,    indem    man    einen 
Schenkel  des  ersteren  über  den  Scheitel 
verlängert.      Da  hierzu  jeder  der  beiden 
Schenkel   gewählt   werden   kann,    so   hat 
jeder  Winkel  der  Lage  nach  zwei  Neben- 
winkel, z.  B.  der  Winkel  ABC  die  Neben- 
winkel CBD  und  ABE. 
Diese  letzteren  heissen  Scheitelwinkel  zu  einander.     Scheitelwinkel    sind 
also  ^solche  Winkel,  welche  den  Scheitel  gemeinschaftlich  haben,  und  bei  den» 
jeder  Schenkel  des  einen  durch  Verlängerung  eines  Schenkels  des  andern  über 
den  Scheitelpunkt  erhalten  wird. 

Da  zwei  Scheitelwinkel  stets  einen  und  denselben  Winkel  zum  gemeinschaft- 
lichen Nebenwinkel  haben,  also  mit  demselben  Winkel  dieselbe  Summe  von 
180°  geben,  so  folgt  der  Satz: 

Scheitelwinkel  sind  gleich.  (2) 
Liegen  mehrere  Winkel  so  aneinander,  dass  die  beiden  äussersten  Schenkel 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  eine  Gerade  bilden,  so  beträgt  die  Summe 
derselben  zwei  Rechte  oder  180°.  Fällt  dagegen  der  letzte  Schenkel  wieder  mit 
dem  ersten  zusammen,  so  erhält  man  diese  Summe  zweimal.  Die  Winkel  um 
einen  Punkt  betragen  also  zusammen  vier  Rechte  oder  360°.     (3) 

g  9.     Vergleichung  der  Lage  zweier  Geraden.     Parallele  Linien. 

Da  zwei  gerade  Linien,  welche  zwei  Punkte  gemeinsam  haben,  einander 
decken,  so  sind  bei  der  Frage  nach  den  möglichen  Lagen  zweier  Geraden  gegen- 
einander ausserdem  nur  noch  die  beiden  Hauptfälle  denkbar,  dass  dieselben 
einen  einzigen,  und  dass  sie  keinen  Punkt  gemeinsam  haben. 

Zwei  Gerade,  welche  einander  decken,  können  als  eine  einzige  Gerade  an- 
gesehen werden.  Da  aber  jede  Gerade  zwei  Richtungen  hat,  so  kann  auch  in 
diesem  Fall  von  einem  Winkel  der  beiden  Geraden,  oder  genauer  ihrer  entgegen- 
gesetzten Richtungen  gesprochen  werden.  Der  Winkel  der  beiden  Richtungen 
einer  Geraden   (oder  zweier  einander  deckenden  Geraden)  ist  ein  gestreckter. 
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Der  Allgemeinheit  wegen  spricht  man  auch  von  einem  Winkel  der  gleichen 
Richtungen  zweier  aufeinanderfallenden  Geraden,  und  sagt,  derselbe  sei  gleich 
Null  oder  ein  Nullwinkel.  Es  ist  dies  eine  erlaubte  Ausdrucksweise,  indem  eben 
dadurch  gesagt  wird,  dass  ein  Richtungsunterschied  nicht  mehr  vorhanden  sei. 
Denkt  man  sich  aber,  dass  die  eine  Richtung,  nachdem  sie  ursprünglich  mit  der 
andern  zusammengefallen,  durch  eine  volle  Umdrehung  wieder  die  frühere 
geworden  sei,  so  bezeichnet  man  dies  durch  die  Angabe,  der  Winkel  der  beiden ' 
Umdrehongen  sei  gleich  360**  oder  ein  Vollwinkel. 

Von  zwei  Geraden,  welche  einen  einzigen  Punkt  gemeinsam  haben,  sagt 
man,  dass  dieselben  einander  schneiden,  und  der  gemeinschaftliche  Punkt 
heisst  ihr  Durchschnittspunkt.  Hierbei  ist  es  gleichgültig,  ob  die  Geraden 
begrenzt  oder  unbegrenzt  sind,  und  im  Erstem  Falle  ob  man  eine  derselben  oder 
beide  verlängern  muss,  um  den  Durchschnittspunkt  zu  erhalten.  Man  sagt  femer, 
dass  zwei  solche  Gerade  von  irgend  welchen  Punkten  derselben  aus  in  den  nach 
dem  Durchschnittspunkte  hinführenden  Richtungen  convergiren,  in  den  ent- 
gegengesetzten divergiren.  Die  Richtungen  zweier  einander  schneidenden 
Geraden  bilden  stets  mit  einander  vier  hohle  Winkel.  Zu  jedem  derselben  sind 
zwei  der  anderen  Nebenwinkel,  der  dritte  ist  sein  Scheitelwinkel. 

Dass  zwei  Gerade  einen  einzigen  Punkt  gemeinsam  haben  können,  bedurfte 
nach  dem  Vorhergegangenen  keines  Beweises.  Dass  es  aber  möglich  ist,  dass 
zwei  gerade  Linien  (selbstverständlich  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Erstreckung 
?e^ht)  keinen  Punkt  gemeinsam  haben,  kann  nicht  ohne  Weiteres  bejaht  werden, 
vielmehr  bedarf  diese  Möglichkeit  eines  Nachweises.  Zu  diesem  Zwecke  denken 
*ir  uns  eine  Gerade  SA,  welche  eine  andere  Gerade  MN  in  einem  Punkte  A 
schneide,  und  sodann  die  erstere  um  den  festbleibenden  Punkt  S  gedreht,  sodass 
ae  in  ununterbrochener  Aufeinanderfolge  die  Lagen  aller  möglichen  durch  S 
gehenden  Geraden  der  Ebene  erhält.  Bei  dieser  Drehung  muss  auch  der 
^urchschnittspunkt  A  auf  der  zweiten  Geraden  MN  fortwährend  seine  Lage  ver- 
Jndem  und  in  ununterbrochener  Aufeinanderfolge  zunächst  die  Lagen  aller  von 
A  aus  nach  derselben  Richtung  auf  J/iV  liegenden  Punkte  annehmen.  Nachdem 
sich  so  der  Durchschnittspunkt  j5,  C,  ,  .  . 
mehr  und  mehr  von  A  entfernt  hat,  findet 
Dun,  dass  derselbe  im  Verlaufe  der  Drehung 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  von 
J'iV  übergesprungen  ist  und  nun,  ebenfalls 
in  ununterbrochener  Aufeinanderfolge  die 
Lagen  der  Punkte  von  MN  annehmend, 
!ach  A  wieder  nähert,  bis  er  nach  einer 
▼ollen  Umdrehung  der  bewegten  Geraden 
^€der  mit  A  zusammenfällt.  Unter  den  verschiedenen  Lagen  der  bewegten 
^^ttaden  muss  hiemach  eine  sein,  in  welcher  der  Uebergang  des  Durchschnitts- 
punktes von  der  einen  Richtung  der  Geraden  MN  nach  der  andern  erfolgt. 

Man  darf  es  als  einleuchtend  betrachten,  dass  in  dieser  Lage  beide  Linien 
keinen  Punkt  gemeinsam  haben,  und  dass  die  geringste  Drehung  der  bewegten 
Graden  aus  solcher  Lage  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  wieder  einen 
I>urchschmttspunkt  in  der  einen  oder  der  andern  Richtung  von  MN  zur 
J^olge  hat 

Gerade  Linien,  welche  (in  ihrer  ganzen  unendlichen  Erstreckung)  keinen 
Punkt  gemeinsam  haben,  heissen  einander  parallel,  und  wir  können  nach  dem 
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Vorhergehenden  den  Grundsatz  aufstellen:  Durch  einen  Punkt  ausserhalb 
einer  Geraden  lässt  sich  zu  dieser  stets  eine  und  nur  eine  einzige 
Parallele  legen. 

Da  eine  Richtung  durch  einen  festen  Ausgangspunkt  und  einen  Zielpunkt 
bestimmt  ist,  wobei  der  Zielpunkt  auch  als  veränderlich  gedacht  werden  kann, 
indem  er  in  der  durch  die  betreffende  Gerade  bezeichneten  Richtung  in  immer 
weitere  Entfernung  verlegt  werden  darf,  so  kann  man  in  der  vorstehenden  Er- 
örterung den  beweglichen  Durchschnittspunkt  der  beiden  Geraden  als  gemeinsamen 
Zielpunkt  für  die  convergirenden  Richtungen  derselben  ansehen.  Hierbei  bleibt 
die  Richtung  von  MN  beständig  dieselbe,  während  diejenige  der  bewegten 
Geraden  sich  beständig  verändert.  Daher  verändert  sich  auch  fortwährend  der 
Unterschied  der  beiden  Richtungen,  d.-  h.  der  am  Durchschnittspunkt  gebildete 
Winkel  derselben.  Da  nun  die  Entfernung  des  Durchschnittspunktes  vom  Punkte 
A  zuerst  immer  grösser  wird,  und  da  ersterer  nach  einander  die  Lagen  aller  in 
der  betreffenden  Richtung  liegenden  Punkte  von  MN  ihrer  ganzen  unendlichen 
Erstreckung  nach  annehmen  muss,  ehe  er  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
überspringen  kann  (denn  es  giebt  keinen  Punkt  in  der  erstem  Richtung  auf  J/A' 
der  nicht  mit  5  durch  eine  Gerade  verbunden  gedacht  werden  könnte),  so  kann 
man  sagen,  dass  der  Durchschnittspunkt  bei  der  parallelen  Lage  beider  Linien 
in  unendliche  Entfernung  gerückt,  und  dass  hiermit  auch  der  Richtung^ 
unterschied  der  beiden  Geraden  nach  diesem  Zielpunkt  hin  aufgehoben  sei. 

In  diesem  Sinne  kann  man  parallele  Gerade  als  solche  definiren,  derer. 
Durchschnittspunkt  im  Unendlichen  liege.  Diese  Erklärung  widerspricht  nur 
scheinbar  der  früheren,  nach  welcher  parallele  Gerade  einander  in  keinem  Punkte 
schneiden,  denn  die  Negation  der  letztern  findet  sich  bei  der  erstem  in  dem 
Worte  »unendliches,  wieder,  ist  also  hier  nur  unter  einer  Form  versteckt,  weifte 
den  grossen  Vorzug  hat,  bei  vielen  Untersuchungen  die  getrennte  Behandl-iri 
der  beiden  Fälle  (a,  die  Linien  schneiden  einander,  b,  die  Linien  sind  parallel 
unnöthig  zu  machen.  Aber  die  zweite  Definition  leistet  noch  mehr,  als  dk 
Unterordnung  zweier  verschiedener  Fälle  unter  dieselbe  Ausdrucksform,  sie  ver- 
steckt nicht  etwa  bloss  das  ^einander  nie  schneiden«  hinter  dem  »einander  im 
Unendlichen  schneiden«,  sondern  sie  enthält  auch  die  Thatsache,  dass  der 
Durchschnittspunkt  zweier  convergirenden  Geraden  in  immer  grössere  Entfernung 
von  einem  beliebigen  endlichen  Anfangspunkte  rückt,  je  mehr  die  Geraden  sich 
dem  Parallelismus  nähern,  und  dass  diese  Entfernung  über  jede  denkbare  Grenxe 
hinaus  vergrössert  gedacht  werden  kann. 

Nach  welcher  der  Richtungen  zweier  parallelen  Geraden  der  unendlich  ent- 
fernte Durchschnittspunkt  derselben  anzunehmen  sei,  bleibt  unbestimmt  Her 
Sprung,  welchen  der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Geraden  vermittelst  ihrer 
parallelen  Lage  von  der  einen  Richtung  von  MN  nach  der  andern  macht. 
nöthigt  zu  der  Ausdrucksweise,  dass  der  unendlich  entfernte  Punkt  nach  beiden 
Richtungen  zugleich  liege,  aber  man  darf  denselben  gleichwol  nur  als  einen  ein- 
zigen Punkt  in  diese  Art  der  Darstellung  einfuhren. 

Die  fernere  Annahme,  nach  welcher  parallele  Linien  gleiche  Richtungen 
haben,  bedarf  ebenfalls  einer  näheren  Erläuterung.  Man  könnte  zunächst  ebenso- 
gut sagen,  dass  parallele  Linien  entgegengesetzte  Richtungen  haben,  je  nachdem 
man  die  eine  oder  die  andere  Richtung  in  derselben  Geraden  in  Betracht  zieht. 
Genauer  ist  also:  die  Richtungen  in  zwei  parallelen  Geraden  sind,  je  nachdem 
man  die  eine  oder  die  andere  wählt,  entweder  gleich  oder  entgegengesetzt 
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Hierbei  mag  auf  die  Unterscheidung  zwischen  gleicher  und  derselben  Richtung  aufmerksam 
gemacht  werden.  Von  derselben  Richtung  reden  wir  bei  zwei  einander  deckenden,  von  gleichen 
Richtmigen  bei  zwei  parallelen  Geraden. 

Ifan  TMg^eiche  hierzu  die  Anmerkung  am  Schlüsse  des  §  15. 

§  10.     Der  Kreis. 

Bei  der  Drehung  der  Geraden  SA  um  einen  in  derselben  angenommenen 
festen  Punkt  S  beschreibt  jeder  andere  Punkt  derselben  eine  Linie,  welche  zu- 
folge dieser  Entstehung  die  Eigenschaft  hat,  dass  jeder  ihrer  Pimkte  von  dem 
festen  Punkt  S  dieselbe  Entfernung  hat  Da  nach  Vollendung  einer  ganzen 
Umdrehung  von  SA  der  beschreibende  Punkt  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurück- 
gekehrt sein  muss,  so  hat  auch  die  beschriebene  Linie  die  Eigenschaft,  dass  sie 
m  ach  selbst  zurückkehrt  und  also  einen  Theil  der  Ebene  vollständig  begrenzt. 
Jede  solche  Linie  heisst  ein  Kreis. 

Ein  Kreis  ist  also  eine  in  sich  selbst  zurückkehrende  krumme  Linie  von  der 
Eisrenschafl,  dass  jeder  ihrer  Punkte  von  einem  bestimmten,  im  Innern  der  von 
mr  begrenzten  Fläche  liegenden  Punkte  gleich  weit  entfernt  ist.  Dieser  feste 
Punkt  heisst  der  Mittelpunkt  oder  das  Centrum,  jede  von  einem  Punkt  des 
Kreises  und  dem  Mittelpunkt  begrenzte  Strecke  ein  Halbmesser  oder  ein 
Radius,  jede  von  zwei  Punkten  des  Kreises  begrenzte  Strecke  eine  Sehne  oder 
Chorde,  und  wenn  dieselbe  zugleich  durch  den  Mittelpunkt  geht,  ein  Durch- 
messer oder  Diameter  des  Kreises.  Jeder  Theil  des  Kreises  selbst  wird  ein 
Kreisbogen  oder  ein  Bogen  schlechthin  genannt. 

Aus  diesen  Erklärungen  folgen  die  Sätze:  Alle  Radien  eines  Kreises 
md  gleich.  Jeder  Durchmesser  ist  doppelt  so  gross  als  jeder  Radius  desselben 
Kreises,     Alle  Durchmesser  eines  Kreises  sind  gleich. 

In  der  Praxis  bedient  man  sich  zur  Zeichnung  von  Kreisen  in  der  Regel 
des  Zirkels,  dessen  Einrichtung  und  Gebrauch  hier  als  bekannt  vorausgesetzt 
»erden  darf.     Derselbe  dient  zugleich  zu  der  Lösung  der  Aufgabe: 

Auf  einer  giegebenen  Geraden  eine  Strecke  abzutragen,  welche  einer  andern 
gegebenen  Strecke  gleich  ist,  oder  auch  überhaupt  eine  Strecke  zu  zeichnen, 
»eiche  eine  (mittelst  einer  andern  Strecke)  gegebene  Länge  habe. 

Hiemach  können  nun  folgende  Fundamental-Constructionen  ausgeftlhrt  werden: 
a) Einen   Kreis   zu    zeichnen,    und    zwar   entweder   ganz   beliebig,    oder   mit 
gegebenem  Radius  oder  um  einen  gegebenen  Punkt,  oder  endlich  mit  gege- 
benem Radius  und  Mittelpunkt  zugleich. 

b)  Eine  gegebene  Strecke  über  einen  ihrer  Endpunkte  um  eine  andere  gegebene 
Strecke  zu  verlängern. 

c)Eine  Strecke  zu  zeichnen,  welche  gleich  der  Summe  zweier  oder  mehrerer 
Strecken  oder  gleich  einem  bestimmten  Vielfachen  einer  gegebenen  Strecke  ist. 

d)Eine  Strecke  zu  zeichnen,  welche  gleich  der  Differenz  zweier  gegebener 
Strecken  ist 

c)  In  einem  gegebenen  Kreis  einen  Radius  oder  einen  Durchmesser  zu  zeichnen, 
welcher  (selbst  oder  in  seiner  Verlängerung)  durch  einen  gegebenen  Punkt 
geht 

i)  Ebenso  in  einem  gegebenen  Kreis  eine  Sehne  zu  zeichnen,  welche  durch 

irgend  zwei  gegebene  Punkte  geht 
g)In  einen  gegebenen  Kreis  eine  Sehne  von  gegebener  Länge  einzutragen. 
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§  11.  Figuren. 
Aus  der  Untersuchung  über  die  verschiedenen  möglichen  Lagen  zweier 
Geraden  zu  einander  geht  hervor,  dass  in  keinem  Falle  durch  zwei  gerade  Linien 
ein  Theil  der  Ebene  vollständig  begrenzt  werden  kann.  Dagegen  sind  hierzu 
drei  Gerade  hinreichend,  denn  verbindet  man  je  zwei  von  drei  nicht  in  gerader 
Linie  liegenden  Punkten  durch  die  betreffenden  Strecken  mit  einander,  so  schliessen 
diese  Strecken  einen  vollständig  begrenzten  Theil  der  Ebene  ein.  —  Dagegen 
kann  schon  mit  einer  einzigen  krummen  Linie  ein  Theil  der  Ebene  vollständig 
begrenzt  werden. 

Unter  einer  Figur  versteht  man  im  weitem  Sinne  eine  jede  Zusanunen- 
stellung  von  Punkten  oder  Linien,  im  engern  Sinne  dagegen  die  Gesammtheit 
gerader  odqr  krummer  Linien,  welche  einen  Theil  der  Ebene  vollständig  begrenzen. 
Eine  Figur  heisst  geradlinig,  wenn  sie  nur  gerade  Linien,  krummlinig,  wenn 
sie  nur  eine  oder  mehrere  krumme  Linien,  und  gemischtlinig,  wenn  sie  gerade 
und  krumme  Linien  (eine  oder  mehrere)  zugleich  enthält. 

Insbesondere  erhält  man  ein  «-Eck  (Drei-,  Vier-,  Fünf-Eck  u.  s.  w.),  wenn 
man  einen  Punkt  mit  einem  zweiten,  diesen  mit  einem  dritten,  u.  s.  w.  bis  zum 
«ten  (3ten,  4ten,  5ten  u.  s.  w.)  durch  gerade  Strecken  verbindet  und  zuletzt  in 
gleicherweise  vom  «ten  zum  ersten  zurückkehrt.  Jene  Punkte  heissen  die  Eck- 
punkte, ihre  Verbindungsstrecken  die  Seiten  der  Figur.  Ein  «-Eck  hat  also 
«  Eckpunkte  und  «  Seiten.  Man  nennt  solche  Figuren  auch  Vielecke  oder 
Polygone;  im  engeren  Sinn  wird  diese  Bezeichnung  jedoch  nur  dann  gebraucht, 
wenn  die  Anzahl  der  Seiten  grösser  als  4  ist. 

An  jedem  Eckpunkte  eines  «-Ecks  bilden  die  zwei  in  demselben  zusammen- 
stossenden    Seiten    einen    Winkel.     Somit    hat   jedes    «-Eck    «    (innere)    Winkel. 
Hierbei  bedarf  es,   da  im  Allgemeinen  an  jedem  Eckpunkt  zwei  solche  Wink«J 
ein  hohler  und  ein  erhabener,   entstehen,  einer  nähern  Bestimmung.    Zu  diesen 
Zweck  denken  wir  uns  einen  Punkt,  welcher  die  Seiten  der  Figur  nach  einander 
durchlaufe  und  schliesslich  zu  seiner  Anfangsstellung  zurückkehre.    Diese  Bewegunj: 

kann  auf  zwei  einander  entgegengesetzte  Weisen 
geschehen,  z.  B.  von  A  über  B,  C  u.  s.  w.  oder 
von  A  über  G^  F  u.  s.  w.  In  jedem  Fall  kann 
man  mit  Beziehung  auf  die  Bewegung  des  Punktes 
eine  rechte  und  eine  linke  Flächenseite  jeder  von 
ihm  beschriebenen  Strecke  unterscheiden,  und  man 
versteht  dann  unter  den  Winkeln  des  Polygons  ent- 
weder diejenifi^en,  deren  Winkelräume  nur  auf  den 
rechten,  oder  diejenigen,  deren  Winkelräume  nur  auf  den  linken  Flächensciten 
liegen.  (Vergl.  die  nebenstehende  Figur.)  Die  Wahl  zwischen  beiden  Annahmen 
ist  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  treffen. 

Im  Nachstehenden  werden  wir  zunächst  nur  solche  geradlinige  Figuren  voraus- 
setzen, deren  Umfange  (d.  i.  die  Gesammtheit  ihrer  Seiten)  sich  nicht  selbst 
schneiden,  die  also  einen  einzigen  bestimmten  Flächenraum  begrenzen.  In  diesem 
Fall  werden  immer  diejenigen  Winkel  als  die  Winkel  des  Polygons  angesehen, 
in  deren  Winkelräumen  die  Punkte  der  begrenzten  Fläche  liegen.  Schneidet 
dabei  auch  keine  Verlängerung  einer  Seite  eine  der  andern  Polygonseiten  (vergl 
die  nachstehenden  Figuren  a  und  b\  so  sind  diese  Winkel  sämmtlich  hohl.  — 
Der  bewegte  Punkt,  welcher  den  Umfang  eines  Polygons  durchläuft,  veränden 
an   jedem   Eckpunkt    seine   Richtung.     Diese  Richtungsändening   wird  bestimmt 
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durch  den  Winkel,  welchen  die  Verlänge- 
ning  der  vorhergehenden  Seite  in  der 
Richtung  der  Bewegung  mit  derjenigen 
RichtsBf  der  folgenden  Seite  bildet,  in 
welcher  sicfc  der  Punkt  nach  erfolgter 
Drehung  weiter  bew^.  Dieser  Winkel 
hcist  der  Aussenwinkel  des  Polygons 

an  dem  betreffenden   Eckpunkt      Dabei  \     7* ^ 

hat  man   sich    die    Drehung    immer    in  '/' 

demselben  Sinne  zu  denken  (rechts  oder 

ünb  heram).     Ist  der  an  demselben  Eckpunkte  liegende  innere  Polygonwinkel 

hohl,  so  ist  der  zugehörige  Aussenwinkel  sein  Nebenwinkel. 

Zieht  man  alle  möglichen  geraden  Verbindungsstrecken  zwischen  je  zwei 
von  n  Punkten  (von  denen  nie  mehr  als  zwei  in  gerader  Linie  liegen),  so  erhält 
Dan,  da  jeder  der  n  Punkte  mit  jedem  der  n  —  1  übrigen  verbunden  werden 
iann,  jede  Verbindungsstrecke   aber   an   zwei  Punkten  vorkommt,    im  Ganzen 

'-^  strecken. 

Von  diesen  sind  bei  einem  n-Eck  n  Seiten;  die  übrigen  werden  Diagonalen 
des  ff-Ecks  genannt  Von  jedem  Eckpunkt  eines  »-Ecks  aus  lassen  sich  « -^  3 
Diagonalen   desselben   ziehen;    die  Gesammtzahl   der  Diagonalen  eines  »-Ecks 

Ein  Dreieck  hat  keine,  ein  Viereck  zwei  Diagonalen. 

Die  Elemente  der  ebenen  Geometrie  behandeln  die  Eigenschaften  der  gerad- 
linigen Figuren  und  von  den  krummlinigen  oder  gemischtlinigen  nur  diejenigen, 
»eiche  von  einem  Kreise  oder  von  Theilen  eines  Kreises  und  einer  oder  mehreren 
Geraden  begrenzt  werden. 

Man  kann  daher  sagen,  die  Aufgaben  der  elementaren  Geometrie  beschränken  sich  auf  die- 
.taigtn  Eigenschaften  der  Figuren,  welche  sich  mit  alleiniger  Hilfe  von  Lineal  und  Zirkel  ent- 
»"ckeln  lassen.  —  Dass  der  Kreis  in  allen  seinen  Theilen  eine  krumme  Linie  ist,  wird  übrigens 
später  bewiesen  werden. 

Die  elementaren  Untersuchungen  über  die  Eigenschaften  der  Figuren  lassen 
äch  in  drei  Hauptabschnitte  gliedern.  An  jeder  Figur  im  engem  Sinn  kann 
man  zunächst  Gestalt  und  Grösse  des  zugehörigen  Flächenraumes  unterscheiden. 
Figuren,  welche  gleiche  Flächengrösse  haben,  heissen  gleich,  Figuren,  welche 
^  der  Gestalt  übereinstimmen,  heissen  ähnlich. 

Ein  Dreieck  kann  z.  B.  einem  Viereck  gleich,  aber  nicht  ihm  ähnlich  sein;  ein  Dreieck 
^  dem  Felde  kann  einem  Dreieck  auf  dem  kleinem  Papier  ähnlich  sein. 

Figuren,  welche  sowol  in  der  Gestalt  als  in  der  Grösse  übereinstimmen, 
Heissen  congruent  Das  Zeichen  der  Gleichheit  ist  =,  das  der  Aehnlichkeit  c\> 
(da  liegendes  s,  der  Anfangsbuchstabe  von  »similist);  das  der  Congruenz  ist  aus 
^n  beiden  vorigen  zusammengesetzt,  nämlich  ^  oder  ^.  Man  schreibt  also, 
te  eine  Figur  A  einer  andern  B  gleich,  ähnlich  oder  congruent  sei,  in  Zeichen 
bczügüch  A  =  B,  AooB,  A^B, 

Hiemach  kann  der  Inhalt  der  nachfolgenden  Untersuchungen  in  drei  Haupt- 
abschnitte zerlegt  werden,  deren  erster  von  der  Congruenz  und  den  mit  ihr 
2osammcnhängenden  Eigenschaften  der  Seiten,  Winkel  u.  s.  w.,  deren  zweiter  von 
^t  Aehnlichkeit  und  deren  dritter  von  der  Gleichheit  der  Figuren  bezw.  den 
<iiimt  zusammenhängenden  Lehren  handelt. 

la» 


t$o 


Die  rfMWttheodtn  Erklänmgen  der  Congnieiiz,  AchiiHrhkcit  und  Gleichbeü 
haben  mir  den  Zweck  eine  vorläufige  Oriendmng  über  den  Inhalt  des  Folgenda 
zu  ermöffikheiL  Ihre  genauere  Fassung  wird  an  den  bcücflcnden  Stellen  gegeto 
werden. 


Kapitel  2. 
Die  Congruenz. 

§  12.     Vorbemerkungen. 

Zwei  Raumgebilde  heissen  congruent,  wenn  sie  sich  so  zusammengestelll 
denken  lassen,  dass  jedes  Stück,  d.  h.  jeder  Punkt,  jede  Linie  und  jeder  Flächen 
theil,  der  einen  mit  einem  entsprechenden  Stück  der  andern  zusammenfiült 

Von  zwei  Raumgebilden,  welche  sich  in  solcher  Stellung  zu  einander  befinderii 
»agt  man,  dass  sie  einander  decken.  Je  zwei  Stücke  zweier  congruenten  Raum 
i(e bilde,  welche  in  dieser  Stellung  der  letzteren  zusammenfallen,  heissen  gleich 
liegend  oder  homolog. 

Damit  zwei  geradlinige  Figuren  congruent  sind,  ist  es  nothwendig,  dass  jed« 
Seite  der  einen  einer  Seite  der  andern  und  jeder  Winkel  der  einen  einem  Winkel 
der  andern  gleich  ist,  und  dass  diese  gleichen  Stücke  auch  in  beiden  Figuren 
in  gleicher  Weise  gegen  die  anderen  liegen,  also  in  gleicher  Reihenfolge  auf  ein^ 
ander  folgen.  iHt  diese  Bedingung  erfüllt,  so  sind  die  Figuren  congruent,  doch 
Nind  hierbei  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  Folgen  die  einander  entsprechendem 
StlU'ke  beider  Figuren  nicht  bloss  in  derselben  Ordnung,  sondern  auch  in  dem- 
«rtben  Sinne  aufeinander,  d.  h.  bewegen  sich  zwei  Punkte,  welche  nacheinander 

den  Umfang  je  einer  der  Fi- 
B  JA  B  guren  so  durchlaufen,  dass  ae 

in  gleicher  Weise  die  einander 
entsprechenden  Seiten  nach 
einander  beschreiben,  beide 
in  demselben  Sinn  (beide  rechts 
herum  oder  beide  links  herum, 
so  lassen  sich  die  Figuren  duKh 
blosse  Verschiebung  in  der 
Ebene  zur  Deckung  bringen 
(Mg.  1  und  *j;.  Folgen  dagegen  die  einander  entsprechenden  Stücke  in  um 
gekehrtem  Sinti  auf  einander  (^bewegt  sich  also  der  eine  jener  Punkte  rech'- 
herum,  wenn  nich  der  andere  links  herum  bewegt),  so  lässt  sich  im  Allgemeinen 
«iie  Deckung  nicht  blos-s  durch  eine  solche  Verschiebung  bewirken  (Fig.  2  u.  •>'> 
haher  unterNthcidet  nuui  den  erstem  Fall  vom  letztem,  und  nennt  in  jenem 
die  Figuren  congruent  im  engern  Sinne,  in  diesem  dagegen  symmetrisch. 

Kehrt  man  eine  Figur  so  um,  dass  die  beiden  Flächenseiten  derselben  \d\c 
obeie  und  die  untere^  ihre  Liigen  vertauschen  --  was  z.  B.  dadurch  geschehen 
kann,  iLihh  man  die  Kbene  der  einen  Figur  um  eine  in  dieser  Ebene  seil»« 
hegende  (ierade  eine  halbe  Ihndrehung  machen  lässt  —  so  wird  der  Sinn,  in 
>^eUheni  the  SUUke  auteinandert\)lgen,  umgekehrt.  Die  eine  Flächenseite  einer 
F)gui  \%t  aUo  der  andern  symmetriNch.  Hiemach  kOnnen  auch  zwei  symmetrische 
Figuien  IUI  De«  kung  gebracht  nenien,  wenn  man  zuvor  die  Flächenseiten  einer 
dei%elhen  mit  emander  \ertausilit  y^aUo  die  eine  Figur  umwendet).    Aus  diesem 
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Grtuide  wird  im  Folgenden,  ausser  wo  es  besonders  erwähnt  wird,  die  Symmetrie 
zweier  Figuren  nicht  von  der  Congnienz  unterschieden. 

Die  Gleichheit  zweier  Strecken,  sowie  die  zweier  Winkel  wurde  in  Früheren 
durch  Aufeinanderlegen  derselben  erprobt  Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  gleiche 
Strecken  und  ebenso  die  zu  gleichen  Winkeln  gehörigen  Winkelräume  stets  auch 
congruent  sind. 

§  13.     Die  Winkel  der  geradlinigen  Figuren. 

Werden  zwei  gerade  Linien  AB,  CD 
von  einer  dritten  ^/^  durchschnitten,  so 
entstehen  acht  hohle  Winkel,  welche  nach  An- 
leitung der  nebenstehenden  Figur  durch  (kleine  -^  — 
^echische)  Buchstaben  bezeichnet  werden 
mögen,  und  für  welche  zunächst  die  Beding- 
ungen der  Gleichheit  und  Ungleichheit  unter- 
sacht werden  sollen. 

Von  diesen  acht  Winkeln  liegen  vier, 
nämlich  7,  d,  e,  C>  zwischen  den  geschnittenen 
Linien  und  sollen  innere  Winkel  genaimt  wer-  V 

den;  die  vier  anderen,  a,  ß,  tj,  0,  heissen  äussere  Winkel.  Man  kann  femer  vier 
Winkel  auf  der  einen  Seite  der  schneidenden  Linie  (a,  7,  e,  tj)  und  vier  Winkel 
auf  der  andern  Seite  derselben  (ß,  §,  C>  ^)  unterscheiden. 

Die  Beziehungen  zwischen  je  zwei  Winkeln,  welche  an  demselben  Durch- 
^buttspunkt  liegen,  sind  aus  dem  Früheren  bekannt;  dieselben  sind  entweder 
Nebenwinkel  oder  Scheitelwinkel.  Verbindet  man  dagegen  einen  der  Winkel 
an  dem  einen  Durchschnittspunkt  mit  einem  der  Winkel  an  dem  andern  Durch- 
schnittspunkt zu  einem  Paar,  so  erhält  man  neue  Beziehungen.  Die  so  ent- 
ziehenden Winkelpaare  lassen  sich,  wie  folgt,  gruppiren. 

a)  Die  beiden  Winkel  liegen  auf  derselben  Seite  der  schneidenden  Linie  EF, 
und  sind  entweder  gleichartig,  d.  h.  beide  äussere  oder  beide  innere,  oder  sie 
änd  ungleichartig,  d.  h.  der  eine  ist  ein  äusserer,  der  andere  ein  innerer.  Im 
entern  Fall  heissen  die  Winkel  Gegenwinkel,  im  letztem  correspondirende 
Vrmkel.     Es  giebt  4  Paare  Gegenwinkel,  nämlich  a  und  t],  ß  und  &,  7  und  e, 

6  und  ^  sowie  4  Paare  correspondirende  Winkel,  nämlich  a  und  e,  ß  und  C,  7 
ond  r^  o  und  &. 

b)  Die  beiden  Winkel  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  der  schneidenden 
Linie  EF.  Sind  dieselben  dabei  gleichartig,  so  heissen  sie  Wechselwinkel, 
und  es  giebt  derselben  wieder  4  Paare,  nämlich  a  und  d,  ß  und  t],  7  und  C 
''  nnd  c     Sind  dagegen  die  beiden  Winkel  ungleichartig,  wie  a  und  Ci  ß  und  e, 

7  nnd  bj  d  und  7^  sa  hat  das  betreffende  Paar  keinen  allgemein  angenommenen 

Namen. 

Die  Unterscheidung  der  letzten  Art  von  Winkelpaaren  ist  in  der  That  entbehrlich,  da  die- 
selben im  Folgenden  nie  gebraucht  werden.  Der  wissenschaftlichen  Gleichmässigkeit  wegen 
«tod  jedoch  auch  für  sie  von  verschiedenen  Seiten  besondere  Namen,  wie  «conjugirte,«  oder 
•nonyme«,  oder  »innere  und  äussere  Wechselwinkel «  vorgeschlagen  worden.  Ueberhaupt 
>jc*^teht  auch  in  Betreff  der  vorerwähnten  Benennungen  leider  keine  völlige  Uebereinstimmung 
rvischen  den  verschiedenen  Schriftstellern.  So  bezeichnen  z.  B.  manche  die  besonders  häufig 
gebrauchten  correspondirenden  Winkel  mit  dem  —  hier  anderweit  benutzten  —  Namen  Gegen- 
vinkeL  Man  hat  sich  daher  bei  dem  Studium  mathematischer  Werke  vorkommenden  Falls  Über 
<icn  bezttgUdien  Sprachgebrauch  des  Verfassers  zu  unterrichten. 
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Sind  zwei  correspondirende  Winkel,  z.  B.  a  und  e,  einander  gleich,  so  lä5»t 
sich  das  von  CD  und  EF  an  ihrem  Durchschnittspunkt  gebildete  Winkelkreuz 
so  in  der  Ebene  verschoben  denken,  dass  der  Winkel  e  den  Winkel  a  deckt  In 
diesem  Fall  muss  offenbar  das  ganze  genannte  Winkelkreuz  mit  dem  von  AB  und 
EF  gebildeten  so  zusammenfallen,  dass  auch  C  und  ß,  tj  und  y,  ft  und  <5  ein- 
ander decken.  Hierbei  kommt  ft  in  die  I^age  des  Scheitelwinkels,  dageijen 
kommen  y\  und  C  in  die  Lage  je  eines  Nebenwinkels  von  a  u.  s.  w.  Somit  er 
giebt  sich  ohne  Weiteres  der  Satz: 

Sind  bei  zwei  von  einer  dritten  geschnittenen  Geraden  zwei  correspondirende 
Winkel  einander  gleich,  so  sind  auch  je  zwei  andere  correspondirende  Winkel 
und  je  zwei  Wechselwinkel  einander  gleich,  und  die  Summe  je  zweier  Gegen- 
winkel beträgt  zwei  Rechte. 

Setzt  man  umgekehrt  voraus,  dass  zwei  Wechselwinkel,  z.  B.  n  und  %  ein- 
ander gleich  seien,  oder  dass  die  Summe  zweier  Gegenwinkel,  z.  B.  «  und  r,, 
zwei  Rechte  betrage,  so  kann  man  in  gleicher  Weise  beide  Winkelkreuze  rur 
Deckung  bringen,  indem  man  d  mit  dem  Scheitelwinkel  8  von  a,  bezw.  r,  mit 
dem  Nebenwinkel  7  von  a  zur  Deckung  bringt. 

Ist  dagegen  an  einem  der  genannten  Winkelpaare  die  betreifende  Bedingung 

nicht  erfüllt,  ist  z.  B.  a  nicht  gleich  e,  so  kann 
man  durch  den  Durchschnittspunkt  von  AB 
und  EF  eine  andere  Gerade  MN  ziehen» 
welche  an  demselben  zu  jedem  der  vier  bis- 
herigen Winkel  einen  entsprechenden  a*,  3',  7'. 
6',  liefert,  und  zwar  so,  dass  letztere  die  be- 
treffenden Bedingungen  erfüllen,  dass  also 
a'  =  e  und  folglich  auch  ß'  =  Ci  t'  =  iQ  u.  s,  w. 
ist.  Da  nun  ß'  nicht  gleich  ß  ist,  so  kann 
auch  ß  nicht  gleich  C  sein,  u.  s.  w.  für  die 
übrigen  Fälle.  Somit  ergeben  sich  folgende 
'T  Sätze : 

Werden  zwei  gerade  Linien  von  einer  dritten  geschnitten,  so  sind 
entweder  gleichzeitig  a)  je  zwei  correspondirende  Winkel  gleich 
und  b)  je  zwei  Wechselwinkel  gleich  und  c)  je  zwei  Gegenwinkel 
zusammen  gleich  zwei  Rechten,  oder  es  finden  diese  Beziehungen 
gleichzeitig  bei  sämmtlichen  Winkelpaaren  nicht  statt.  (1)  Ist  als<) 
die  betreffende  Beziehung  bei  einem  einzigen  Winkelpaar  erfüllt,  so  ist  sie  e^ 
auch  bei  jedem  andern  Paar,  und  ist  sie  bei  einem  einzigen  Paar  nicht  tJ^\x^y^, 
so  ist  sie  es  auch  bei  keinem  andern  Paar. 

Sind  die  im  Vorigen  aufgestellten  Beziehungen  zwischen  den 
Winkelpaaren  erfüllt,  so  sind  die  geschnittenen  Linien  parallel:  Penn 
werden  AB  und  CD  von  ^/'bezüglich  in  G  und  //geschnitten,  und  sind  du* 
Wechsel  Winkel  7  und  Ci  «  und  S  einander  gleich,  so  kann  man  in  Folge  die>er 
Gleichheit  die  Figur  AG  HC  so  auf  BGHD  legen,  dass  e  und  ö,  sowie  7  imd,' 
einander  decken,  also  HC  auf  GB  und  GA  auf  HD  fällt.  Schnitten  nun  dn 
C«eraden  AB  und  CD  einander  auf  der  einen  Seite  von  EF  in  einem  l'unk'c 
M^  so  müsste  bei  jenem  Aufeinanderlegen  auch  M  mit  einem  zweiten  gemein 
vhaftlichen  Punkte  auf  der  andern  Seite  von /i-F  zusammenfallen.  Die  Geraden 
A  ß  und  CD  würden  einander  also  in  zwei  Punkten  schneiden,  was  unmöglii  h  \< 
Durch  diesen  Lehrsatz  wird  zugleich  die  in  §  9  gemachte  Annahme«  da>* 
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parallele  IJnien  möglich  sind,  und  dass  sich  durch  jeden  Punkt  ausserhalb  einer 
Geraden  zu  dieser  eine  Parallele  ziehen  lässt,  in  voller  Schärfe  bewiesen.  Indem 
so  bewiesen  worden,  dass  die  Gleichheit  der  Wechselwinkel  den  Parallelismus 
der  geschnittenen  Linien  mit  Nothwendigkeit  zur  Folge  hat,  ist  jedoch  keineswegs 
der  Nachweis  geliefert,  dass  umgekehrt  bei  parallelen  Linien  stets  die  Wechsel- 
Kinkel  gleich  sein  müssen.  Diese  Umkehrung  des  im  Vorstehenden  bewiesenen 
Satzes  könnte  vielmehr  nur  dann  als  bewiesen  gelten,  wenn  gezeigt  wäre,  dass 
nur  bei  der  Gleichheit  der  Wechselwinkel  die  geschnittenen  Linien  parallel  sein 
könnten.  Der  Nachweis  dieser  letztern  Behauptung  ergiebt  sich  jedoch  ohne 
Weiteres,  wenn  man  den  in  §  9  aufgestellten  Grundsatz  gelten  lässt,  dass  sich 
durch  einen  gegebenen  Punkt  ausserhalb  einer  Geraden  zu  dieser  nur  eine 
einzige  Parallele  ziehen  lässt.  Denn  in  diesem  Fall  würde  die  Annahme,  dass 
A  B  parallel  zu  CD  und  z.  B.  7  nicht  gleich  C  wäre,  auf  den  Widerspruch  führen, 
«kss  man  durch  Anlegen  eines  Winkels  7'  =  C  an  GH  im  Punkte  G  eine  zweite 
durch  diesen  Punkt  gehende  Parallele  zu  CD  erhalten  könnte. 

Die  vorstehenden  Entwicklungen  lassen  sich  nunmehr  kurz,  wie  folgt  zusammen- 
fassen: Bei  parallelen  Linien  sind  alle  oben  genannten  Bedingungen 
für  die  Winkelpaare  erfüllt,  und  umgekehrt,  ist  eine  dieser  Be 
dingungen  erfüllt,  so  sind  die  geschnittenen  Linien  parallel.  Daher 
ist  bei  nicht  parallelen  Linien  keine  jener  Bedingungen  erfüllt  und 

umgekehrt     (2.) 

Dass  bei  parallelen  Geraden  AB  und  CD  die  coirespondirenden  Winkel,  z.  B.  a  und  e, 
al*o  die  Unterschiede  der  Richtungen  GAy  HC  gegen  dieselbe  Richtung  FE,  gleich  sind,  bestä- 
ligt  die  in  §  9.  gemachte  Annahme,  dass  parallele  Linien  gleiche  Richtungen  haben. 

§  14.  Folgerungen. 

Auf  einer  Geraden  AB  lässt  sich  in  demselben  Punkte  C  nur  eine 
einzige  Senkrechte  errichten  (1),  denn  S     E         G 

k  CD  in  C  senkrecht  auf  AB,  und  CE 
eine  beliebige  andere  durch  C  gehende 
Gerade,  so  sind  die  Winkel  ECB  und  DCB 

ungleich,  abo  kann  ersterer  kein  rechter  A 

^,  wenn  DCB  ein  rechter  Winkel  ist.  ^  ^ 

Errichtet  man  dagegen  in  jedem  von  zwei  verschiedenen  Punkten  C,  F  einer 
Geraden  AB  auf  dieser  die  Senkrechte,  so  sind  die  correspondirenden  Winkel 
GFB  und  DCF  als  rechte  gleich,  und  somit  sind  Senkrechte  auf  derselben 
Geraden  parallel  (2).  Dieser  Satz  ist  gleichbedeutend  mit  dem  folgenden: 
Von  einem  Punkte  ausserhalb  einer  Geraden  lässt  sich  auf  diese  nur 
eine  einzige  Senkrechte  fallen.     (3) 

Umgekehrt  folgt,  dass  alle  Geraden,  welche  einer  andern  parallel 
*ind,  zu  jeder  geraden  Linie  senkrecht  stehen  müssen,  zu  welcher 
letztere  senkrecht  ist  (4),  denn  dies  folgt  unmittel- 
bar aus  der  Gleichheit  der  betreffenden  correspondiren- 
den Winkel. 

Enrichtet   man  dagegen    auf  jeder  von  zwei  ver- 
schiednen    Geraden   AB^    CD   eine    Senkrechte  EF^ 
berw.  GH,  so  ist  nach  dem  Vorigen  EF  zu  CD  senk- 
recht oder  nicht  senkrecht,  je  nachdem  CD  parallel  J, 
oder  nicht  parallel  zm  AB  ist    Im  erstem  Falle  muss 
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EF  za  der  andern  Senkrechten  Gif  paiallel,  im  letztem  Fall  muss  £F 
zu  GN  nicht  parallel  sein.  Senkrechte  anf  parallelen  Geraden  sind 
also  parallel,  Senkrechte  auf  nicht  parallelen  Geraden  sind  nicht 
parallel.    (5) 

Der  vorstehende  Satz  lässt  sich  auch  anf  schiefe  Gerade  ausdehnen^  welche 
mit  parallelen  oder  nicht  parallelen  Linien  in  einer  naher  zu  bestimmenden 
Weise  gleiche  Winkel  bilden.  Wichtiger  für  die  späteren  Anwendungen  ist  der 
umgekehrte  Sati:  Winkel  mit  paarweise  parallelen  und  gleichgerichteten 
Schenkeln  sind  gleich.     ;6*i 

Ist  nämlich  BJ  £  ED,  BC  \  EF,  und  schneidet  ED  den  Schenkel  BC  in 

^.  so  ist  Z  ABC=DGC  als  corres- 
pondirender  Winkel  fär  die  Parallelen 
BA  und  GD,  und  Z  DGC^  DEF^h 
correspondirender  Winkel  für  die  Paral- 
lelen GC  und  EF\  mithin  ist  auch 
^ABC^DEF. 

Es  sei  femer  BI  die  Verlängerung 
von  CB,  BNöic  Verlängerung  von  AB. 
Dann  eigiebt  die  Vergleichung  der  Win- 
kel /BA  und  IBHwit  ABC6i^  Sätze: 
Winkel  mit  parallelen  Schenkeln,  von 
denen  das  eine  Paar  gleich  gerichtet,  das 
andere  Paar  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  sind  supplementär.  Sind  dagegen  beide 
Paare  entgegengesetzt  gerichtet,  so  sind  die  Winkel  einander  gleich. 

Dass  in  dem  vorstehenden  Beweise  ED  den  Schenkel  BC  schneiden  muss, 
folgt  daraus,  dass  durch  E  sich  ausser  EF  keine  zweite  Parallele  zu  ^C  ziehen 
lässt.  Der  letztere  Gnmdsatz  wird  zuweilen  auch  in  folgender  Fassung  gebraucht: 
Gerade  Linien,  welche  einer  und  derselben  Geraden  parallel  sind, 
sind  auch  unter  einander  parallel  (7).  Schnitten  nämlich  zwei  solche 
Gerade  einander,  so  wären  durch  ihren  Durchschnittspunkt  zwei  zu  derselben 
dritten  parallele  Gerade  vorhanden. 

§  15.    Die  Winkel  der  Vielecke. 
Werden  zwei  nicht  parallele  Linien  von  einer  dritten  Geraden  geschnitten. 
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^  so  entsteht  ein  Dreieck,  und  es  genügt,  behufs  einer 
genaueren  Kenntniss  der  Beziehungen  zwischen  den  Win- 
j  kein  an  zwei  solchen  Geraden,  die  Eigenschaften  der 
Winkel  eines  Dreiecks  zu  untersuchen.  Der  Einfach- 
heit  halber  soll  im  Folgenden  ein  Dreieck  in  der  Regel 
durch  ABC,  und  die  an  den  Eckpunkten  A,  B,  C  he- 
genden inneren  Winkel  desselben  sollen  bezüglich  duKh 
a,  p,  7  bezeichnet  werden. 
C  Verlängert  man  CA  über  A,  so  entsteht  ein  Augen- 

winkel BAD,  welcher  durch  fi  bezeichnet  werden  möge 
und  Nebenwinkel  von  a  ist  Zieht  man  AE  parallel  n* 
Cß,  hO  muss  AE  innerhalb  des  Winkels  DAB  fallen,  denn  fiele  AE  innerhalb 
BAC,  so  müsste  sie  den  Umfang  der  geschlossenen  Figur  ABC  in  einem 
/weiten  Punkte,  und  somit  BC  schneiden.  Daher  theilt  AE  den  Aussen- 
winkel  in  zwei  Theile,  und  von  diesen  ist  EAD  <=  i  als  correspondirender,  und 
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EAB  =  ß  als  Wechselwinkel  an  den  Parallelen  AE  und  CB,  Hieraus  folgt,  dass 
EAD  -k-  EAB  oder  DAß  gleich  ß  -h  if  ist,  oder  der  Satz: 

Jeder  Aussenwinkel  eines  Dreiecks  ist  gleich  der  Summe  der 
beiden  ihm  gegenüberliegenden  inneren  Winkel.     (1) 

ICeraus  folgt  ohne  Weiteres,  dass  jeder  Aussenwinkel  eines  Dreiecks  grösser 
als  jeder  einzelne  ihm  gegenüberliegende  innere  Winkel,  und  dass  die  Differenz 
gleich  dem  andern  gegenüberliegenden  Winkel  ist. 

Da  also  ö  =  ß-|-7,  und  da  ausserdem  a-hS  =  2-Ä,  so  ist  auch  a -h  ß  4- 7 
=  2^,  d  h.  die  Summe  der  inneren  Winkel  eines  jeden  Dreiecks  ist 
gleich  zwei  Rechten.     (2) 

Hiemach  ist  durch  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  stets  der  dritte  bestimmt 
und  kann,  wenn  jene  durch  Zeichnung  oder  durch  Zahlen  gegeben  sind,  ent- 
sprechend durch  Zeichnung  oder  Rechnung  gefunden  werden.  Ist  z.  B.  a  =  70*, 
5=50^  soist-r=180°— (70°-h50°)  =  60°,istß  =  15°12' 19",4und7=107°14'48",7, 
soist  «  =  57**  32'  51",  9. 

Durch  einen  einzelnen  Winkel  eines  Dreiecks  ist  in  gleicher  Weise  die 
Summe  der  andern  bestimmt.  Ist  insbesondere  ein  Winkel  eines  Dreiecks  ein 
rechter,  so  ist  die  Summe  der  beiden  anderen  ebenfalls  gleich  einem  Rechten, 
diese  einzeln  sind  also  spitze.  Ist  ein  Winkel  eines  Dreiecks  ein  stumpfer,  so 
ist  die  Summe  der  beiden  anderen  kleiner  als  ein  rechter.  Hiemach  hat  jedes 
Dreieck  mindestens  zwei  spitze  Winkel;  der  dritte  kann  stumpf,  recht  oder 
ebenfalls  spitz  sein.  Man  kann  somit  nach  der  Beschaffenheit  der  Winkel  drei 
Arten  von  Dreiecken  unterscheiden:  ein  stumpfwinkeliges  Dreieck  hat  einen 
stninpfen,  ein  rechtwinkeliges  einen  rechten,  ein  spitzwinkeliges  nur  spitze 
irmkel. 

In  einem  rechtwinkeligen  Dreieck  nennt  man  die  dem  rechten  Winkel 
gegenüberliegende  Seite  die  Hypotenuse,  die  ihm  anliegenden  Seiten  die 
Katheten. 

Durch  einen  der  spitzen  Winkel  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  ist  der 
andere  bestimmt;  man  findet  diesen  aus  jenem  durch  Rechnung,  indem  man 
letztem  von  90®  subtrahirt. 

Um  in  entsprechender  Weise  die  Summe  der  Winkel  eines  beliebigen  Viel- 
ecks zu  bestimmen,  verbinde  man  einen  beliebigen  Punkt  M  im  Innern  eines 
«Ecks  mit  sämmtlichen  Eckpunkten.  Hierdurch  ent-  ^ 
Ächen  H  Dreiecke,  und  die  Gesammtsumme  aller  Winkel 
der  letzteren  muss  n  •  2  Rechte  betragen.  In  dieser  Summe 
änd  die  n  Winkel,  welche  um  den  angenommenen  Punkt 
i^  liegen,  und  welche  zusammen  vier  Rechte  betragen, 
einbegriffen.  Durch  Subtraction  erhält  man  hiemach  für 
die  Summe  der  Polygonwinkel  2«  —  4  Rechte,  d.  h.  die 
Summe  der  Winkel  eines  jeden  Vielecks  beträgt  doppelt  so  viel 
Rechte  als  dasselbe  Seiten  hat,  weniger  vier  Rechte.     (3) 

Bei  Polygonen  mit  ttberstumpfen  Winkeln  kann  der 
P»I1  Yorkommen,  däss  die  Annahme  eines  einzigen  Punktes 
im  Innern  nicht  genügt,  um  das  Polygon  in  Dreiecke  zer 
l«gtn  zu  können.  In  solchen  Fällen  lässt  sich  die  Richtig- 
wi  des  vorstehenden  Satzes  durch  entsprechende  Be- 
Kttiung  von  zwei  oder  mehreren  solchen  Punkten  nach- 
^«iseiL     VeigL  die  nebenstehende  Figur. 


i86  Planimetrie. 

Insbesondere  beträgt  also  die  Summe  der  Winkel  eines  jeden  Vierecks  \\cx 
Rechte. 

Der  Satz,    dass   durch    einen   ausserhalb   einer  Geraden   gegebenen  Punkt   nur  eine  einrg\ 
Parallele  zu    derselben    möglich   sei,    kann  strenggenommen  nicht  als  Grundsatz  (Axiom),   d-  b 
als   ein   von   selbst   gewisser,    eines  Beweises   nicht   bedürftiger  Satz  gelten,   obgleich  seine  thai- 
sächlichc  Richtigkeit   von  Niemand   bezweifelt   wird.     Auf  diesen   Satz   aber  stützt  sich   die   ir. 
Vorstehenden   gegebene  Entwicklung   der  Lehre   von   den  Parallelen,    und   diese  kann  daher  r.r. 
allen   aus   ihr  weiterhin  gezogenen  Folgerungen   nicht   als  a  priori,  d.  h.  durch  reine  Vemur'T- 
Schlüsse,    ohne   Hinzuziehung  der   Erfahrung   begründet   angesehen   werden.     Es   ist   zwar    n  ch! 
nothwendig,  gerade  diesen  Satz  als  einen  solchen  Gnmdsatz  hinzustellen,  allein  es  ist  auch  tikY'. 
gelungen,    auf  einem    anderen    Wege    die   Parallelentheorie   so   zu   entwickeln,   dass   nicht    dafw 
irgend   ein  anderer,   hier   aus  dem  Grundsatze  a])geleiteter  Satz  ohne  Beweis  bliebe  und  dem;;t- 
mäss   als   allein   durch   die  Erfahnmg  bcgrtlndet   gelten   müsstc.     Die   zahlreichen  verschiedenen 
Systeme  der  Parallelenlehre,   welche  man  aufgestellt  hat,  unterscheiden  sich  daher  von  cinajiHr- 
im  Wesentlichen   nur  durch   die   verschiedene  Wahl  des  a  priori  unbewiesen  bleibenden   SaticN 
aus  welchem  dann  die  übrigen  abgeleitet  werden.    In  den  Elementen  Euklid's,  dem  ältesten  un! 
berühmtesten    Lehrbuche   der   Geometrie,    ist   als   dieser   Grundsatz  der   Satz   benutzt,    dasis   rw*.! 
Gerade,   die  von   einer  dritten   durchschnitten  werden,   wenn  die  Summe  zweier  inneren  Gegen- 
winkel  kleiner  als   zwei  Rechte  ist,   einander  auf  derjenigen  Seite  schneiden,   auf  welcher  die<< 
Winkel  liegen.    Die  Wahl  dieses  berühmt  gewordenen  elften  Grundsatzes  Euklo)'«  kann  insofora 
keine  glückliche  genannt  werden,   als  derselbe  weniger  von  selbst  einleuchtet  wie  beispiolswci^ 
der  in   der  vorliegenden  Schrift  gewählte.     Die  vielen   vergeblichen   Versuche,   welche  gvmachi 
worden   sind,    um  diesen    elften  EuKLin'schen   Grundsatz   oder  den   statt   desselben  gesetzten  zu 
beseitigen,  haben  zu  der  Einsicht  geführt,  dass  diese  Beseitigung  unmöglich  sei,  weil  hier  in  da 
That   keine   Erkenntniss   a   priori,    sondern   eine   Erfahrungsthatsache   unseres   Raumes    vorliegr, 
und  dass  es  somit  gestattet  sei,  die  Möglichkeit  eines  anders  beschaffenen  Raumes  anzunehmen, 
in  welchem  jene  Sätze  nicht  gelten  und  also  beispielsweise  zu  einer  Geraden  durch  einen  ausser- 
halb  derselben  gegebenen  Punkt  mehr  als  eine  einzige  Parallele  gezogen  werden  könne.      Hie-- 
durch   entstand   zunächst  die  Aufgabe,   diejenigen  Sätze  der  Geometrie,   welche  unabhängig  y^ 
jenem   «Grundsatz«    bewiesen    werden    können    und    also    in  jeder  Raumform  Giltigkeit    haber 
müssen,  von  den  anderen  zu  scheiden,  die  zu  ihrem  Beweis  des  Grundsatzes  bedürfen  und  aK- 
nur  für  unsem  erfahrungsmässigen  Raum  Geltung  beanspruchen  können.    Einer  der  wichtigsitn 
dieser  letztem  Sätze   ist   der  von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks,  §  15i  (2),  welcher  somit  ancb 
umgekehrt   an    Stelle  jenes   Grundsatzes   treten,   d.  h.   aus   welchem,   wenn   er  als   richtig  ange- 
nommen,  alle   übrigen  jener  Sätze  streng  bewiesen  werden  könnten.     Durch  eine  völlig  stren*^ 
Beweisführung  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  die  Winkelsumme  eines  Dreiecks   niemals  grösser  al* 
zwei  Rechte   sein   kann,    sowie  dass  die  Winkelsumme   eines   jeden  Dreiecks  dann  zwei   Rechte 
betragen  muss,   wenn   nachgewiesen  werden  kann,   dass  dies  in  irgend  einem  einzelnen  Dreieck 
der  Fall   ist.     Dieser  letztere  Beweis   aber  ist  nur  durch  die  Erfahrung  (Beobachtung,  Messunj:' 
zu   erbringen,    und   für  den   von    dieser  Erfahrung  sich  losmachenden  Gedanken  bleibt  aL<^  die 
Möglichkeit  einer  anderen,   Nicht-EuKLiD'schen  Geometrie,   in   welcher  die  Summe  der  Wink/ 
eines   jeden  Dreiecks   kleiner  als   zwei  Rechte   ist.     Hierauf  beruht   die  von  den  Mathematikerr 
BoLYAi  und  LoBATSCHEWSKY  begründete  absoIuteGeometrie.  Zu  näherer  Belehrung  über  die^cHK 
kann  auf  Frischauf,  absolute  Raumlehre,  nach  Johann  Bolyai  bearbeitet,  Leipzig,  Vcrlic 
von   B.    G.   Teubner,    verwiesen    werden,    da    an    dieser   Stelle    ein   weiteres   Eingehen    auf  .i:c 
abstracten  Untersuchungen  dieses  Gebietes  nicht  am  Platze  sein  würde.     Wir  haben  es  vielrocrn 
in   der    vorliegenden    Schrift,    deren   Aufgabe    nur   die   Entwicklung    der   thatsächlich    geltenticn 
empirischen  oder  EuKLiD'schen  Geometrie  sein  kann,  für  nothwendig  gehalten,  als  den  »Grun«J- 
satz«    der    Parallelentheorie    einen    solchen    zu    wählen,    der    einerseits    möglichst    einleuchten«* 
ist   und    andererseits   eine   ungezwungene    Entwicklung   der    folgenden    Sätze   gestattet,    die  mcY: 
durch  die  Rücksichtnahme   auf  die   Grundlagen   der  absoluten  Geometrie  beeinüusst  zu  wenlcn 
braucht. 
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§  16.     Die  Seiten  der  Dreiecke. 

Nach  der  Beschaffenheit  ihrer  Seiten  kann  man  die  Dreiecke  unterscheiden 
m  solche  mit  drei  oder  zwei  oder  keinen  gleichen  Seiten.  Ein  Dreieck,  welches 
keine  gleichen  Seiten  hat,  heisst  ungleichseitig,  ein  solches  mit  zwei  gleichen 
Seiten  gleichschenkelig.  Im  letztem  Falle  heissen  die  gleichen  Seiten  die 
Schenkel,  die  dritte  Seite  die  Grundlinie  oder  Basis  und  derjenige  Eckpunkt, 
welcher  der  Grundlinie  gegenüberliegt,  der  Scheitel  oder  die  Spitze  des  Drei- 
ecks. Sind  alle  drei  Seiten  eines  Dreiecks  einander  gleich,  so  heisst  dasselbe 
ein  gleichseitiges.  Dasselbe  kann  als  ein  gleichschenkeliges  betrachtet  werden, 
in  welchem  die  Basis  den  Schenkeln  gleich  ist,  und  in  welchem  daher  auch 
iedt  der  drei  Seiten  als  Basis  angenommen  werden  kann. 

Jedes  gleichschenkelige  Dreieck  hat  die  Eigenschaft,  dass  seine  beiden 
Flächenseiten  nicht  bloss  symmetrisch,  sondern  auch  congruent  sind.  Denn  denkt 
nun  sich  zu  dem  Dreieck  ABC^  in  welchem  AB  gleich  AC  ist,  ein  zweites 
AEC\  welches  mit  ihm  in  Deckung  befindlich  ist,  und 
sendet  man  dann  AB  Curiit  so  kann  man  so  ABC  auf  A'B'C 
legen,  dass  A  auf  A',  AB  in  die  Richtung  von  A'C  und  — 
da  die  Winkel  A  und  A'  gleich  sind  —  AC  in  die  Richtung 
von  A'B*  fallt  Dann  muss  in  Folge  der  Gleichheit  der 
Schenkel  auch  B  auf  C  und  C  auf  B',  also  BC  auf  CB' 
fallen,  und  beide  Dreiecke  decken  einander  mithin  auch  in 
teer  Lage. 

Hierbei    kommt  der  Winkel  B  mit  C  und  C  mit  B'  (j 
rar  Deckung,  woraus   der  Satz   folgt;     Gleichen    Seiten 
eines  Dreiecks  liegen  gleiche  Winkel  gegenüber  (1),  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  Winkel  an  der  Grundlinie  eines  gleichschenkeligeh  Dreiecks  sind  gleich. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  auf  ein  gleichseitiges  Dreieck 
cigiebt  sich:  In  jedem  gleichseitigen  Dreieck  sind  alle  drei  Winkel 
gleich  (2).  Da  die  Summe  derselben  ^R  beträgt,  so  folgt  hieraus  weiter,  dass 
jeder  Winkel  eines  gleichseitigen  Dreiecks  gleich  \Rf  das  ist  gleich  G0°  ist. 

Sind  dagegen  die  Seiten  AB^  AC  eines  Dreiecks 
■ingleich,  so  fallt  bei  entsprechendem  Verfahren,  wie  vox- 
•ler,  der  Endpunkt  C  der  kurzem  Seite  zwischen  Ä  und 
^  und  der  Endpunkt  B  auf  die  Verlängerung  von  ÄC . 
r>ie  Seite  CB  schneidet  daher  CB'  in  einem  Punkte  />, 
und  der  Winkel  ACB  ist  als  Aussenwinkel  des  Dreiecks 
T>CB  grösser  als  der  ihm  gegenüberliegende  innere  A'B'C. 
Hieraus  folgt:  Der  grössern  Seite  eines  Dreiecks 
'^egt  ein  grösserer  Winkel  gegenüber  (3). 

Demnach    muss    auch   der    grössten  von   allen   drei     ^ 
Seilen  eines  Dreiecks  der  grösste  Winkel  desselben  gegenüberliegen. 

Umgekehrt  liegen  gleichen  Winkeln  eines  Dreiecks  gleiche  Seiten, 
and  dem  grössern  Winkel  liegt  eine  grössere  Seite  gegenüber  (4), 
^enn  die  Annahme  des  Gegentheils  widerspricht  einem  der  vorstehenden  Sätze. 

^  nämlich  ^  B  =  C,  und  wäre  AB  ^  AC,  so  müsste  nach  dem  zweiten  Satze 

^C^B  sein;  ist  aber  ^  B^Q  und  wäre  AB  =  AC,  so  müsste  nach  dem 
ersten  Satze  /L  B=C  sein. 
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Daher  ist  auch  jedes  Dreieck,  dessen  drei  Winkel  einander  gleich  sind,  ein 
gleichseitiges,  und  dem  grössten  von  allen  drei  Winkeln  eines  Dreiecks  liegt  die 
grösste  Seite  gegenüber. 

In  jedem  rechtwinkeligen  Dreieck  ist  also  die  Hypotenuse  grösser  als  jede 
Kathete,  und  in  jedem  stumpfwinkeligen  Dreieck  ist  die  dem  stumpfen  Winkel 
gegenüberliegende  Seite  die  grösste. 

Als  weitere  Anwendungen  des  Vorstehenden  sind  noch  folgende  Sätze 
bemerkenswerth : 

In  jedem  gleichschenkeligen  Dreieck  ist  durch  einen  Winkel  jeder  der 
anderen  bestimmt.  Ist  z.  B.  der  Winkel  an  der  Spitze  gleich  a  gegeben,  so  ist 
jeder  der  Winkel  an  der  Grundlinie  gleich  der  Hälfte  von  180*^  —  a,  also  gleich 
OC  —  ^a.  Ist  dagegen  ein  Winkel  an  der  Basis  gleich  ß  gegeben,  so  ist  der 
andere  Winkel  an  der  Basis  ebenfalls  gleich  ß  und  der  Winkel  an  der  Spitze 
gleich  180*^  —  2ß.  —  Stimmen  daher  zwei  gleichschenkclige  Dreiecke  in  den 
Winkeln  an  der  Spitze,  oder  stimmen  dieselben  in  einem  der  Winkel  an  der 
Gnmdlinie  überein,  so  stimmen  sie  auch  in  je  zwei  anderen  gleichliegenden 
Winkeln  überein. 

Femer  sind  in  jedem  gleichschenkeligen  Dreieck  die  Winkel  an  der  GrurKi- 
linie  spitze,  da  kein  Dreieck  zwei  rechte  oder  zwei  stumpfe  Winkel  haben  kann. 
Die  Aussenwinkel  an  der  Basis  sind  stets  stumpfe  Winkel.  Der  Aussenwinkel 
an  der  Spitze  ist  doppelt  so  gross  als  jeder  der  inneren  Winkel  an  der  Grund- 
linie.  —  Kin  rechtwinkeliges  oder  ein  stumpfwinkeliges  Dreieck  kann  nie  gleich- 
seitig sein;  es  kann  gleichschenkelig  sein,  und  dann  ist  der  rechte  oder  stumpfe 
Winkel  der  Winkel  an  der  Spitze.  Im  rechtwinkeligen,  gleichschenkeligen  Drei- 
eck beträgt  jeder  Winkel  an  der  Gnmdlinie  einen  halben  Rechten  oder  45  Grad. 

§  17.     Fortsetzung. 

Verlängert  man  eine  Seite  CA  eines  Dreiecks  ABC  um  AD  =  AB  und  vcr- 

1«  bindet  D  mit  B,  so  ist  ABD  ein  gleichschenkeligen 
Dreieck,  folglich  ^  ADB^=^  ABD,  Fügt  man  nun  zu 
dem  letztem  Winkel  den  Winkel  ABC  hinzu,  so  ergielx 
sich,  dass  in  dem  Dreieck  CBD  der  Winkel  CBD  grösser 
als  CDB  und  mithin  auch  die  Seite  CD  grösser  als  CB 
ist  Da  man  nun  für  CD  auch  CA  -\-  AB  setzen  kann, 
so  folgt: 

^  In  jedem    Dreieck   ist   die    Summe  je  zweier 

Seiten  grösser  als  die  dritte  Seite.     (1) 

Tragt  man  dagegen  AE^=  AB  auf  der  grossem  AC  der  beiden  Seiten  AC 
und  AB  ab  und  zieht  BE^  so  ist  der  Aussenwinkel  CEB  an  der  Grundlinie  dc^ 
gleichst henkeligcn  Dreiecks  ABE  stumpf,  und  mithin  im  Dreieck  BEC  die 
Seite  CB  grj>sscr  als  CE.     Hieraus  folgt: 

In  jedem  Dreieck  ist  die  Differenz  je  zweier  Seiten  kleiner  aU 
die  dritte  Seite.     \;;1\ 

Die  beiden  vorstehenden  S:aie  sind  streng  genommen  nur  verschiedene 
.\uMlnickswciscn  desselben  Sat/os,  denn  ist  a  -♦-  ^  >  r,  so  muss  nothwendic 
••  ^ -^  rf  sem.  Mit  anderen  Worten:  Die  Behauptung  AC — AB<^BC\*^\ 
identiMh  mit  der  Bohauptun«;  AB  ^  BC>  AC, 

\\\  femer  ABCPE  eine  beliebige,  die  Punkte  A  und  £  verbindende 
gebrtKhene  Linie,  AE  die  zugehörige  Gerade,  und  zieht  man  AC  und  AD,  Sk^ 


2.   Die  Congnienz. 


189 


ist  nach  dem  Vorigen  AD  -h  DE>  AE^  femer 
AC -{'CD> ADy  mithin  um  so  mehr  AC-¥CD 
-h  DE  >  AE.  Ebenso  \%t  AB^BOAQ  mithin 
um  so  mehr  AB  4-  BC-^  CD  4-  DE  >  AE. 

Man  sieht  leicht  ein,    dass  man  diesen  Beweis  A 
för  jede  beliebige  Anzahl  von  Theil-Geraden  der  gebrochenen  Linie  führen  kann. 

Denkt  man  sich  die  einzelnen  Strecken  der  gebrochenen  Linie  hierbei  an 
Zahl  ohne  £nde  zunehmend,  dagegen  an  Grösse  ohne  Ende  abnehmend,  so 
nähert  sich  die  gebrochene  Linie  mehr  und  mehr  einer  krummen.  Jede  krumme 
Linie  zwischen  zwei  Punkten  A  und  E  kann  umgekehrt  als  die  Grenze  angesehen 
werden,  welcher  man  durch  eine  zwischen  denselben  Punkten  liegende  gebrochene 
Gerade  bei  unendlicher  Zunahme  der  Anzahl  der  Strecken  der  letztem  beliebig 
nahe  kommen  kann,  denn  man  hat  nur  nöthig,  auf  der  krummen  Linie  eine  An- 
zahl von  Punkten  anzunehmen,  je  zwei  benachbarte  derselben  durch  eine  Gerade 
Terbunden,  und  die  angenommenen  Punkte  unendlich  nahe  an  einander  rückend 
/a  denken.  Da  nun  der  vorstehende  Satz  für  jede  Anzahl  der  Theilstrecken 
^j  gebrochenen  Geraden  gilt,  so  lässt  sich  auch  behaupten,  dass  nicht  nur  jede 
gebrochene,  sondern  auch  jede  krumme  Linie  zwischen  zwei  Punkten  länger  als 
dk  gerade  Verbindungslinie  dieser  Punkte  oder  dass  die  Gerade  der  kürzeste 
Weg  zwischen  zwei  Punkten  ist.     (3) 

Verbindet  man  einen  beliebigen  im  Innern  eines  Dreiecks  liegenden  Punkt 
D  mit  zwei  Eckpunkten  B,  C  des  Dreiecks,  so  schliessen 
die  Verbindungslinien  einen  Winkel  BDC  ein,  welcher 
grösser  ist  als  der  gegenüberliegende  Winkel  des  Drei- 
ecks. Denn  verlängert  man  CD  bis  zum  Durchschnitt 
mk  AB  in  E,  so  ist  Z  CDB  >  Z  DEB  (als  Aussenwinkel 
des  Dreiecks  DEE),  und  ebenso  Z  DEB  >  ^  CAB, 
folglich  um  so  mehr  Z  CDB  >  ^  CAB, 

Dagegen  ist  die  Summe  der  Verbindungslinien  CD 
^DB  kleiner  als  die  Summe  der  einschliessenden  Seiten  CA-hAB, 

denn  es  ist  CA -h  AE  >  CD -h  DE,  DE  4-  EB  >  DB,  mithin  auch 
CA  4-  AE  -+■  DE  -h  EB  >  CD -+^  DE-^DB,  und  da 

DE  =  DE, 

^  ist  CA-^  AE  -+-  EB  >  CD  H-  DB,  oder 

CA  -+■  AB  >CD  +  DB, 

Schneidet  man  in  der  vorigen  Figur  von  CDB  durch  eine  Gerade  FG  ein 
Dreieck  FDG  ab,  so  ist,  da  FD-^-DG^FG,  die  gebrochene  Linie  CFGB 
Uciner  als  CD  -^  DB,  und  daher  um  so  mehr  kleiner 
als  CA  -^  AB,  Dieses  Verfahren  kann  man  beliebig 
oft  wiederholen,  und  umgekehrt  kann  man  von  einer 
gebrochenen  Linie  mit  beliebig  vielen  Theilstrecken, 
welche  C  mit  B  verbindet  und  der  Seite  CB  nur  hohle 
Wtnkelräume  zukehrt,  nach  einander  zu  gebrochenen 
Linien  mit  je  einer  Theilstrecke  weniger  als  vorher 
ivückgeben.  Man  kann  auch  hier  eine  krumme  Linie  C' 
als  Grenze  einer  gebrochenen  bei  unendlich  wachsender  Anzahl  der  Theilstrecken 
tj^trachten,  und  man  erhält  somit  den  Satz:  Jede  zwischen  zwei  Eckpunkten 
eines  Dreiecks  innerhalb  desselben  gezogene  gebrochene  oder  krumme 
Linie,   welche  der  dieselben  Punkte  verbindenden  Seite  keine  con- 
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vexen  Winkelräume,  be^w.  keine  convexe  Krümtüung  zukehrt,  isl 
kleiner  als  die  Summe  der  sie  einschliessenden  Dreiecksseiten.  (4J 
Noch  allgemeiner  lässt  sich  zeigen,  dass  jede  solche  gebrochene  oder  krumme 
Linie,  welche  eine  andere  solche  gebrochene  oder  krumme  Linie  einschliess^ 
grösser  als  die  letztere  ist. 

§  18.     Die  Congruenzsätze. 

Zeichnet  man,  um  ein  Dreieck  ABC  zu  construiren,  zunächst  eine  Seite  y4i 
desselben  und  dann  an  diese  in  ihren  Endpunkten  A,  B  bezüglich  die  Winkel 
a  und  ß,  so  sieht  man,  dass  die  J^ängen  der  beiden  anderen  Seiten  AC  und  Bi 
nicht  mehr  willkürlich  angenommen  werden  können,  sondern  sich  mittelst  dei 
Durchschnittspunktes  C  der  slu  AB  angelegten  Schenkel  von  selbst  ergeben.  Da^s 
auch  der  dritte  Winkel  7  nicht  mehr  willkürlich  annehmbar  ist,  folgt  schon  auj 
dem  Satze  von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks. 

Durch  eine  Seite  und  die  beiden  anliegenden  Winkel  sind  also  die  übriger 
Stücke  des  Dreiecks  unzweideutig  bestimmt,  und  daher  müssen  Dreiecke,  welchci 
in  jenen  ersteren  Stücken  übereinstimmen,  auch  in  den  anderen  übereinstimmen^ 
also  congruent  sein.     Somit  ergiebt  sich  der  erste  Congruenzsatz: 

Dreiecke,  welche  in  einer  Seite  und  den  beiden  anliegenden 
Winkeln  übereinstimmen,  sind  congruent.     (1) 

Der  Beweiss  dieses  Satzes , kann  auch  dadurch  geführt  werden,  dass  man 
unmittelbar  zeigt,  wie  zwei  solche  Dreiecke  zur  Deckung  gebracht  werden  können. 

Denn  ist  AB  =  A'B\  -  1 
=  «',  ß  =  ß',  so  denke  man 
sich  das  Dreieck  A'B*C  so  auf 
ABC  gelegt,  dass  A'  auf  A  und 
A'B'  in  die  Richtung  von  Aß. 
also  zufolge  der  (Gleichheit  von  A'B'  und  AB  auch  B'  auf  B,  und  dass  beide  Drei- 
ecke auf  dieselbe  Flächenseite  der  gemeinschaftlichen  Strecke  fallen.  Dann  mii>9 
in  Folge  der  Gleichheit  von  ß  und  ß'  auch  B'C  in  die  Richtung  von  BC,  und  in 
Folge  der  Gleichheit  von  a  und  a'  auch  A*C  in  die  Richtung  von  ^C*  fallen.  I>j 
aber  zwei  gerade  Linien  nur  einen  einzigen  Durchschnittspunkt  haben,  so  fallt 
auch  C  auf  C,  und  das  Dreieck  A'B'C  deckt  mithin  das  Dreieck  ABC. 

Ks  fragt  sich  nun,  ob  auch  jede  drei  auf  andere  Weise  ausgewählte  Stücke 
des  Dreiecks  die  übrigen  bestimmen.  Untersucht  man  alle  hierbei  möglichen 
Fülle,  so  ergiebt  sich  Folgendes: 

Stimmen  zwei  Dreiecke  in  einer  Seite,  einem  ihr  anliegenden  und  dem 
gegenüberliegenden  Winkel  überein,  so  müssen  sie  in  F'olge  des  Satzes  von  der 
Winkelsumme  des  Dreiecks  auch  in  dem  andern  anliegenden  Winkel  überein 
stimmen  und  somit  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  congruent  sein.  Man  kann 
also  diesen  Sau  dahin  erweitern  dass  allgemein 

Dreiecke,  welche  in  einer  Seite  und  zwei  gleichliegenden 
Winkeln  tibereinstimmen,  congruent  sind.     (2) 

Ks  sei  ferner  angenommen,  dass  AB  =^  A*B',  AC^=^ÄC  und  ^i  a  =  «',  so 
kann  man  sich  wieder  das  Dreieck  ÄB'C  so  auf  das  Dreieck  ABC  geleimt 
denken,  dass  Ä  auf  A^  AB  in  die  Richtung  von  AB  und  mithin  zufolge  der 
(Gleichheit  von  AB  und  AB  auch  B  auf  ^  ßLllt  Dann  wird  wegen  der  Gleich- 
heit von  «'  und  «  auch  A'C  in  die  Richtung  von  AC  und  somit  —  in  Folge  der 
iileirhheit  von  ÄC  und  AC  —  auch  C  auf  C  fallen.     Da  nun  zwischen  den 
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Punkten  B  und  C  nur  eine  einzige  Gerade  möglich  ist,  so  fällt  auch  B*C  auf 
BC,  und  das  Dreieck  ÄB'C  deckt  also  das  Dreieck  ABC,  Somit  erhält  man 
den  zweiten  Congruenzsatz: 

Dreiecke,  welche  in  zwei  Seiten  und  dem  von  ihnen  einge- 
schlossenen Winkel  übereinstimmen,  sind  congruent     (3) 

Durch  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkel  sind  also  auch  die 
drei  übrigen  Stücke  des  Dreiecks  der  Grösse  nach  bestimmt  Dies  lässt  sich 
auch  dadurch  zeigen,  dass,  wenn  man  AB  zeichnet,  an  AB  in  A  den  Winkel  a 
anlegt,  und  dem  angelegten  Schenkel  die  bestimmte  Länge  AC  giebt,  die  Ver- 
bindungslinie BC  und  mit  ihr  die  Winkel  an  B  und  C  nicht  mehr  beliebig  ange- 
nommen werden  können. 

Stimmen  femer  die  Dreiecke  ABC,  ÄB^C  in  zwei  Seiten  AB,  A'B'  und 
AC,  ÄCy  sowie  in  einem  der  diesen  Seiten  gegenüberliegenden  Winkel  ß,  ß' 
liberein,  und  denkt  man  sich  wieder  das  Dreieck  ÄB^C  so  auf  ABC  gelegt, 
dass  A  auf  A,  AB*  in  die  Richtimg  von  AB,  mithin  wegen  der  Gleichheit  von 
AB  und  AB  auch  B'  auf  B  und  weiterhin  wegen  der  Gleichheit  von  ß'  und  ß 
aach  B*C  in  die  Richtung  von  BC  fallt,  so  kann  zunächst  nicht  behauptet 
werden,  dass  auch  C  auf  C  fallen  müsse.  Nimmt  man  nun  an,  B^C  sei  kleiner 
als  BC,  es  fiele 
also  C*  zwischen 
B  und  C,  etwa 
nach  D,  und  mit- 
hin ÄC  nach 
AB^  so  müsste 
wq§enderGleich-  £ 
\iiki  von  A'C^  und 

.-/Cauch  AD  ^^  AC,  also  das  Dreieck  ACD  gleichschenklig  und  folglich  ^  ACB 
—  ADC  sein.  Der  Winkel  BDA  des  Dreiecks  BDA  oder,  was  dasselbe  ist,  der 
Winkel  7'  des  Dreiecks  ÄB'C  muss  also  in  diesem  Fall,  wie  den  Winkel  ADC,  so 
aach  den  Winkel  ACB  oder  7  des  Dreiecks  ABC  zu  zwei  Rechten  ergänzen.  Um- 
gekehrt, ist  y  =  180° — 7,  so  lässt  sich  das  Dreieck  ÄB'C  in  die  Lage  des  Dreiecks 
ABD  bringen.  —  Nimmt  man  dagegen  an,  dass  B^C  >  BC  sei,  also  C  auf  die 
Verlängerung  von  BC  falle,  so  kann  man  durch  ein  entsprechendes  Verfahren, 
oder  auch  indem  man  umgekehrt  ABC  axif  A'B' C  legt,  wobei  derselbe  Fall  wie 
vorher  eintreten  muss,  zeigen,  dass  7  =  180°  —  7'  sein  muss.  —  Aus  beiden  An- 
nahmen vereinigt  ergiebt  sich,  dass,  wenn  7  und  7'  nicht  zusammen  zwei  Rechte 
betragen,  C  auf  C  fallen,  das  Dreieck  A'B*C  also  das  Dreieck  ABC  decken 
muss.     Somit  hat  man  den  dritten  Congruenzsatz: 

Dreiecke,  welche  in  zweiSeiten  undeinemdergegenüberliegenden 
Winkel  übereinstimmen,  sind  congruent,  wenn  die  anderen  gegenüber- 
liegenden Winkel  nicht  supplementär  zu  einander  sind.     (4) 

Selbstverständlich  müssen  die  Dreiecke  auch  dann  congruent  sein,  wenn  die 
anderen  gegenüberliegenden  Winkel  beide  rechte  sind,  denn  in  diesem  Falle  sind 
die  letzteren  nicht  nur  supplementär,  sondern  auch  gleich.  —  Sollen  Dreiecke, 
welche  in  zwei  Seiten  und  einem  gegenüberliegenden  Winkel  übereinstimmen, 
nicht  congruent  sein,  so  muss  der  andere  gegenüberliegende  Winkel  nothwendig 
in  dem  einen  Dreieck  ein  spitzer,  in  dem  andern  ein  stumpfer  sein,  und  dieses 
Merkmal,  obgleich  ungenauer  als  das  vorher  angegebene,  genügt  in  praktischen 
Fällen  meist  zur  Entscheidung  der  Frage.    In  diesem  Siime  kann  man  den  obigen 
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Congruenzsatz  auch  dahin  fassen,  dass  Dreiecke  congruent  sind,  welche  in  zwei 
Seiten  und  einem  gegenüberliegenden  Winkel  übereinstimmen,  und  in  welchen 
die  anderen  gegenüberliegenden  Winkel  gleichartig,  d.  h.  beide  entweder  sjpku 
oder  beide  rechte  oder  beide  stumpfe  sind.  —  Da  femer  der  grossem  der  beiden 
Seiten  auch  der  grössere  Winkel  gegenüberliegt,  und  ein  Winkel,  welcher  einer 
kleinem  Seite  gegenüberliegt,  somit  nothwendig  ein  spitzer  sein  muss,  so  kann 
man  aus  dem  obigen  Congruenzsatz  auch  folgende  engere  Fassung  ableiten 
Dreiecke,  welche  in  zwei  Seiten  und  dem  der  grössern  von  ihnen 
gegenüberliegenden  Winkel  übereinstimmen,  sind  congruent  In  dieser 
letztem  Fassung,  welche  keine  Kenntniss  der  anderen  gegenüberliegenden  Winkel 
voraussetzt  und  somit  das  Kriterium  der  Congruenz  nur  an  als  übereinstimmend 
gegebene  Stücke  knüpft,  findet  der  Satz  die  meisten  Anwendungen. 

Aus  der  vorstehenden  Entwicklung  folgt  noch,  dass  durch  zwei  Seiten  ^.  c 
und  einen  gegenüberliegenden  Winkel  p  die  übrigen  Stücke  des  Dreiecks  inr. 
Allgemeinen  nicht  völlig  bestimmt  sind,   sondern  dass,  damit  dies  der  Fall  sei 

noch  eine  weitere  Bedingung,  wie  ^  >  r,  oder  die  schärfere  T  "+"  t'  <  1  ^^^  hinzu- 
treten muss.  Ist  nicht  bekannt,  dass  diese  Bedingung  erfüllt  sei,  so  sind  jedoch 
die  übrigen  Stücke  auch  nicht  völlig  unbestimmt,  sondern  es  bleibt  nur  die  Wahl 
zwischen  zwei  Möglichkeiten,  d.  h.  es  giebt  höchstens  zwei  nicht  congniente 
Dreiecke  aus  jenen  Stücken.  Man  kann  also  sagen,  das  Dreieck  sei  in  diesem 
Falle  zweideutig  bestimmt. 

Stimmen  endlich  zwei  Dreiecke  in  den  drei  Seiten  überein,  ist  also  AB  = 
ÄB\  AC=A'C,  £C-=B'C,  und  denkt  man  sich  wieder  das  Dreieck  A'SC 
so  Si\i(  ABC  gelegt,  dass  beide  Dreiecke  die  Seite  AB  gemeinschaftlich  haben. 

so  kann  zunächst  mcb: 
behauptet  werden,  däss 
B'C  in  die  Richtung 
von  BC  fallen  müsse. 
Nimmt  man  an,  di«s 
finde  in  der  That  nich: 
statt,  sondern  es  falle 
ß  B'C  etwa  nach  B£>, 
also  A'C  nach  AD,  und  zieht  man  dann  CD,  so  muss,  da  BD  =  BC  ist, 
das  Dreieck  BCI>  gleichschenkelig,  also  Z  BCD  =  BDC  sein.  Hieraus  würde 
folgen,  dass  Z  AC£>  >  ADC  sein  müsste,  da  ACD  um  ACB  grösser  als  BCD 
und  ausserdem  ADC  kleiner  als  BDC  ist.     Im  Dreieck  ACD  müsste  also,  da 

dem  grossem  Winkel  eines 
»  T  Dreiecks  die  grössere  Seite 

gegenüberliegt,  AD  ':>^  AC 
sein,  und  somit  wäre  auch 
ÄC>AC  Dies  wider- 
spricht  der  Voraussetzung, 

nicht  in  die  Lage  von  BD 
fallen.  —  Hierbei  ist  in  der  Figur  angenommen  worden,  dass  AD  die  Seite 
BC  schneide.  Diese  Annahme  ist  die  einzige  gestattete,  denn  bei  jeder  anderen 
Lage   von  D,    wie  in  den  nebenstehenden  Figuren,    würde  nach  dem  vorigen 

Paragraphen  AD  -h  DB  ^AC-\-  CB  sein,  was  wieder  der  vorausgesetzten  Gleich- 
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heit  der  homologen  Seiten  widersprechen  würde.  Somit  muss  BD  in  die  Richtung 
Ton  BC  fallen,  und  in  gleicher  Weise  >4Z>  in  die  Richtung  von  AC  fallen;  die 
beiden  Dreiecke  müssen  also  einander  decken.  Man  hat  somit  den  vierten 
Congrnenzsatz: 

Dreiecke,  welche  in  den  drei  Seiten  übereinstimmen,  sind  con- 
gruent    (5) 

Durch  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  sind  daher  auch  die  Winkel  desselben 

bestimmt 

§  19.    Nicht-Congruenz-Sätze. 

Die  vorstehenden  vier  Congruenzsätze  zeigen,  dass  im  Allgemeinen  drei 
Stacke  eines  Dreiecks  die  Gestalt  und  Grösse  desselben  bestimmen.  Eine  Aus- 
nahme macht  zunächst  der  Fall,  in  welchem  diese  Stücke  die  drei  Winkel  sind. 
Dass  Dreiecke,  welche  in  den  drei  Winkeln  übereinstimmen,  nicht  congruent  zu 
sein  brauchen,  kann  leicht  gezeigt  werden,  indem  man  in  einem  Dreieck  ABC 
zu  einer  Seite  AB  eine  Parallele  DE  zwischen  den  beiden  anderen  Seiten  zieht. 
Aus  der  Gleichheit  der  correspondirenden  Winkel  folgt,  dass  C 

das  abgeschnittene  Dreieck  CDE  mit  dem  grösseren  CAB 
in  den  Winkeln  übereinstimmt.  —  Diese  Ausnahme  erklärt 
sich  dadurch,  dass  durch  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  der 
dritte  mit  bestimmt  ist,  dass  also  die  drei  Winkel  nicht  von 
einander  unabhängige  Bestimmungsstücke  sind.  Mit  anderen 
Worten:  Sind  zur  Bestimmung  eines  Dreiecks  zwei  Winkel 
gegeben,  so  ist  der  dritte  auch  bekannt  und  kann  also  nicht 
gegeben  werden.  —  Eine  andere  Ausnahme  macht  der  Fall,  in  welchem  zwei 
Seiten  und  ein  gegenüberliegender  Winkel  gegeben  sind;  doch  ist  in  diesem  Fall 
das  Dreieck  nicht  unbestimmt,  sondern  nur  zweideutig  bestimmt.  Man  kann 
hiemach  die  Congruenzsätze  dahin  zusammenfassen:  Ein  Dreieck  ist  seiner 
Gestalt  und  Grösse  nach  eindeutig  oder  zweideutig  bestimmt,  wenn  drei  Stücke 
desselben,  unter  denen  sich  wenigstens  eine  Seite  befindet,  gegeben  sind. 

Der  für  den  vierten  Congruenzsatz  gegebene  Beweis  zeigt  ausserdem  un- 
mittelbar die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

Stimmen  zwei  Dreiecke  in  zwei  Seiten,  aber  nicht  in  dem  einge- 
schlossenen Winkel  überein,  so  ist  die  dritte  Seite  in  demjenigen 
Dreieck  grösser  als  in  dem  anderen,  welches  den  grössseren  einge- 
schlossenen Winkel  hat.     (1) 

Umgekehrt  muss  daher  auch  der  Satz  gelten:  Stimmen  zwei  Dreiecke 
in  zwei  Seiten,  aber  nicht  in  der  dritten  Seite  überein,  so  ist  der  von 
jenen  Seiten  eingeschlossene  Winkel  in  demjenigen  Dreieck  grösser 
als  in  dem  anderen,  welches  die  grössere  dritte  Seite  hat  (2).  Denn 
ysi  AB  =  A B\  AC^  A'C,  aber  BC>  B'C,  so  kann  zunächst  Z  «  nicht  gleich 
1  sein,  da  in  diesem  Fall  aus  der  Uebereinstimmung  beider  Dreiecke  in  zwei 
Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel 
die  Congruenz  der  Dreiecke,  also  die  der 
Voraussetzung  widersprechende  Gleichheit 
der  dritten  Seiten  folgen  würde.  Wäre  aber 
a'  >  o,  so  müsste  nach  dem  vorhergehenden 
Satz,  wieder  gegen  die  Voraussetzung,  B'C 
>BC  sein.  Somit  ist  nur  möglich,  dass 
a>a'  ist 
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Man  kann  die  beiden  vorstehenden  Sätze  als  Nicht-Congnienzsätze  onit  den 
entsprechenden  Congruenzsätzen,  wie  folgt,  verbinden:  Stimmt  ein  Dreieck  mit 
einem  anderen  in  zwei  Seiten  überein,  so  ist  der  von  diesen  Seiten  eingeschlosseQe 
Winkel  in  demselben  grösser,  ebenso  gross  oder  kleiner  als  in  dem  anderen,  je 
nachdem  die  dritte  Seite  des  ersteren  grosser,  ebenso  gross  oder  kleiner  als  die 
dritte  Seite  des  letzteren  ist,  und  umgekehrt 

Noch  andere  Nicht-Congruenz-Sätze  lassen  sich  ebenfalls  leicht  im  Anschluss 
an  die  Congruenzsätze  ableiten.  Wir  fuhren  die  nachstehenden,  welche  spater 
gebraucht  werden,  kurz  an: 

Stimmt  ein  Dreieck  mit  einem  anderen  in  einer  Seite  und  einem  ihr  an- 
liegenden Winkel  überein,  so  ist  der  andere  anliegende  M^nkel  in  demjenigen 
Dreieck  der  grössere,  in  welchem  ihm  eine  grössere  Seite  gegenüberliegt,  und 
umgekehrt  —  Der  Beweis  kann  nach  Analogie  des  Beweises  zum  ersten  Con- 
gruenzsatz  geführt  werden.    (3) 

Stimmen  zwei  Dreiecke  in  der  grössten  Seite  und  in  dem  derselben  gegen- 
überliegenden Winkel  überein,  ist  aber  eine  zweite  Seite  des  einen  Dreiecks 
grösser  als  eine  zweite  Seite  des  anderen,  so  ist  die  dritte  Seite  des  ersteren 
kleiner  als  die  dritte  Seite  des  letzteren  (4).  —  Zum  Beweise  denke  man  sich 
beide  Dreiecke  so  an  einander  gelegt,  dass  ihre  gleichen  Seiten  zusammenfallen, 
beide  Dreiecke   aber   auf  verschiedenen  Flächenseiten  liegen.    Es  seien  ABC 

und  BCD  die  beiden  Dreiecke  in  dieser  Lage.  Ist 
nun  AB>BD^  und  zieht  man  AD,  so  ist  im 
Dreieck  ABD  der  der  grösseren  Seite  gegenüber- 
liegende Winkel  BDA  grösser  als  BAD,  Da  aber 
C  die  ganzen  Winkel  BAC  und  BDC  nach  Voraus- 
setzung gleich  sind,  so  muss  der  Rest  y4Z)C  kleiner 
als  DAQ  mithin  auch  in  dem  Dreieck  ACD  die 
Seite  AC  kleiner  als  DC  sein,  was  zu  beweisen 
war.  —  Die  Forderung,  dass  BC  die  grösste  Seite 
^  sei,    ist  deshalb  gestellt,    damit  AD,   wie  in  der 

nebenstehenden  Figur  die  Seite  BC  zwischen  B  und  C  schneiden  müsse.  Schnitte 
nämlich  AD  die  Linie  BC  in  C  oder  auf  der  Verlängerung  über  C  m  F,  so 
wären  die  Winkel  AFB,  DFB  entweder  beide  rechte,  oder  einer  von  ihnen, 
z.  B.  AFB,  ein  stumpfer,  in  beiden  Fällen  also  AB>BF  und  mithin  auch 
AB>  BC,  die  gestellte  Forderung  also  nicht  erfüllt,  wie  auch  der  vorstehende 
Beweis  nicht  anwendbar.. 

Insbesondere  ist  also  in  zwei  rechtwinkeligen  Dreiecken  mit  gleichen  Hypo- 
tenusen die  zweite  Kathete  des  einen  grösser,  ebenso  gross  oder  kleiner  als  die 
zweite  des  anderen,  je  nachdem  die  erste  Kathete  des  einen  kleiner,  ebenso 
gross  oder  grösser  als  die  erste  des  anderen  ist    (5) 

Haben  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke  gleiche  Hypotenusen,  und  ist  ein  Winkel 
des  einen  grösser  als  ein  Winkel  des  anderen,  so  liegt  dem  grösseren  Winkel 

eine  grössere  Kathete  gegenüber  (6).  Zum  Beweise 
denke  man  sich  beide  Dreiecke  so  aufeinander  ge* 
legt,  dass  die  gleichen  Hypotenusen  einander 
decken.  Ist  nun  AB  die  gemeinschaftliche  Hy- 
potenuse und  /.  CBA  >  Z  DBA,  so  ist  —  wie 
^  aus  der  Winkelsumme  folgt  —  ^  CAB  <  ^  DAB, 
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also  fiait  AD  ausserhalb  des  Dreiecks  ABC,  und  BD  schneidet  CA.  Zieht 
man  nun  CD,  so  ist  ^  CDA  >  Z  BDA,  also  ein  stumpfer  Winkel,  mithin  ist 
im  Dreieck  CDA  die  Seite  CA  die  grösste,  also  auch  CA  >  DA,  was  zu  be- 
weisen war. 

§  20.    Unmittelbare  Anwendungen. 

Die  Yorheigehenden  Sätze  dieses  Kapitels  bieten  zunächst  die  nöthigen  Hilfs- 
mittel ffir  eine  genauere  Untersuchung  der  gegenseitigen  Lagen  von  Punkten 
und  Lnden. 

Von  einem  Punkte  A  ausserhalb  einer  gegebenen  Geraden  MN  lassen  sich 
unzählig  viele  Verbindungs  -  Strecken  nach 
Punkten  der  letzteren  ziehen.  Unter  allen 
diesen  Strecken  ist  die  senkrechte  die 
kärseste  (1),  denn  ist  AB  senkrecht  imd  AC 
schief  zu  BC,  so  ist  im  rechtwinkeligen  Dreieck 
i^^Cdie  dem  rechten  Winkel  gegenüberliegende 
Seite  AC  die  grösste.  Die  Senkrechte  AB  wird 
daher  auch  der  Abstand  oder  die  Entfer- 
nung des  Punktes  A  von  der  Geraden  MN 
genannt 

Von  den  vom  Punkte  A  nach  der  Geraden //!A^  gehenden  Strecken 
sind  ferner  je  zwei,  welche  zu  verschiedenen  Seiten  der  Senkrechten 
AB  ^{^  liegen,  dass  ihre  Fusspunkte  C,  D  vom  Fusspunkt  J?  der  Senk- 
rechten gleich  weit  abstehen,  von  gleicher  Länge  (2).  Denn  ist  BC 
=  BD^  so  stimmen  die  Dreiecke  ABC  und  ABD  in  zwei  Seiten  und  dem  ein- 
geschlossenen (rechten)  Winkel  überein,  sind  also  congruent,  und  mithin  ist  AC 

Umgekehrt  lässt  sich  in  entsprechender  Weise  leicht  zeigen,  dass  aus  der 
Gleichheit  der  Strecken  AC,  AD  auch  die  der  Strecken  BC  und  BD  folgt,  so- 
wie femer,  dass  in  diesem  Fall  auch  die  Winkel  ACB  und  ADB  gleich  sind. 

Sind  dagegen  die  Abstände  der  Fusspunkte  zweier  Verbindungs- 
strecken vom  Fusspunkt  der  Senkrechten  ungleich,  so  gehört  zudem 
grösseren  Abstand  die  längere  Verbindungsstrecke  und  der  kleinere 
Winkel  derselben  gegen  die  Gerade  (3). 

Ist  näaodich  £B  >  CB,  tmd  nimmt  man  an,  dass  C  und  B  nach  derselben 
Richtung  der  Geraden  AfJV  von  B  aus  liegen  —  was  immer  erlaubt  ist,  da  man 
anderenfiills  nur  eine  der  beiden  Strecken  durch  die  ihr  nach  dem  vorhergehen- 
den Satze  gleiche  zu  ersetzen  braucht  —  so  ist  ^  ACE  als  Aussenwinkel  des 
I^iciecks  ABC  grösser  als  der  ihm  gegenüberliegende  rechte  ABC  Jener  ist 
ilso  ein  stumpfer,  und  es  liegt  ihm  also  im  Dreieck  ACE  die  grösste  Seite 
g^genaber.    Somit  ist  AE>^AC. 

Der  Wiskel  ACB  aber  ist  als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  ACE  grösser  als 
der  Winkel  AEC. 

Auch  dieser  Satz  lässt  sich,  wie  leicht  zu  beweisen,  umkehren. 

Ans  den  Toistehenden  Entwicklungen  ergiebt  sich,  dass  wenn  man  die  ra  MN  senkrechte 
(>«de  ALvask  A  dreht,  der  Winkel  beider  Geraden  zuerst  fortwährend  abnimmt,  der  Richtungs- 
"B<*nchicd  beider  Liniea  also  um  so  kleiner  wird,  je  mehr  die  Gerade  AL  sich  der  parallelen 
Lage  mit  i^A^  nähert  Dies  stimmt  mit  der  früheren  Anschauung,  wonach  parallele  Linien  gleiche 
^ic^tnagCQ  haben,  Obcreis. 

Von  einem  Punkte  A  lassen,  sich  nach  dem  Vorstehenden  nach  einer  Ge- 
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raden  MN  nie  mehr  als  zwei  Strecken  von  gleicher,  gegebener  Länge  äeheiL 

Diese  Strecken  AQ  AD  bilden  mit  der  Verbindungsstrecke  CD  ihrer  Fusspunkte 

ein  gleichschenkeliges  Dreieck,  welches  durch  die  Senkrechte  AB  in  zwei  con- 

gruente  rechtwinkelige  getheilt  wird.    Dies  führt  zur  Aufstellung  der  folgenden 

Sätze: 

§  21.    Fortsetzung. 

Fällt  man  in  einem  gleichschenkeligen  Dreieck  ABC  die  Senkrechte  CD 
von  der  Spitze  auf  die  Grundlinie,  so  sind  die  Dreiecke  BCD,  ACD  congruent, 
denn  es  ist  ^C=  ^C  nach  Voraussetzung,  CD  =  CZ>  und  Z  CZ>^  =  Z  CDA  als 
Rechte;  die  beiden  Dreiecke  stimmen  also  in  zwei  Seiten  und  dem  der  grösseren  gegen- 
überliegenden Winkel  überein.  Hieraus  folgt  weiter,  dass  auch  BD  =  DA  und 
^  /L  BCD^=^  ^  ACD   sein   muss.     Da  femer   nur  eine 

einzige  Linie  existiren  kann,  welche  den  Winkel  an  der 

Spitze   halbirt,    so   muss  umgekehrt,    wenn  der  Winkel 

BCA  halbirt  wird,  die  Halbirungslinie  mit  der  geüLllten 

Senkrechten  identisch  sein.    In  gleicher  Weise  muss  die 

Verbindungslinie   der   Spitze  C  mit   der   Mitte  D  der 

Basis,   und  ebenso  die  in  dem  Halbirungspunkt  D  der 

Grundlinie    auf  dieser    errichtete    Senkrechte    dieselbe 

Linie,   wie  vorher  sein.     Man  kann  hiemach   folgende 

Sätze  aufstellen: 

Die    von   der   Spitze    eines   gleichschenkeligen  Dreiecks    auf  die 

Grundlinie  gefällte  Senkrechte  halbirt  die  Grundlinie  und  den  Winkel 

an  der  Spitze. 

Die  Halbirungslinie  des  Winkels  an  der  Spitze  eines  gleich- 
schenkeligen Dreiecks  steht  senkrecht  zu  der  Grundlinie  und  halbirt 
dieselbe. 

Die  Verbindungslinie  der  Spitze  eines  gleichschenkeligen  Drei- 
ecks mit  dem  Halbirungspunkt  der  Grundlinie  steht  senkrecht  zu 
letzterer  und  halbirt  den  Winkel  an  der  Spitze. 

Die  auf  der  Grundlinie  eines  gleichschenkeligen  Dreiecks  indem 
Halbirungspunkt  derselben  senkrecht  stehende  Gerade  geht  durch 
die  Spitze  und  halbirt  den  Winkel  an  derselben.  (1) 

Aus  dem  letzteren  Satze  folgt  weiter:  Die  Spitzen  aller  gleichschenkeligen 
Dreiecke,  welche  eine  gemeinschaftliche  Basis  haben,  liegen  auf  der  zu  dieser 
Basis  in  deren  Halbirungspunkt  senkrechten  Geraden. 

Verbindet  man  also  die  Spitzen  zweier  gleichschenkeligen  Dreiecke,  welche 
eine  gemeinschaftliche  Basis  haben,  mit  einander,  so  muss  die  Verbindungslinie 
senkrecht  zu  der  Basis  stehen. 

Umgekehrt  haben  alle  Punkte  der  auf  einer  Strecke  in  deren  Halbirungs- 
punkt senkrechten  Geraden  von  den  beiden  Endpunkten  dieser  Strecke  gleiche 
Entfemungen.  (Beweis  durch  die  Congruenz  der  entstehenden  Dreiecke.)  Punkte, 
welche  nicht  auf  dieser  Senkrechten  liegen,  haben  von  jenen  Endpunkten  un- 
gleiche Entfemungen. 

Eine  (gerade  oder  kmmme)  Linie  von  der  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer 
Punkte,  und  ausserdem  kein  anderer  Punkt,  eine  gestellte  Bedingung  erfüllt, 
heisst  der  geometrische  Ort  der  verlangten  Punkte. 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche  von  zwei  gegebenen  Punkten  4  B 
gleich  weit  entfemt  sind,  ist  also  die  Gerade,  welche  zu  der  Strecke  ABm  deren 
Halbirungspunkt  senkrecht  steht. 
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\^  wollen  diese  Gerade  der  Kürze  halber  die  Mittelsenkrechte  der 
Strecke  AB  oder  der  Punkte  A  und  B  nennen. 

Construirt  man  die  Mittelsenkrechten  zu  jeder  der  drei  Seiten  des  Dreiecks 
ABC,  so  müssen  je  zwei  derselben  als  Senkrechte  auf  C 

nicht  parallelen  Geraden  einander  schneiden.  Es  sei  M 
der  Durchschnittspunkt  der  Mittelsenkrechten  von  AB  und 
BC,  so  muss  einerseits  MA  =  MB,  andererseits  MB  = 
J/Csein;  daher  ist  auch  MA  =  MC,  mithin  M  auch 
ein  Punkt  der  Mittelsenkrechten  von  A  C,  Somit  hat  man 
den  Satz:  Ä  ^ 

Die  drei  Mittelsenkrechten  der  Seiten  eines  jeden  Dreiecks 
schneiden  einander  in  einem  einzigen  Punkte.  Dieser  Punkt  ist  von 
allen  Eckpunkten  des  Dreiecks  gleichweit  entfernt    (2) 

Derselbe  ist  ausserdem  der  einzige  Punkt,  welcher  diese  letztere  Eigenschaft  hat 

§  22.    Fortsetzung. 

Fällt  man  von  einem  Punkte  D  der  Halbirungs- 
tinie  eines  A^^nkels  ABC  die  Senkrechten  DE, 
DF  auf  die  Schenkel,  so  stimmen  die  Dreiecke 
BED,  BFD  in  einer  Seite  {BD),  einem  anliegenden  ^ 
(Z  EBD  =  ^  DBF)  und  dem  gegenüberliegenden 
(rechten)  Winkel  überein,  sind  also  congruent  Daher 
YäiDE=  DF.  Jeder  Punkt  der  Halbirungs- 
linie  eines  Winkels  ist  also  von  den  beiden 
Schenkeln  desselben  gleichweit  entfernt    (1) 

Umgekehrt  muss  jeder  von  den  beiden  Schenkeln  gleichweit  entfernte  Punkt 
auf  der  Halbirungslinie  des  Winkels  liegen,  denn  ist  DE^=^  DF,  und  sind  die 
Winkel  BED  und  BFD  rechte,  so  stimmen  die  Dreiecke  BED,  BFD  in  zwei 
Seiten  und  dem  der  grösseren  gegenüberliegenden  Winkel  überein,  folglich  müssen 
die  Winkel  EBD,  FBD  als  homologe  Stücke  congruenter  Dreiecke  gleich  sein. 

Soll  ein  Punkt  von  zwei  einander  schneidenden  Geraden 
AB,  CD  gleich  weit  entfernt  sein,  so  muss  er  hiemach  auf 
einer  der  Halbirungslinien  der  vier  von  diesen  Geraden  ge- 
bildeten hohlen  Winkel  liegen.  Diese  vier  Halbirungslinien 
bilden  nur  zwei  Gerade  (da  jede  Halbirungslinie  eines  Winkels, 
wie  leicht  zu  zeigen,  auch  den  Scheitelwinkel  desselben  hal- 
biren  muss),  und  diese  Geraden  stehen  senkrecht  zu  einander, 
da  die  Hälften  zweier  Nebenwinkel  zusammen  die  Hälfte 
eines  gestreckten  Winkels  betragen  müssen. 

Der  geometrische  Ort  aller  von  zwei  gegebenen  einander 
schneidenden  Geraden  gleich  weit  entfernten  Punkte  wird 
also  von  den  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  gebildet, 
welche  die  Winkel  der  ersteren  halbiren. 

Halbirt  man  die  drei  inneren  Winkel  eines  Dreiecks  ABC,  so  müssen  je 
zwei  der  Halbirungslinien  einander  in  einem  innerhalb  des  Dreiecks  liegenden 
Punkte  schneiden.  Es  sei  O  der  Durchschnittspunkt  der  Halbirungslinien  der 
\Mnkel  an  A  und  B,  und  von  O  seien  auf  die  Seiten  AB,  AC,  BC  bezüglich 
die  SenkrechtenOC*,  öi^',  OÄ  gefällt,  so  muss  einerseits  OC  =  OA',  anderer- 
seits OC  =  Off  sein.    Mithin  ist  auch  OÄ  ^  0B\  und  O  ist  daher  auch  ein 
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Punkt  der  Halbirungslinie  des  Winkels  an  C 
Somit  hat  man  den  Satz:  Die  drei  Winkel- 
halbirenden  eines  jeden  Dreiecks  schnei- 
den einander  in  einem  einzigen  Punkte. 
Dieser  Punkt  ist  von  allen  Seiten  des 
Dreiecks  gleich  weit  entfernt    (2) 

Halbirt  man  auch  die  Aussenwinkel  des  Drei- 
ecks, so  findet  man  in  entsprechender  Weise,  dass 
die  Halbirungslinien  der  Aussenwinkel  an  je  rwei 
Eckpunkten  sich  mit  der  Halbirungslinie  des 
inneren  Winkels  am  dritten  Eckpunkt  in  einem 
einzigen  Punkte  schneiden,  und  dass  dieser 
Punkt  von  den  —  über  die  Eckpunkte  ver- 
längert gedachten  —  Seiten  gleich  weit  entfernt 
ist.  Man  erhält  so  ausser  dem  zuerst  gefun- 
denen Punkt  noch  drei  andere  von  dieser  Eigen- 
schaft; der  erstere  ist  hierbei  der  einzige, 
welcher  innerhalb  des  Dreiecks  liegt,  und  fiir 
welchen  der  Fusspunkt  keines  der  auf  die 
Seiten  gefällten  Perpendikel  auf  die  Verlänge- 
rung der  betreffenden  Seite  fiült 

§  33.    Die  Vierecke,  und  die  Parallelogramme  insbesondere. 

Ein  Viereck  im  engeren  Sinn  hat  zwei  Paare  einander 
gegenüberliegender  Seiten,  d.  h.  solcher,  welche  keinen 
Eckpunkt  gemeinschaftlich  haben.  Sind  die  Seiten  beider 
Paare  einander  parallel,  so  heisst  das  Viereck  ein  Paral- 
lelogramm, hat  es  nur  ein  Paar  parallele  Seiten,  so  heisst 
das  Viereck  ein  Trapez,  hat  es  keine  parallelen  Seiten, 
so  heisst  es  ein  Trapezoid. 

Mit  dem  Namen  Trapez  bezeichnet  man  auch  im  weitacn  Sinne 
die  Parallelogramme    und    die  Trapeze    im  engeren  Sinn  insammcn, 

indem  man  ein  Parallelogramm  als  ein  Trapez  ansieht,    in  welchem  auch  die    sonst    nicht    ak 

parallel  vorausgesetzten  Seiten  parallel  geworden  sind. 

Ist  ABCD  ein  Parallelogramm,  also  AB  \  DC^  AD  \  BC^  so  sind  je 
zwei  aneinanderliegende  Winkel,  wie  A  und  Z?,  D  und  C,  u.  s.  w.  Gegenwinkel 
an   parallelen  Linien,    und   ihre  Summe   ist  also  gleich  zwei  Rechten.     Da  nun 

jeder  Winkel  des  Parallelogramms  zwei  anderen 
zugleich  anliegt,  also  z.  B.  A-^ D ^=^%R  und 
C-f-  jD  =  2J^,  mithin  ^-4-Z>  =  C-f-/>ist,  so 
folgt  durch  Subtraction  des  gemeinschaftlichen 
Winkels  D  von  beiden  Summen,  dass  A  =i  C 
ist,  oder  allgemein  der  Satz: 

In  jedem  Parallelogramm  sind  je  zwei  einander  gegenüberlie- 
gende Winkel  gleich.     (1) 

Hieraus  geht  hervor,  dass  durch  einen  Winkel  eines  Parallelogramms  alle 
übrigen  bestimmt  sind;  ist  z.  B.  Z  ^  =  a  gegeben,  so  ist  ^  =  180°  —  o,  C=  %, 
JD^ilSQP  —  a.  Insbesondere  folgt  hieraus:  Ist  ein  Winkel  eines  Parallele- 
gramms  ein  rechter,  so  sind  alle  rechte;  ist  einer  schief,  so  sind  alle  schief,  und 
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zwar  zwei  spitz,  und  zwei  stumpf.  Hiemach  kann  man  rechtwinkelige  Paral- 
lelogramme, welche  nur  rechte  Winkel  haben,  und  schieiwinkelige,  welche 
nur  schiefe  Winkel  haben,  unterscheiden. 

Zieht  man  in  einem  Parallelogramm  AB  CD  eine  Diagonale  AQ  so  stimmen 
die  entstehenden  Dreiecke  ABQ  ADC  ausser  in  der  gemeinschaftlichen  Seite 
AC  auch  in  den  derselben  anliegenden  Winkeln  überein,  denn  die  Winkel  BAC 
ond  ACDy  und  ebenso  ACB  und  DAC  sind 
als  Wechselwinkel  an  parallelen  Linien  gleich. 
Jedes  Parallelogramm  wird  also  durch 
jede  seiner  Diagonalen  in  zwei  congruente 
Dreiecke  getheilt.    (2) 

Daher  sind  auch  die  anderen  homologen  Seiten  AB  und  DC,  sowie  AD 
\md  BC  einander  gleich,  d.  h.: 

In  jedem  Parallelogramm  sind  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
gleich.    (3) 

Dieser  Satz  kann  auch  in  folgender  Form  ausgesprochen  werden:  Parallele 
Gerade  zwischen  Parallelen  sind  gleich. 

Insbesondere  ist  jede  zwischen  zwei  Parallelen  gezogene,  zu  denselben  senk- 
rechte Gerade  jeder  anderen  solchen  Senkrechten  gleich,  oder 
Parallele  Geraden  haben  überall  gleichen  Abstand  von  einander.    (4) 

Sind  auch  zwei  aneinanderliegende  Seiten  eines  Parallelogramms  von  gleicher 
Länge,  so  sind  alle  Seiten  desselben  gleich.  Man  kann  daher  gleichseitige 
Parallelogramme  und  ungleichseitige  unterscheiden.  Durch  Verbindung  dieser 
Eintheilung  mit  der  früheren  nach  den  Winkeln  erhält  man  vier  Arten  von 
Pinllelogranmien : 

a)  das  rechtwinkelige  und  gleichseitige,  oder  das 
Quadrat, 

b)  das  rechtwinkelige   und  ungleichseitige,   oder 
das  Rechteck,  \ 

c)  das  schiefwinkelige  und  ungleichseitige,   oder 
der  Rhombus, 

d)  das  schleiwinkelige  und  ungleichseitige,   oder 
das  Rhomboid. 

Das  Rechteck  wird  auch  Oblongum,  der  Rhombus  Raute  genannt.  Man  gebraucht  auch 
^  Bezdchnung  Rechteck  im  weiteren  Sinne  für  rechtwinkeliges  und  ebenso  Rhombus  im  weiteren 
Sbn  ftr  gleichseitiges  Parallelogramm,  sodass  das  Quadrat  sowol  als  ein  besonderer  Fall  des 
Rechtecks,  wie  als  ein  besonderer  Fall  des  Rhombus  erscheint 

Seht  man  die  beiden  Diagonalen  AC,  BD  eines  Parallelogramms  zugleich, 
so  entstehen  vier  Dreiecke,   von  denen  je  zwei 
gegenüberliegende,    ABB,    CED   und   ebenso  -^ 

AED,  BMC,  in  einer  Seite  und  den  gleich- 
li^enden  Winkeln  übereinstimmen  und  also  con- 
gnient  sind.  Aus  dieser  Congruenz  folgt,  dass 
AE^EC,  BE^ED  ist,  oder  der  Satz:  Die 
Diagonalen  eines  jeden  Parallelogramms 
halbiren  einander.    (5)  ^  ^ 


d 


Ist  das  Parallelogramm  dabei  gleichseitig,  also  AB^^AD,  so  stimmen  so- 
nut  auch  je  zwei  aneinander  liegende  jener  Dreiecke,  wie  AEB^  und  AED, 
in  den  drei  Seiten  überein;  es  smd  also  alle  vier  Dreiecke  congruent    Daher 


200  Planimetrie. 

sind  in  diesem  Fall  auch  die  Nebenwinkel  AED^  AEB  gleich,  also  rechte. 
Ebenso  sind  die  Winkel  DAE,  BAE  als  homologe  Stücke  congnienter  Dreiecke 
gleich.  Daher  gilt  der  Satz:  In  jedem  gleichseitigen  Parallelogramm 
stehen  die  Diagonalen  senkrecht  zu  einander  und  halbiren  die  be- 
treffenden Winkel.    (6) 

Ist  das  Parallelogramm  rechtwinkelig,  so  sind  je 
zwei  Dreiecke,  welche  eine  Seite  des  Parallelogramms 
gemeinschaftlich  haben,  wie  ADC  und  BCD,  con- 
gruent,  denn  sie  stimmen  in  zwei  Seiten  und  dem 
eingeschlossenen  rechten  Winkel  überein.  Daher  ist 
AC=^BD,  oder: 

In  jedem  rechtwinkeligen  Parallelogramm 
sind   die  Diagonalen  gleich.    (7) 

Zieht  man  durch  den  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  eines  beliebigen 
Parallelogramms  irgend  eine  Gerade  und  begrenzt  dieselbe  durch  ihre  Durch- 
schnittspunkte mit  zwei  parallelen  Seiten  des  Parallelogramms,  oder  auch  den 
Verlängerungen  derselben,  so  lässt  sich  wieder  mittelst  der  Congruenz  von  I>rei- 
ecken  beweisen,  dass  jene  Gerade  durch  den  Durchschnittspunkt  der 
Diagonalen  halbirt  wird.    (8) 

§  24.    Fortsetzung. 

Die  im  §  23  aufgestellten  Sätze  über  die  Winkel,  Seiten  und  Diagonalen  der 
Parallelogramme  gestatten  Umkehrungen,  welche  im  Folgenden  aufgestellt  und 
bewiesen  werden  sollen: 

Sind  in  einem  Viereck  je  zwei  einander  gegenüberliegende  Winket 
gleich,  so  ist  das  Viereck  ein  Parallelogramm.    (1) 

Denn  ist  Z  ^  =  Z  C,  ^  B  ^  /L  D,  so  ist  Z  ^  4-  Z  ^  =  Z  C-h  Z  2>,  mit- 
hin jede  dieser  Summen  gleich  der  Hälfte  der  Gesammtsumme  aller  vier  Winke!. 
Diese  letztere  beträgt  aber  in  jedem  Viereck  vier  Rechte,  also  vsX  ^  A  -^  ^  B 
JL B  ^2  B,  und  da  Z  ^  und  Z  B  innere  Gegen- 
winkel an  den  Linien  AJD,  BC  sind,  so  muss 
AJD  II  BC  sein.  In  derselben  Weise  lässt  sich 
zeigen,  dass  auch  AB  \\  CD  ist 

Sind  in  einem  Viereck  je  zwei  Gegen- 
seiten gleich,  so  ist  dasselbe  ein  Parallelogramm.     (2) 

Denn  ist  AB=^CD,  AD^BC  und  zieht  man  AC,  so  stimmen  die  Drei- 
ecke ABC^  ADC  in  den  drei  Seiten  tiberein  und  sind  also  congruent  Daher 
sind  die  Winkel  BAC  und  DCA  als  homologe  Stücke  in  congnienten  Dreiecken 
gleich,  und  da  dieselben  ausserdem  Wechselwinkel  an  den  Linien  AB  und  DC 
sind,  so  sind  diese  Linien  parallel.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich,  dass  die 
Winkel  DAC  und  ACB  gleich,  und  hieraus  dass  auch  AD  und  BC  i>arallel 
sind. 

Sind  in  einem  Viereck  zwei  Gegenseiten  gleich  und  dieselben 
zwei  Seiten  parallel,  so  ist  das  Viereck  ein  Parallelogramm.     (3) 

Denn  ist  AB  ^DC  und  AB  ||  DC  und  zieht  man  wieder  i^C,  so  stimmen 
die  entstehenden  Dreiecke  in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  überew 
—  in  letzterem,  weil  ^  BAC  und  z  ACD  als  Wechselwinkel  an  parallelen  Geraden 
gleich  sind.  Aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  folgt,  wie  im  vorigen  Beweise,  das» 
auch  AD  II  BC  ist. 
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Ist  dagegen  von  einem  Viereck  bekannt,  dass  zwei  Seiten  desselben  parallel 
und  die  beiden  anderen  Seiten  gleich  sind,  so  kann  nicht  behauptet  werden,  dass 
das  Viereck  nothwendig  ein  Parallelogramm  sein  müsse,  denn  zieht  man  wieder 
eine  Diagonale,  so  stimmen  die  entstehenden  Dreiecke  in  zwei  Seiten  und  einem 
gegenüberli^enden  Winkel  überein,  und  es  bleibt  also  die  Möglichkeit  bestehen, 
dass  dieselben  nicht  congruent  sind. 

Halbiren  die  Diagonalen  eines  Vierecks  einander,  so  ist  dasselbe 
ein  Parallelogramm.    (4) 

Der  Beweis  dieses  Satzes  geschieht  leicht  mit  Hilfe  der  Congruenz  je  zweier 
«n*n<icr  gegenüberliegender  Dreiecke,  welche  in  zwei  Seiten  und  dem  einge- 
schlossenen Winkel  übereinstimmen. 

Stehen  die  Diagonalen  eines  Parallelogramms  senkrecht  zu  ein- 
ander, so  ist  dasselbe  gleichseitig.  Dieselbe  Behauptung  gilt,  wenn 
die  Diagonalen  eines  Parallelogramms  die  betreffenden  Winkel 
desselben  halbiren.     (5) 

Der  Beweis  folgt  aus  der  Congruenz  zweier  aneinanderliegender  Dreiecke, 
welche  in  zwei  Seiten  und  entweder  dem  eingeschlossenen  (rechten)  oder  in  dem 
der  grösseren  (resp.  in  beiden)  gegenüberliegenden  Winkel  übereinstimmen. 

Sind  die  Diagonalen  eines  Parallelogramms  einander  gleich,  so 
ist  dasselbe  rechtwinkelig.     (6) 

Der  Beweis  folgt  aus  der  Congruenz  zweier  Dreiecke,  welche  eine  Seite  des 
Parallelogramms  gemeinschaftlich  haben,  und  welche  in  den  drei  Seiten  überein- 
stimmen. Daher  sind  zwei  innere  Gegenwinkel  an  jener  gemeinschaftlichen  Seite 
einander  gleich,  also  rechte. 

Id  den  beiden  letzten  der  vorstehenden  Umkehrungssätze  musste,  dass  das  Viereck  ein 
PaxaOek>gra]Bm  sei,  mit  in  die  Voraussetzung  aufgenommen  werden. 

Durch  Verbindung  der  Umkehrungssätze  dieses  Paragraphen  mit  den  Sätzen 
des  §  23  eigiebt  sich  noch  Folgendes: 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche  von  einer  gegebenen  Geraden 
eine  g^ebene  Entfernung  haben,  besteht  aus  den  zwei  Geraden,  welche  der 
enteien  in  dem  gegebenen  Abstand  parallel  sind  und  auf  verschiedenen  Flächen- 
seiten der  ersteren  liegen. 

Umgekehrt  ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche  von  zwei  gegebenen 
paiallelen  Geraden  gleichweit  entfernt  sind,  die  zu  beiden  in  gleichem  Abstand 
von  ihnen  parallele  Gerade. 

In  jedem  ungleichseitigen  Parallelogramm  stehen  die  Diagonalen  schief  zu 
einander  und  theilen  die  betreffenden  Winkel  in  je  zwei  ungleiche  Theile. 

In  jedem  schiefwinkeligen  Parallelogramm  sind  die  Diagonalen  ungleich;  die 
grössere  Diagonale  geht  durch  die  Scheitel  der  beiden  spitzen  Winkel. 

§  25.     Vom  Trapez. 

Wie  bereits  gezeigt  wurde,  können  in  einem  Viereck  zwei  Seiten  parallel  und 
die  beiden  anderen  gleich  sein,  ohne  dass  letztere  parallel  zu  sein  brauchen. 
Man  erhalt  ein  solches  Trapez,    welches  ein  gleich-  1  ^ 

schcnkeliges  Trapez  oder  ein  Antiparallelogramm 
genannt  wird,  wenn  man  an  eine  Seite  BE  eines  schief- 
'Tnkcligcn  Parallelogramms  AB  ED  in   der  Forderung 

entsprechender  Weise    ein   gleichschenkeliges   Dreieck      ^^ j^ 

BEC  anlegt 
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Ist  umgekehrt  ABCD  ein  gleichschenkliges  Trapez,  so  lässt  sich  dasselbe 
in  ein  Parallelogramm  und  ein  gleichschenkeliges  Dreieck  zerlegen,  denn  ist 
AB  II  DC,  AD  ==  ^Cund  zieht  man  BE  parallel  zu  AD  bis  zum  Durchschnitts. 
punkt  E  mit  J9C,  so  ist  AB  ED  ein  Parallelogramm,  mithin  BE^=^  AI>^  und 
somit  BE  auch  gleich  BC^  also  BEC  ein  gleichschenkeliges  Dreieck. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  Z  BEC=  Z  BCE,  und  da  Z  BEC^  /LADE  sein 
muss  (als  correspondir ender  an  parallelen  Linien),  so  ist  auch  Z  BCD  =  ^  ADC. 
Femer  betragen  die  Gegenwinkel  an  den  parallelen  Trapezseiten,  also  BAD  und 
ADQ  und  ebenso  ^^Cund^CZ^  zusammen  zweiRechte.  Nach  Abzug  dergleichen 
Winkel  an  D  und  C  von  je  zwei  Rechten  bleiben  daher  auch  für  die  beiden 
anderen  Winkel  des  Trapezes  gleiche  Werthe  übrig.  Somit  gilt  der  Satz:  In 
jedem  gleichschenkeligen  Trapez  sind  je  zwei  an  einer  der  parallelen 
Seiten  liegende  Winkel  gleich.    (1) 

Zieht  man  femer  die  Diagonalen 
AC,  BDt  so  sind  die  Dreiecke 
ADC,  BCD  congruent,  6siDC^ 
DQ  AD  =  BQ  /LADC^  ^  BCD 
ist.  Hieraus  folgt:  Die  Diagona  len 
eines  jeden  gleichschenkeligen 
Trapezes  sind  gleich  lang.    (2). 

Wie  von  den  beiden  vorstehenden  Sätzen  richtige  Umkehrungen  gebildet  und 

bewiesen  werden  können,  bedarf  keiner  näheren  Erörterung. 

Zieht  man  in  einem  beliebigen  Trapez  durch  den  Halbirungspunkt  einer  der 

nicht  parallelen  Seiten  die  Parallele  zu  den  parallelen  Seiten,   so  muss  dieselbe 

die  andere  nicht  parallele  Seite  ebenfalls  halbiren.    Denn  väiAB\  EF\  DC  \xtA 

AE  =  ED,  und  zieht  man  BG  \\AE  bis  zum  Durchschnitt  mit  EF und  Elf  i  £D 

bis  zum  Durchschnitt  mit  DC,  so  ist  BG  =  AE  und  FH^  ED  (als  Parallele 

zwischen   Parallelen),    mithin   auch  BG  =s  J^H, 

Da   femer   die   Winkel   BFG  und   FCH  und 

ebenso  die  Winkel  FBG  und  CFH  i\s  corre- 

spondirende  an  parallelen  Linien  gleich  sind,  so 

j^^ /       \ff     sind   die  Dreiecke  BGF  und  FHC  congiueni, 

'  und  mithin  die  homologen  Seiten  BF  und   FC 

einander  gleich. 

Umgekehrt  muss  die  Verbindungslinie  der  Halbirungspunkte  der  nicht  paral- 
lelen Seiten  eines  Trapezes  den  parallelen  Seiten  desselben  parallel  sein,  denn 
aus  der  Annahme  des  Gegentheils  würde  folgen,  dass  die  durch  E  zu  AB  und 
DC  gezogene,  von  der  Verbindungslinie  EF  verschiedene  Parallele  die  Seite  BC 
in  einem  zweiten  Halbirungspunkte  treffen  müsste,  was  nicht  möglich  ist 

Die  Gerade  EF,  welche  somit  die  doppelte  Eigenschaft  hat,  dass  sie  die 
nicht  parallelen  Seiten  des  Trapezes  halbirt  uud  den  parallelen  Seiten  parallel 
ist,  heisst  die  Mittellinie  des  Trapezes. 

Aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  BGF  und  FHC  folgt  noch,  dass  auch 
GF^  HC  ist  Da  nun  EG  =  AB,  DH^  EF  (als  Parallele  zwischen  Parallelen >. 
so   ist  EF^AB^DC'-EF,    oder   wenn   man   der  Kürze   halber  AB^a, 

DC=^  ö  und  EFr=^  m  setzt,  m^a^ö^m,  oder  im^a-hd,  oder  m  =  — ^  ^* 

Die  Hälfte  der  Summe  zweier  Grössen  heisst  das  arithmetische  Mittel  der 
letzteren.    Man  kann  daher  den  Satz  aufstellen: 
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Die  Mittellinie  eines  jeden  Trapezes  ist  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  der  beiden  parallelen  Seiten.    (3) 

Die  vorstehenden  Sätze  gelten  auch  dann,  wenn  die  kleinere  parallele  Seite 
des  Trapezes  in  Folge  stetiger  Abnahme  schliesslich  verschwindet,  in  welchem 
Falle  sich  das  Trapez  auf  ein  Dreieck  reducirt.  Die  Beweise  bleiben  im  Wesent- 
lichen unverändert;  der  einzige  Unterschied  besteht  darin,  dass  BG  m\\,  AE  zu- 
sammenfällt, also  nicht  construirt  zu  werden  braucht.  Die  Verbindungslinie  der 
Haltttningspiixikte  zweier  Seiten  eines  Dreiecks  ist  also  der  dritten  Seite  parallel 
und  halb  so  gross  als  dieselbe. 

Die  vorstehenden  Sätze  erleiden  femer  keine  Ausnahme,  wenn  die  nicht 
parallelen  Seiten  des  Trapezes  durch  parallele  ersetzt  werden,  das  Trapez  also 
zu  einem  Parallelogramm  wird;  die  Beweise  werden  in  diesem  Fall  nur  wesent- 
lich vereinfacht,  indem  BF  und  FC  bezüglich  mit  BG  und  FH  zusammenfallen. 
Durch  eine  noch  weitergehende  Verallgemeinenmg  flihrt  die  vorstehende 
Untersachting  zur  Aufstellung  folgender  Sätze: 

Sind  auf  einer  von  zwei  beliebigenGeraden  beliebig  gleiche  Strecken 
AB^  CDt  DE^  '  '  abgetragen  und  durch  die  Endpunkte  derselben  nach 
beliebiger  Richtung  unter  sich  parallele  Linien  gezogen,  welche  die 
andere  Gerade  schneiden,  so  sind  auch  die  auf  letzterer  abgschnittenen 
Strecken,  welche  mit  je  einer  der  Strecken  AB,  CD,  DF,  .  .  .  zwischen 
denselben  Parallelen  liegen,  einander  gleich.    (4) 

Zum  Beweise  ziehe  man,  wenn  die  gegebenen 
Geraden  nicht  parallel  sind,  die  Parallelen  ÄB^\ 
Cn\  £>'£"  u.  s.  w.  bezüglich  zu  AB,  CD,  DE 
B.  s.  w.  und  benutze  ganz  ebenso,  wie  bei  dem  obigen 
einfachsten  Fall  dieses  Satzes  für  ein  Trapez,  die 
Ccmgruenz  der  Dreiecke  ÄB'B'\  CnU\  D'EE' 
TL  s.  w.  Sind  dagegen  die  gegebenen  Geraden 
selbst  parallel,  so  folgt  die  Richtigkeit  des  Satzes 
ohne  Weiteres  daraus,  dass  die  Strecken  A'B\ 
Cn  u.  s.  w.  den  Strecken  AB,  CD  u.  s.  w.  selbst 
als  Parallele  zwischen  Parallelen  gleich  sind.  —  Geht 
eine  der  parallelen  Linien  AÄ  u.  s.  w.  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden 
eisten  Geraden,  so  gilt  dieser  Punkt  für  beide  Gerade  zugleich,  ohne  dass  eine 
wesentliche  Aenderung  des  Beweises  eintritt;  liegt  der  Durch- 
schmttspunkt  S  zwischen  zweien  der  Parallelen  CC  und  DD\ 
so  bleibt  der  Beweis  ebenfalls  im  Wesentlichen  derselbe,  nur 
trifft  die  durch  C  zu  CD  gezogene  Parallele  CJ9"  die  Gerade 
DD"  auf  ihrer  Verlängerung  über  D. 

Man  kmnn  auch    zu    dem    vorstehenden    allgemeineren  Satz    eine   Um-    -'^ 
kehfimg,    sowie    einen     auf    der    Gleichheit    der    Strecken    B'B'\    D'D'\ 
BS\  .  .  .  beruhenden  Satz    über    die  Beziehungen    zwischen    den  Längen 
der  parallelen  Verbindungslinien   ableiten.     Wir  tibergehen  dies  hier,  da  die 
bctreficBden  Sätze  als  besondere  Fälle  in  noch  allgemeineren  enthalten  sind,-^^ 
wekhc  an  einer  späteren  Stelle  zur  Behandlung  kommen. 

§  26.    Die  Congruenz  der  Vielecke  überhaupt 
Jedes  Vieleck  kann  auf  verschiedene  Arten,  z.   B.  durch  Diagonalen  oder 
durch  Verbindung  eines  im  Innern  gelegenen  Punktes  mit  allen  Eckpunkten,   in 
Dreiecke  zerlegt  werden. 
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Ist  jedes  von  zwei  Vielecken  in  n  Dreiecke  zerlegt,  ist  femer  jedes  der 
Dreiecke  des  einen  einem  entsprechenden  Dreiecke  des  anderen  congnient,  und 
liegen  endlich  diese  congnienten  Dreiecke  in  beiden  Vielecken  in  durchaus  über- 
einstimmender Weise  aneinander,  so  können  die  beiden  Vielecke  so  auf  einander 
gelegt  gedacht  werden,  dass  jedes  Dreieck  des  einen  das  ihm  entsprechende  des 
anderen,  und  dass  somit  die  Vielecke  selbst  einander  decken.  Mithin  sind  letztere 
in  solchem  Falle  congruent.  In  der  Zerlegung  von  Vielecken  in  Dreiecke  ist 
somit  ein  Mittel  gegeben,  um  unter  geeigneten  Verhältnissen  die  Congruenz  der 
ersteren  zu  beweisen. 

Jedes  /i-£ck  lässt  sich  durch  eine  Diagonale  in  ein  (n  —  l)-£ck  und  ein 
Dreieck  zerlegen.  Sind  die  Stücke  des  /i-£cks,  welche  zur  Bestimmung  des 
(«  —  1)-Ecks  erforderlich  sind,  gegeben,  so  ist  mit  letzterem  auch  eine  Sehe  des 
Dreiecks  bestimmt.  Man  bedarf  also  nur  noch  zweier  Bestimmungsstücke  dieses 
Dreiecks,  um  auch  dasselbe,  und  somit  das  M-Eck  selbst  zu  bestimmen.  Somit 
ergiebt  sich,  dass  man  zur  Bestimmung  eines  n-Ecks  zwei  (von  einander  unab- 
hängige) Stücke  mehr  braucht,  als  zur  Bestimmung  eines  (n  —  l)-£cks.  Da  nun 
ein  Dreieck  im  Allgemeinen  durch  drei  Stücke  bestimmt  ist,  so  beträgt  die  An- 
zahl der  erforderlichen  Bestimmungsstücke  bei  einem  Viereck  5,  bei  einem  Sechs- 
eck 7,  u.  s.  w.,  allgemein  bei  einem  »-Eck  2n  —  3.  Es  sind  also  im  Allgemeinen 
je  drei  Stücke  eines  ;i-Ecks  durch  die  2»  —  3  übrigen  bestimmt.  Die  letzteren 
müssen  selbstverständlich  von  einander  unabhängig  sein  und  dürfen  daher  z.  B. 
nicht  alle  n  Winkel  des  Polygons  enthalten. 

Ein  solches  Bestimmungsstück  kann  durch  eine  anderweite  Bedingung  für 
Stücke  des  Polygons  ersetzt  werden,  wie  z.  B.  durch  diejenige,  dass  zwei  be- 
stimmte Seiten  einander  parallel  sein  sollen.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptuni: 
ergiebt  sich  u.  A.  aus  den  folgenden  besonderen  Fällen: 

Parallelogramme,  welche  in  zwei  aneinander  liegenden  Seiten 
und  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  übereinstimmen,  sind 
congruent  (1).  Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  sowol  durch  Zerlegung  der 
Parallelogramme  in  congruente  Dreiecke,  als  auch  unmittelbar  durch  Deckung 
geführt  werden. 

Ein  Parallelogramm  kann  also  schon  durch  drei  von  einander  unabhängige 
Stücke  bestimmt  werden,  während  für  ein  Viereck  überhaupt  fünf  Bestimmungs- 
stücke  nöthig  sind.  Dies  rührt  offenbar  daher,  dass  die  doppelte  Bedingung  des 
Parallelismus  je  zweier  Gegenseiten  die  fehlenden  Bestimmungsstücke  liefen. 

Ueberhaupt  ist  ein  Parallelogramm  durch  irgend  welche  drei  Stücke  (selbst- 
verständlich unter  Angabe  der  gegenseitigen  I>age  derselben  im  Parallelogranun 
bestimmt,  die  eins  der  Dreiecke  bestimmen,  in  welche  das  Parallelogramm  dun.  h 
die  beiden  Diagonalen  zugleich  getheilt  wird. 

Insbesondere  ist  weiterhin  ein  Rechteck  durch  zwei  aneinanderliegende 
Seiten,  ein  Rhombus  durch  eine  Seite  und  einen  Winkel,  ein  Quadrat  durch  eine 
Seite  bestimmt.  —  Nimmt  man,  wie  bei  dem  Parallelogramm  überhaupt,  die 
Diagonalen  und  die  von  ihnen  mit  den  Seiten  und  unter  sich  gebildeten  Winkel 
unter  die  Bestimmungsstücke  auf,  so  ist  ein  Rechteck  und  ebenso  ein  Rhombus 
im  Allgemeinen  durch  zwei  von  einander  unabhängige  Stücke,  ein  Quadrat  durrl 
ein  (nicht,  wie  die  betreffenden  Winkel,  ohne  dies  bekanntes)  Stück  bestimmt. 

Eine  analoge  Untersuchung  zeigt,  dass  ein  gleichschenkeliges  Trapez  durch 
drei,  ein  Trapez  überhaupt  durch  vier  Stücke  im  Allgemeinen  bestimmt  ist 

Die  Zerlegung  der  Polygone  in  Dreiecke  reicht  nicht  in  allen  FUllcn  hin,  um  im  Besonderer 
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den  Nachweis  flüiren  zu  könneD,  dass  das  Polygon  durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmt  ist, 
oder  dass  die  in  diesen  Stücken  Übereinstimmenden  Polygone  congnient  sind.  Beispielsweise 
findet  dies  schon  bei  Vierecken  statt,  wenn  zwei  gegenüberliegende  Seiten  und  drei  Winkel 
desselben  aus  Bestimmiingsstttcke  gewählt  sind.  Doch  reicht  das  Vorstehende  ftir  die  nachfolgenden 
Untefsncfaungen  hin,  und  es  kann  daher  eine  allgemeinere  Theorie  der  Congruenz  beliebiger 
Polygone  einer  anderen  Stelle  überlassen  bleiben. 

§  27.     Kreis  und  Punkt 

Ein  Punkt  kann  innerhalb  der  von  einem  Kreise  eingeschlossenen  Fläche 
oder  ausserhalb  derselben  oder  auf  dem  Kreise  selbst  liegen.  Der  Kürze  halber 
sagt  man  in  den  beiden  ersteren  Fällen,  der  Punkt  liege  innerhalb,  bezw.  ausser- 
halb des  Kreises. 

Aus  der  Erklärung  des  Kreises  folgt  unmittelbar:  Je  nachdem  ein  Punkt 
innerhalb  eines  Kreises,  auf  demselben  oder  ausserhalb  desselben  liegt,  ist  sein 
Abstand  vom  Mittelpunkt  kleiner,  ebenso  gross  oder  grösser  als  ein  Radius  des 
Kreises.  Umgekehrt,  je  nachdem  der  Abstand  eines  Punktes  vom  Mittelpunkt 
emes  Kreises  kleiner,  ebenso  gross  oder  grösser  als  ein  Radius  des  letzteren  ist, 
liegt  der  Punkt  innerhalb  des  Kreises,  auf  demselben  oder  ausserhalb  desselben. 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Sätze:  Kreise  mit  gleichen  Radien  sind 
congruent  (1),  denn  sie  lassen  sich  zur  Deckung  bringen,  indem  man  sie  so 
aufdnander  legt,  dass  ihre  Mittelpunkte  zusammenfallen.  Fiele  nämlich  hierbei 
iigend  ein  Punkt  des  einen  Kreises  nicht  auf  einen  entsprechenden  Punkt  des 
anderen,  so  müsste  er  ausserhalb  oder  innerhalb  des  letzteren  liegen,  und  in 
diesem  Fall  könnte  sein  Abstand  vom  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  nicht  gleich 
dem  gemeinschaftlichen  Radius  sein. 

Ebenso,  wie  die  Kreise  sind  zufolge  dieses  Beweises  die  von  ihnen  begrenz- 
ten Kreisflächen  congruent.  —  Umgekehrt  ist  von  zwei  Kreisflächen  mit  ungleichen 
Radien  diejenige  grösser  als  die  andere,  welche  den  grösseren  Radius  hat. 
.Gleiche  Kreisflächen  sind  congruent.) 

Jeder  Durchmesser  eines  Kreises  theilt  diesen  und  die  zugehörige 
Fläche  in  zwei  congruente  Theile  (2).  Der  Beweis  kann  in  gleicherweise, 
wie  der  des  vorigen  Satzes,  durch  Deckung  geftihrt  werden.  — 

Man  nennt  jeden  der  beiden  gleichen  Theile  eines  Kreises  einen  Halbkreis. 

Zu  jeder  Sehne  eines  Kreises  gehören  zwei  durch  dieselbe  begrenzte  Bogen 
desselben.  Diese  Bogen  sind  nach  dem  Vorstehenden  einander  gleich,  wenn 
die  Sehne  ein  Durchmesser  ist;  dagegen  sind  sie  in  jedem  anderen  Fall  ungleich. 
Verbindet  man  die  Endpunkte  eines  Bogens  mit  dem  Mittelpunkt,  so  begrenzen 
die  beiden  verbindenden  Radien  mit  dem  Bogen  einen  Theil  der  Kreisfläche, 
welcher  ein  Sector  oder  Kreisausschnitt  genannt  wird.  Derjenige  Theil 
einer  Kreisfläche,  welcher  von  einem  Bogen  und  der  zugehörigen  Sehne  begrenzt 
«ird,  heisst  ein  Segment  oder  Kreisabschnitt.  Jeder  Winkel,  dessen  Scheitel 
der  Mittelpunkt  ist  (dessen  Schenkel  also  durch  Radien  angegeben  werden 
können),  heisst  ein  Centriwinkel.  Zu  jedem  Centriwinkel  a  gehört  ein  be- 
stimmter (zwischen  seinen  Schenkeln  liegender)  Bogen  AB,  eine  bestimmte  Sehne 
AB,  ein  bestimmter  Sector  ACB  und  ein  bestimmtes  Segment.  Ist  der  Centri- 
winkel ein  gestreckter,  so  wird  der  Bogen  ein  Halbkreis,  die  Sehne  ein  Durch- 
messer, und  Sector  und  Segment  werden  beide  zur  Halbkreisfläche.  —  Ebenso 
gehört  zu  jedem  Bogen  AB  ein  bestimmter  Centriwinkel  a,  eine  bestimmte  Sehne 
AB,  u.  s.  w.  Dagegen  gehören  zu  jeder  Sehne  AB,  wie  zwei  im  Allgemeinen 
verschiedene  Bogen,  so  auch  zwei  Ceritriwinkel,  zwei  Sectoren  und  zwei  Segmente. 
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Die  beiden  Centriwinkel  betragen  stets  zusammen  vier 
Rechte,  daher  ist  im  Allgemeinen  der  eine  hohl,  der 
andere  erhaben.  Die  beiden  Sectoren  und  ebenso  die 
beiden  Segmente  bilden  zusammen  die  ganze  Kreisfläche. 
Durch  Deckung  kann,  entsprechend  wie  in  den  voiher- 
gehenden  Sätzen,  bewiesen  werden: 

Zu  gleichen  Centriwinkeln  gehören  (in  dem- 
selben Kreise  oder  in  gleichen  Kreisen)  gleiche  Bogen,  gleiche  Sehnen, 
gleiche  Sectoren  und  gleiche  Segmente.    (3) 

Umgekehrt  gehören  zu  gleichen  Bogen  gleiche  Centriwinkel,  gleiche 
Sehnen  u.  s.  w.,  und  zu  gleichen  Sehnen  gehören  gleiche  hohle  und  gleiche 
erhabene  Centriwinkel,  gleiche  Bogen,  die  kleiner  als  ein  Halbkreis,  und  gleiche 
Bogen,  die  grösser  als  ein  Halbkreis  sind,  u.  s.  w. 

Gleiche  Bogen  desselben  Kreises  oder  gleicher  Kreise,  und  ebenso  gleiche 
Sectoren  und  Segmente  sind  congruent. 

§  28.    Kreis  und  Gerade. 
Fällt  man  vom  Mittelpunkt  eines  Kreises  auf  eine  Gerade  die  Senkrechte, 
so  sind  alle  Punkte  der  Geraden,  welche  nicht  der  Fusspunkt  der  Senkrechten 
sind,  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  weiter  entfernt  als  dieser  Fusspunkt  (Vergl. 
§  20,  (1)).     Hieraus  folgt: 

Ist  der  Abstand  einer  Geraden  vom  Mittelpunkt  eines  Kreises  grösser  als 
ein  Radius  des  letzteren,  so  liegen  alle  Punkte  der  Geraden  ausserhalb  des 
Kreises;  ist  jener  Abstand  gleich  einem  Radius,  so  hat  die  Gerade  mit  dem 
Kreise  einen  einzigen  Punkt  gemeinsam,  und  alle  anderen  Punkte  der  Geraden 
liegen  ausserhalb  des  Kreises;  ist  endlich  jener  Abstand  kleiner  als  ein  Radius. 
so  geht  die  Gerade  durch  einen  Punkt  im  Innern  des  Kreises.  Im  zweiten  dieser 
Fälle  sagt  man,  die  Gerade  berühre  den  Kreis,  im  dritten,  sie  schneide  den> 
selben.  Eine  Gerade,  die  einen  Kreis  berührt,  heisst  eine  Berührungslinie 
oder  eine  Tangente  des  Kreises,  und  der  beiden  Linien  gemeinschaftliche 
Punkt  heisst  der  Berührungspunkt  derselben.  Eine  Gerade,  die  einen  Kreis 
schneidet,  heisst  eine  Secante  desselben,  und  jeder  gemeinschaftliche  Punkt 
beider  Linien  heisst  ein  Durchschnittspunkt  derselben. 

Da  der  Kreis  eine  ringsum  geschlossene  Figur  begrenzt,  so  muss  eine  un* 
endliche  Gerade,  die  durch  einen  Punkt  im  Innern  der  letzteren  geht,  die 
begrenzende  Linie  in  mindestens  zwei  Punkten  schneiden;  denn  denkt  man  sich 
die  Gerade  durch  einen  bewegten  Punkt  beschrieben,  so  muss  dieser  an  der 
Stelle  eines  Durchschnittspunktes  in's  Innere  der  Figur  ein-,  und  an  der  Stelle 
eines  anderen  aus  demselben  austreten.  Es  seien  A  und  B  diese  beiden  Durch- 
schnittspunkte einer  Secante,  C  der  Fusspunkt  der  vom  Mittel- 
punkt  M  des  Kreises  auf  die  Secante  gefällten  Senkrechten, 
so  ist  MA  SS  MB,  Verbindet  man  einen  Punkt  der  Secante 
zwischen  A  und  B  mit  3/,  so  ist  die  Verbindungslinie  nach 
§  20  kürzer  als  ein  Radius;  verbindet  man  dagegen  einen 
Punkt  der  Secante,  welcher  weiter  von  C  entfernt  ist,  als  .'f 
oder  Bt  mit  M^  so  ist  die  Verbindungslinie  länger  als  ein 
Radius.  Demnach  kann  eine  gerade  Linie  einen  Kreis  nicht 
in  mehr  als  zwei  Punkten  schneiden.  Alle  zwischen  diesen 
Durchschnittspunkten  liegenden  Punkte  der  Secante  liegen  inneihalb,  alle  anderen 
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aosseriialb  des  Kreises.  Drei  Punkte  eines  Kreises  können  niemals  auf  einer 
und  derselben  geraden  Linie  liegen,  kein  Theil  des  Kreises  kann  also  gerade 
sein,  oder  der  Kreis  ist  in  allen  seinen  Theilen  eine  krumme  Linie. 

Jede  Secante  hat  nach  dem  Vorstehenden  mit  dem  Kreise  eine  Sehne 
gemeinsam.  —  Verbindet  man  die  Endpunkte  A^  B  einer  Sehne  mit  dem  Mittel- 
punkte M  des  Kreises,  so  entsteht  ein  gleichschenkeliges  Dreieck.  Durch  An- 
wendung der  Sätze  des  §  21  auf  dieses  und  entsprechende  Erweiterung  bezw. 
Umkehnmg  erhält  man  leicht  folgende  Sätze  über  Sehnen: 

Das  vom  Mittelpunkt  auf  eine  Sehne  gefällte  Perpendikel  halbirt  die  Sehne 
und  die  zu  derselben  gehörigen  Centriwinkel.  Daher  halbirt  dasselbe  (resp.  seine 
Verlängerung)  auch  die  beiden  zu  der  Sehne  gehörigen  Bogen.    (1) 

Der  durch  den  Halbirungspunkt  einer  Sehne  gehende  Durchmesser  steht 
umgekehrt  senkrecht  zur  Sehne  und  halbirt  die  zugehörigen  Centriwinkel  und 
Bogen.     (2) 

Die  Halbirungslinie  eines  Centriwinkels  steht  senkrecht  auf  der  zu  letzterem 
gehörigen  Sehne  und  halbirt  dieselbe,  sowie  die  zugehörigen  Bogen.    (3) 

Die  auf  einer  Sehne  in  ihrem  Halbirungspunkt  senkrecht  stehende  Gerade 
geht  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises,  u.  s.  w.    (4) 

Der  Durchmesser,  welcher  einen  Bogen  halbirt,  halbirt  auch  die  zugehörige 
Sehne  und  steht  senkrecht  zu  derselben,  u.  s.  w.     (5) 

Die  durch  den  Halbirungspunkt  eines  Bogens  und  den  Halbirungspunkt  der 
zugehörigen  Sehne  gehende  Gerade  geht  auch  durch  den  Mittelpunkt  und  steht 
senkrecht  zu  der  Sehne,  u.  s.  w.    (6) 

Dasselbe  gilt  von  der  Verbindungslinie  der  Halbirungspunkte  der  beiden 
Bogen,  welche  zu  einer  und  derselben  Sehne  gehören.     (7) 

Die  vom  Halbirungspunkt  eines  Bogens  auf  die  zugehörige  Sehne  gefällte 
Senkrechte  geht  durch  den  Mittelpunkt,  u.  s.  w.     (8) 

Ist  ein  Punkt  von  drei  Punkten  eines  Kreises  gleichweit  entfernt,  so  ist  er 
der  Mittelpunkt.  Denn  sind  A^  B^  C  jene  Punkte,  so  müssen  die  Mittelsenkrechten 
der  Sehnen  AB,  BC  beide  einander  nach  (4)  im  Mittelpunkt,  aber  auch  beide 
nach  §  21  in  jenem  gleichweit  entfernten  Punkte  schneiden.    (9) 

Durch  jede  drei  Punkte,  welche  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  lässt  sich  ein 
Kreis,  und  nur  ein  einziger  legen.     (10) 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  eine  gemeinschaft- 
liche Sehne  haben  (welche  also  durch  dieselben  zwei  Punkte  gehen),  ist  die 
Mittelsenkrechte  dieser  Sehne.    (11) 

Es  seien  femer  AB^  CD  zwei  Sehnen  eines  Kreises  und  M  der  Mittelpunkt. 
Fällt  man  von  M  die  Senkrechten  ME^  MF  bezüglich  auf  AB^  und  CD  und 
zieht  MA  und  MC,  so  entstehen  die  rechtwinkeligen  Dreiecke  MEA  und  MFC, 
deren  Hypotenusen  als  Radien  gleich  sind.  Sind  nun  die 
Sehnen  y^J?,  CD,  und  also  auch  ihre  Hälften  gleich,  so 
nnd  diese  Dreiecke  congruent,  und  mithin  ist  auch  ME 
=  MF.    Ist  umgekehrt  bekannt,  dass  ME  ==  MF  ist,  so 
sind  wieder  die  Dreiecke  congruent,   woraus  AB^=^CD 
folgt   Ist  dagegen  eins  der  Kathetenpaare  ungleich,  so  ist 
die  andere  Kathete  in  demjenigen  Dreieck  die  grössere, 
io  welchem  die  erstere  die  kleinere  ist    (§  19,  (5)). 
$oiiiit  h^t  man  die  Sätze: 
Gleiche  Sehnen  eines  Kreises  (pder  gleicher  Kreise)  ba^en  gleiche 
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Abstände  vom  Mittelpunkt,  und  umgekehrt.  Sehnen,  welche  gleiche 
Abstände  vom  Mittelpunkt  haben,  sind  gleich.    (12) 

Von  zwei  ungleichen  Sehnen  hat  die  grössere  den  kleineren 
Abstand  vom  Mittelpunkt,  und  umgekehrt,  je  kleiner  der  Abstand 
einer  Sehne  vom  Mittelpunkt,  desto  grösser  ist  die  Sehne.     (13) 

Daher  ist  jeder  Durchmesser  grösser  als  jede  nicht  durch  den  Mitt^ponkt 
gehende  Sehne.  —  Streng  genommen  findet  der  vorstehende  Beweis  auf  diesen 
besonderen  Fall  keine  Anwendung,  da  für  einen  Durchmesser  AB  von  keinem 
Dreieck  MEA  die  Rede  sein  kann.  Man  kann  den  Beweis  dadurch  führen, 
dass  man  die  beiden  Endpunkte  der  Sehne  CD  mit  dem  Mittelpunkt  Jl/^  ver- 
bindet; dann  ist  im  Dreieck  MCD  die  Summe  der  Seiten  MC  und  MD  grösser 
als  die  dritte  Seite  CD\  da  aber  der  Durchmesser  AB  =^  MC  '\-  MD,  so  ist 
auch  AB>  CD, 

Eine  kleinste  Sehne  eines  Kreises  giebt  es  nicht.  Lässt  man  eine  Secante 
sich  so  bewegen,  dass  ihr  Abstand  vom  Mittelpunkt  stetig  kleiner  wird,  so  wird 
die  zugehörige  Sehne  ebenfalls  stetig  kleiner  und  verschwindet,  indem  sie  sich 
auf  einen  Punkt  reducirt,  wenn  der  Abstand  der  bewegten  Geraden  vom  Mittel- 
punkt gleich  dem  Radius  wird.  Die  Secante  wird  in  diesem  Fall  zu  einer  Tan- 
gente. In  diesem  Sinne  kann  man  sagen,  eine  Tangente  dürfe  als  eine  Secante 
betrachtet  werden,  deren  beide  Durchschnittspunkte  mit  dem  Kreise  in  einen 
Punkt  zusammengefallen  seien. 

Die  fundamentalen  Sätze  über  Tangenten  des  Kreises  knüpfen  sich  an 
den  bereits  im  Eingang  dieses  Paragraphen  bewiesenen  Satz,  welcher  sich  auch« 
wie  folgt,  aussprechen  lässt: 

Eine  Gerade,  welche  auf  einem  Radius  in  seinem  (auf  der  Peripherie 
liegenden)  Endpunkte  senkrecht  steht,  berührt  den  Kreis  in  diesem 
Punkte.     (14) 

Dieser  Satz  gestattet  zunächst  folgende  Umkehrungen: 

Jede  Tangente  eines  Kreises  steht  senkrecht  auf  dem  durch  ihren 
Berührungspunkt  senkrechten  Radius.  (15.)  Steht  nämlich  eine  Gerade 
AB  auf  einem  Radius  MC  in  C  schief,  so  muss  das  vom  Mittelpunkt  M  sluT  Aß 
gefällte  Perpendikel  kleiner  als  der  Radius  MC  sein,  und  somit  AB  den  Krei^ 
schneiden. 

Daher  lässt  sich  durch  einen  und  denselben  Punkt  eines  Kreises  nur  eine 
einzige  Tangente  an  diesen  ziehen. 

Da  femer  nur  eine  einzige  Senkrechte  vom  Mittelpunkt  auf  die  Tangente 
möglich  ist,  so  folgt  umgekehrt: 

Die  vom  Mittelpunkt  auf  eine  Tangente  gefällte  Senkrechte  trifft  letztere  in 
ihrem  Berührungspunkt  (16)  und 

Die  auf  einer  Tangente  in  ihrem  Berührungspunkt  errichtete  Senkrechte 
geht  durch  den  Mittelpunkt  (17). 

Zieht  man  femer  an  einen  Kreis  zwei  Tangenten,  so  können  dieselben  nur 
dann  parallel  sein,  wenn  ihre  Berührungs-Radien  in  eine  Gerade  fallen ,  und 
umgekehrt;  die  durch  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  gezogenen  Tangenten 
sind  parallel. 

Je  zwei  Tangenten,  deren  Berührungspunkte  nicht  Endpunkte  desselben  Durch- 
messers sind,  schneiden  einander  in  einem  ausserhalb  des  Kreises  li^^enden 
Punkte.  Umgekehrt  lassen  sich  von  jedem  ausserhalb  eines  Kreises  liegenden 
Punkte  zwei,  und  nicht  mehr  Tangenten  an  ersteren  ziehen,  denn  ist  A  jener 
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Punkt  und  M  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  und  lässt  man  die  durch  A  und  M 
gehende  Secante  sich  um  A  drehen,  so  erhält  dieselbe  bei  gleichen  Winkeln  mit 
ihrer  ursprünglichen  Lage  AM  zyx  beiden  Seiten  der  letzteren  auch  gleiche  Ab- 
stände vom  Mittelpunkt  (denn  die  betreffenden  rechtwinkeligen  Dreiecke  sind 
congruent),  dagegen  bei  verschiedenen  Winkeln 
zufolge  der  Nichtcongnienz  der  betreffenden 
rechtwinkeligen  Dreiecke  auch  verschiedene  Ab- 
stände, und  zwar  wächst  der  Abstand  stetig  bei 
stetig  wachsendem  Winkel.  £s  giebt  daher 
auf  jeder  Seite  von  AM  eine  und  nur  eine 
Lage  der  Secante,  bei  welcher  ihr  Abstand  vom 
Mittelpunkt  gleich  dem  Radius  ist,  sie  selbst 
also  zur  Tangente  wird. 

Sind  AB  und  AC  die  beiden  von  A  an  den  Kreis  M  möglichen  Tangenten,  so 
stimmen  die  Dreiecke  ABM  und  ACM  Ausser  in  den  Radien  MB, MC  und  der 
gemeinschaftlichen  Seite  AM  auch  in  den  rechten  Winkeln  bei  B  und  C  über- 
eiD  und  sind  also  congruent     Hieraus  folgt: 

Je  zwei  von  demselben  Punkt  an  einen  Kreis  gezogene  Tangenten 
sind  (von  diesem  Punkt  bis  zu  den  Berührungspunkten  gerechnet)  gleich- 
lang.   (18.) 

Der  Winkel  der  beiden  von  demselben  Punkt  ausgehenden  Tan- 
genten wird  durch  die  Verbindungslinie  des  Punktes  mit  dem  Mittel- 
punkt halbirt.     (19) 

Dasselbe  gilt  von  dem  Winkel  der  beiden  Berührungsradien. 
Umgekehrt  liegt  der  Mittelpunkt  eines  jeden  Kreises,  der  die  Schenkel  eines 
gegebenen  Winkels  berührt,  auf  der  Halbirungslinie  des  letzteren,  oder 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  zwei 
gegebene  einander  schneidende  Gerade  berühren,  wird  von  den 
Halbirungslinien  der  Winkel  dieser  Geraden  gebildet.     (20.) 

Wir  fügen  diesem  Orte  noch  die  folgenden  hinzu,  deren  Richtigkeit  sich 
leicht  aus  den  vorhergegangenen  Sätzen  nachweisen  lässt: 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  zwei  gegebene 
parallele  Linien  berühren,  ist  die  zu  diesen  Linien  in  gleichem  Abstand  von 
beiden  parallele  Gerade. 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  eine  gegebene 
Gerade  in  einem  gegebenen  Punkte  derselben  berühren,  ist  die  in  diesem  Punkt 
zu  der  Geraden  senkrechte  Gerade. 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  eine  gegebene 
Gerade  berühren  und  denselben  gegebenen  Radius  haben,  besteht  aus  den  beiden 
Linien,  welche  dieser  Geraden  in  einem  Abstände  gleich  dem  Radius  parallel  sind. 

§  29.  Kreis  und  Winkel. 
Ein  Winkel,  dessen  Scheitel  auf  der  Peripherie  eines 
Preises  liegt,  und  dessen  Schenkel  durch  Sehnen  des 
Kieises  bestimmt  werden,  heisst  ein  Peripheriewinkel 
des  letzteren.  Zu  jedem  Peripheriewinkel  ABC  gehört 
«n  zwischen  seinen  Schenkeln  liegender  Bogen  AC, 
Man  sagt,  der  Peripheriewinkel  »stehe  auf  diesem  Bogen.« 
Zu  jedem  Peripheriewinkel  gehört  daher  auch  ein  Centri- 
^vinkel,  der  auf  demselben  Bogen  steht,  sowie  eine  Sehne. 
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Dagegen  gehören  zu  einem  und  demselben  Bogen  AC  oder  zu  einem  und 
demselben  Centriwinkel -4  J/C  unendlich  viele  Peripheriewinkel,  denn  jeder  Punkt 
des  Kreises,  welcher  nicht  auf  jenem  Bogen  A  C  liegt,  kann  Scheitelpunkt  eines 
solchen  Peripheriewinkels  sein.  Denkt  man  sich  den  Scheitel  B  des  Peripherie- 
winkels auf  dem  Bogen  ABC  stetig  von  A  bis  C  bewegt,  so  geht  in  jeder  der 
beiden  Grenzlagen,  also  wenn  B  mit  A  oder  mit  C  zusammenßillt,  der  eine 
Schenkel  des  Winkels  in  die  durch  diesen  Punkt  mögliche  Tangente  über,  während 
die  Sehne  des  anderen  mit  der  Sehne  A  C  zusammenfällt.  Man  erhält  so  einen 
Winkel,  dessen  Scheitel  ebenfalls  auf  der  Peripherie  liegt,  und  dessen  Schenkel 
ebenfalls  den  Bogen  AC  zwischen  sich  fassen,  bei  denen  aber  nur  der  eine 
Schenkel  durch  eine  Sehne,  dagegen  der  andere  durch  eine  Tangente  angegeben 
wird.  Wir  nehmen  auch  Winkel  dieser  Art,  fiir  welche  von  verschiedenen  Seiten 
verschiedene  eigene  Namen  vorgeschlagen  worden  sind,  in  den  Begriff  Peripherie- 
winkel im  weiteren  Sinn  auf,  da  sie  sich  den  vorher  mit  diesem  Namen  bezeich- 
neten als  Grenzfälle  folgerichtig  anschliessen. 

Jeder  Peripheriewinkel  ist  halb  so  gross  als 
der  Centriwinkel,  welcher  mit  ihm  auf  demselben 
Bogen  steht.     (1) 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  I^ehrsatzes  unterscheiden 
wir  vier  mögliche  Fälle:  Ist  der  Peripheriewinkel  zunächst 
ein  solcher  im  engeren  Sinne,  und  liegt  a)  der  Mittelpunkt 
M  auf  einem  Schenkel  CA  des  Peripheriewinkels  ACE, 
so  ist  der  Centriwinkel  AMB  Aussenwinkel  des  gleich- 
schenkeligen  Dreiecks  MCB^  folglich  doppelt  so  gross  aK 
der  an  der  Grundlinie  des  letzteren  liegende  Winkel  MCB. 

b)  Liegt  der  Mittelpunkt  M  innerhalb  des  Peripherie- 
winkels A  CBt  so  ziehe  man  den  Durchmesser  CD.  Dann 
ist  nach  dem  vorigen  Fall  ^  AMD  =  2  •  -^  ACD  und 
Z  DMB  ==  2  •  ^  DCB,  also  auch 

^  AMD-¥  ^DMB^1{^ACD-¥  ^  DGB), 
d.  i.    ^  AMB^^'  ^  ACB, 

c)  Liegt  der  Mittelpunkt  M  ausserhalb  des  Peripheric- 
winkels  ACB^  so  ziehe  man  wieder  den  Durchmesser  CD\ 

(J  dann  ist  wieder  der  Fall  a)  zweimal  anwendbar,  und  man 
erhält  diesmal 

Z  AMB  =  Z  DMB—  Z  DMA  = 
^'{^  DCB—^LDCA)^^'  ^  ACB. 

d)  Ist  der  eine  Schenkel  des  Peripheriewinkels  ABC, 
eine  Tangente  BC  und  ABC  ein  spitzer  Winkel»   so  ist, 
weil  CB  senkrecht  auf  MB,  Z  ABC^9(f—  Z  MBA, 
dagegen   Z  AMB^  180°  —  2  •  Z  MBA  = 
2  .  (90^  —  Z  MBA),  also  wieder  Z  AMB^  2  •  -Z  ABC 

Ist  dagegen  der  Peripheriewinkel  ein  stumpfer  ABD, 
so  ist  der  zugehörige  Centriwinkel  der  erhabene  AMB^ 
Da  dieser  den  hohlen  Winkel  AMB  zu  vier  Rechten, 
dagegen  Z  ABD  den  Winkel  ABC  zu  zwei  Rechten 
ergänzt,  so  folgt  die  Richtigkeit  des  Satzes  auch  in  diesem 
Fall  aus  dem  unmittelbar  Vorhergehenden.   Wäre  endlich 

der  Peripheriewinkel  ^^C  ein  rechter,  so  mtisste  AB  ein  Durchmesser  sein,  und 

der  zugehörige  Centriwinkel  wäre  ein  gestreckter. 
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Aas  dem  vorstehenden  Lehrsatz  ergeben  sich  unmittelbar  die  nachfol- 
genden: 

Alle  Peripherieivinkel,  welche  auf  demselben  Bogen  stehen,  sind 
gleich  (2),  denn  sie  sind  sämmtlich  gleich  der  Hälfte  eines  und  desselben 
Centnwinkels. 

Ebenso  sind  Peripheriewinkel,  welche  auf  gleichen  Bogen  stehen,  gleich, 
denn  es  gehören  zu  ihnen  gleiche  Centriwinkel. 

Jeder  Peripheriewinkel,  welcher  auf  einem  Halbkreise  steht,  ist 
ein  rechter  (3),  denn  der  zugehörige  Centriwinkel  ist  ein  gestreckter. 

Dagegen  sind  Peripheriewinkel,  deren  Bogen  kleiner  als  ein  Halbkreis  sind, 
spitze,  und  solche,  deren  Bogen  grösser  als  ein  Halbkreis  sind,  stumpfe. 

Da  zu  jeder  Sehne  zwei  Bogen  gehören,  so  gehören  auch  zu  jeder  Sehne 
zweierlei  Peripheriewinkel.  Die  beiden  Centriwinkel  derselben  ergänzen  einander 
zu  vier  Rechten.     Hieraus  folgt: 

Zwei  Peripheriewinkel,  welche  auf  derselben  Sehne,  aber  auf  ent- 
gegengesetzten Bogen  stehen,    betragen  zusammen  zwei  Rechte.    (4) 

Ueberhaupt   müssen  je  zwei  Peripheriewinkel  eines  Kreises,    deren  Bogen 
einander  zum  ganzen  Kreise  ergänzen,  supplementär  zu  ein- 
ander sein. 

Schneiden  zwei  Secanten  einander  ausserhalb  des  Kreises, 
so  bilden  dieselben  mit  einander  einen  Winkel,  welcher  gleich 
der  Differenz  zweier  Feripheriewinkel  ist,  von  denen  jeder 
auf  einem  der  zwischen  den  Secanten  liegenden  Kreisbogen 
steht  Denn  zieht  man  in  nebenstehender  Figur  AD,  so 
ist  J  Aussenwinkel  am  Dreieck  SAD,  also  ß  =  a  -h  7  oder 
«  =  ?  — 7.    Der  Winkel  a  ist  also  kleiner  als  ß. 

Schneiden  sich  dagegen  zwei  Secanten  innerhalb  des 
Kreises,  so  ist  jeder  von  denselben  gebildete  Winkel  gleich 
der  Summe  der  beiden  Peripheriewinkel,  welche  auf  den 
TOQ  den  Schenkeln  des  ersteren  Winkels  und  denen  seines 
Sdieitehrinkels  eingeschlossenen  Bogen  stehen.  Denn 
2ieht  man  in  nebenstehender  Figur  AD,  so  ist  a  als 
Aussenwinkel  des  Dreiecks  ASD  gleich  ß  -+■  7.  Der 
Winkel  a  ist  also  grösser  als  jeder  der  Winkel  ß  und  7. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass,  wenn  über  derselben  Geraden  beliebig  viele  Drei- 
ecke errichtet  weiden,  deren  Winkel  an  der  Spitze  sämmtlich  einander  gleich 
sind,  die  Spitzen  selbst  auf  einem  Kreisbogen  liegen  müssen,  von  welchem  jene 
Gerade  Sehne  ist,  und  welchen  man  erhält,  werm  man  durch  die  Endpunkte 
^i«er  Sehne  und  eine  jener  Spitzen  den  Kreis  legt  Jedes  Dreieck  über  der- 
selben Geraden,  dessen  Spitze  innerhalb  des  betreffenden  Kreisabschnitts  liegt, 
^  onen  grösseren,  jedes,  dessen  Spitze  ausserhalb  dieses  Abschnitts  liegt,  einen 
feineren  Winkel  an  der  Spitze.    Mit  anderen  Worten: 

Der  geometrische  Ort  der  Scheitel  aller  Winkel  von  gleicher,  gegebener 
Grösse,  deren  Schenkel  durch  dieselben  zwei  gegebenen  Punkte  gehen,  ist  ein 
Kreisbogen  (bezw.  auf  jeder  Seite  der  betreffenden  Sehne). 

Insbesondere  ist  der  geometrische  Ort  der  Spitzen  aller  rechtwinkeligen 
Dreiecke,  welche  auf  einer  gemeinschaftlichen  Hypotenuse  (und  auf  einerlei 
Seite  deiselben)  stehen,  der  über  der  Hypotenuse  als  Durchmesser  beschriebene 
Halbkreis. 
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§  30.    Kreis  und  Figuren. 

Verbindet  man  von  drei  oder  mehr  auf  einem  Kreise  angenommenen  Punkten 
je  zwei  benachbarte  durch  die  zugehörige  Sehne»  so  entsteht  eine  geradlinige 
Figur.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  man  durch  jeden  dieser  Punkte  an  den  ELieis 
die  Tangente  zieht,  vorausgesetzt,  dass  nicht  zwei  aufeinanderfolgende  dieser 
Punkte  Endpunkte  desselben  Durchmessers  sind»  in  welchem  Fall  die  betreffenden 
Tangenten  einander  parallel  werden. 

Ein  n-Eck,  dessen  Eckpunkte  sämmtlich  auf  der  Peripherie  eines  Kreises 
liegen,  dessen  Seiten  also  Sehnen  sind,  heisst  dem  Kreise  einbeschrieben;  ein 
n-Eck,  dessen  Seiten  sämmtlich  Tangenten  eines  Kreises  sind,  heisst  diesem  um- 
beschrieben. Im  ersteren  Fall  heisst  der  Kreis  der  Figur  umbeschrieben,  im 
letzteren  heisst  er  derselben  einbeschrieben. 

Nicht  um  jede  geradlinige  Figur  lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben.  Damit 
dies  möglich  sei,  muss  ein  Punkt  vorhanden  sein,  welcher  von  allen  Eckpunkten 
der  Figur  gleichweit  entfernt  ist  Ebenso  muss,  damit  sich  in  ein  gegebenes  n-Eck 
ein  Kreis  beschreiben  lasse,  ein  Punkt  vorhanden  sein,  welcher  von  allen  Seiten 
der  Figur  gleichweit  entfernt  ist 

Ein  Vieleck,  in  welches  sich  ein  Kreis  beschreiben  lässt,  heisst  ein  Tangenten- 
Vieleck,  ein  solches,  um  welches  sich  ein  Kreis  beschreiben  lässt,  ein  Sehnen- 
Vieleck. 

Lässt  sich  um  eine  Figur  ein  Kreis  beschreiben,  so  müssen  die  Mittelsenk- 
rechten  sämmtlicher  Seiten  derselben  einander  in  einem  einzigen  Punkte  schneiden, 
und  umgekehrt    Dieser  Punkt  ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises. 

Lässt  sich  in  eine  Figur  ein  Kreis  beschreiben,  so  müssen  die  Halbirungs- 
linien  sämmtlicher  inneren  Winkel  derselben  einander  in  einem  einzigen  Punkte 
schneiden.    Dieser  Punkt  ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises. 

Man  fühdet  daher  den  Mittelpunkt  des  einem  Sehnen- Vieleck  mnbeschriebenen 
Kreises,  wenn  man  auf  zwei  nicht  parallelen,  z.  B.  auf  zwei  aneinanderliegenden 
Seiten  in  deren  Halbirungspunkten  die  Senkrechten  errichtet  Der  Radius  des 
Kreises  ist  gleich  dem  Abstand  des  Durchschnittspunktes  der  Senkrechten  von 
jedem  Eckpunkt  Den  Mittelpunkt  des  einem  Tangenten- Vieleck  einbeschriebenen 
Kreises  findet  man,  indem  man  zwei  Winkel  desselben  (deren  Halbirungslinien 
nicht  ausnahmsweise  in  dieselbe  Gerade  fallen,  also  z.  B.  zwei  aneinanderii^ende 
Winkel  halbirt  Der  Radius  des  Kreises  ist  gleich  dem  Abstand  des  Durch* 
Schnittspunktes  der  Winkelhalbirenden  von  jeder  Seite. 

Aus  früheren  Sätzen  folgt:  Um  jedes  Dreieck  lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben.  — 
Da  jeder  Winkel  des  Dreiecks  ein  Peripheriewinkel  dieses  Kreises  ist,  so  ergiebt 
sich  leicht,  dass  der  Mittelpunkt  des  letzteren  bei  einem  rechtwinkeligen  Dreieck 
der  Halbirungspunkt  der  Hypotenuse  ist,  und  bei  einem  spitzwinkeligen  innerhalb, 
bei  einem  stumpfwinkeligen  ausserhalb  des  Dreiecks  liegt 

In  jedes  Dreieck  lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben.  Der  Mittelpunkt  desselben 
liegt  stets  innerhalb  der  Figur. 

Im  Allgemeinen  ist  dieser  Mittelpunkt  von  dem  des  umbeschriebenen  Kreises 
verschieden;  nur  bei  gleichseitigen  Dreiecken  fallen  beide  zusammen.  Veigl. 
g  21  und  22. 

Zu  jedem  Dreieck  existiren  ausser  dem  Mittelpunkt  des  einbeschriebenen 
Kreises  zufolge  g  22  noch  drei  andere  Punkte,  von  denen  jeder  von  den  diet 
Seiten  (l)ezw.  deren  Verlängerungen)  gleichweit  entfernt  ist  Diese  Punkte  sind 
die  Durchschnittspunkte  der  Halbirungslinien  von  je  zwei  Aussenwinkeln  des  Dm* 
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ecks  und  der  Halbinmgslinie  des  am  dritten  Eckpunkt  Hegenden  inneren  Winkels. 
Um  jeden  dieser  Punkte  lässt  sich  hiemach  ebenfalls  ein  Kreis  beschreiben, 
welcher  alle  drei  Seiten  des  Dreiecks,  bezw.  deren  Verlängerungen  berührt,  und 
zvar  liegt  jedesmal  ein  Berührungspunkt  auf  einer  Seite  selbst,  während  die  beiden 
anderen  bezüglich  auf  den  Verlängerungen  der  anderen  Seiten  liegen.  Jeder 
dieser  Kreise  heisse  daher  der  betreffenden  ersteren  Seite  »anbeschriebenc  Sein 
Mittelpunkt  liegt  auf  der  Halbtrungslinie  desjenigen  inneren  Dreieckswinkels, 
welcher  dieser  Seite  gegenüberliegt;  der  Kreis  selbst  liegt  immer  ausserhalb  des 
Dreiecks. 

Ist  ein  Viereck  einem  Kreise  einbeschrieben,  so  sind  je  zwei  einander 
gegenüberli^^nde  Winkel  desselben  Peripheriewinkel,  deren  Bogen  einander  zum 
ganzen  Kreise  ergänzen.    Daher  gilt  der  Satz: 

In  jedem  Sehnen-Viereck  beträgt  die  Summe  -^^ 
je    zweier     gegenüberliegender    Winkel     zwei 
Rechte.    (I) 


Ist  femer  ABCD  ein  Tangenten -Viereck,  so  sind 
je  zwei  Seiten-Abschnitte,  welche  zwischen  demselben 
Eckpunkt  und  den  Berührungspunkten  der  anliegenden 
Seiten  liegen,  wie  z.  B.  BE  und  BF^  gleich  lang 
[S  28,  (18)].  J 

Je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  AB  und  DQ  sowie  AD  und  ^C  enthalten 
vier  solche  Abschnitte,  dergestalt  dass  jeder  Abschnitt  des  einen  Paares  einem 
Abschnitt  des  anderen  Paares  gleich  ist.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

In  jedem  Tangentenviereck  ist  die  Summe  je  zweier  Gegenseiten 
gleich  der  Summe  der  beiden  anderen.    (2) 

Die  beiden  vorstehenden  Sätze  lassen  sich  umkehren: 

Ist  in  einem  Viereck  die  Summe  zweier  einander  gegenüber- 
liegender Winkel  gleich  zwei  Rechten,  so  lässt  sich  um  das  Viereck 
ein  Kreis  beschreiben.     (3) 

Es  lässt  sich  nämlich  stets  ein  Kreis  beschreiben,  der 
durch  drei  Eckpunkte  A,  B,  C  des  Vierecks  geht.  Läge 
nun  der  vierte  Eckpunkt  D  ausserhalb  dieses  Kreises,  so 
mflsste  wenigstens  eine  der  Seiten  AD^  CD  den  Kreis 
schneiden.  Dieser  Durchschnittspunkt  E  wäre  dann  der  -^ 
vierte  Eckpunkt  eines  Sehnehvierecks  ABCE^  und  es  müsste 
^tt  ^ABC-^  Z  CEA^^'IR.  sein.  Da  aber  Z  CEA 
als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  AED  grösser  als  der  Winkel 
^BA  ist,  so  würde  hieraus  folgen,  dass  Z  ABC  -+-  CDA  J) 
<  2  ^  wäre.  Läge  dagegen  D  innerhalb  des  Kreises,  so  könnte  man  CD  bis 
zum  Durchschnittspunkt  E  mit  dem  Kreise  verlängern  und  durch  eine  ganz  ent- 
sprechende Beweisführung,  wie  vorher,  folgern, 
^  ^  ABC-^  ^\CDA  >  2  -ff  sein  müsse.  Soll 
also  Z  ABC  -I-  Z  CDA  =  2  ^  sein,  so  muss 
auch  D  auf  dem  durch  A,  B  und  C  gelegten 
Kreise  liegen. 

Ist  in  einem  Viereck  die  Summe 
zweier  Gegenseiten  gleich  der  Summe 
<)cr  beiden  anderen,  so  lässt  sich  in  das 
Viereck  ein  Kreis  beschreiben.    (4) 
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Es  lässt  sich  nämlich  stets  ein  Kreis  beschreiben,  der  drei  Seiten  AB,  BC, 
CD  des  Vierecks  berührt  Schnitte  nun  die  vierte  Seite  AD  den  Kreis,  so 
könnte  man  mittelst  einer  von  D  an  letzteren  gelegten  Tangente  ein  Tangenten- 
Viereck  EBCD  construiren,  und  es  müsste  dann 

EB-^CD^BC-^DE 
sein.     Da  nun  EB=  AB-h  A£  und  DE<.AE-h  AD,  so  müsste 

AB-hAE-^  CD  <  BC -h  AE  -^  AD, 
oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  AE  subtrahirt, 

AB-h  CD^BC-^AD 
sein.  —  Fiele  dagegen  AD  ganz  ausserhalb  des  Kreises,  so  könnte  man  wieder 
mittelst  einer  von  D  an  letzteren  gelegten  Tangente  ein  Tangentenviereck  EBCD 
constniiren    und    durch    eine    ganz   entsprechende   Beweisführung,    wie   vorher, 
folgern,  dass 

AB-h  CD>  BC-h  AD 
sein  müsse.     Soll  also  AB-^  CD  =  BC-i-  AD  sein,    so  muss  auch  DA  den 
Kreis  berühren. 

Insbesondere  folgt  aus  den  vorstehenden  Sätzen,  dass  sich  um  jedes  Recht- 
eck und  in  jeden  Rhombus  ein  Kreis  beschreiben  lässt;  zu  jedem  Quadrat  giebt 
es  einen  einbeschriebenen  und  einen  umbeschriebenen  Kreis. 

Von  anderen  Sehnen-  und  Tangenten- Vielecken  sind  nur  noch  die  regel- 
mässigen Polygone  von  besonderem  Interesse,  d.  h.  solche  geradlinige  Figuren, 
deren  Seiten  und  ebenso  deren  Winkel  sämmtlich  gleich  gross  sind.  Die  Bei- 
spiele des  gleichseitigen  Dreiecks  und  des  Quadrats  haben  bereits  die  Möglich- 
keit solcher  Figuren  gezeigt,  allgemeiner  ergiebt  sich  dieselbe,  wenn  man  sich 
in  einem  Kreise  n  Radien  so  gezogen  denkt,  dass  je  zwei  aufeinander  folgende 

360° 
mit   einander  einen  Winkel  von bilden,  und  dann  die  Endpunkte  je  zweier 

solcher  benachbarten  Radien  mit  einander  verbindet    Diese  Verbindungslinien 

müssen    nämlich    ein   /i-Eck    begrenzen,    dessen   Seiten   sämmtlich  ^Sehnen   zu 

gleichen  Centriwinkeln,  also  auch  gleich  gross  sind;  dass  auch  alle  Winkel  des 

ff -Ecks    einander   gleich   sein   müssen,    kann  damit  bewiesen  werden,  dass  jene 

n  Radien   das  »-Eck   in   n  gleichschenkelige  Dreiecke  theilen,  welche  sämmtlich 

in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  übereinstimmen,  also  congruent 

sind.     Hieraus   ergiebt   sich   nämlich   leicht,    dass  jeder  der  Polygonwinkel  die 

Summe  zweier  von  2»  einander  gleichen  Winkeln  ist 

Diese  Zusammensetzung  der  Polygonwinkel  führt  auch  auf  den  Satz,   dass 

360° 
jeder    derselben    gleich    180° ist    Derselbe  kann  übrigens  auch  mittelsi 

der   bekannten  Winkelsumme    eines   /i-Ecks  gefunden  werden,  aus  welcher  sich 

bei   der   Gleichheit   der   n  Winkel   der   Werth  jedes   einzelnen   gleich 

4 
Rechte  —  2  ^ ^   ergiebt 

Während  im  Vorstehenden  ein  regelmässiges  Polygon  mittelst  eines  Kreise^ 
aU  (lieKcn)  cinlicsc  hricbene  Figur  entstanden  gedacht  wurde,  soll  nun  zunächM 
gezeigt  werden,  dass  umgekehrt  jedem  regelmässigen  Polygon  —  also  auch,  wenn 
ein  »ohhcs  auf  atulerc  Weise  entstanden  gedacht  oder  gegeben  sein  sollte  —  ein 
KrciH  ymbcHc  hricl)cn,  sowie  ferner  ein  Kreis  einbeschrieben  werden  kann,  l^' 
dienern  /werk  n)6gen  zunächst  zwei  benachbarte  Winkel  EAB,  ABC  eines  al> 
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regelmassig  vorausgesetzten  Polygons  ABCDEF  halbirt,  und  der  mit  M  be- 
zeichnete Durchschnittspunkt  der  Halbirungslinien  mit  allen  noch  übrigen  Eck- 
punkten des  Polygons  verbunden  sein.  Da  die  ganzen  Winkel  FAB,  ABC  zu- 
folge der  Voraussetzung  gleich  gross  sind,  so  müssen  auch  ihre  Hälften  a,  ß 
einander  gleich  sein;  daher  ist  das  Dreieck  ^-^J/gleichschenkelig,  d.  h.  es  ist  AM 
gleich  EM,  Es  stimmen  femer  die  Dreiecke  ABM,  BCM  in  der  gemeinschaft- 
lichen Seite  BM^  den  nach  Voraussetzung  gleichen  Seiten  AB^  BC  und  in  den 
Hälften  ß,  y  des  Polygonwinkels  B  überein  und  sind  also  congruent.  Hieraus 
folgt,  dass  CM=  AM  ist  und  mithin  muss  auch  CM 
=  BM,  also  das  Dreieck  ^CJ/ gleichschenkelig  sein. 
Da  hiemach  wieder  die  Winkel  6  und  7  einander 
gleich  sind,  so  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  der 
Gleichheit  der  ganzen  Winkel  B  und  C,  und  dass  7  ^f- 
die  Hälfte  von  B  ist,  dass  auch  6  die  Hälfte  von  C, 
oder  0  gleich  e  sein  muss.  Nun  lässt  sich  in  gleicher 
Weise,    wie    vorher    die    Congruenz    der    Dreiecke  ji  j^ 

ABM  \md  BCM,  auch  die  der  Dreiecke  ^C^  und 

CDM  beweisen    und   aus   derselben   wieder   folgern,    dass  das  Dreieck  CDM 
gieichschenkelig  oder  CM=  DM  ist     Man  kann  dann  in  derselben  Weise,  wie 
vorher,  fortfahren  und  für  jede  beliebige  Anzahl  von  Theildreiecken  den  Beweis 
his  zum  letzten  derselben  fortsetzen.     Somit  folgt,  dass  die  Strecken  AM^  BM, 
CMf  DM  u.  s.  w.  sämmtlich  gleich  lang  sind,  oder  der  Satz; 

In  jedem  regelmässigen  Polygon  giebt  es  einen  Punkt,  welcher 
von  allen  Eckpunkten  gleichweit  entfernt  ist,  oder  was  dasselbe  ist, 
um  jedes  regelmässige  Polygon  lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben.    (5) 

Dieser  Punkt  wird  der  Mittelpunkt  des  Polygons  genannt,  und  seine  Ver- 
bindungslinien mit  den  Eckpunkten  heissen  die  grossen  Radien  des  letzteren. 

Aus  dem  vorstehenden  Beweise  gehen  unmittelbar  noch  die  folgenden 
Eigenschaften  regelmässiger  Figuren  hervor: 

Die  grossen  Radien  theilen  das  regelmässige  »-Eck  in  n  congruente  und 
glachschenkelige  Dreiecke.    Dieselben   halbiren   femer   die  Polygonwinkel  und 

QgA 

je  zwei  benachbarte  bilden  mit  einander  einen  Winkel  von Grad. 

n 

Umgekehrt  müssen  daher  —  da  jeder  Winkel  nur  eine  einzige  Halbirungs- 
limchat— die  Halbirungslinien  sämmtlicher  Winkel  eines  regelmässigen  «-Ecks 
durch  ein  und  denselben  Punkt,  nämlich  den  Mittelpunkt  der  Figur  gehen. 

Da  femer  die  Seiten  der  regelmässigen  Figur  gleiche  Sehnen  des  derselben 
unbeschriebenen  Kreises  sind  und  folglich  von  dem  Mittelpunkt  gleichweit  ab- 
stehen, da  also,  was  dasselbe  ist,  der  Mittelpunkt  des  Polygons  auch  von  allen 
Seiten  desselben  gleichweit  entfernt  ist,  so  folgt,  dass  sich  auch  in  jede 
regelmässige  Figur  ein  Kreis  beschreiben  lässt  (6),  und  dass  der  Mittel- 
punkt des  umbeschriebenen  Kreises  zugleich  der  des  einbeschriebenen  ist. 

Die  von  dem  Mittelpunkt  einer  regelmässigen  Figur  auf  die  Seiten  der- 
selben gefällten  Senkrechten,  d.  i.  die  nach  den  Berührungspunkten  gehenden 
^ien  des   einbeschriebenen  Kreises,  heissen  die  kleinen  Radien  der  Figur. 

Aus  den  vorstehenden  Sätzen  folgen  endlich  leicht  noch  die  nachstehenden: 

Die  kleinen  Radien  einer  regelmässigen  Figur  halbiren  die  betreffenden 
Seiten  und  die  zugehörigen  Winkel,  welche  je  zwei  benachbarte  grosse  Radien 
am  Mittelpunkt  mit  einander  bilden.  —  Umgekehrt  müssen  die  auf  den  Seiten 
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einer  regelmässigen  Figiir  in  ihren  Halbirungspunkten  errichteten  Senkrechten 
sämmtlich  durch  einen  und  denselben  Punkt,  nämlich  den  Mittelpunkt,  gehen.  — 
Die  grossen  und  die  kleinen  Radien  vereinigt  zerlegen  das  regelmässige  «-Eck 
in  2  «  congruente  und  rechtwinkelige  Dreiecke.  Jedes  dieser  Dreiecke  enthält 
alle  zur  Charakteristik  des  Polygons  wesentlichen  Stttcke  desselben:  seine  Seilen 
sind  bezüglich  der  halben  Polygonseite,  dem  grossen  und  dem  kleinen  Radius 
gleich,  und  unter  seinen  Winkeln  ist  einer  gleich  der  Hälfte  des  PolygonwinkeLs 
ein  anderer  gleich  dem  Quotienten  von  zwei  Rechten  durch  die  Anzahl  der  Seiten- 
Ein  solches  Dreieck  heisst  daher  Bestimmungsdreieck  der  regelmässigen 
Figur. 

§  31.  Zwei  Kreise. 
Die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  A^  B  zweier  Kreise  heisst  die  Central - 
linie  der  letzteren.  Die  Centrallinie  der  Kreise  y^,^ schneidet  den  Kreis  B  in  einem 
Punkte  Cy  und  ihre  Verlängerung  über  den  Mittelpunkt  B  schneidet  denselben 
Kreis  in  einem  Punkte  D,  Es  sei  nun  E  ein  beliebiger  anderer  Punkt  des 
Kreises  B,  und  man  habe  d^selben  mit  beiden  Mittelpunkten  A^  B  verbunden, 
so  ist  in  dem  Dreieck  ABB,  AB-^BE>  AE  und  AB--BE<:  AB.    Da  nun 

BE^BD^BC,    so  ist   auch    AB-^- 
BD>AE  und  AB  —  BC<:AE,  d.  h. 
es  ist  AD>AE  und  AC<:AE,    Von 
allen   Punkten  des   Kreises  B  hat    also 
D  die  grösste  und  C  die  kleinste  Ent- 
fernung vom  Mittelpunkt  des  Kreises  A. 
Hieraus  ergeben  sich  folgende  Sätze: 
Ist  die  Centrallinie  zweier  Kreise  grösser  als  die  Summe  der  Radien,  so  liegt 
jeder  der  beiden  Kreise  ganz  ausserhalb  des  anderen.     Denn  ist  AB>  R  ^^  r, 
so  hi  AC>  R,  und  es  liegt  C,  und  folglich  auch  jeder  andere  Punkt  des  Kreises 
B  ausserhalb  des  Kreises  A, 

Ist  die  Centrallinie  zweier  Kreise  gleich  der  Summe  der  Radien,  so  haben 
beide  Kreise  einen  einzigen  Punkt  gemeinsam  und  liegen  sonst  ganz  ausserhalb 
einander.  Denn  in  diesem  Fall  ist  AC=s  AB—  BC=^  R,  es  liegt  also  C  auf 
dem  Kreise  A,  und  jeder  andere  Punkt  von  B  ausserhalb  A. 

Ist  die  Centrallinie  zweier  Kreise  kleiner  als  die  Summe  und  grösser  als 
die  Differenz  der  Radien,  so  schneiden  die  Kreise  einander.  Denn  i'sX  AB<i 
R  1-  r,  so  ist  AC<:R,  und  C  liegt  innerhalb  des  Kreises  A,  Ist  dabei  AB> 
R  r,  so  ist  AD  oder  AB-^-  r>  R^  also  liegt  D  ausserhalb  des  Kreises  A. 
Da  nlso  der  Kreis  B  zum  Theil  ausserhalb  und  zum  Theil  innerhalb  des  Kreisen 
A  liegt,  so  müssen  die  Kreise  einander  durchschneiden. 

iHt  die  Centrallinie  zweier  ungleicher  Kreise  gleich  der  Differenz  der  Radien. 
HO  haben  die  Kreise  einen  einzigen  Punkt  gemeinsam,  und  jeder  andere 
Punkt  dcK  kleineren  Kreises  liegt  innerhalb  des  grösseren.  Denn  ist  ^/7^ 
R  r,  HC)  ist  AD  oder  AB-^  r^R,  also  liegt  D  auf  dem  Kreise  A,  und  jeder 
andorc  Punkt  von  B  innerhalb  des  Kreises  A, 

Iht  die  ('entrallinie  zweier  ungleicher  Kreise  kleiner  als  die  Differenz  der 
Radi(*n,   to   liegen  alte  Punkte   des  kleineren  Kreises  innerhalb  des  grösseren 
Denn  in  dicHcm  Fall  ist  auch  AD<,R. 

Im  iiH!)csondcrc  die  Centrallinie  zweier  ungleicher  Kreise  gleich  Null,  d.  h 
Ittllfn  ihre  Mittelpunkte  zusammen,  so  heissen  die  Kreise  concentrisch.  In 
jr<tcin  anderen  Fnll  heissen  sie  excentrisch. 
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Für  zwei  gleiche  Kreise  fallen  die  drei  letzten  Lagen  in  eine  einzige  zusam- 
mcn,  denn  ist  R^=r,  so  ist  ^  —  r  =  0.  Die  beiden  Kreise  haben,  wenn  AB=^ 
R—  r^=Q  ist,  alle  Punkte  gemeinschaftlich,  d.  h.  sie  decken  einander. 

Von  zwei  Kreisen,  die  einen  einzigen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  sagt 
man,  sie  berühren  einander,  und  der  gemeinschaftliche  Punkt  heisst  ihr 
Berührungspunkt  Aus  dem  Vorstehenden  geht  hervor,  dass  es  zwei  Arten 
von  Berührungen  zweier  Kreise  giebt:  bei  der  einen  liegen  die  Kreise  sonst  ganz 
ausserhalb  einander,  und  man  sagt,  sie  berühren  einander  von  aussen;  bei  der 
anderen  liegt  der  kleinere  Kreis  sonst  ganz  innerhalb  des  anderen,  und  man  sagt, 
derselbe  berühre  den  grösseren  von  innen,  und  der  grössere  berühre  den  kleineren 
umschliessend.  Die  beiden  betreffenden  der  obigen  Sätze  können  nun,  wie 
folgt,  ausgesprochen  werden: 

Ist  die  Centrallinie  zweier  Kreise  gleich  der  Summe  der  Radien, 
so  berühren  die  Kreise  einander  von  aussen.     (1) 

Ist  die  Centrallinie  zweier  ungleicjier  Kreise  gleich  der  Differenz 
der  Radien,  so  berührt  der  kleinere  Kreis  den  grösseren  ^von  innen.     (2) 

Zogleich  geht  aus  den  obigen  Entwicklungen  hervor,  dass  der  Berührungs- 
punkt im  ersteren  Fall  auf  der  Centrallinie,  im  letzteren  auf  der  Verlängerung 
der  Centrallinie  über  den  Mittelpunkt  des  kleineren  Kreises  liegt 

Auch  ergiebt  sich  aus  dem  Obigen,  dass  zwei  Kreise  einander  nur  unter 
den  angegebenen  Bedingungen  von  aussen,  bezw.  von  innen  berühren  können, 
da  für  jeden  anderen  möglichen  Fall  eine  andere  Lage  der  Kreise  nachgewiesen 
worde.    Es  gelten  daher  auch  die  Umkehrungen: 

Berühren  zwei  Kreise  einander  von  aussen,  so  liegt  der  Be- 
rührungspunkt auf  der  Centrallinie,  und  die  letztere  ist  gleich  der 
Summe  der  Radien.    (3) 

Berührt  ein  Kreis  einen  anderen  von  innen,  so  liegt  der  Be- 
rührungspunkt auf  der  Verlängerung  der  Centrallinie  über  den 
Mittelpunkt  des  kleineren  Kreises,  und  letztere  ist  gleich  der  Diffe- 
renz der  Radien.     (4) 

Schneiden  zwei  Kreise  einander,   so  geschieht  dies  stets  in   zwei  Punkten, 
denn  ist   C  ein  Durchschnittspunkt  der  Kreise  A,  B,  so  bildet  die  Centrallinie 
AB  mit  den  nach  C  gehenden  Radien  ein  Dreieck,  und  denkt  man  sich  dieses  um 
AB  auf  die  andere  Flächenseite  von  AB  herumgelegt, 
so  kommt  es  in  die  Lage  ADB,    sodass  AD=^AC 
und  BD  =  BC,  also  D  ebenfalls  ein  auf  beiden  Kreisen 
zugleich  liegender  Punkt  ist.      Dass  aber  zwei  Kreise 
einander  nicht  in  mehr   als   zwei  Punkten  schneiden 
können,    folgt   schon  daraus,    dass  durch  drei  seiner 
Punkte  ein  Kreis  der  Lage  und  Grösse  nach  bestimmt 
ift,  dass  also  zwei  Kreise,  welche  drei  Punkte  gemein- 
sam haben,  einander  decken  müssen. 

Verbindet  man  die  Durchschnittspunkte  C,  D  zweier  Kreise  A,  B,  so  erhält 
man  die  gemeinschaftliche  Sehne  CD  derselben.  Da  ACD  und  BCD  gleich- 
schenkelige  Dreiecke  sind,  so  steht  die  Verbindungslinie  ihrer  Spitzen  A,  B  senk- 
recht zu  der  gemeinschaftlichen  Basis  C/>,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  gemein- 
schaftliche Sehne  zweier  einander  schneidenden  Kreise  steht  senk- 
recht zu  der  Centrallinie.    (5) 
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§  32.    Constructionen  zum  zweiten  Kapitel. 

1.  Die  bisher  entwickelten  Eigenschaften  der  Figuren  liefern  die  Mittel  zur 
Lösung  von  Aufgaben,  welche  die  Construction  solcher  Figuren  aus  gegebenen 
Bestimmungsstücken,  d.  h.  in  der  praktischen  Ausführung  die  Zeichnung  der- 
selben mittelst  Zirkel  und  Lineal,  verlangen.  Solche  Constructionen,  wie  z.  B. 
das  Fällen  einer  Senkrechten  von  einem  Punkt  auf  eine  Gerade,  das  Ziehen  von 
parallelen  Linien  u.  dgl.  m.,  wurden  schon  bei  den  Beweisen  der  Lehrsätze  in 
den  vorhergehenden  Paragraphen  vielfach  vorausgesetzt,  allein  da  es  hier  nur 
nöthig  war,  dieselben  ausgeführt  zu  denken,  reichte  es  hin,  dass  die  Möglichkeit 
solcher  Senkrechten,  Parallelen  u.  s.  w.  feststand,  ohne  dass  es  nöthig  war,  die 
Mittel  zur  wirklichen  praktischen  Ausführung  ihrer  Construction  zu  erörtern. 

Um  beispielsweise  zu  beweisen,  dass  die  Winkel  eines  gleichseitigen  Dreiecks 
einander  gleich  seien,  ist  es  nur  nöthig,  sich  ein  solches  Dreieck  vorzustellen, 
aber  keineswegs  dass  vorher  gezeigt  sei,  auf  welche  Weise  man  es  praktisch  con- 
struiren  könne,  und  ebenso  ist  es,  wo  zu  einem  Beweise  eine  Winkelhalbirende 
erforderlich  ist,  nicht  nothwendig,  die  Construction  derselben  in  Wirklichkeit  aus- 
zuführen, sondern  nur  diese  unzweifelhaft  existirende  Linie  sich  als  vorhanden  zu 
denken. 

Die  so  gewonnenen  Lehrsätze  bieten  aber  nun  umgekehrt  die  Mittel»  auch 
die  wirkliche  Ausführung  jener  Constructionen  zu  ermöglichen. 

Als  Fund  amental -Aufgaben  dieser  Art  lassen  sich  diejenigen  bezeichnen, 
welche,  entsprechend  den  einzelnen  Congruenzsätzen,  die  Construction  eines  Drei- 
ecks aus  drei  Bestimmungsstücken  verlangen.  Dieselben  sollen  zunächst  mit 
ihren  wichtigsten  Anwendungen  erörtert  werden. 

Aufgabe  1:    Ein  Dreieck  aus  seinen  drei  Seiten  zu  construiren. 
Es  sind  hier  drei  Strecken  a,  b,  c  gegeben,  und  es  wird  ein  Dreieck  ver- 
langt, dessen  Seiten  bezüglich  diesen  Strecken  gleich  sind.    Man  zeichne  eine 

€k  Gerade  und  trage   auf  derselben   eine   Strecke  AB 

«  =  ^  ab,    beschreibe  um  A  mit  einem  Radius  gleich 

^,  und   um  B  mit  einem  Radius  gleich  a  je  einen 

^ Kreisbogen  und  verbinde  den  Durchschnittspunkt  C 

der  beiden  Kreisbogen  mit  A  und  mit  B.     Dann  ist 
ABC  das  verlangte  Dreieck. 

Der  Beweis  der  Richtigkeit  dieser  Construction 
ergiebt  sich  sehr  leicht  unmittelbar  aus  letzterer  und 
daraus,  dass  alle  Radien  eines  Kreises  einander  gleich 
J •  i  sind. 

Bei  jeder  solchen  Aufgabe  fragt  es  sich,  ob  die  Construction  imter  allen  l*m- 
ständen  möglich  ist,  und  im  Vemeinungsfalle,  welche  Bedingungen  für  die  Möj:- 
lichkeit  aufzustellen  sind.  Ausserdem  ist  zu  imtersuchen,  ob  und  in  welchen 
Fällen  die  verlangte  Figur  durch  die  gegebenen  Stücke  eindeutig  oder  mehrdeutig 
bestimmt  ist.  Man  bezeichnet  diese  Untersuchungen  mit  dem  Namen  »Deter- 
mination der  Aufgabe«.  Im  vorliegenden  Fall  muss,  damit  die  um  A  und  /> 
beschriebenen  Kreise  einander  schneiden,  nach  g  31  a-^b^c  und  a  —  ^  <  4- 
(bezw.  b  —  a  <cc)  sein.  Die  letztere  Bedingung  kann  auch  in  der  Form  b  -h  f>  a 
geschrieben  und  demnach  mit  der  ersteren  dahin  zusammengefasst  werden,  6xi^ 
die  Summe  je  zweier  der  gegebenen  Strecken  grösser  als  die  dritte  sein  muv*» 
Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  lässt  sich  stets  das  verlangte  Dreieck  construiren 
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Sofem  von  der  Lage  desselben  abgesehen  wird,  und  nur  seine  Gestalt  und  Grösse 
m  Betracht  kommt,  folgt  aus  dem  Congruenzsatz  von  den  drei  Seiten,  dass  die 
Aufgabe  nur  eine  einzige  Lösung  hat. 

Bd  den  folgenden  Aufgaben  soll  der  Kürze  halber  die  Determination  weg- 
gelassen werden,  wenn  die  Aufgabe  stets  eine,  und  nur  eine  einzige  Auflösung 
hat 

Als  besondere  Fälle  der  vorstehenden  Aufgabe  können  die  folgenden  gelten: 

2.  Eingleichschenkeliges  Dreieck  aus  denLängen  seines  Schenkels 
and  seiner  Basis  zu  construiren,  oder  auch,  über  einer  gegebenen  Basis  ein 
gleichschenkeliges  Dreieck  zu  construiren,  dessen  Schenkel  der  Länge  nach 
gegeben  ist 

Hierzu  ist  nur  anzunehmen,  dass  in  der  vorigen  Aufgabe  a  =  b  sei. 

3.  Ein  gleichseitiges  Dreieck  aus  der  Länge  seiner  Seite  (oder 
über  einer  gegebenen  Seite  ein  gleichseitiges  Dreieck)  zu  construiren. 

Man  nehme  in  der  Aufgabe  1,  a^=±b  =  c  an. 

Da  jeder  Winkel  eines  gleichseitigen  Dreiecks  60°  beträgt,  so  ergiebt  sich 
hieraus  zugleich  die  Lösung  der  Aufgabe: 

4.  Einen  Winkel  von  60°  zu  zeichnen. 

Nimmt  man  femer  zu  den  Seiten  des  zu  construirenden  Dreiecks  die  Längen 
der  Seiten  eines  anderen  gegebenen  Dreiecks,  so  löst  man  die  Aufgabe: 

5.  Ein  Dreieck  zu  construiren,  welches  einem  gegebenen  Dreieck 
congruent  ist 

Da  endlich  congruente  Dreiecke  in  den  homologen  Winkeln  übereinstimmen, 
und  zu  jedem  gegebenen  Winkel  durch  eine  beliebige,  seine  Schenkel  schneidende 
Gerade  ein  Dreieck  construirt  werden  kann,  so  ergiebt  sich  hieraus  auch  ein 
M^ly  um 

6.  Einen  Winkel  zu  zeichnen,  der  einem  gegebenen  Winkel  gleich 
ist,  und  insbesondere 

an  eine  gegebene  Gerade  in  einem  gegebenen  Punkte  derselben 
einen  gegebenen  Winkel  anzutragen. 

Da  hierbei  die  Gerade,  welche  die  Schenkel  des  gegebenen  Winkels  schneidet, 
ganz  beliebig  gezogen  werden  kann,  so  wird  man  in  der  Praxis  ihr  eine  für  die 
Ausführung  der  Construction  möglichst  bequeme  Lage  geben,  und  dies  ist  der 
Fall,  wenn  das  construirte  Dreieck  gleichschenkelig  wird.  Hiemach  gestaltet  sich 
die  Construction  zu  Aufg.  6.  in  folgender  Weise: 

Man  beschreibe   um   den  Scheitel  B  des 
gegebenen  Winkels  mit  beliebigem  Radius  einen 
Kreisbogen,  welcher  den  einen  Schenkel  in  A^     » 
den  andern  in  C  schneidet,  und  mit  demselben 
Radius  um  den  auf  der  Geraden  MN  gegebe- 
nen Punkt  P  einen  Kreisbogen,  welcher  MN 
in  D  schneide.  Daf auf  beschreibe  man  mit  dem 
Abstand  der  Punkte  A   und  C  von   einander 
üna  D  einen  Kreisbogen,    welcher   den  um  P  ^ 
beschriebenen  in  E  schneide,  und  ziehe  durch 
£  und  /*  die  Gerade,  so  ist  EPD  der  verlangte  Winkel.    —    Zum  Beweise  ver- 
binde man  A  mit  Q  E  mt  D  und  zeige,  dass  ^BAC^  PED  ist. 

Die  Aufgabe   6  liefert  das  Mittel,   die  noch   übrigen  Fundamental-Construc- 
tionen  des  Dreiecks  auszuführen: 


220 


Planimetrie. 


7.  EinDreieckauseinerSeite  und  den  beiden  anliegenden  Winkeln 
zu  construiren. 

Man  zeichne  eine  Strecke  gleich  der  für  die  Seite  gegebenen  IJnic  und 
trage  an  dieselbe  in  jedem  ihrer  Endpunkte  in  der  Aufgabe  entsprechender  Weise 
einen  Winkel  an,  welcher  einem  der  gegebenen  Winkel  gleich  ist  Die  angelegten 
Schenkel  schneiden  einander  in  dem  dritten  Eckpunkt  des  Dreiecks. 

8.  Ein  Dreieck  aus  einer  Seite,  einem  anliegenden  und  dem  gegen- 
überliegenden  Winkel  zu  construiren. 

Es  sei  a  die  für  die  Seite  gegebene  Strecke,  a  der  gegenüberli^ende,  ^  der 
anliegende  Winkel.  Man  zeichne  eine  Strecke  BC^=a,  lege  an  die  Richtung 
BC  in  B  einen  Winkel  gleich  ß,   an  die  Verlängerung  von  ^C  in  C  eben£aük 

einen  Winkel  DC£^  %und 

■ an    C£  in  C  einen   Winkel 

gleich  a  an.  Der  angelegte 
Schenkel  des  letzteren  schnei- 
det den  in  B  angel^^ten  im 
dritten  Eckpunkt  A  des  I>rei- 
ecks.  —  Der  Beweis  beruht 
darauf,  dass  Z  ACI?  als 
Aussenwinkel  gleich  ^  A  -h 
Z  B,  also,  da  Z  ECD  «  Z  i?,  Z  ECA  =  Z  ^  ist. 

9.  Ein  Dreieck  aus  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel 
zu  construiren. 

Die  Construction  geschieht  leicht,  indem  man  eine  Strecke  gleich  der  einen 
gegebenen  zeichnet,  an  dieselbe  in  ihrem  einen  Endpunkt  den  gegebenen  Winkel 
anlegt,  auf  dem  angelegten  Schenkel  die  zweite  gegebene  Strecke  vom  Scheitel 
aus  abträgt  und  schliesslich  durch  Verbindung  ihrer  so  bestimmten  Endpunkte 
die  fehlende  Seite  zeichnet 

10.  Ein  Dreieck  aus  zwei  Seiten  und  einem  der  ihnen  gegenüber* 
liegenden  Winkel  zu  construiren. 

Man  zeichne  zunächst  eine  Strecke 
A  B  von  derjenigen  I^änge  r,  welche 
für  die  Seite  gegeben  ist,  die  dem 
gegebenen  Winkel  anliegen  soll,  lege 
an  ^i?  in  ^  einen  Winkel  gleich 
dem  gegebenen  ß,  beschreibe  um  A 
mit  der  anderen  gegebenen  Strecke  i* 
den  Kreis  und  verbinde,  wenn  letz- 
terer mit  dem  in  B  angelegten 
Schenkel  einen  Punkt  C  gemeinsam 
hat,  diesen  Punkt  mit  A,  —  Zar 
Determination  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  leicht,  dass  der  um  A  beschriebene 
Kreis  den  in  B  angelegten  Schenkel  in  keinem  Punkte  trifft,  wenn  h  kleiner  al^ 
das  von  A  auf  den  angelegten  Schenkel  gefüllte  Perpendikel  ist  In  diesem  Fall 
kann  kein  Dreieck  aus  den  gegebenen  Stücken  construirt  werden.  Ist  h  gleich 
jenem  Perpendikel,  so  berührt  der  Kreis  den  Schenkel,  und  man  erhält  ein  ein- 
ziges Dreieck,  welches  bei  C  rechtwinkelig  ist.  Ist  b  grösser  als  jenes  Perpen- 
dikel und  kleiner  als  AB,  also  kleiner  als  c,  so  schneidet  der  Kreis  den  Schenkel, 
und  man  erhält  zwei  verschiedene  Dreiecke.    Ist  b^c,  so  fiUlt  der  eine  Durch- 
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sdunttspunkt  mit  B  zusammen;  das  eine  jener  beiden  Dreiecke  verschwindet,  das 
andere  ist  gleichschenkelig.  Ist  endlich  ^  >  r,  so  schneidet  der  Kreis  den  Schenkel 
nur  in  einem  einzigen  Punkte,  denn  der  andere  Durchschnittspunkt  von  Kreis  und 
Geraden  fallt  auf  die  Verlängerung  des  Schenkels  über  B,  In  diesem  Fall  giebt 
es  also  wieder  ein  einziges  Dreieck.  —  Man  vergleiche  diese  Determination  mit 
dem  entsprechenden  Congruenzsatz.     [§  18,  (4).] 

Die  vorstehenden  Constructionen  lösen  zugleich  die  praktisch  besonders 
wichtige  Aufgabe:  Aus  drei  gegebenen  Bestimmungsstücken  eines  Dreiecks  die 
drei  nicht  gegebenen  durch  Zeichnung  zu  finden.  Sie  können  daher  dazu  dienen, 
Linien  und  Winkel,  welche  man  wegen  irgend  eines  Hindernisses  nicht  unmittel- 
bar messen  kann,  auf  mittelbarem  Wege  zu  bestimmen. 

§.33.     Fortsetzung. 

Die  Eigenschaften  der  gleichschenkeligen  Dreiecke  führen  zur  Lösung  folgen- 
der Aoigaben: 

1.  Auf  einer  gegebenen  Geraden  AB  in  einem  gegebenen  Punkte 
C  derselben  die  Senkrechte  zu  errichten. 

Man  trage  auf  AB  von  C  aus  zu  beiden 
Seiten  dieses  Punktes  gleiche  Strecken  CD,  CE 
ab,  construire  die  Spitze  F  eines  beliebigen  über 
Z>£  als  Basis  stehenden  gleichschenkeligen  Drei- 
ecks und  verbinde  F  mit  C,  so  ist  CF  die  ver- 
langte Senkrechte.  —  Denn  die  Verbindungslinie 
der  Spitze  F  eines  gleichschenkeligen  Dreiecks  jl 
DFE  mit  dem  Halbirungspunkt  C  der  Basis  steht 
senkrecht  zu  letzterer. 

Diese  Construction  ist  nicht  ausführbar,  wenn  C  ein  Endpunkt  von  AB  ist, 
und  letztere  Linie  nicht  über  C  verlängert  werden  kann.     In  diesem  Fall  kann 
man  sich  folgender  zweiten  Construction  bedienen:    Man  trage  von  C  aus  auf  der 
gegebenen  Geraden  eine  beliebige  Strecke  CD  ab,   er-     „ 
richte  über  CD  als  Basis  ein  beliebiges  gleichschenke- 
liges   Dreieck    CED,    verlängere  DE  über  E  um  EF 
=  ED  und  ziehe  CF,    so  ist  CF  die   verlangte  Senk- 
rechte. —  Denn  es  sind  (nach  der  Bezeichnung  neben- 
stehender Figur)    ^  a  und   ^  ß,   und  ebenso  ^  7  und 
'-1  o  als  lA^nlcel   an   der  Grundlinie    je    eines    gleich- 
schenkeligen Dreiecks  gleich,  also  ist  Za4-7  =  pH-5 
und   daher  gleich   der   Hälfte   der  Winkelsumme   des   Dreiecks   FCD,   mithin 

gleich  9<f. 

2.  Auf  eine  gegebene  Gerade  AB  von  einem  ausserhalb  derselben 
gegebenen  Punkte  C  die  Senkrechte  zu 
fällen. 

Man  beschreibe  mit  dem  Abstände  des 
Punktes  C  von  irgend  einem,  auf  der  andern 
Flächenseite  von  AB  liegenden  Punkte  einen 
Kreisbogen  um  C,  der  ABinD  und  E  schneide, 
darauf  mit  beliebigem  Radius  einen  Kreisbogen 
am  D  und  mit  demselben  Badius  einen  solchen 
um  £.    Den  Durchschnitt^unkt  F  der  beiden 
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letzteren  Kreisbc^en  verbinde  man  mit  C,  so  ist  CF  die  verlangte  Senkrechte.  — 
Der  Beweis  folgt  daraus,  dass  die  Verbindungslinie  der  Spitzen  zweier  g^eich- 
schenkeligen  Dreiecke  CDE,  FDE,  die  auf  derselben  Basis  stehen,  zu  letzteiet 
senkrecht  ist. 

In  der  Pnxis  bedient  man  sich  lur  Lltiung  der  beiden  vonuhendeo  Aufgaben  anch  etitet 
dreieckigen  Linealt,   dessen   einer  Winkel   ein   lechter   isL     L^  man   an  eine  Gerade  AB  eia 
gewöhnliches  Lineal  und  sodann  an  letiteres  das  dreieckiffe  mit  eiD«  Kathete  an,  und   verschielii 
dann   das  dreieckige  Lineal   längs   des  gewöbalichen,   bis  seine  andere  Kathete  durch  onen  auf 
oder   ausicrbalb  AB  gegebenen  Punkt  geht,   so  kann   man   an   der  diese  Kathete  daralellmileo 
Kante  die  verlangte  Senkrechte  ziehen.  —  Zur  Prüfung  der  Richtigkeil  eines  solchen  dreieckigen 
Lineals  dient  der  Sati,   dass  sich  auf  einer  Geraden  in  demselben  Punkte  nur  eine  einxige  Senk- 
rechte   errichten    lässt      Die    nebenstehende   Figur    leigt    iwn 
Stellungen  des  Dreiecks,  in  welchen  man  es  an  denselbeo  Punkt 
C  längü   eines  gewöhnlicKen  Lineals  schieben  kann.   Die  beidn 
dann  als  Senkrechte  gezogenen  Geraden  mllssen  zusammenfalleD . 
anderen  Falls  giebl  der  Winkel  derselben  den  doppellen  Fehlet 
des  Lineals  an. 

3.  Eine  gegebene  Strecke  AB  zu  halbiren. 
Man  beschreibe  über,  bezw.  unter  AB  als  Basis  die 

Spitzen  C,  D  zweier  gleichschenke  ligcn  Dreiecke.  Die 
Verbindungslinie  von  C  und  D  halbirt  nach  bekanoteni 
Satze  die  Basis  AB. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Constniction 
auf  die  entstandenen  Theile  von  AB  kann  man  die  Atif- 
gabe  lösen: 

Eine  gegebene  Strecke  in  4,  oder  8,  oder  16  u.  s.  w„ 
^  allgemein  in  2"  gleiche  Theile  zu  (heilen. 

Den  vorstehenden  Aufgaben  lassen  sich  die  folgenden  anschliessen: 

4.  Einen  gegebenen  Winkel  zu  halbiren. 

Man  beschreibe  um  den  Scheitel  B  des  gegebenen  Winkels  mit  beliebigem 
Radius  einen  Kreisbt^en,  welcher  den  einen  Schenkel  in  A,  den  anderen  in  C 
schneide,  und  darauf  um  A  mit  beliebigem  und  um  C  mit  demselben  Radius 
einen  Kreisbogen.  Den  DurchschnittspunktZ?  der  beiden 
letzteren  verbinde  man  mit  B;  dann  halbiit  DB  den 
gegebenen  Winkel.  —  Verbindet  man  nllmlicb  D  mit 
A  und  mit  C,  so  stimmen  die  Dreiecke  ABD,  CBD 
in  den  drei  Seiten  überein,  imd  die  Winkel  ABD. 
CBD  sind  daher  gleich  als  homologe  Stücke  con- 
gruenter  Dreiecke. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Constniction  auf  die  entstandenen 
Theile  von  ABC  kann  man  die  Aufgabe  lösen: 

Einen  gegebenen  Winkel  in  4,  oder  8,  oder  16  u.  s.  w.,  allgemein  in 
2"  gleiche  Theile  zu  theilen. 

5.  Eine  gegebene  Strecke  in  eine  beliebige  verlangte  Anzahl 
gleicher  Theile  zu  theilen. 

Um  die  Strecke  AB  in  «  gleiche  Theile  zu  theilen,  lege  man  an  AB  in 
einem  ihrer  Endpunkte  unter  beliebigem  Winkel  eine  conveigente  Gende  AC 
an,  trage  auf  dieser  von  A  aus  eine  beliebige  Strecke  n  mal  nach  einander  ab, 
todasi  man  also  die  Strecken  AD,  DE,  u.  s.  w.  erhält,  verbinde  den  letzten 
•o  Kai  AC  erhaltenen  Punkt  F  mit  dem  anderen  Endpunkt  B  der  gegebenen 
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Strecke  und  ziehe  durch  die  übrigen  auf  AC  erhaltenen 
Punkte  die  Parallelen  DG,  EH,  u.  s.  w.  zu  FB,    Letz-  ^ 
tere  theilen  AB  in  n  gleiche  Theile.     Der  Beweis  der 
Richtigkeit    dieser    Construction    folgt    unmittelbar    aus 
§  25,  (4). 

Wsüuend  man  so  jede  gegebene  Strecke  in  jede  beliebige 
AacaU  gleicher  Theile  theilen  kann»  ist  dies  bei  einem  Winkel 
Hiebt   mit    den    Httlfemitteln    der  Elementar-Mathematik    möglich. 

Nar  die  in  6ss  vorstehenden  Aufgabe  4  angeführten  Theilungen  eines  Winkels  lassen  sich  hier 
•Dgcmein  ausführen,  und  schon  die  Theilung  eines  solchen  in  drei  gleiche  Theile  (die  soge- 
nannte Trisection  des  Winkels)  ist  mit  Zirkel  und  Lineal  allein  nicht  ausführbar.  Dies  ver- 
hindert jedoch  nicht  die  Möglichkeit,  solche  Theilungen  bei  einzelnen,  bestimmten  Winkeln 
aoszttfilhren.  So  lässt  sich  beispielsweise  ein  rechter  Winkel  (und  ebenso  die  Hälfte,  das  Viertel 
eines  solchen,  u.  s.  w.)  in  drei  gleiche  Theile  theilen,  wie  die  folgende  Aufgabe  zeigt. 

6.  Einen  rechten  Winkel  in  drei  gleiche  Theile  zu  theilen. 

Da  man  nach  der  Aufgabe  4  in  §  32  einen  Winkel  von  60°  zeichnen,  und 
somit  mit  Hülfe  von  §  32,  Aufg.  6  einen  solchen  von  einem  rechten  Winkel 
abtragen  kann,  so  erhält  man  als  Uiiterschied  einen  Winkel  von  30°,  d.  h.  den 
dritten  Theil  des  rechten.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  diese  Construction,  wie 
folgt:  Beschreibe  um  den  Scheitel  B  des  rechten  Winkels  mit  beliebigem  Radius 
einen  Kreis,  welcher  die  Schenkel  bezüglich  in  A  und  C  schneide,  und  sodann 
mit  demselben  Radius  um  A  und  um  C  Kreise,  welche  den 
ersteren  im  Winkelraume  des  rechten  Winkels  bezüglich  in 
D  und  E  schneiden.  Verbindet  man  nun  E  und  D  mit  B, 
so  ist  der  Winkel  ABC\n  drei  gleiche  Theile  getheilt.  —  Zum 
Beweise  ziehe  man  AD  und  EC  und  benutze  die  gleich- 
seitigen Dreiecke  ABD  und  BEC, 

Da   man  mit  Hilfe   der  Aufgaben  1  und  2    dieses  Para-. 
gn4>hen  einen  rechten  Winkel  zeichnen  kann,  so  ergeben  sich     C  -o 

hieraus  und  ausserdem  durch  Anwendung  der  Aufgabe  4  dieses  Paragraphen  die 
Lösungen  der  Aufgaben: 

a)  Einen  Wnkel  von  30°  zu  zeichnen. 

b)  Einen  Winkel  von  45°  zu  zeichnen. 

c)  Ebenso  einen  Winkel  von  15°  zu  zeichnen. 

7.  Zu  einer  gegebenen  Geraden  durch  einen  ausserhalb  derselben 
gegebenen  Punkt  die  Parallele  zu  ziehen. 

Man  ziehe  durch  den  gegebenen  Punkt  C  eine  / 

beliebige  Gerade,    welche  die  gegebene  in  einem  J ^1 , 

Punkte  2>  schneide,  imd  lege  an  CD  in  C  einen  dem 
Winkel  CDB  gleichen  Winkel  so  an,  dass  er  zu  letz-   . 

tercm  correspondirender  oder  Wechselwinkel  wird.    '^ f 

Der  angelegte  Schenkel  liefert  die  gesuchte  Parallele 
EF,  —  Beweis  leicht 

Man  kann  insbesondere  den  Winkel  CDB  zu 
dncm  rechten  machen  und  erhält  dann  folgende  Auflösung:  Fälle  von  C  auf 
AB  die  Senkrechte  CD  und  errichte  auf  CD  in  C  die  Senkrechte;  die  letztere 
ist  die  verlangte  Parallele. 

Eine  dritte,   praktisch  besonders  bequeme  Construction  ist  folgende:    Ver- 
binde C  mit  einem  beliebigen  Punkt  D  von  AB  beschreibe  um  einen  anderen 
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beliebigen  Punkt  G  von  AB  mit  einem  Radius  gleich  CD,  und  um  C  mit  eineir 
Radius  gleich  DG,   die  Kreise  und  verbinde   den  einen  Durchschntttspunkt  J 

dieser  Kreise  mit  Q  so  ist  CF  die  verlangte  Paxallele 
—  Denn  in  dem  Vierecke  CDGF  sind  je  zwei  Gegen 
Seiten  einander  gleich,  also  ist  dasselbe  ein  ParalleK> 
gramm. 

In  der  Praxis  kann  man  sich  zur  Auflösung  dieser  A«%ab4 
auch  eines  dreieckigen  Lineals  bedienen  (welches  zu  diesem  Zveci 
nicht  rechtwinkelig  zu  sein  braucht  Durch  Venchiebiiiig  de« 
selben  längs  eines  gewöhnlichen  Lineals  nach  Anleitung  der  neben 
stehenden  Figur  kann  man  es  in  eine  solche  Lage  bringen,  da> 
man  an  seiner  einen  Kante  die  verlangte  Parallele    ziehen    kann. 

§  34.    Fortsetzung.    Vielecke  und  Kreise. 
Die  Construction  von  Vielecken  lässt  sich  in  der  Regel  auf  die  von  Dreiecken 
zurückführen,    in   welche    man  das  Vieleck  durch  Diagonalen  oder  auf  andere 
Weise  zerlegen  kann. 

1.  Die  Construction  eines  Parallelogramms  kann  beispielsweise,  wenn 
zwei  aneinanderliegende  Seiten  desselben  und  der  von  ihnen  eingeschlossene 
Winkel  gegeben  sind,  dadurch  geschehen,  dass  man  zunächst  die  Seite  AB  i^leich 
der  einen  gegebenen  Strecke  zeichnet,  an  dieselbe  in  B  den  gegebenen  Winkel 
anträgt  und  den  angelegten  Schenkel  BC  gleich  der  zweiten  gegebenen  Strecke 
macht.     Dann  zieht  man  entweder  CD  parallel  zu  BA  und  AD  parallel  zxi  Bl\ 

/r  .|l     oder    man    beschreibt    um    C  mit    einec^ 

Radius  gleich  BA  und   um  A   mit    einend 

Radius  gleich  j9C  Kreisbogen  und  verbindet 

den  Durchschnittspunkt  D  derselben  mit  A 

B  ^  ^A,  und    mit  C,    oder   man  zieht  durch   C  dk 

Parallele  zu  BA,  giebt  derselben  die  I^ni:e 
CD  =  BA  und  verbindet  D  mit  A,  u.  dgl.  m. 

Insbesondere  sind  in  dieser  Aufgabe  die  folgenden  als  besondere  Fälle  ent 
halten:  Ein  Rechteck  aus  zwei  aneinanderliegenden  Seiten  zu  construiien. 
Einen  Rhombus  aus  einer  Seite  und  einem  Winkel  zu  constniiren.  Ein  Quadr.it 
aus  einer  Seite  zu  construiren. 

Von  den  Aufgaben  zu  den  Sätzen  vom  Kreise  sind  folgende  als  fundamen^ 
tal  zu  erwähnen: 

2.  Zu  einem  gegebenen  Kreise  oder  Kreisbogen  den  Mittelpunkt 
zu  finden.  Man  ziehe  zwei  nicht  parallele  Sehnen  und  constniire  xu  jeder  der- 
selben die  Mittelsenkrechte.  Die  letzteren  müssen  einander  in  dem  gesuchten 
Mittelpunkte  schneiden. 

3.  An  einen  gegebenen  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkte  desselben 
die  Tangente  zu  ziehen.  Construction:  Ziehe  durch  den  gegebenen  Ihuikt 
die  Senkrechte  zu  dem  durch  diesen  Punkt  gehenden  Radius. 

4.  An  einen  gegebenen  Kreis  von  einem  ausserhalb  desselben 
gegebenen  Punkte  eine  Tangente  zu  ziehen.  —  Man  construire  über  der 
Verbindungslinie  des  gegebenen  Punktes  A  und  des  Mittelpunktes  Jf  als  Durch- 
meiser  den  Kreis  und  verbinde  einen  der  Durchschnittspunkte  B  oder  C  der 
beiden  Kreise  mit  A.  Jede  dieser  Verbindungslinien  ist  eine  Tangente  de«  ge- 
grtienen  Kreises,  denn  die  Winkel  MBA  und  MCA  sind  rechte  als  Pesiphene- 
wioksl  Über  einem  Halbkreise. 
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5.  lieber  einer  gegebenen  Geraden  als  Sehne  den  Kreisbogen  zu 
beschreiben,  welcher  der  geometrische  Ort  der  Scheitel  aller  über 
der  Sehne  stehenden  Winkel  von  gleicher,  gegebener  Gröss'e  ist 

Es  sei  ^^  die  gegebene  Gerade-  Man  lege  an  AB  in  A  einen  Winkel 
BAC  gleich  dem  gegebenen  Winkel  a  an,  halbire  AB  in  £>,  errichte  auf  AB 
in  2>  und  auf  ^  C  in  ^  die  Senkrechte  und 
beschreibe  um  den  Durchschnittspunkt  M  der 
beiden  Senkrechten  mit  MA  als  Radius  über 
AB  den  verlangten  Kreisbogen.  —  Da  nämlich 
MD  die  Mittelsenkrechte  von  AB,  also  M  von 
A  und  B  gleichweit  entfernt  ist,  so  geht  der 
constmirte  Kreisbogen  auch  durch  B.  Da  femer 
AC  senkrecht  zu  dem  Radius  MA  ist^  so  ist 
AC  eine  Tangente;  Z  BAC  ist  also  ein  von 
dner  Sehne  und  einer  Tangente  gebildeter  Peripheriewinkel  und  also  gleich  jedem 
auf  demselben  Bogen  stehenden  andern  Peripheriewinkel  desselben  Kreises.  Da 
femer  ^  BAC=ol  nach  Construction,  so  sind  auch  die  letzteren  Peripherie- 
winkel gleich  a. 

Ist  insbesondere  a  ein  rechter  Winkel,  so  hat  man  nur  über  AB  als  Durch- 
messer den  Halbkreis  zu  beschreiben. 

Die  Auflösungen  der  Aufgaben:  Um  ein  gegebenes  Dreieck  oder  in  ein 
giegebenes  Dreieck  den  Kreis  zu  beschreiben,  gehen  unmittelbar  aus  den 
betreffenden  Lehrsätzen  hervor. 


Kapitel  3. 
Vom  Messen  und  dem  Flächeninhalt  geradliniger  Figuren. 
§35-     Vom   Messen   und   den   Verhältnissen   der   Strecken. 

1.  Eine  Grösse  messen  heisst,  dieselbe  mit  einer  anderen  Grösse  gleicher 
Art,  welche  als  bekannt  vorausgesetzt  und  das  Maass  der  ersteren  genannt  wird, 
in  der  Art  vergleichen,  dass  man  angiebt,  wie  oft  dieses  Maass  in  der  zu  messen- 
den Grösse  enthalten,  oder  das  wievielfache  diese  von  jenem  ist.  Messen  heisst 
also,  mit  noch  anderen  Worten,  das  Verhältniss  der  (zu  messenden)  Grösse  zu 
dem  gewählten  oder  vorgeschriebenen  Maasse  bestimmen.  Das  Resultat  der 
Messung  ist  also  eine  Zahl,  die  Maasszahl  jener  Grösse,  welche  auf  das  betref- 
fende Bfaass  bezogen  ist;  das  Maass  ist  die  Grössen-Einheit  jener  Zahl. 

Indem  also  beliebig  viele  Grössen  gleicher  Art  durch  auf  dieselbe  Maass- 
Etnbeit  bezogene  Zahlen  dargestellt  werden,  wird  man  in  den  Stand  gesetzt,  die 
Regeln  der  Arithmetik  auf  jene  Grössen,  d.  h.  genauer  auf  ihre  Maasszahlen, 
anzuwenden,  oder  mit  denselben  zu  rechnen. 

Als  Maass  einer  Strecke  kann,  da  dasselbe  mit  der  zu  messenden  Grösse 
gleichartig  sein  muss,  nur  eine  Strecke  dienen.  Hierbei  sind  zunächst  zwei  ver- 
schiedene Fälle  zu  unterscheiden.  Trägt  man  nämlich  von  der  zu  messenden 
Strecke  AB  zunächst  von  einem  ihrer  Endpunkte  aus  eine  dem  Maasse  m  gleiche 
Strecke  AC,   dann  von  dem  Reste      A  C  B  V    n 

CB  wieder   eine   Strecke   CD=^m         ' ' ' 1 ^ 

ab,  und  wiederholt  dies  so  oft  als         ^^ — 

möglich,  so  bleibt  entweder  zuletzt  ein  Rest  FB,  welcher  kleiner  als  m  ist,  und 
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anf  welchem  also  das  Abcragen  nicht  noch  einmal  viederhoU  weiden  kann,  oder 
es  bleibe  kein  solcher  Rest.  Im  letzteien  Falle  sagt  man,  die  Strecke  m  gehe 
in  AB  2xdi  oder  auch  dieselbe  sei  gleich  einem  aliquoten  Theil  von  AB,  Die 
Strecke  AB  heisst  in  diesem  Falle  ein  Vielfaches  ^Moldplmn)  der  Strecke  01. 

Nor  wenn  das  Maass  m  gleich  einem  aliquoten  Theil  von  AB  ist,  erhält 
man  durch  das  erwähnte  Abtragen  desselben  unmittelbar  die  Maasszahl  von  AB, 
nämlich  die  Zahl,  welche  ai^ebt,  wie  oft  sich  m  auf  AB  abtragen  lässL  Daher 
nennt  man  in  diesem  Falle  m  auch  insbesondere  ein  genaues  Maass  von  AB. 
Man  pfl^  auch  wol,  wenn  man  von  einem  Maasse  einer  Strecke  schlechthin 
redet,  unter  demselben  ein  solches  genaues  Maass  zu  verstehen,  und  dieser  Ge- 
brauch soll  auch,  wo  nicht  das  G^entheil  ausdrücklich  gesagt  ist  oder  aus  dem 
Zusammenhang  deutlich  hervorgeht,  im  Folgenden  von  uns  eingehalten  werden 

In  diesem  Siime  gelten,  wie  für  gleichartige  Grossen  überhaupt,  so  auch  für 
Strecken  die  folgenden  Sätze,  welche  sich  leicht  durch  Abtragen  des  Maasses  auf 
diesen  Strecken  beweisen  lassen: 

Ist  eine  Strecke  m  ein  Maass  zweier  Strecken  a,  b  zugleich,  so  ist  ««  auch 
ein  Maass  der  Summe  a  +  ^  und  der  Differenz  a  —  b  derselben,  und  allgemeiner 
jede  Strecke,  welche  ein  Maass  für  mehrere  andere  Strecken  ist,  ist  zugleich  ein 
Maass  jeder  (algebraischen)  Sunmie  der  letzteren. 

Sind  hierbei  die  einzelnen  Sununanden  gleich  gross,  so  erhält  man  den  Satz 
Ist  eine  Strecke  m  ein  Maass  einer  anderen  Strecke  a,  so  ist  sie  auch  ein  Maass  jedes 
Vielfachen  von  a.   Dagegen  kaim  nicht  behauptet  werden,  dass  m  auch  ein  Maa^^ 
jedes  aliquoten  Theiles  von  a  sei. 

Ist  femer  eine  Strecke  m  ein  Maass  einer  andern  Strecke  a,  so  ist  auch  jeder 
aliquote  Theil  von  m  ein  Maass  von  a.  Dagegen  ist  ein  Vielfaches  von  m  nicht 
nothwendig  ein  Maass  von  a. 

2.  In  dem  zweiten  der  oben  unterschiedenen  Fälle,  also  werm  die  zweite 
Strecke  m  kein  genaues  Maass  von  AB  ist,  gelingt  die  Vergleichung,  wenn  eine 
dritte  Strecke  gefunden  werden  karm,  die  in  jeder  von  jenen  beiden  ohne  Ke»t 
aufgeht.  Denn  misst  man  mit  dieser  dritten  Strecke  die  beiden  ersteren,  so  er- 
hält man  für  jede  von  diesen  eine  Maasszahl,  und  der  Quotient  dieser  Maass- 
zahlen ist  gleich  dem  entsprechenden  Verhältniss  der  langen  beider  Strecken 

Eine  solche  Strecke,  welche  gleichzeitig  ein  Maass  von  zwei  oder  mehreren 
Strecken  ist,  heisst  ein  gemeinschaftliches  Maass  der  letzteren.  Es  fragt  «»ich 
zunächst,  ob  zu  jeden  zwei  gegebenen  Strecken  stets  ein  solches  gemeinschaft- 
liches Maass  existirt  und  auf  welche  Weise  ein  solches  gefunden  werden  karui 

Da  femer,  wenn  eine  Strecke  m  ein  gemeinschaftliches  Maass  zweier  oder 
mehrerer  anderer  Strecken  ist,  auch  jeder  aliquote  Theil  von  m  gleichzeitig  für 
alle  diese  Strecken  ein  Maass  sein  muss,  so  folgt,  dass  gegebene  Strecken,  welche 
ein  gemeinschaftliches  Maass  haben,  gleichzeitig  unendlich  viele  gemeinschaftliche 
Maasse  besitzen  müssen.  Von  diesen  muss  eins  das  grösste  sein,  denn  ein  Maa>> 
einer  Strecke  karm  nie  grösser  sein,  als  diese  selbst,  also  nicht  über  jede  Grenze 
hinaus  wachsen. 

Man  kann  daher,  da  das  grösste  Maass  die  kleinsten  und  mithin  bequemsten 
Biaasszahlen  liefern  muss,  die  obige  Aufgabe  näher  dahin  fassen,  dass  das  gross» te 
gemeinschaftliche  Maass  zweier  gegebenen  Strecken  gesucht  werden 
»olle. 

Zu  diesem  Zwecke  trage  man  die  kleinere  dieser  Strecken  so  oft  als  möglich 
von  der  grösseren  ab,  darauf,  falls  hierbei  ein  Rest  bleibt,  diesen  Rest  wieder 
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so  oft  als  möglich  von  der  kleineren;  dann  den  etwa  hierbei  bleibenden  Rest 
wieder  auf  dem  vorigen  Reste  ab,  und  fahre  so  fort,  indem  man  also  stets  den 
bei  dem  Abtragen  bleibenden  Rest  aufs  Neue  von  dem  vorhergehenden  Reste 
abträgt  Kommt  man  bei  diesem  Verfahren  einmal  zu  einem  Reste,  welcher  in 
dem  vorhergehenden  aufgeht,  so  ist  jener  ein  gemeinschaftliches  Maass,  und  zwar 
das  grösste  der  beiden  gegebenen  Strecken. 

Zum  Beweise  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  sei  beispielsweise  CD  auf 
AB  ff  mal,    der  dabei  bleibende  p    /?  » 

Rest  EB   auf  CD   «^mal,    der     A\ 1 1.   f  i 

hier  bleibende  Rest  FD  auf  EB 

8|iDaI,   endlich   der  nunmehrige     C^        '        *       ^T^^ 
Rest  GB  auf  ED   «,mal,    und 

2war  diesmal  ohne  Rest  abgetragen,  so  ist  also  GB  ein  Maass  von  ED  und 
mithin  auch  ein  Maass  des  Vielfachen  EG  von  ED.  Hieraus  folgt  weiter,  dass 
GB  auch  ein  Maass  der  Summe  von  EG  und  GB,  also  von  EB,  und  somit 
femer  auch  ein  Maass  des  Vielfachen  CE  von  EB  sein  muss.  In  gleicher  Weise 
ergiebt  sich  weiter,  dass  GB  als  Maass  von  CE  und  von  ED  auch  ein  Maass 
der  Summe  CE-\-  ED,  also  der  Strecke  CD,  daher  femer  auch  ein  solches  des 
Vielfachen  AE  von  CD  und  somit  schliesslich  ein  solches  der  Summe  AE-^ 
EB^AB  sein  muss.  Hiermit  ist  bewiesen,  dass  GB  ein  gemeinschaftliches 
Maass  von  AB  und  CD  ist 

Um  auch  zu  zeigen,  dass  GB  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  dieser 
Strecken  sein  muss,  nehme  man  an,  m  sei  ein  anderes  Maass  derselben;  dann 
muss  m  auch  ein  Maass  des  Vielfachen  AE  von  CD  und  folglich  auch  ein 
solches  der  Differenz  AB — AE,  d.  h.  der  Strecke  EB  sein.  Hieraus  ergiebt 
sich  in  gleicher  Weise  weiter,  dass  m  auch  ein  Maass  des  Vielfachen  CE  von 
EB,  mithin  auch  ein  solches  der  Differenz  CD  —  CE=  ED,  also  weiterhin  auch 
ein  solches  des  Vielfachen  EG  von  ED,  und  endlich  auch  ein  solches  von 
EB  —  EG  =  GB  sein  muss.  Ist  aber  m  ein  Maass  von  GB,  so  kann  m  nicht 
grösser  dXs  GB  sein,  folglich  ist  GB  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von 
AB  und  CD. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  der  ganze  vorstehende  Beweis  nicht  bloss  für  das 
gewählte  Beispiel,  sondern  allgemein  gilt,  da  es  sich  in  anderen  Fällen  nur  um 
eine  den  endlichen  Schluss  nicht  ändernde,  mehr  oder  minder  häufige  Wieder- 
holung derselben  Schlussweisen  handelt. 

Zugleich  ist  hiermit  bewiesen,  dass  jedes  gemeinschaftliche  Maass  zweier 
Strecken,  welches  nicht  das  grösste  ist,  einem  aliquoten  Theile  des  grössten 
gleich  sein  muss.  Mit  letzterem  sind  daher  in  gewissem  Sinne  auch  alle  übrigen 
gemeinschaftlichen  Maasse  der  beiden  gegebenen  Strecken  bestimmt  worden. 

3.  Aus  dem  vorstehenden  Beweise  geht  aber  nicht  hervor,  dass  man  bei  dem 
eingeschlagenen  Verfahren  nothwendig  einmal  auf  einen  Rest  kommen  müsse, 
welcher  in  dem  vorhergehenden  aufgeht,  und  es  muss  also  die  Möglichkeit  offen 
gehalten  werden,  dass  es  Strecken  geben  könne,  zu  welchen  sich  auf  dem  ange- 
gebenen W^e  kein  gemeinschaftliches  Maass  bestimmen  lasse.  Dass  dies  in  der 
That  der  Fall  ist,  zeigt  folgendes  Beispiel: 

Es  sei  ABC  ein  gleichschenkeliges  und  bei  B  rechtwinkeliges  Dreieck.  Man 
trage  auf  der  Hypotenuse  AC  eine  Strecke  CD  gleich  der  Kathete  BC  ab.  Da 
AC—  BC<.AB  ist,  so  muss  der  Rest  AD  kleiner  als  AB,  und  also  auch 
kleiner  als  BC  sein,  so  dass  sich  also  BC  nicht  noch  einmal  von  AD  abtragen 
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lässt.     Man  errichte  nun  in  2>  auf  AC  die  Senkrechte,  welche  AB  in  E  treffe. 

so  muss  das  rechtwinkelige  Dreieck  AED,  da  es  bei  y#  einen  Winkel  von  45' 

^  hat,  gleichschenkelig,  d.  h.  es  muss  AD^=  DE  sein. 

Zieht  man  ferner  DB,  so  ist  das  Dreieck  D  CB  gleich- 
schenkelig,  also  ^  CDB=^  Z  CBD\  folglich  sind  auch 
die  beiden  Winkel,  welche  je  einen  von  diesen  zu  einem 
rechten  ergänzen,  nämlich  EDB  und  EBD,  einander 
gleich,  woraus  folgt,  dass  das  Dreieck  DEB  gleich* 
schenkelig,  d  h.  DE  =  EB  ist  Mithin  ist  auch  BE 
=  AD.  Trägt  man  also  den  auf  y^C  gebliebenen  Rest 
M  C     AD  von  B  aus  auf  der  BC  gleichen  Strecke  BA  ab. 

so  kommt  man  nach  einem  einmaligen  Abtragen  zu  dem  Punkte  E,  und  da 
sich  auf  das  gleichschenkelig- rechtwinkelige  Dreieck  AED  dasselbe  Verfahren, 
wie  vorher  bei  ABQ  anwenden  lässt,  so  bleibt  nach  nochmaligem  Abtragen  der 
Strecke  AD  auf  AE  ein  Rest  AF,  welcher  kleiner  als  AD  ist  Mit  diesem 
Reste  kann  man  in  gleicher  Weise  verfahren,  wie  vorher  mit  dem  Reste  AD,  d.  h. 
errichtet  man  in  /"auf -^/^ die  Senkrechte,  so  erhält  man  ein  drittes  rechtwinkelig- 
gleichschenkeliges  Dreieck  AFG,  und  es  ist  AF^=  FG^=GD,  Man  kann  da- 
her den  Rest  AF  wieder  zweimal  auf  dem  vorigen  Reste  AD  abtragen  und  be- 
hält aufs  Neue  einen  Rest,  u.  s.  w.  Da  man,  in  dieser  Weise  fortfahrend,  stet> 
zu  neuen  gleichschenkelig-rechtwinkeligen  Dreiecken  und  somit  stets  zu  einem 
neuen  Reste  kommen  muss,  so  ist  die  Möglichkeit  des  oben  behaupteten  Fal]e> 
an  einem  Beispiel  nachgewiesen. 

Es  fragt  sich  nun  weiter,  ob  in  solchem  Falle  nur  die  oben  angegebene 
Methode  zur  Auffindung  eines  gemeinschaftlichen  Maasses  nicht  anwendbar  ist. 
oder  ob  überhaupt  kein  solches  existirt  Nehmen  wir  an,  es  existire  in  einem 
solchen  Fall  ein  gemeinschaftliches  Maass  m  der  Strecken  AB,  CD,  so  müsste 
zufolge  des  obigen  Beweises  m  auch  ein  Maass  sämmtlicher  bei  jenem  Verfahren 
bleibender  Reste  sein.  Jeder  dieser  Reste  ist  aber  kleiner  als  der  vorhergehende. 
Wäre  nun  a  die  Maasszahl  von  AB,  b  die  Maasszahl  von  CD  in  Beziehung 
auf  jenes  Maass  m,  also  AB  =^  a-  m,  CD^=b'  m,  so  müsste  der  erste  Ro:: 
kleiner  als  b-  m,  mithin,  da  er  selbst  ein  Vielfaches  von  m  sein  soll,  höchstens 
gleich  {b — l)m  sein.  Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich,  dass  der  zweite  Res: 
höchstens  gleich  {b  —  i)m,  der  dritte  höchstens  gleich  {b — S)m  sein  könnte, 
u.  s.  w.  Hieraus  folgt,  dass  man  nach  höchstens  b — 1  maliger  Wiederholung 
des  Abtragens  auf  einen  Rest  kommen  müsste,  welcher  gleich  m  oder  kleiner 
als  m  wäre,  was  der  obigen  Annahme  widerspricht 

Es  giebt  also  Strecken,  zu  welchen  kein  gemeinschalUiches  Maass  existin. 
Solche  Strecken  werden  incommensurabel  genannt,  wogegen  Strecken«  die  em 
gemeinschaftliches  Maass  haben,  commensurabel  genannt  werden. 

4.  Bei  der  Lösung  der  im  Eingange  dieses  Abschnittes  gestellten  Aufgatie. 
das  Verhältniss  einer  gegebenen  Strecke  zu  einer  anderen  bestimmten  Stm-ic 
zu  finden,  sind  also  nunmehr  drei  Fälle  zu  unterscheiden.  In  dem  ersten  der 
selben,  in  welchem  die  letztere  Strecke  selbst  ein  genaues  Maass  der  erstenrn 
ist,  erhält  man  durch  unmittelbares  Abtragen  der  kleineren  von  der  grosseren 
die  gesuchte  Verhältnisszahl;  dieselbe  ist  eine  ganze  Zahl.  In  dem  zweiten 
Fall,  in  welchem  die  Voraussetzung  des  vorigen  nicht  erfüllt  ist,  die  beiden 
Strc(  kcn  aber  commensurabel  sind,  misst  man  beide  durch  ein  gemeinschaftliches 
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am  einfachsten  durch  ihr  grösstes  gemeinschaftliches  Maass  und  erhält  durch 
Division  der  Maasszahlen  einen  Bruch  als  die  gesuchte  Verhältnisszahl.  Die 
Unterscheidung  dieser  beiden  Fälle  ist  offenbar  nicht  wesentlich;  der  erste  kann 
mit  dem  zweiten  zusammengefasst  werden,  indem  bei  ihm  die  kleinere  gege- 
bene Strecke  selbst  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  beiden  ist.  Dagegen 
ist  die  Unterscheidung  des  dritten  Falles,  in  welchem  die  gegebenen  Strecken 
incommensurabel  sind,  wesentlicher.  In  diesem  Falle  kann  das  verlangte  Verhält- 
niss  weder  durch  eine  ganze  Zahl  noch  durch  einen  Bruch  angegeben  werden; 
gleichwol  ist  daraus  nicht  zu  schliessen,  dass  die  Angabe  desselben  überhaupt 
anmöglich  sei,  wie  die  folgende  Untersuchung  zeigt. 

Es  sei  bei  zwei  incommensurabelen  Strecken  ^,  b  irgend  ein  Maass  p  der 
einen  Strecke  b  angenommen,  sodass  sich  also  p  auf  b  eine  bestimmte  ganze 
Anzahl,  etwa  mmal,  ohne  Rest  abtragen  lässt.  Trägt  man  nun  dieses  Maass  auch 
auf  der  anderen  Strecke  a  so  oft  als  möglich,  etwa  nmal,  ab,  so  bleibt  ein  Rest, 
welcher  kleiner  als  p  ist,  und  es  ist  somit  a  grösser  als  n  •  /,  dagegen  kleiner 
als  (n  +  1)  -/r   während  b  gleich  tn  * p  ist.     Man  kann  daher  auch  sagen,  das 

Verhältniss  a\b  sei  grösser  als  —  und  kleiner  als  .     Dadurch,  dass  man 

tn  fn 

dann  für  /  ein  immer  kleineres  neues  Maass  annimmt,  kann  der  auf  a  bleibende 

Rest  und  somit  der  Unterschied'  zwischen  diesen  beiden  Grenzwerthen  immer 

kleiner  gemacht  werden.     Mit  anderen  Worten,  je  kleiner  /  angenommen  wird, 

desto  grösser  wird  »1,   und  da  der  Unterschied  der  beiden  Grenzwerthe,  welche 

vorher  für  das  Verhältniss  von  a  zu  ^  gefunden  wurden,  nämlich =  — , 

**  tn  m      m 

um  so  kleiner  wird,  je  grösser  der  Nenner  tn  wird,  so  können  diese  Grenz- 
weithe  immer  näher  an  einander  gerückt,  und  es  kann  also  auch  der  Fehler, 
welchen  man  durch  Annahme  eines  dieser  Grenzwerthe  für  das  gesuchte  Ver- 
hältniss begeht,  immer  kleiner  gemacht  werden,  und  zwar,  da  tn  bis  in*s  Unend- 
liche wachsend  gedacht  werden  kann,  kleiner  als  jede  gegebene  endliche,  wenn 
auch  noch  so  kleine  Zahl. 

Das  Verhältniss  zweier  incommensurabelen  Strecken  besitzt  hiemach  einen 
ganz  bestimmten  Zahlenwerth;  diese  Zahl  gehört  nur  keiner  der  beiden  Zahlen- 
aiten  an,  welche  in  der  Arithmetik  ganze  oder  gebrochene  Zahlen  genannt  werden, 
und  kann  daher  auch  durch  solche  niemals  dargestellt  werden.  Man  nennt  die- 
selbe eine  irrationale  Zahl,  und  das  Verhältniss  zweier  incommensurabelen  Strecken 
«ird  deshalb  ein  irrationales,  dagegen  dasjenige  zweier  commensurabelen 
Strecken  ein  rationales  genannt. 

Die  Thatsache,  dass  auch  der  Zahlenwerth  eines  irrationalen  Verhältnisses  durch  eine  ganze 
Mer  gebrochene  2^ahl  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Annäherung  angegeben  werden  kann, 
macht  ÜBT  die  praktischen  Anwendungen  der  Geometrie  die  Unterscheidung  solcher  Ver- 
hältnisse unnöthig,  denn  da  man  hier  niemals  mit  absoluter  Genauigkeit  messen  kann,  so  darf 
die  irrationale  Zahl  durch  eine  angenäherte  rationale  ersetzt  werden,  sobald  der  Fehler  der 
letzteren  die  erlaubte  Grenze  nicht  übersteigt,  bezw.  fUr  unsere  Sinnesorgane  und  Messwerkzeuge 
nicht  mehr  wahrnehmbar  ist. 

5.  Einige  Beispiele  mögen  das  Vorstehende  noch  weiter  erläutern:  Es  sei 
die  Strecke  b  auf  der  Strecke  a  fünfmal,  der  Rest  r^,  welcher  kleiner  als  b  ist, 
auf  b  dreimal,  der  hier  bleibende  Rest  r^  auf  r^  zweimal,  der  dritte  Rest  r^  auf 
r^  viermal,  und  zwar  ohne  Rest,  abgetragen.    Dann  ist 
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b    =3r^  -+-ra 

also  r^  =  2  •  4r3  -+-  rj  =  9r  3 ;  ^  =  27r3  -h  4r3  =  31r j ;  ä=  155r,  -h 9r,  =  164r,. 
Die  Maasszahlen  von  a  und  b  in  Beziehung  auf  r^  sind  also  164  und  31;  die- 
selben sind  relative  Primzahlen.  Das  Verhältniss  von  a  zm  b  ist  also  gleich  -^, 
oder  b  ist  in  a  5^  mal  enthalten. 

Ist  umgekehrt  das  Verhältniss  a  :  b  zweier  Strecken,  beispielsweise  gleich  -y/, 
bekannt,  so  ergiebt  das  im  praktischen  Rechnen  zur  Auffindung  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Theilers  von  111  und  40,  sowie  zur  Verwandlung  von  ^  in 
einen  Kettenbruch  angewendete  Divisionsverfahren 

111:40  =  2 
80 
40  :  31  =  1 
31 


31  :  9  =  3 
27 


9:4  =  2 


4:1=4 

dass  sich  b  auf  a  zweimal,  der  Rest  r^  auf  b  einmal,  der  Rest  r^  auf  rj  dreimal, 
der  Rest  rjauf  r^  zweimal,  und  endlich  r^  auf  r^  viermal  ohne  Rest  abtragen  lasst 
Das  zum  Beweise  der  Möglichkeit  incommensurabeler  Linien  benutzte  Bei- 
spiel  des  rechtwinkelig -gleichschenkeligen  Dreiecks  führt  entsprechend  zu  den 

Gleichungen 

a   =1^    -hr, 

b    =2^1  -hrj 

ri=2r2-+-r3 

rj  =  2^3  4-  r^ 

u.  s.  w.  bis  in*s  Unendliche. 

Es  ist  also  in  diesem  Falle  (wenn  man  die  vorstehenden  Gleichungen  der 
Reihe  nach  bezüglich  durch  b^  rj,  r^,  r^^     ...  dividirt), 

^=1+^;    -=2-H^,    -1=  2  + -*.  u.  s.  w. 

a  1 

also     -p  =  1  -h 


b  ^2  H — = —    1 


2  -f-  u.  s.  w.  bis  in*s  Unendliche. 

Der  Werth  des  irrationalen  Verhältnisses  ist  also  hier  durch  einen  unend 
liehen  (periodischen)  Kettenbruch  dargestellt. 
Sctit  man  diesen  Werth  gleich  jr,  so  ist 

•^  ""  *  =^  5-7-7 T\*  *^s<^  jc«  —  1  =  1  oder  x^y% 

2  -h  (J^  —  1) 

c*  i*t  also  jenes  Verhältnis  durch  die  irrationale  Quadratwunel  aus  2  dargestellt,  ein  Rc^ultai. 
welches  für  dieses  Beispiel  auch  aus  dem  später  [§  48  (3)]  vorkommenden  pythagorrtfchc- 
Lehrsatz  abgeleitet  werden  kann. 

Wir  Überlassen  dem  Leser,  die  verschiedenen  vorstehenden  Beispiele  su  verallgcmeiocm. 
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6.  Sollen  mehr  als  zwei  gegebene  Strecken  ihrer  Länge  nach  mit  einer  und 
derselben  Strecke  verglichen  (durch  dieselbe  gemessen)  oder  sollen  dieselben 
unmittelbar  miteinander  verglichen  werden,  so  ist  das  vorstehende  Verfahren 
wiederholt  anzuwenden.  Um  zu  drei  oder  mehr  Strecken  zugleich  das  grösste 
gemeinschaftliche  Maass  zu  finden,  falls  ein  solches  vorhanden  ist,  suche  man 
zuerst  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  fUr  irgendwelche  zwei  derselben  und 
setze  dieses  Maass  an  Stelle  jener  beiden  Strecken.  Hierdurch  ist  das  System 
dei  gegebenen  Linien  auf  ein  solches  zurückgeführt,  welches  eine  Strecke  weniger 
hat  als  jenes.  Wiederholt  man  mit  dem  neuen  System  dasselbe  Verfahren  und 
^rt  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangt  man  schliesslich  zu  einem  System  von  nur 
zwei  Linien,  und  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  dieser  letzteren  ist  auch 
das  gesuchte  für  die  ursprünglich  gegebenen  Strecken.  Der  Beweis  dieses  Satzes 
geht  daraus  hervor,  dass  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  dreier  Strecken  a, 
K  <,  weil  es  ein  gemeinschaftliches  Maass  von  a  und  h  ist,  in  dem  grössten 
gemeinschaftlichen  Maass  dieser  beiden  letzteren  Strecken  als  aliquoter  Theil  ent- 
halten sein  muss. 

Ergiebt  sich,  dass  einzelne  oder  alle  gegebenen  Strecken  in  irrationalen  Ver- 
hältnissen zu  einander  stehen,  so  hat  man  diese  auf  anderen  Wegen,  etwa  in 
ähnlicher  Weise  wie  in  einem  der  vorstehenden  Beispiele  gezeigt  ist,  oder  durch 
spater  sich  ergebende  Mittel  zu  bestimmen,  oder  man  bestimmt  in  der  früher 
erörterten  Weise  Näherungswerthe  derselben,  durch  welche  man  die  gesuchten 
Verhältnisse  in  immer  enger  werdende  Grenzen  einschliessen  kann. 

Hat  man  so  die  Verhältnisse  beliebig  vieler  gegebener  Strecken  zu  einer  und 
derselben  Strecke  bestimmt,  so  sind  jene  durch  diese  letztere  als  durch  dasselbe 
Maass  im  weiteren  Sinne  gemessen.  Man  sagt  dann,  jene  Strecken  seien  auf 
Zahlen  gebracht  oder  in  2^1en  gegeben. 

Es  ist  endlich  noch  einleuchtend,  dass  die  in  diesem  Paragraphen  insbeson- 
dere für  Strecken  aufgestellten  Sätze  und  Begriffe  sich  in  entsprechender  Weise 
auf  beliebige  gleichartige  Grössen  ausdehnen  lassen,  so  z.  B.  auch  auf  Winkel. 
Als  Maass-Einheit  für  letztere  ist,  wie  bekannt,  in  allen  praktischen  Anwendungen 
cm-  für  allemal  der  rechte  Winkel,  bezw.  der  Grad,  die  Minute  oder  die  Secunde 
festgesetzt  worden.  —  Die  Messung  von  Winkeln  steht  ausserdem  in  einer  beson- 
deren Beziehung  zur  Messung  von  Kreislinien.  Ehe  wir  jedoch  zu  derselben 
übergehen,  erscheint  es  zweckmässig,  zunächst  der  Lehre  von  der  Bestimmung 
der  Verhältnisse  verschiedener  Strecken,  diejenige  von  der  Theilung  der  Strecken 
in  bestimmten  Verhältnissen  zur  Seite  zu  stellen  und  sodann  auch  entsprechend 
die  Ausmessung  und  die  Theilung  der  Flächen  sowie  die  Aehnlichkeit  gerad- 
liniger Figuren  zu  erörtern. 

§  36.    Parallele  Transversalen. 

1.  Im  Paragraph  25  des  2.  Kapitels  ist  gezeigt  worden,  dass  parallele  Gerade, 
welche  auf  einer  beliebig  sie  schneidenden  Geraden  gleiche  Strecken  abschneiden, 
auch  auf  jeder  anderen  sie  schneidenden  Geraden  entsprechend  unter  sich  gleiche 
Strecken  abschneiden  müssen.  Hierdurch  war  zugleich  die  Lösung  der  Aufgabe 
geliefert,  eine  Strecke  in  irgend  eine  vorgeschriebene  Anzahl  gleicher  Theile  zu 
theilen. 

Jener  Satz  kann  jetzt,  wie  folgt,  erweitert  werden: 

Werden  beliebige  unter  sich  parallele  Linien  von  irgend  zwei  Ge- 
laden geschnitten,  so  ist  das  Verhältniss  je  zweier  auf  einer  dieser 
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letzteren    gebildeten   Abschnitte    gleich    dem    Verhältniss    der    ent* 
sprechenden  Abschnitte  der  anderen.    (1) 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  sei  zunächst  angenommen,  dass  die  betreffenden 
Abschnitte  AB,  CD  der  einen  Geraden  commensurabel  seien.    Theilt  man  dann 

m\  AB  und  CD  durch  ein  gemeinschaftliches  Maass  in. 

gleiche  Theile,  so  ist  das  Verhältniss  von  AB  i^x  CJ> 

gleich   dem   der  Maasszahlen   m   und  n.    Zieht  man 

B^  femer  durch  die  Theilpunkte  die  Parallelen  zu  den  die 

Abschnitte  bestimmenden  Geraden  AA\  BB*  u.  s.  w., 


so  werden  auch  AB*  und  CD^  nach  dem  oben 
citirten  Satze  in  bezüglich  m  und  n  gleiche  Theile 
getheilty  und  man  kann  beide  Strecken  durch  einen 
solchen  Theil  als  gemeinschaftliches  Maass  derselben 
gemessen  denken.  Demnach  verhält  sich  auch  AB 
zu  CD'  wie  m  zu  n^  also  ist 

AB:CD  =  ÄB:CD\ 

Sind  dagegen  AB  und  CD  incommensurabel,  so  theile  man  AB  in  eine 
beliebige  Anzahl,  etwa  in  m  gleiche  Theile  und  trage  einen  solchen  Theil  so 
oft  als  möglich,  etwa  »mal,  auf  CD  ab.  Es  muss  dann  der  letzte  hierdurch 
auf  CD  bestimmte  Punkt  F  zwischen  C  und  D,  und  bei  weiterem  Abtragen  der 
nächstfolgende  Q  auf  die  Verlängerung  von  CD  fallen,  sodass  FD  und  QD 
kleiner  als  einer  jener  Theile  sind.  Man  ziehe  nun  durch  F  und  Q  bezüglich 
die  Parallelen  FP,  QQ  zu  DD\  so  ist,  da  AB  und  CF^  sowie  AB  und  CQ 
commensurabel  sind, 

CF\  AB^CP\  ÄE  ^nim, 
CQ'.AB^  CQ':A'Br=(n'hl):m. 
Da  nun  CD  >  CF  und  CD  <  CQ,  so  ist  das  irratio- 


nale Verhältniss  CD :  AB  zwischen  den  Grenzen 


und 


m 


enthalten.    In  gleicher  Weise  muss  auch  das  Ver- 


g^*  hältniss  CD' :  A'B'  zwischen  denselben  Grenzen  enthalten 
sein.  Beides  bleibt  der  Fall,  wenn  man  sich  den  auf 
AB  und  CD  abgetragenen  aliquoten  Theil  bis  in's  Un- 
endliche abnehmend,  die  beiden  Grenzwerthe  abo  einander 

unendlich  nahe  kommend  denkt.    Daher  muss  auch  hier  CD  :AB=^  CD' :  AB 

sein. 

Wäre  nämlich  CD:  AB  nicht  gleich  C £>'  :  A' B\  so  mUssten  beide  Verhältnisse  um  croc 
bestimmte  Grösse  jc  verschieden  sein.  Durch  das  Vorhergehende  ist  aber  gezeigt,  dass  der 
Unterschied  der  Greniwerthe,  zwischen  welchen  beide  Verhältnisse  liegen,  kleiner  als  jede  bestimmte 
endliche  Grösse,  also  auch  kleiner  als  x  gemacht  werden  kann.    Hieraus  folgt,  dass  x  ^  0  sein  mu^v 

Bei  dem  vorstehenden  Satze  ist  es  gleichgültig,  ob  die  von  den  Parallelen 
geschnittenen  Geraden  convergiren  oder  parallel  sind,  sowie  ob  der  Durchschnitts- 
punkt der  parallelen  Geraden  zwischen  zwei  von  jenen  Parallelen  liegt  oder  nicht 
Ebenso  kann  eine  der  Parallelen  durch  den  Durchschnittspunkt  selbst  gehen, 
sodass  dieser  gemeinschaftlicher  Theilpunkt  beider  Geraden  ist  und  die  zuge- 
hörige Parallele  überflüssig  wird. 

2.  Als  der  einfachste  Fall  der  Anwendung  des  vorstehenden  Satzes  kommt 
der  folgende  besonders  häufig  vor: 


L 
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Zieht  man  in  einem  Dreieck  zu  einer  Seite  eine  parallele  Trans- 
versale, so  theilt  diese  die  beiden  anderen  Seiten  in  gleichem  Ver- 
hältniss.    (2) 

Ist  also  D£^AB  und  beispielsweise  CD^^^CA,  so  ist  auch  CEss^CB 
und  DA  =  2'Cn  =  i  CA,  wie  ^^  =  2  •  C^  =  |CÄ    Allgemein  ist 
CDiDA=CE\EB 

CD.CA  ^CE.CB  e 

DA\CAr=^EB\  CB 

Durch  Vertauschung  der  Glieder  dieser  Pro- 
poTtionen  (Arithmetik  §  55,  [3])  ergeben  sich  fer- 
ner die  folgenden: 

CD\CE^DA\EB^CA\  CB 
d.  h.  es  verhalten  sich  die  beiden  oberen  (d.  i.  die 
dem  gemeinschaftlichen    Eckpunkt    anliegenden) 
Abschnitte  zu  einander  wie  die  entsprechenden  imteren  Abschnitte,  und  wie  die 
ganzen  Seiten. 

Diese  Sätze  lassen  sich  noch  durch  den  weiteren  Satz  ergänzen,  dass  auch 
die  parallele  Transversale  zu  der  ihr  parallelen  Seite  in  demselben 
Verhältniss  steht,  wie  je  ein  oberer  Abschnitt  zur  betreffenden 
ganzen  Seite  (3),  denn  zieht  man  DF  parallel  zu  CB^  so  ist  —  da  FD  ebenso 
parallele  Transversale  des  Dreiecks  zu  BC^  wie  DE  zu  BA  ist  —  auch 

BF\BA=CD\CA. 
und  da  BF  und  ED  als  Parallelen  zwischen  Parallelen  gleich  sind,  so  ist  auch 

ED\BA^CD\CA, 
was  zu  beweisen  war. 

Ist  also  z.  B.  CD^\CA,  so  ist  auch  ED  =  ^BA. 

Auf  diesem  Satze  beruht  die  Construction  des  zum  genaueren  Messen  und 
Abtragen  för  die  Praxis  wichtigen  Transversal-Maassstabes.  Die  nebenstehende 
Fig[iir  veranschaulicht  einen  solchen: 

Ist  auf  AB  jg  n 

eine  Maassein- 
heit wiederholt 
abgetragen  und 
die    erste    der 

erhaltenen 
Strecken     A  C, 
CD  XL  s.  w.  in 

ihre  Unterabtheilungen,  hier  also  AC  decimal  getheilt,  ist  femer  ein  einzelner 
Theil  von  -^C  zu  klein,  uip  auch  ihn  noch  einmal,  etwa  in  10  gleiche  Theile 
deutlich  theilen  zu  körmen,  so  benutzt  man  zur  Abmessung  dieser  Hundertel  von 
^C  die  über  AB  liegenden,  ihr  parallelen  und,  wie  die  Figur  zeigt,  durch 
Transversalen  getheilten  Strecken.  Im  Dreieck  EFC,  dessen  Seite  CF  in  zehn 
gleiche,  im  Uebrigen  aber,  da  CF  beliebig  lang  angenommen  werden  kaim, 
aoch  beliebig  lange  Theile  getheilt  ist,  muss  nämlich  die  an  C  zunächstliegende 
m  EF  parallele  Transversale  GH  gleich  ^EF=^  r^'^Q  die  zweite  IK  gleich 
^£/;  u.  s.  w.  sein,  denn  es  ist 

GH\  EF=  CH\  CF^  1 :  10;  IK:  EF=  CK\  CF^  2  :  10,  u.  s.  w. 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht  das  Weitere  über  den  praktischen  Gebrauch  ^ine^ 
solchen  Maassstabes. 
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3.  Die  im  Vorstehenden  entwickelten  Sätze  über  parallele  Transversalen 
eines  Dreiecks  gestatten  femer  Umkehrungen  wie  die  folgende: 

Sind  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  in  gleichem  Verhältniss  getheilt. 
so  ist  die  Verbindungslinie  der  Theilpunkte  der  dritten  Seite  parallel 
(4),  d.  h. 

ist  CE\EB^CD\  DA,  so  ist  DE  |)  AB, 
Denn  wäre  DE  nicht  parallel  zm  A  B,  so 
könnte  man  durch  D  eine  andere  Transversale 
DF  des  Dreiecks  v^iffC  ziehen,  welche  parallel 
zu  AB  wäre.    Dann  müsste 

CF\CB^CD\CA 
j  '■ ^^    sein.     Da   aber   aus  der  vorausgesetzten  Pro- 
portion folgt,  dass  auch 
CE\CB=CD\CA 
ist,  und  zwei  Proportionen,  die  in  drei  gleichstelligen  Gliedern  übereinstimmen, 
auch  in  den  vierten  übereinstimmen,  so  müsste  C^=  CE  sein,  was  nur  möglich 
ist,  wenn  DF  mit  DE  zusammenfällt 

Dagegen  kann  man  nicht  behaupten,  dass  wenn 

ED.BA^CE\CB 

ist,  auch  ED  parallel  zu  BA  sein  müsse,  denn  beschreibt  man  mit  EZ>  um  F. 

einen  Kreisbogen,  so  kann  dieser  möglicherweise  CA  in  einem  zweiten  Punkte  D' 

treffen,  sodass  ED*  =  ED^  aber  nur  eine  von  diesen  Linien  parallel  zu  SA  v&. 

Setzt  man  jedoch  voraus,  dass  ED  parallel  zu  ^^  gezogen  und 

EDiBA^CE:  CB 
sei,   so  kann  man  wieder  leicht  indirekt  beweisen,  dass  der  Endpunkt  D  der 
Parallelen  ED  auf  der  Seite  CA  liegen  muss. 


§  37.    Theilung  der  Strecken. 

1.  Es  ergiebt  sich  endlich  aus  dem  Vorstehenden  die  Lösung  der  Aufgabe, 
eine  gegebene  Strecke  in  zwei  oder  mehrere  Theile  zu  theilen,  die  zu  einander 
in  gegebenen  Verhältnissen  stehen,  oder  wie  man  auch  kürzer  sagt,  eine  Strecke 
in  gegebenem  Verhältniss  zu  theilen.    Man  hat  hierzu  nur  nöthig,  an  die 

zu  theilende  Strecke  AB  \Ti  A  eine  beliebige 
Convergente  anzulegen,  auf  dieser  von  A  aus 
Strecken  AC,  CD,  DE,  ,  .  ,  nach  einander 
abzutragen,  welche  in  dem  gegebenen  Ver- 
hältniss stehen,  den  letzten  so  auf  der  Ci>n 
vergenten  erhaltenen  Punkt  mit  B  zu  verbin- 
den, und  durch  die  übrigen  jener  Punkte  C, 
D,  .  .  die  Parallelen  zu  dieser  Verbindung- 
linie  zu  ziehen.  Die  Parallelen  schneiden  dann  AB,  wie  unmittelbar  aus  dem 
Satze  §  36,  (1)  hervorgeht,  in  den  gesuchten  Theilpunkten  X,  Y,  ,  ,  , 

Die  Strecken  AC,  CD,  DE,  ...  erhält  man  hierbei,  wenn  die  betrefTenden 
Verhältnisse  durch  Sohlen  m,  n,  p,  .  .  gegeben  sind,  indem  man  eine  beliebige 
Strecke  auf  der  Convergenten  zuerst  m  mal,  dann  n  mal,  p  mal  u.  s.  w.  abtra^ 
Sind  dagegen  jene  Verhältnisse  durch  andere  in  denselben  zu  einander  stehende 
Strecken  a,  b,  c,  .  ,  ,  gegeben,  so  kann  man  unmittelbar /IC  =  «,  CD^s^b,  />/. 
-  c  u.  8.  w.  machen. 

%  Die  Aufgabe,  die  Strecke  AB  durch  einen  Punkt  X  in  einem  gegebenen 
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Verhältniss  zu  theilen,  setzt  zwar  zunächst  als  selbstverständlich  voraus,  dass  X  auf 
dieser  Strecke  selbst,  also  zwischen  den  Endpunkten  A  und  B  liege;  sie  kann 
jedoch  in  einem  erweiterten  Sinn  aufgefasst  werden,  nach  welchem  es  auch 
gestattet  ist,  einen  Theilpunkt  auf  einer  Verlängerung  von  AB  zu  denken.  Ist 
Dämlich  Y  ein  solcher  Punkt  auf  der  Verlängenmg  von  AB^  so  hat  derselbe  in 
gleicher  Weise  wie  der  zwischen  A  und  B  ^  «, 

liegende  Punkt  X  von  jedem  der  End-     A\ "k » ^ 

punkte  von  AB  eine  bestimmte  Ent- 
fernung AY  oder  BY,  Um  hierbei  den  Widerspruch  mit  dem  Wortlaut  des 
Grundsatzes  zu  vermeiden,  dass  jeder  Theil  kleiner  als  das  Ganze  sein  muss, 
i^-ährend  hier  AY  grösser  als  AB  ist,  kann  man  AY  und  BY^  sowie  AX  und 
BX  als  Abschnitte  der  Strecke  AB,  statt  als  Theile  derselben  bezeichnen. 
Unter  diesen  durch  irgend  einen  Punkt  einer  Geraden  gebildeten  Abschnitten  einer 
auf  dieser  Geraden  liegenden  Strecke  sollen  also  immer  die  Abstände  jenes 
Panktes  von  den  beiden  Endpunkten  dieser  Strecke  verstanden  werden. 

Um  alle  hierbei  möglichen  Fälle  kennen  zu  lernen,  denken  wir  uns  den  die 
Abschnitte  bildenden  Punkt  X  zuerst  als  mit  einem  Endpunkt  A  zusammenfallend 
und  sodann  in  der  Richtung  nach  dem  anderen  Endpunkt  B  bewegt,  sodass  er 
in  stetigem  Fortschreiten  nach  und  nach  die  Lagen  aller  Punkte  der  Geraden 
eihält  Fallt  A  mit  X  zusammen,  so  ist  das  Vorderglied  des  Verhältnisses  AX\  BX 
gleich  Null,  das  Hinterglied  gleich  AB,  der  Werth  des  Verhältnisses  also  gleich 
Null.    Bei  der  Bewegung  des  Punktes  X  von  A  nach  B  wächst  das  Vorderglied 

ÄX  stetig,  während  das  Hinterglied  BX  ebenso  stetig  abnimmt;  jede  dieser  Ver- 

AX 
äoderangen  bewirkt  eine  Vergrösserung  des  Werthes  des  Quotienten  ^j^.    Dabei 

bleibt  dieser  Werth  ein  echter  Bruch,  so  lange  X  noch  nicht  bis  in  den  Halbirungs- 
punkt  von  AB  gelangt  ist;  für  diesen  Halbirungspunkt  wird  jener  Werth  gleich 
1,  und  bei  der  weiteren  Bewegung  von  X  wird  er  ein  unechter  Bruch,  welcher 

ununterbrochen  wächst,  bis  er,  wenn  X  auf  ^  fällt,  unendlich  gross  I  gleich -^j 

wird    Tritt  nun  X  in  Folge  seiner  gleichmässig  ununterbrochenen  Bewegung  auf 

AX 
die  Verlängerung  von  AB  über  B,  so  wächst  der  Dividendus  von  -^y  noch  weiter 

in  derselben  stetigen  Weise  wie  bisher,  der  Divisor  aber  verwandelt  das  bisherige 
Abnehmen  ebenfalls  in  ein  Zunehmen.  So  lange  X  auf  der  Verlängerung  über 
B  fortschreitet,  bleibt  dabei  der  Divisor  BX  immer  kleiner  als  der  Dividendus 
AX.  Setzen  wir  der  Kürze  halber  AB=af  BX=^x,  so  ist  in  diesem  Falle 
AX'=^X'^a  und  der  Quotient 

AX      X  -ha  a 

B  X  X  x' 

Man  sieht  hieraus,  dass  dieser  Quotient  mit  wachsendem  x  fortwährend  ab- 
nimmt und  für  jf=oo  gleich  1  gesetzt  werden  muss.  Bei  der  Bewegung  des 
Punktes  von  B  bis  in's  Unendliche  nimmt  also  das  Verhältniss  der  Abschnitte 
nach  einander  alle  möglichen  Werthe  von  Unendlich  bis  Eins  an.  —  Bereits 
fniher  ist  dargethan  worden,  dass  in  dem  unendlich  entfernten  Punkte  der  Ueber- 
gang  von  der  einen  Richtung  der  Geraden  zur  anderen  gedacht  werden  kann, 
dass  man  also  eine  noch  weitere  Fortsetzung  der  Bewegung  von  X  in  der  Art 
denken  kann,  dass  derselbe  sich  nunmehr  auf  der  Verlängerung  von  BA  über 
A^  und  zwar  aus  dem  Unendlichen  in  der  Richtung  nach  A  bewege.  Hierbei 
nehmen  AX  und  BX  beide  ab,  und  es  ist 
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AX      X  —  a  a 

BX  X  x' 

Mit  der  Abnahme  von  x  wird  —  stetig  grösser,  also  1 kleiner,   und  c^ 

X  X 

erhält  hiemach  das  Verhältniss  der  Abschnitte  nach  einander  alle  Werthe  von 
Eins  bis  Null.  Der  letztere  Grenzwerth  wird  erreicht,  wenn  X  wieder  mit  A 
zusammenfallt. 

3.  Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich,  dass  keine  zwei  Punkte,  welche  entweder 
beide  zugleich  auf  einer  Strecke  AB  oder  beide  auf  einer  Verlängerung  derselben 
liegen,  diese  Strecke  in  demselben  Verhältniss  theilen  können.  Allerdings  gicbc 
es  zu  jedem  Theilpunkte  Jf  einen  zweiten  A"',  welcher  so  liegt,  6zs&  AX=^  BX, 
BX=  AX  ist  (nur  im  Halbirungspunkt  der  Strecke  und  im  unendlich  entfemteo 
Punkt  derselben  fallen  je  zwei  solche  Punkte  zusammen).  Man  sieht  jedoch  leicht 
ein,  dass  zwei  solche  Punkte  die  Strecke  AB  nicht  in  demselben  Verhältnis, 
sondern  in  umgekehrten  Verhältnissen  theilen.  Man  kann  auch  sagen,  der  Ptmk! 
X  theile  nicht  die  Strecke  AB,  sondern  die  Strecke  BAin  demselben  VerhäJt- 
niss,  wie  der  Punkt  X  die  Strecke  AB,  Es  ergiebt  sich  femer,  dass  zu  jedem 
Punkte  X  einer  Strecke  ein  und  nur  ein,  einziger  entsprechender  Y  auf  einer 
Verlängerung  derselben  und  umgekehrt  gehört,  sodass  beide  Punkte  die  Strecke 
in  demselben  Verhältniss  theilen,  dass  also 

AX'.BX^AYiBY 

ist.    Solche  Punkte  sollen  harmonische  Theilpunkte  der  Strecke  AB  hdsseo, 

und   man   sagt  von  ihnen,    dass   sie  AB  harmonisch  theilen.    Dabei  liegt  dei 

äussere  Theilpunkt  stets  auf  derjenigen  Verlängerung  der  Strecke  AB,  welche 

dem   kleineren  Abschnitt   des   inneren  Theilpunktes  anliegt    Zu  jeder  Strecke 

gehören  unendlich  viele  Paare  harmonischer  Theilpunkte;  in  jedem  Endpuob 

der  ersteren  fallen  zwei  solche  Punkte  zusammen;  der  Halbirungspunkt  bildet  ein 

Paar  mit  dem  unendlich  entfernten  Punkte. 

Da  durch  Umstellung  der  Glieder  der  Proportion 

AX\BX=AYiBY 
die  andere 

AX'.AY^BXiBY 

folgt,  so  gilt  der  Satz:  Ist  eine  Strecke  AB  durch  zwei  Punkte  X,  Y  harmo- 
nisch getheilt,  so  wird  auch  die  Strecke  XY  durch  die  Punkte  A,  B  harmonisch 
getheilt.  Daher  nennt  man  vier  solche  Punkte  überhaupt  vier  harmonische 
Punkte  der  betreffenden  Geraden,  und  je  zwei  zusammengehörige  A,  B  und  A*, 
Y  werden  einander  zugeordnet  genannt. 

4.  Die  Aufgabe,  eine  gegebene  Strecke  in  einem  gegebenen  Verhältniss  zu 
theilen,  ist  hiemach  nicht  bloss  für  jeden  Werth  dieses  Verhältnisses  lösbar,  son- 
dern hat  auch  stets  zwei  Lösungen,  welche 
nur  für  die  Grenzwerthe  Ol  AB  und  AB:0 
in  je  eine  zusammenfallen.  Die  obige  Auf- 
lösung dieser  Aufgabe  muss  daher  noch 
durch  die  Bestimmung  des  zweiten,  äusse- 
ren Theilpunktes  ergänzt  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  trage  man,  wenn 
zur  Bestimmung  des  Theilpunktes  X  auf 
AB,  die  Strecken  AC,  CD  auf  einer  Con- 
vergenten  abgetragen  und  DB,  sowie  CX 
parallel  zu  DB  gezogen  worden,  noch  auf 
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CA  die  Strecke  CE  gleich  C£>  ab,  ziehe  EB  und  sodann  C  Y  parallel  zu  EB. 
Der  Punkt  Y  auf  der  Verlängerung  von  AB  ist  dann  der  gesuchte,  denn  es  ist 

AY:BY=  AC:EC=  AC:CD^  AX:BX=min. 

Ohne  weitere  Anleitung  ersieht  man  noch  aus  diesem  Verfahren  eine  Auf- 
lösung der  Aufgabe:  zu  einem  gegebenen  Theilpunkt  X  oder  Y  einer  Strecke 
den  zugeordneten  harmonischen  Theilpunkt  Y  oder  X  zu  bestimmen. 

Eine  einfachere  Auflösung  beider  Aufgaben  ergiebt  sich  daraus,  dass  wenn 
durch  A  und  B  zwei  beliebige  einander  parallele  Gerade  gezogen  und  auf  den- 
selben die  Strecken  BC,  AD,  sowie  AE^AD  auf  der  Verlängerung  von  DA 
abgetragen  werden,  die  Geraden  EC  und  DC  (bezw.  deren  Verlängerung)  AB 
in  X  und  F  im  Verhältniss  AD  :  BC  theilen. 

Die  Zweideutigkeit  der  vorstehend  erörterten  Theilungs-Aufgabe  wird  aufge- 
hoben, wenn  man  mit  den  Maasszahlen  der  Strecken  zugleich  die  Richtung  an- 
geben will,  nach  welcher  die  letzteren  beschrieben  gedacht  werden,  und  demge- 
mäss  eine  der  Richtungen  einer  Geraden  als  die  positive  annimmt,  sodass  die 
entgegengesetzte  als  die  negative  zu  bezeichnen  ist.  Ist  nämlich  AB  durch  Be- 
wegung eines  Punktes  von  A  nach  B  beschrieben  gedacht  und  denkt  man  sich 
diese  Bewegung  in  derselben  Richtung  bis  zu  einem  Punkte  C  fortgesetzt,  so 
bewirkt  die  HinzufÜgung  der  zweiten  Bewegung  zur  ersten  eine  Vergrösserung  der 
Strecke,  es  vst  AC==^  AB -^  BC.  Erfolgt  aber  die  zweite  Bewegung  in  der  ent- 
gegengesetzten Richtung,  so  bewirkt  ihre  Hinzufügung  eine  entsprechende  Ver- 
kleinerung von  AB  und  will  man  auch  hier  AC=^  AB  -^  BC  setzen,  so  ist  BC 
als  negativ  zu  betrachten. 

Ueberall,  wo  neben  den  Längen  der  Strecken  auch  ihre  Richtungen  in  Be- 
tracht kommen,  geben  wir  also  den  in  der  einen  Richtung  genommen  gedachten 
Strecken  dos  Vorzeichen  -h,  den  in  der  entgegengesetzten  Richtung  genommenen 
das  Vorzeichen  — .    In  diesem  Sinne  ist 

AB^-^  BA, 
oder    AB  4-  BA  =  0, 
und  wenn  C  ein  Punkt  von  AB  zwischen  A  und  B,  oder  auf  der  Verlängerung 
von  w^^  ist,  so  hat  man  immer 

AB'{'BC=AQ 
oder    AB-hBC-hCA=:0. 

In  diesem  Sinne  ist,  wenn  X  der  innere,  Kder  äussere  von  zwei  harmonischen 

Theilpunkten  der  Strecke  AB  ist,  das  Verhältniss  AXiBX  negativ,  dagegen 

das  Verhältniss  AYiBY  positiv,  also  sind  beide  nicht  mehr  als  einander  gleich 

zu  betrachten,  sondern  es  ist 

AX AY 

XB "       YB' 

Weiteres  über  harmonische  Theilung  findet  sich  im  Kapitel  7,  insbesondere 

§78. 

§  38.    Eck-Transversalen. 

1.  Die  früheren  Untersuchungen  über  die  Verhältnisse,  in  welchen  Seiten 
eines  Dreiecks  durch  zu  einer  anderen  Seite  parallele  Transversalen  geschnitten 
Verden,  führen  zu  ihrer  Ergänzung  auf  die  Frage  nach  der  Theilung  von  Dreiecks- 
seiten durch  andere  Arten  von  Transversalen.  Unter  diesen  erscheinen  zunächst 
als  einfacherer  Fall  diejenigen,  welche  von  einem  Eckpunkt  des  Dreiecks  aus- 
gehen, und  welche  man  deshalb  auch  Ecktransversalen  des  letzteren  nennt. 
Eine  allgemeinere  Untersuchung  dieses  Gebietes  gehört  der  sogenannten  neueren 
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Geometrie  an;  wir  beschränken  uns  hier  auf  diejenigen  besonders  wichtigen  Fall«, 
welche  mit  den  bisher  gewonnenen  Hülfsmitteln  der  Elementar-Geometrie  cricdi^ 

werden  können. 

Die   Ecktransversale   AD   eines   Dreiecks  ABC  halbire   den  betrcficndo! 
Winkel  desselben.    Verlängert  man  in  diesem  Fall  CA  und  zieht  BE  panlle: 

zu  DA  bis  zum  Durchschnittspunkt  E  mit  der  Vcr- 

längerung,  so  ist 

^CAD=  ^  AEB   (corresp.  Winkel  bei  parallckn 

Linien), 
Z^  DAB  ^  ^  ABE  (Wechselwinkel   bei   paiallela 

Linien). 
Da  nun  nach  der  VorausseUung  die  Winkel  CAt 
und  DAB  einander  gleich  sind,  so  ist  auch  ^  All 
r=  Z  ABE,  und  daher 

AEr=.AB. 

Nun  ist  wegen  des  Parallelismus  von  AD  und  EBy 

CD\BD^CA\AE, 

also  auch  CD  :  BD  =  CA  :  AB, 

d.  h.  die  von  einer  winkelhalbirenden  Transversale  gebildeten  Ab 
schnitte  einer  Dreiecksseite  verhalten  sich  wie  die  anliegenden 
anderen  Seiten.     (1) 

Halbirt  man  entsprechend  den  Aussenwinkel  EAB,  so  erhält  man  ebcnfiLi 

zwei    Abschnitte    CF,    Eß  de 
E  gegenüberliegenden  Seite.    Zieh-* 

man  wieder  BG  parallel  ru  Fl 
so  ergiebt  eine  ähnliche  Beweis 
führung,  wie  vorher,  mittelst 
Z  AGB^  Z  EAF^^F'^^^ 
^  ^  =  Z  ABG, 

also  AG  =  AGf 
und  CFxBF^CAiAG, 
dass  auch  CF:  BFr=  CA:  AB 
ist,  d.  h.  dass  der  vorstehende  Satz  auch  für  die  Halbirungslinie  der  Aussa- 
Winkel  des  Dreiecks  gilt. 

Halbirt  man  hiemach  sowol  einen  inneren  Winkel,  als  auch  den  ihm  a^ 
liegenden  Aussenwinkel  eines  Dreiecks,  so  theilen  die  halbirenden  Transversaleo 
die  gegenüberliegende  Seite  harmonisch,  oder  es  ist  —  mit  Berücksichtigung  ^c^ 

Vorzeichen  — 

CD  CF 

BD^^BF' 

Dieser  Satz  bietet  ein  neues  Mittel,  eine  gegebene  Strecke  in  einem  gege- 
benen Verhältniss  {m:n^=  AC:  AB)  harmonisch  zu  theilen. 

Da  femer  die  beiden  Winkelhalbirenden  ^A  ^  Z' als  Halbirungslinien  zweier 
Nebenwinkel  zu  einander  senkrecht  stehen,  so  geht  ein  über  dem  Abstond  der 
Thcilpunkte  DF  als  Durchmesser  construirter  Halbkreis  durch  die  Spitze  A  ^ 
Dreiecks. 

Umgekehrt  ist  dieser  Halbkreis  der  geometrische  Ort  aller  Punkte  A,  deren 
Entfernungen  von  den  beiden  festen  Punkten  C,  B  in  dem  gegebenen  Verhalt 
niss  m:n=^  CD :  DB  zu  einander  stehen. 
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Vefbindet  man  nämlich  irgend  einen  Punkt  A  dieses  Halbkreises  mit  C^  B, 
D  und  F  und  zieht  BE  parallel  zu  DA^  BG  parallel  zu  FAy  so  ist 
CD        CA      CF        CA        ^  ^     CD         CF      ,        ^^         ^  CA         CA 
:DB^'AE'   -BF^~ÄG^'^''^^''^B^'BF  ^^"^  '^^^'  ^"^^^  lE^liG' 
also  AE^=  AG.    Da  femer  die  Schenkel  des  Winkels  GBE  bezüglich  denen  von 
DAF  parallel  und  entgegengesetzt  gerichtet,  beide  Winkel  also  einander  gleich 
sind,  so  ist  auch  GBE  ein  rechter  Winkel,  vfOTBXLS  AB^=  AE=^AG  folgt.    Mit- 
hin ist  auch  AC:  AB=^  CD :  DB,  was  zu  beweisen  war. 

Man  kann,  wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks -^-5=  r,  AC^^b,  BC-=^a  gege- 
ben sind,  die  durch  die  Winkelhalbirenden  auf  den  Seiten  gebildeten  Abschnitte 
berechnen.  Bezeichnen  wir  die  Maasszahlen  von  CD  und  DB  bezüglich  durch 
V  und  »,  so  ist 

c  h 


also  u=^a- 


Ebenso  ist  C  F -= 


ah 


v-^a 


BF^ 


ac 


b-^c'  "'       b  —  c 

2.  Jede  Ecktransversale,  welche  durch  den  Halbirungspunkt  einer  Seite  des 

Dreiecks  geht,  heisse  eine  Mittellinie  des  letzteren.    Eine  solche  theilt  also  die 

gegenüberliegende  Seite  im  Verhältniss  1:1.  —  Zieht  man  zwei  Mittellinien  AD, 

BE  eines  Dreiecks,  so  müssen  dieselben  einander  in  einem  Punkte  S  schneiden, 

and  zieht  man  durch  D  die  Parallele  zu  BE,  welche  die  Seite  AC  in  G  schneide, 

so  ist 

AS        AE 


aber 
AE        1 


und  da  ^^  =  — 
EC        1 


SD 

AE 

EG 

EC_ 

EG 

AS 

SD 


EG' 

AE     EC 
EC  '  EG' 

-n^f\  =  T »  SO  ist  auch 
ij  JJ        1 

r 


Die  Mittellinie  BE  theilt  also  die  Mittellinie  AD  im  Verhältniss  2 :  1,  und 
da  dies  sich  ebenso  von  der  dritten  Mittellinie  desselben  Dreiecks  muss  beweisen 
lassen,  so  folgt  der  Satz: 

Die  drei  Mittellinien  eines  jeden  Dreiecks  schneiden  einander  in 
demselben  Punkte  und  werden  durch  diesen  im  Verhältniss  2:1  ge- 
theilt,  sodass  jedesmal  der  grössere  Abschnitt  dem  Eckpunkt  anliegt.     (2) 

Der     gemeinschaftliche     Durch- 
schnittspunkt S  der  Mittellinien  heisst    ^ 
in  Folge   einer  physikalischen  Eigen- 
schaft  desselben   der  Schwerpunkt 
des  Dreiecks. 

Man  kann  diesen  Schwerpunkt 
also  auch  dadurch  finden,  dass  man 
nur  eine  Mittellinie  AD  zieht  und  diese 
im  Verhältniss  ASxSD^'i.X  theilt. 

3.  Ebenso  wie  die  drei  Mittellinien 
and  auch,  zufolge  früherer  Sätze,  die 
Winkelhalbirenden  und  die  Mittelsenkrechten  der  Seiten  eines  Dreiecks  schneiden 
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auch  die  drei  Höhen  eines  solchen  einander  in  einem  einzigen 
Punkte  (3).  Dieser  Satz  kann  sehr  leicht  dadurch  bewiesen  «adaip  dass  man 
durch  jeden  Eckpunkt  des  Dreiecks  die  Parallele  zur  g^enöberiiegcudcn  Seite 
zieht  Man  erhält  so  ein  zweites  Dreieck  £FG,  in  welchem  EA  =  CB  und 
AF^szCB  als  Gegenseiten  je  eines  Parallelogramms,  folglich  aocli  EA'=^AF 
ist  Da  femer  die  zm  BC  senkrechte  Höhe  AH  auch  senkieclit  zn  der  rxi  BC 
parallelen  Geraden  FE  sein  muss,  so  ist  AH  die  zu  EF  geharigc  Mittelscnk- 
rechte  des  Dreiecks  EFG.  Da  sich  Entsprechendes  von  jeder  der  anderen 
Höhen  beweisen  lässt,  so  folgt  die  Richtigkeit  des  obigen  Satzes  ans  dem 
anderen,  dass  die  drei  Mittelsenkrechten  der  Seiten  eines  jeden  Dreiecks  ein- 
ander in  demselben  Punkte  schneiden. 

Der  Durchschnittspunkt  der  Höhen,  der  Schwerpunkt,  der  Mittelpunkt  de:> 
umbeschriebenen  Kreises  und  der  Mittelpunkt  des  einbeschriebenen  Kreises  eines 
Dreiecks  heissen  die  vier  merkwürdigen  Punkte  des  letzteren.  Im  gleich- 
seitigen Dreieck  fallen  dieselben  zusammen,  im  gleichschenkeligen  li^en  alle 
vier  auf  einer  und  derselben  Geraden. 

4.  Zieht  man  überhaupt  durch  irgend  einen  Punkt  O  in  der  Ebene  eines 

Dreiecks  die  Ecktransversalen  AA^  BB^   CC. 
Ji  so  muss  zwischen  den  durch  letztere  bestimmten 

sechs  Abschnitten  der  Dreiecksseiten  eine  Be- 
ziehung entstehen,  denn  durch  je  rwei  der 
Theilpunkte,  z.  B.  A\  B,  sind  die  zugehöriger 
Transversalen,  also  auch  der  Punkt  O  nnd  somit 
die  Abschnitte  der  dritten  Seite  bestimmt  Um 
diese  Beziehung  zu  finden,  sei  durch  A  die 
Parallele  AD  zu  BB  bis  zum  Durchschnitt  D 
mit  AC  und  entsprechend  AE  parallel  zu  CC 
gezogen,  dann  ist 

AB        AC\.       _..    .    .  _  ^A0\ 
-ß,ß  =  gM^(dennbeidesmdglach^^.l 

BD        BA 
CB'  ^  BC 
CA  _   C;E 
BC  ~  BC' 

Multiplicirt  man  die  entsprechenden 
Seiten  dieser  drei  Gleichungen  mit  ein- 
ander, so  erhält  man»  nach  Weghebung 
4*    der  gleichen  Faktoren  BD,  bczw.    Ct 
und  Multiplication  beider  Seiten  mit  BC, 
AB.  CA[       AC.  BA 
'  CB*      —      BC 
oder  in  anderer  Form 

AB^BC*  CA  ^ACCB^  BA, 
d.  h.  das  Produkt  (der  Maaasiahlen)  dreier  nicht  aneinanderliegender 
Abschnitte  ist  gleich  dem  Produkte  der  drei  anderen  Abschnitte  ^4V 
Dieser  Sau  führt  den  Namen  Satz  des  Ceva«  Der  Punkt  O  kann  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Dreiecks  ABC  liegen.  Im  ersteren  Falle  liegen  alle  dm 
Theilpunkte,  im  letzteren  nur  einer  derselben  auf  einer  Seite  selbst,  die  ttbrifren 
auf  YerUngerungen;  beidemal  ist  also  die  Anzahl  der  inneren  Theilpunkte  eine 
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ungerade.     O  kann  auch  auf  einer  Seite  oder  in  einem  Eckpunkt  liegen;  dann 
geht  die  obige  Gleichung  über  in  0  =  0. 

Umgekehrt  wird  auf  jeder  Seite  eines  Dreiecks  oder  deren  Ver- 
längerung ein  Punkt  so  angenommen,  dass  das  Produkt  dreier  nicht 
aneinanderliegender  Abschnitte  der  Seiten  gleich  dem  Produkt  der 
drei  anderen  ist,  und  ist  dabei  die  Anzahl  der  inneren  Theilpunkte 
eine  ungerade,  so  schneiden  die  durch  diese  Punkte  gehenden  Eck- 
transversalen  einander  in  einem  einzigen  Punkte  (5). 

Denn  ist  AB  -  BC  -  CA'  =  AC  -  BÄ  •  CB,  und  ist  O  der  Durchschnitts- 
punkt zweier  der  genannten  Ecktransversalen  AÄ ^  BB^  so  ziehe  man  durch 
denselben  Punkt  O  eine  Ecktransversale  von  C  aus.  Fiele  diese  nun  nicht  mit 
der  dritten  CC  zusammen,  träfe  also  AB  in  einem  von  C  verschiedenen  Punkte 
C\  so  müsste  zufolge  des  vorigen  Satzes  auch 

AB  '  BC  '  CA  =  AC' '  BA  •  CB 
sein.     Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  oben  vorausgesetzten  durch  Divi- 
sion der  entsprechenden  Seiten,  so  folgt 

BC\BC'^AC\AC\ 
oder  BC  \AC  ^  BC  :  AC,  d.  h.  AB  müsste  durch  C  in  demselben  Verhält- 
niss  getheilt    sein   wie    durch   C,     Da  nun  beide  Punkte  entweder  gleichzeitig 
innere  oder  gleichzeitig  äussere  Theilpunkte  von  AB  sein  müssen,  so  ist  dies 
nicht  möglich,  so  lange  C"  von  C  verschieden  angenommen  wird. 

Dieser  letztere  allgemeine  Satz  enthält  die  Sätze  vom  Durchschnitt  der 
Winkelhalbirenden,  der  Mittellinien  und  der  Höhen  als  besondere  Fälle  in  sich, 
Tas  im  Einzelnen  nachzuweisen  dem  Leser  überlassen  bleiben  mag. 

§  39.     Beliebige  Transversalen. 

Um  nun  endlich  auch  die  Theilung  der  Seiten  eines  Dreiecks  durch  eine 
beliebige,  alle  drei  Seiten  in  verschiedenen  Punkten  schneidende  Transversale  zu 
untersuchen,  seien  A',  B,  C  bezüe^lich 
die  Durchschnittspunkte  der  letzteren  mit 
den  Seiten  BQ  AC,  AB. 

Zieht  man  BD  parallel  zur  Trans- 
versale AB  bis  zum  Durchschnitt  mit 
AC,  so  ist 

AB       AC 


BD 
BD 


BC 
BA 


CB'  "  CA' 
und  durch  Verbindung  dieser  Gleichungen 
mittelst    Multiplication    erhält    man,    wenn 
man   noch    in  der  entstehenden  Gleichung 
die  Nenner  wegschafft  und  BD^  weghebt, 

AB  '  BC  '  CA  =  AC    BA  '  CB, 
d.  h.  das  Produkt  dreier  nicht  anein- 
anderliegender Abschnitte  der  Seiten 
ist  gleich  dem  Produkt  der  drei  an- 
deren.    (1) 

Dieser   Satz   heisst   der   Satz   des   Menelaos.      Wir  sind   hier  auf  dieselbe 
Bedingung   gekommen,    wie   vorher  bei  dem  Satze  §  38,  (4).    Ein  Unterschied 
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liegt  aber  darin,  dass  diesmal  entweder  zwei  Theilpunkte  innere  sind,  oder  all^ 
drei  auf  Verlängerungen  liegen.  Man  kann  daher  kurz  sagen,  dass  im  vorliegende! 
Falle  die  Zahl  der  inneren  Theilpunkte  immer  eine  gerade  Zahl  sei,  indem  mal 
sich  erlaubt,  die  Null  als  eine  solche  Zahl  anzusehen. 

Umgekehrt,  ist  das  Produkt  dreier  nicht  aneinanderliegender  Ab 
schnitte  der  Seiten  eines  Dreiecks  gleich  dem  Produkt  der  dre 
anderen  und  ist  die  Anzahl  der  inneren  Theilpunkte  eine  gerade 
so  liegen  die  drei  Theilpunkte  in  gerader  Linie  (2),  denn  wäre  dies  nichi 
der  Fall,  so  müsste  die  durch  A'  und  B'  bestimmte  Gerade  der  Seite  AB  (odei 
deren  Verlängerung)  in  einem  von  C  verschiedenen  Punkte  C"  treffen,  und  ci 
wäre  nach  dem  vorigen  Satze 

AB' .  BC  'CÄ=^AC* '  BÄ  .  CB, 
während  nach  Voraussetzung 

AB    BC  '  CA  =  AC  .  BA  .  CB 
sein  muss.    Die  Verbindung  beider  Gleichungen  durch  Division  führt  wieder  aus 

BC'iBC^AC'iAC, 
was  aus  demselben  Grunde,  wie  in  dem  entsprechenden  vorhergegangenen  Falle 
nicht  möglich  ist. 

Die  vorstehenden  Sätze  enthalten  die  entsprechenden  flir  parallele  Transver- 
salen als  besondere  Fälle  in  sich,    denn  rückt  A  in's  Unendliche,    so  ist  CA 
^^BÄ  zu  setzen  und  umgekehrt,  und  beide  Faktoren  heben  einander  auf;  die 

so  entstehende  Gleichung 

AB'  'BC^AC'  CB' 

ist  aber  identisch  mit  AB'  :AC=^CB':  BC, 

Weiteres   über  Transversalen  findet  sich  im  Kapitel  7,  insbesondere  g  7*J. 

§  40.    Vom  Flächeninhalt  der  Rechtecke. 

1.  Als  Maass  für  die  Vergleichung  der  Grössen  von  Flächen  geradliniger 
Figuren  ist  man  übereingekommen  ein  Quadrat  zu  wählen,  dessen  Seite  der  zuir. 
Messen  von  Strecken  angenommenen  Linie,  also  der  Längeneinheit,  gleich  ist. 
(Quadratmeter,  Quadratcentimeter,  Quadratmeile  u.  dgl.)  Das  Quadrat  empfiehl 
sich  unter  allen  Figuren  hierzu  besonders,  weil  es  der  Gestalt  und  Grösse  nach 
durch  eine  einzige  Linie,  insbesondere  seine  Seite,  bestimmt  ist  und  mittelst  der- 
selben eine  einfache  Beziehung  des  Flächenmaasses  zum  I^ängenmaasse  gestattet, 
sodann  (im  Gegensatz  zu  anderen  durch  eine  Strecke  bestimmten  Figuren,  u-ie 
dem  gleichseitigen  Dreieck)  dadurch,  dass  seine  Winkel  sämmtlich  rechte,  als4> 
von  einer  besonders  einfachen  und  wichtigen  Art  sind. 

Hierbei  ist  jedoch  wegen  der  Verschiedenheiten  in  den  Gestalten  der  Figuren 
ein  unmittelbares  Messen  durch  Abtragen  des  Maasses  auf  der  zu  messenden 
Fläche  in  der  Regel  unthunlich,  dasselbe  kann  vielmehr  nur  bei  Rechtecken 
gelingen,  deren  Seiten  ausserdem  Vielfache  des  Längenmaasses  sein  roüs^en. 
Theilt  man  in  diesem  Falle  jede  von  zwei  aneinanderliegenden  Seiten  des  Rech: 
ecks  durch  dieses  Längenmaass  und  zieht  durch  jeden  Theilpunkt  die  Parallele 
zu  den  anliegenden  Seiten,  so  wird  das  Rechteck  in  eine  Anzahl  von  Quadraten 
getheilt,  welche  sämmtlich  dem  als  Flächenmaass  dienenden  Quadrate  congnicnt 
»ind  und  deren  Anzahl  also  angiebt,  wie  oft  sich  dieses  Flächenmaass  ohne  R^: 
auf  der  F'läche  des  Rechtecks  abtragen  lässt;  diese  Anzahl  ist  also  die  gesuchte 
Maahftxahl  des  Rechtecks.  Da  nun  irgend  einer  Seite  AB  des  letzteren  so  viele 
i*:ncr  Theihiuadrate  anliegen  mUs.sen,  als  diese  Seite  Theilc  hat,  d.  h.  al*»  thc 
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Maasszahl  dieser  durch  die  Längeneinheit  gemessenen  Seite  angiebt,  und  da  femer 
so  viele  dieser  ersten  Reihe  von  Theil-Quadraten  gleiche  Reihen  neben  einander 
liegen,  als  die  jener  Seite  anliegende  Seite  Theile  hat,  so  ergiebt  sich,  dass  die 
Maasszahl  eines  solchen  Rechtecks  statt  durch  das  unbequeme  unmittelbare  Ab- 
tragen des  Flächenmaasses  auch  durch  Berechnung  aus  den  Maasszahlen  zweier 
aneinanderliegenden  Seiten  des  Rechtecks  gefunden  werden  kann.  Man  erhält 
so  den  Lehrsatz: 

Die  Maasszahl  eines  Rechtecks  der  gedachten  Art  ist  gleich  dem  Produkt 
der  Maasszahlen  zweier  aneinanderliegender  Seiten  desselben. 

2.  Ist  aber  eine  Seite  des  zu  messenden  Rechtecks,  oder  sind  beide  keine 
\1elfachen  der  Längen-Einheit,  so  lässt  sich  die  Fläche  nicht  in  dieser  Weise 
als  Vielfaches  der  Flächen-Einheit  darstellen.  Sind  in  diesem  Falle  die  beiden 
Seiten  des  Rechtecks  mit  der  Seite  des  Quadrats  commensurabel,  so  kann  man 
sowol  jene,  als  zwei  aneinanderliegende  Seiten  dieses  Quadrats  durch  ein  gemein- 
schaftliches Maass  theilen,  und  durch  jeden  Theilpunkt  die  Parallele  zu  den 
anliegenden  Seiten  derselben  Figur  ziehen.  Da- 
durch wird  sowol  das  Rechteck  als  aqch  das 
Quadrat  in  eine  Anzahl  kleinerer  Quadrate  ge- 
thdlt,  welche  sämmtlich  unter  einander  congruent 
sind,  und  das  Verhältniss  der  Fläche  des  Recht- 
ecks zu  der  Fläche  des  Quadrats,  also  die  Maasszahl  der  ersteren  in  Beziehung 
auf  letzteres,  ist  gleich  dem  Verhältniss  der  entsprechenden  Anzahlen  der  Theil- 
quadrate.  Es  bezeichne  nun  tn  die  Anzahl  der  Theile  einer  Seite  des  Quadrats, 
während  /,  q  bezüglich  die  Anzahlen  der  Theile  der  Seiten  des  Rechtecks  sein 
sollen,  dann  hat  das  Quadrat  ni'  m  =  m^,  das  Rechteck  p  •  q  Theilquadrate,  und 


m^^—  I  ^i^_>    ^^__ 


die  gesuchte  Maasszahl  des  letzteren  ist  also 


VI*  PI 


Nun  ist  aber  das  Verhältniss 


je  einer  Seite  des  Rechtecks  zur  Seite  des  grösseren  Quadrats,  d.  h.  die  Maass- 
^ahl  jener  Rechtecksseite  in  Beziehung  auf  diese  Quadratseite  gleich  dem  Ver- 

P 
haltniss  der  Anzahlen   der  entsprechenden  Theile,  also  bezüglich  gleich—  und 


Somit 


q  P  '  Q 

-,  und  es  ist  mithin  das  Produkt  der  letzteren  ebenfalls  gleich  - — ^. 

gilt  der  oben  für  den  ersten  Fall  bewiesene  Lehrsatz  auch  für  den  vorliegenden 
zweiten. 

3.  Sind  endlich  nicht  beide  Seiten  des  Rechtecks  mit  der  Seite  des  als 
Einheit  dienenden  Quadrates  commensurabel,  so  theile  man  die  Seiten  des  letzteren 
durch  einen  beliebigen  aliquoten  Theil  derselben  und  ziehe  wieder  die  betreffen- 
den Parallelen,  sodass  man  wie  vorhin  m  •  m  Theilquadrate  erhält.  Man  trage 
femer  denselben  aliquoten  Theil  der  Quadratseite 
aof  zwei  aneinderliegenden  Seiten  des  Rechtecks 
von  demselben  Eckpunkt  A  aus  so  oft  als  möglich 
ab.  Dann  bleibt  auf  einer  dieser  Seiten  oder  auf 
beiden  ein  Rest  EB,  oder  FD^  und  trägt  man 
auf  jeder  solchen  Seite,  bezw.  deren  Verlängerung, 
das  gebrauchte  Maass  noch  einmal  ab,  so  erhält 
man  einen  ausserhalb  des  Rechtecks  liegenden 
Punkt  G  oder  H,  Man  ziehe  nun  durch  E  und  F  einerseits,  sowie  durch  G 
und  H  andererseits  die  Parallelen   zu  den  anliegenden  Seiten  bis  zum  gegen- 

i6» 


TV  H 
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seitigen  Durchschnitt,  so  erhält  man  die  Rechtecke  AEIF  und  AG  KU,  von 
denen  das  erstere  kleiner,  das  letztere  grösser  als  ABCD  ist,  und  welche  beide 
nach  dem  vorigen  Falle  mit  dem  Quadrate  verglichen  werden  können.  Sind  von 
^  bis  -^/  und  von  ^  bis  i^^  Theilstrecken  abgetragen  worden,  so  hat  AElf 

die  Maasszahl  ^^^  und  AGKH  die  Maasszahl  ^  "^  ^^  ^^  "^  ^^  und  die  Maa^v 

zahl  von  ABCD  muss  zwischen  diesen  beiden  Grenzzahlen  liegen.  Nun  kann 
der  Unterschied  der  letzteren,  welcher  gleich 

tntn  mm  mm 

ist,    kleiner  als  jede  beliebige  Zahl  gemacht  werden,    wenn  man  die   auf  den 

Seiten  abgetragene  Theilstrecke  entsprechend  klein  annimmt  Nimmt  man  näm- 
lich bei  einem  zweiten  Abtragen  diese  Theilstrecke  jcmal  so  klein  als  bei  den- 
ersten,  so  werden  statt  /,  q  und  m  bezüglich  die  Zahlen  /x,  qx  und  mx  erhalten, 
jener  Unterschied  wird  also  zu 

px-hqx-hl       /-^^-^7 

mm  •  X  '  X  mmx 

Diese  neue  Differenz  ist  also,  da  der  Nenner  xmzX  so  gross,  der  Zähler 

ausserdem  in  Folge  des  Gliedes  —  statt  1  kleiner  als  vorher  ist,  über  jrroal  bo 
klein  als  die  vorige.     Denkt  man  sich  nun  x  bis  in's  Unendliche  wachsend,  sc* 

nähern  sich  die  Zahlen  --,  —  ohne  Ende  den  irrationalen  Maasszahlen  der  Seiten 

m    m 

AB  und  ADf  und  jene  Differenz  nähert  sich  ohne  Ende  der  Grenze  Null.  i>a- 
her  muss  für  diese  Grenze  selbst  die  Maasszahl  des  Rechtecks  ABCD  ebenfalK 
als  das  Produkt  der  Maasszahlen  der  Seiten  AB,  AD  angenommen  werden. 

Ist  bloss  eine  der  Rechtecksseiten,  etwa  Aß^  mit  der  Qaadratseite  incommensurabel,  s<>  ver- 
einfacht sich  nur  der  vorstehende  Beweis»  indem  dann  F  mit  D  zusamroenfUlIt,  und  die  Mxi^>- 

zahl  des  grösseren  Rechtecks  — —,  die  betreffende  Differenz  also  gleich  -^,  und  bei  xmali^tr 

Verkleinentng  des  Maasses  — ^,  also  xmal  so  klein  wird. 

mx 

4.  Sonach  gilt  jetzt  ganz  allgemein  der  Lehrsatz: 

Die  Maasszahl  eines  Rechtecks  in  Beziehung  auf  ein  gegebenes  Quadrat 
als  Einheit  ist  gleich  dem  Produkt  der  Maasszahlen  zweier  aneinander- 
liegender Seiten  desselben  in  Beziehung  auf  die  Seite  des  Quadrats  al> 
Einheit 

Der  Kürze  des  Ausdrucks  wegen  ist  man  übereingekommen,  das  Produkt 
der  Maasszahlen  zweier  Strecken  in  Beziehung  auf  eine  und  dieselbe  Einheit  3)^ 
das  Produkt  der  Strecken  zu  bezeichnen.    Man  kann  daher  kürzer  sagen: 

Der  Flächeninhalt  eines  Rechtecks  ist  gleich  dem  Produkt  zweier 
aneinanderliegender  Seiten.    (1) 

Man   sagt  wol  auch,  der  Flächeninhalt  eines  Rechtecks  werde  gefunden,   wenn  man  winc 
iJln^  mit  seiner  Breite  multiplicire.  —  Der  Ausdruck  »Produkt  zweier  Strecken«   wflitle  ohn»- 
die  obige  Erklärung  widersinnig  sein,   da  man  nie  zwei  benannte  Grössen  multipliciren  kann 
vielmehr  mindestens  der  Multiplicator  unbenannt  sein  muss.    Im  vorliegenden  Falle,  und  eben«- 
in  allen  entsprechenden  Fällen  in  der  Folge,  werden  die  beiden  von  ihrer  Benennung  belnnini 
Maasszahlen   multiplicirt  und  dem  Produkt  die  neue  Maasseinheit  als  neue  Benennung  zugelegt 

Insbesondere  ergiebt  sich  aus  diesem  Satze  als  besonderer  Fall: 
Der  Inhalt   eines  jeden  Quadrats   ist   gleich  der  zweiten  Potenz 
«einer  Seite.    (2) 
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Hieraus  erklärt  sich  die  Benennung  Quadrat  in  der  Arithmetik  für  die  zweite 
Potenz  einer  Zahl.  Das  arithmetische  Quadrat  der  Maasszahl  einer  Strecke  ist 
die  Maasszahl  des  geometrischen  Quadrats  der  letzteren.  In  ähnlicher  Weise 
findet  man  auch  für  das  Produkt  zweier  Zahlen  die  Bezeichnung  »Rechteck  der 
Zahlen«,  insbesondere  wenn  diese  Maasszahlen  von  Strecken  bedeuten. 

Um  das  geometrische  Quadrat  über  einer  Strecke  AB  bequem  in  Formeln 
darstellen  zu  können,  hat  man  vorgeschlagen,  dasselbe  durch  .^^  im  Gegensatz 
zu  dem  das  arithmetische  Quadrat  der  Maasszahl  bezeichnenden  AB^  auszu- 
dnicken. 

Beispiele:  1.  Es  sei  die  eine  Seite  eines  Rechtecks  gleich  3,57  m,  die 
andere  gleich  5,21  m  gemessen,  so  beträgt  der  Inhalt  desselben  3,57  x  5,21 
Quadratmeter  oder  18,5997  qm.  Dieses  Resultat  ist  jedoch  nicht  bis  auf  die 
vierte  Decimale  brauchbar,  wenn  die  Maasszahlen  der.  Seiten  nur  bis  zu  einer 
halben  Einheit  ihrer  letzten  Decimalstelle  genau  bestimmt  sind,  wie  in  der  Praxis 
stets  anzunehmen  ist.  In  diesem  Falle  ist  vielmehr  das  Resultat  zwischen  3,565  x 
5,205  und  3,575  X  5,215  oder  zwischen  18,55  .  .  und  18,64  .  .  schwankend,  sodass 
nur  /*=  18,6  qm  als  sicheres  Resultat  angegeben  werden  darf.  Wären  dagegen 
die  Maasszahlen  der  Seiten  gleich  3,570  m  und  5,210  m  angegeben,  so  wären 
damit  dieselben  als  bis  zu  einem  halben  Millimeter  genau  gemessen  bezeichnet, 
und  das  Resultat  18,60  qm  auf  zwei  Decimalen  sicher.  Man  wird  also  bei  der- 
artigen Rechnungen  in  der  Praxis  zur  Vermeidung  der  Bestimmung  unnützer 
Decimalen  stets  die  abgekürzte  Multiplication  anwenden. 

2.  Ein  rechteckiges  Stück  Land  ist  143,0  m  lang  und  88,5  m  breit.  Wieviel 
NCethe  bringt  es  ein,  das  Ar  zu  0,85  M.? 

Da  der  Inhalt  des  Landes  gleich  143,0  X  88,5  qm  und  ein  Ar  gleich  100  qm 
143,0  X  88,5 


ist.  so  hat  man 


100 


0,85  M.  zu  berechnen  und  erhält  als  Resultat  107,6  M, 


3.  Wie  gross  ist  ein  Quadrat,  dessen  Seite  0,25  m  lang  ist? 

Man  erhält  0,25  X  0,25  qm  =  0,0625  qm  oder  625  qcm,  wenn  die  Maasszahl 
der  Seite  als  absolut  genau  angesehen  wird,  anderenfalls  ist  das  Resultat  zwischen 
i>00qcm  und  650  qcm  unsicher. 


§  41.     Vom  Flächeninhalt  der  Parallelogramme  überhaupt. 

1.  Von  der  Berechnung  des  Flächeninhalts  eines  Rechtecks  gelangt  man  zu 
derjenigen  eines  beliebigen  Parallelogramms  mit  Hülfe  des  Lehrsatzes: 

Parallelogramme  mit  gleichen  Grundlinien  und  gleichen  Höhen 
sind  gleich. 

Man  kann  nämlich  solche 
Parallelogramme  so  zusammen-  - 
stellen,  dass  ihre  Grundlinien  in 
derselben  Geraden  und  sie  selbst 
auf  einerlei  Seite  dieser  Geraden  so 
neben  einander  liegen,  dass  ihre 
Umfange  keinen  Punkt  gemeinsam 
haben.  Dann  müssen  wegen  der 
Gleichheit  der  Höhen  auch  die  den 
Grundlinien  parallelen  Seiten  £>C  — 
und  HG  in  einer  Geraden  liegen, 
und  zieht   man   CB',   so   entsteht 
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ein  Trapez  CHEB  zwischen  beiden  Parallelogrammen,  welches  zu  jedem 
der  letzteren  hinzugefügt  werden  kann.  Man  erhält  dann  die  Trapeze  £>HEA 
und  CGFB,  welche,  wie  leicht  zu  zeigen,  in  je  zwei  homologen  Seiten  und 
Winkeln  übereinstimmen,  mithin  congruent  und  also  auch  gleich  gross  sind 
Nimmt  man  nun  von  jedem  dieser  Trapeze  das  gemeinschaftliche  Stück  CHEH 
weg,  so  müssen  die  übrig  bleibenden  Flächen  ebenfalls  gleich  gross  sein;  dies« 
Flächen  sind  aber  die  der  ursprünglichen  Parallelogramme. 

Insbesondere  kann  man  daher  auch  sagen,  dass  Parallelogramme  mit  gleichen 
Grundlinien  und  zwischen  denselben  (die  Grundlinien  enthaltenden)  Parallelem 
gleich  sind.  Da  man  femer  dieselben  Parallelogramme  stets  auch  so  zusammen- 
stellen kann,  dass  ihre  Grundlinien  AB  und  EF  einander  decken,  so  kann  man 
auch  sagen:  Parallelogramme  auf  derselben  Grundlinie  und  zwischen 
denselben  Parallelen  sind  gleich.    (1) 

In  der  letzteren  Fonn  wird  der  Satz  besonders  häufig  angewendet 

2.  Daher  kann  man  nun  auch  jedes  schiefwinkelige  Parallelogramm  in  ein 
gleich  grosses  rechtwinkeliges  verwandeln,  welches  mit  ihm  dieselbe  Grundlinie 
und  Höhe  hat  Da  die  Seiten  dieses  Rechtecks  bezüglich  der  Grundlinie  und 
der  Höhe  des  Parallelogramms  gleich  sind,  so  folgt: 

Der  Inhalt  eines  jeden  Parallelogramms  ist  gleich  dem  Produkt 
aus  seiner  Grundlinie  und  seiner  Höhe.    (2) 

Ist  also  beispielsweise  die  Grundlinie  eines  Parallelogramms  gleich  0,1:2.1 
Meter,  die  Höhe  desselben  gleich  0,244  Meter,  so  ist  sein  Flächeninhalt  gleirl 
0,123-0,244  =  0,030012  Quadratmeter,  sofern  die  Maasszahlen  der  Seiten  a:> 
absolut  genau  vorausgesetzt  werden  können.  Da  dies  aber,  wie  schon  beim 
Rechteck  bemerkt,  in  der  Praxis  nie  der  Fall  ist,  vielmehr  die  Resultate  der 
Messungen  der  Seiten  als  abgekürzte  Zahlen  zu  betrachten  sind,  so  hat  man  hier 
auch  nur  die  abgekürzte  Multiplicadon  anzuwenden.  Im  vorliegenden  Beisf>tel 
sind  also  die  Zahlen  0,123  und  0,244  als  Näherungswerthe  zu  betrachten,  derer 
Fehler  bis  zu  0,0005  Meter  betragen  kann;  dies  hat  für  das  Resultat  der  Multiplh 
cation  eine  Unsicherheit  bis  zu  0,0001(837}  Quadratmetern  zur  Folge,  sodass  für 
den  Inhalt  des  Parallelogramms  nur  das  Resultat  der  abgekürzten  Multiplicatiun, 
0,030  Quadratmeter,  angewendet  werden  kann. 

Aus  dem  vorstehenden  Lehrsatz  ergeben  sich  ohne  Weiteres  die  nachstehenden 
als  unmittelbare  Folgerungen: 

Der  Satz,  dass  Parallelogramme  mit  gleichen  Grundlinien  und  gleichen  Hohen 
inhaltsgleich  sind,  kann  nicht  ohne  Weiteres  umgekehrt  werden,  d.  h.  zur  Gleich- 
heit von  Parallelogrammen  ist  die  Gleichheit  ihrer  Grundlinien  und  ihrer  Höhen 
nicht  erforderlich.  Vielmehr  genügt  hierzu  die  Gleichheit  der  Produkte  aus  Gnind- 
linie  und  Höhe  jedes  Parallelogramms,  oder  was  dasselbe  ist: 

Parallelogramme  sind  gleich  gross,  wenn  ihre  Grundlinien  sich  zu  einander 
umgekehrt  verhalten,  wie  ihre  Höhen. 

Aendert  man  also  die  Grundlinie  eines  Parallelogramms,  so  kann  der  Flächen- 
inhalt desselben  gleichwol  ungeändert  bleiben,  wenn  gleichzeitig  die  Höhe  ge- 
ändert wird,  und  zwar  so,  dass  einer  Vergrösserung  der  Grundlinie  eine  Ver 
kleinerung  der  Höhe  in  gleichem  Verhältniss  entspricht,  und  umgekehrt.  Dagegen 
müssen  gleiche  Parallelogramme  mit  gleichen  Grundlinien  auch  gleiche  Hohen, 
und  gleiche  Parallelogramme  mit  gleichen  Höhen  auch  gleiche  Grundlinien 
haben« 
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3.  Noch  allgemeiner  folgt,  dass  sich  die  Inhalte  irgend  welcher 
Parallelogramme  wie  die  Produkte  aus  den  Grundlinien  und  Höhen 
verhalten  (3).  Als  besondere  Fälle  sind  in  diesem  Satz  die  folgenden  enthalten: 
Die  Flächen  von  Parallelogrammen  mit  gleichen  Grundlinien  verhalten  sich  wie 
ihre  Höhen,  und  die  Flächen  von  Parallelogrammen  mit  gleichen  Höhen  ver- 
halten sich  wie  ihre  Grundlinien. 

Da  insbesondere  bei  einem  und  demselben  Parallelogramm  jede  Seite  zur 
Gnindlinie  angenommen  werden  kann,  so  folgt,  dass  die  Produkte  aus  je  einer 
Seite  eines  Parallelogramms  und  der  zu  ihr  senkrechten  Höhe  einander  gleich 
sind,  oder  dass  je  zwei  Seiten  eines  Parallelogramms  sich  zu  einander  umgekehrt 
verhalten  wie  die  zu  diesen  Seiten  senkrechten  Höhen. 

Je  grösser  also  eine  Seite  eines  Parallelogramms  bei  demselben  Inhalt  wird,  desto  kleiner 
vird  die  zu  ihr  gehörige  Höhe,  und  zu  gleichen  Seiten  eines  Parallelogramms  (Rhombus) 
geboren  gleiche  Höhen.  Diese  Sätze  lassen  sich  leicht  auch  unmittelbar  durch  Nichtcongruenz 
oder  CongTuenz  von  Dreiecken  beweisen. 

Weitere  Rechnungsbeispiele:  1.  Von  einem  Parallelogramm  sei  der 
Flächeninhalt  F=^  6,44^  m  und  die  Grundlinie  g  =  3,14  m  bekannt;  man  berechne 
seine  Höhe.    Auflösung :  h=^  Fig=^  2,05  m. 

2.  Der  Flächeninhalt  eines  Parallelogramms  sei  i^=  l,77^m  bekannt;  man 
soll  ein  demselben  gleiches  Parallelogramm  zeichnen,  dessen  eine  Höhe 
/^i  =  1,23  m  und  dessen  andere  Höhe  h^  =^\fi^m  sei.  Wie  lang  sind  die 
Seiten  dieses  zweiten  Parallelogramms  zu  machen? 

F  F 

Auflösung:  v-  =  1,44m,    j-  =  1,64m. 

3.  Ein  Parallelogramm,  dessen  Grundlinie  gleich  ^  =  120  m,  und  dessen 
Höhe  k  gleich  84  m  gemessen  wurde,  soll  in  ein  gleich  grosses  Quadrat  verwandelt 

werden;  wie  lang  wird  die  Seite  des  letzteren?    Auflösung:    y^=:  100(,  4)»». 

4.  Man  soll  ein  Rechteck  zeichnen,  welches  so  gross  ist  als  zwei  gegebene 
Parallelogramme  mit  bezüglich  den  Grundlinien  ^^  =  165,  g^  =296  und  den 
Höhen  Aj  =  196,  A,  =  105  zusammen,  und  welches  mit  dem  ersteren  die  Grund- 
linie gemeinsam  hat    Man  berechne  seine  zweite  Seite. 

Auflösung:  ^^^^-^^»^'  =  Ä,  +  ^^  =  384. 

§  42.     Vom  Flächeninhalt  der  Dreiecke. 

Die  Berechnung  des  Flächeninhalts  eines  Parallelogramms  führt  weiterhin 
zu  der  Berechnimg  der  Dreiecke,  denn  jedes  Dreieck  kann  durch  Ziehen  von 
Parallelen  zu  zwei  seiner  Seiten  durch  den  jedesmal  gegenüberliegenden  Eck- 
punkt zu  einem  Parallelogramm  ergänzt  werden,  welches  mit  dem  Dreieck  die- 
selbe Grundlinie  und  dieselbe  Höhe  hat,  und  dessen  Flächeninhalt  —  da  das 
angelegte  Dreieck  dem  ursprünglichen  congruent  ist  —  doppelt  so  gross  ist  als  der 
des  Dreiecks.    Hieraus  folgt  ohne  Weiteres: 

Der  Flächeninhalt  eines  jeden  Dreiecks  ist  gleich  der  Hälfte  des 
Produkts  aus  seiner  Grundlinie  und  seiner  Höhe.  (1). 

Ist  also  die  Grundlinie  beispielsweise  gleich  1,4  Meter,  die  Höhe  gleich  0,9  Meter,  so  ist 
^  Flicfaeninhalt  gleich  ^•1,4*0,9  Quadratmeter,  wofür  abgekürzt  0,6  Quadratmeter  zu 
'«tien  ist 

Insbesondere  ist  also  der  Flächeninhalt  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  gleich 
der  Hälfte  des  Produkts  seiner  Katheten. 
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Da  man  jede  Seite  eines  Dreiecks  zur  Grundlinie  annehmen  kann,  so  läs^* 
sich  der  Inhalt  desselben  mittelst  des  vorstehenden  Satzes  in  dreifacher  Form 
darstellen.  Bezeichnen  a^  b,  c,  bezüglich  die  drei  Seiten  (d.  i.  ihre  Maasszahlen . 
hat  hti  hc  der  Reihe  nach  die  zugehörigen  Höhen,  F  den  Flächeninhalt,  so  i^t 
F^=\  aha  =  \  bhb  =  }  chc^ 

Da  hiemach  auch  aha^=^bhb  ist  u.  s.  w.,  so  ergiebtsich  durch  Verwandlunzj 
dieser  Gleichung  in  eine  Proportion  der  Satz: 

Je  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  verhalten  sich  zu  einander  umge- 
kehrt wie  ihre  Höhen.     (2) 

Ist  also  eine  Seite  eines  Dreiecks  doppelt  (»mal)  so  gross  als  eine  zweitd 
Seite  desselben  Dreiecks,  so  ist  die  zu  der  ersteren  senkrechte  Höhe  gleich  der 

Hälfte  (— j   der  zur  letzteren  senkrechten,  und  umgekehrt     Allgemein  lässt  sichi 

also  auch  aus  zwei  Seiten  und  einer  der  zugehörigen  Höhen  die  andere  Höhe., 

aus  zwei  Höhen  und  einer  zugehörigen  Seite  die  andere  Seite  berechnen. 

Insbesondere   ist   also   auch    das  Produkt   der  Katheten   a,  b  eines    reclr^ 

winkeligen  Dreiecks  gleich  dem  Produkt  der  Hypotenuse  c  und  der  zu  ihr  gehön^er^ 

ab  ab 

Höhe  ht  oder  es  ist  ab^=cht  ^  =  — ,  ^  =  -r,  u.  s.  w. 

c  fl 

Aus  dem  obigen  Hauptsatze  über  die  Berechnung  des  Inhalts  eines  Dreiecke 
folgt  femer,  dass  alle  über  die  Verhältnisse  der  Flächen  von  Parallelogrammcs 
aufgestellten  Sätze  auch  für  Dreiecke  gelten.    Es  sind  also 

1.  Dreiecke  mit  gleichen  Gmndlinien  und  gleichen  Höhen,  und  daher  in*^ 
besondere    auch   Dreiecke   auf  derselben   Gmndlinie   und   zwischen    denselbeni 
Parallelen  gleich  gross, 

2.  verhalten  sich  Dreiecke  mit  gleichen  Gmndlinien  wie  ihre  Höhen,  und 
Dreiecke  mit  gleichen  Höhen  wie  ihre  Gmndlinien, 

3.  verhalten  sich  überhaupt  die  Flächen  von  Dreiecken  wie  die  Produkte 
aus  ihren  Grundlinien  und  ihren  Höhen,  und  sind  insbesondere  Dreiecke  dana 
und  nur  dann  gleich,  wenn  diese  Produkte  gleich  sind,  oder  wenn  sich  die  Gmnc 
linien  zu  einander  umgekehrt  wie  die  zugehörigen  Höhen  verhalten. 

Endlich  ist  jedes  Dreieck  halb  so  gross  wie  jedes  Parallelogramm,  weicbo 
mit  ihm  gleiche  Gmndlinie  und  Höhe  hat,  und  ebenso  gross  wie  jedes  Paralleh'- 
gramm,  welches  gleiche  Gmndlinie  und  halb  so  grosse  Höhe,  oder  gleictj 
Höhe  und  halb  so  lange  Gmndlinie  hat 

Beispiele:  1.  Den  Flächeninhalt  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  zu  berech nen, 

dessen  Katheten  0  =  3,1400  m  und  ^  =  2,1500  m  gemessen  sind. 

ab 
Auflösung:  -^  ==  3,3755^m. 

3.  Der  Flächeninhalt  F  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  soll  345,50f  mt,    unti 

eine  Kathete   a  desselben    soll   25,50/n   betragen;   wie   lang  muss  die  ander« 

2F 
Kathete  werden?   Auflösung:  —  =  27,10  m. 

3.  Von   einem  Dreieck   sei   eine  Seite   gleich  a  und  die  Verhältnisse   der 

drei  Höhen  haXh^ihc^^min  \p  gegeben;  man  berechne  seine  beiden  andcnr*^ 

aha 
Seiten.     Auflösung:     Aus  b\a^=^  haXhh  oder  aha  ^=  bh^  folgt  b  •=•  -r —  und  cnr- 

^*» 

sprechend  ist  r«--r-^ 

4.  Die  Summe  zweier  Seiten  eines  Dreiecks  a  +  ^  =  j,  die  zu  einer  denclbcn 
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gehörige  Höhe  ha  und  der  Flächeninhalt  F  seien  gegeben;  man  berechne  die 

1F 
Einzelwerthe  jener  beiden  Seiten.    Auflösung:     Da  F-=\aha^  so  ist  ö=— r — 

na 
und  0  =  s 7 — 

^a 

5.  Ein  Dreieck,  dessen  Grundlinie  ^  =  12,55  m  und  dessen  Höhe  A  =  3,12  m. 
gemessen  ist,   soll  in  ein  gleich  grosses  Quadrat  verwandelt  werden.    Wie  lang 

uird  die  Seite  des  letzteren?    Auflösung:     Y^gh  =  4,42  m. 

6.  Ein  dreieckiges  Stück  Ackerland,  dessen  Grundlinie  185m,  und  dessen 
Höhe  136  m  beträgt,  soll  in  Folge  einer  anderweiten  Vermessung  in  ein  Recht- 
eck verwandelt  werden,  dessen  eine  Seite  eine  Länge  von  200  m  hat.    Wie  lang 

185  •  68 
wird  die  andere  Seite?    Auflösung:  |  •  185  •  136  =  200  a:;  x= — 400    =^^>9m. 

7.  Den  Inhalt  eines  Rhombus  aus  den  Längen  e,  f  seiner  beiden  Diagonalen 
zu  berechnen.     Auflösung:     i^=  2  •  ^  ^  •  i/=  i  </• 

8.  Die  Katheten  a,  b  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  aus  der  Summe  s  der- 
selben und  dem  Flächeninhalt  F  zu  berechnen.  Auflösung:  Die  Gleichungen 
tf  -h  ^  =  j  und  ab^=2  F  sind  auf  die  Unbekannten  0,  b  aufzulösen.  Es  ist 
{a^by  =  (tf  -h  ^)»  —  4  Ä^  =  j»  —  8  is  also 

9.  Ein  Dreieck  mit  der  Grundlinie  g  und  der  Höhe  h  soll  in  ein  Rechteck 
verwandelt  werden,  dessen  Seiten  sich  zu  einander  wie  m\n  verhalten.  Man 
berechne  diese  beiden  Seiten.     Auflösung:  Es  \^i  xy=^^gh  und  x\y  =  m':n. 

.  ,       .  ,  m      m   ^       \    ,      .  -,  /ngh       _  -•  /tngh 

Hieraus  ergiebt  sich  x  =  —y*—y^  =  2^^  ^  =  1/  "2^  und  :r  =  1/  -^, 

10.  Um  wieviel  Procent  vergrössert  sich  der  Inhalt  eines  rechtwinkeligen 
Dreiecks,  wenn  jede  seiner  Katheten  um  /  Procent  verlängert  wird?    Auflösung: 

§  43.    Vom  Flächeninhalt  der  Trapeze  und  Vielecke. 

1.  Durch  die  Bestimmung  der  Flächeninhalte  von  Dreiecken  ist  weiterhin  auch 
die  Möglichkeit  gegeben,  den  Flächeninhalt  jeder  geradlinigen  ebenen  Figur  zu 
finden.  Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  nöthig,  die  letztere  auf  irgend  welche 
Weise,  z.  B.  mittelst  Diagonalen  oder  durch  Verbindung  eines  im  Innern  der 
Figur  angenommenen  Punktes  mit  den  Eckpunkten,  in  Dreiecke  zu  zerlegen, 
jedes  dieser  Dreiecke  einzeln  zu  berechnen,  und  schliesslich  ihre  Inhaltszahlen 
zu  addiren. 

Dieses  Verfahren  führt  insbesondere  zu  ein- 
fachen Regeln  bei  dem  Trapez  und  bei  solchen 
Figuren,  welchen  sich  ein  Kreis  einbeschreiben 
lässt  Für  ein  Trapez  mögen  die  Maasszahlen  der 
parallelen  Seiten  bez.  durch  a  und  b^  die  der  Höhe 
(des  senkrechten  Abstandes  der  parallelen  Seiten) 
durch  h  bezeichnet  werden.  Zieht  man  nun  eine 
Diagonale,    so   erhält   man  zwei  Dreiecke,    deren 
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Gnmdlinien  bez.  gleich  a  und  b^  und  in  denen  gleichzeitig  die  Höhe  gleich  k 
ist    Daher  ist  der  Inhalt  des  Trapezes 

Der  Inhalt  eines  jeden  Trapezes  ist  also  gleich  der  Hälfte  des 
Produkts  aus  der  Höhe  und  aus  der  Summe  der  parallelen  Seiten  (1\ 
oder  was  dasselbe  ist,  gleich  dem  Produkt  aus  der  Höhe  und  dem  arithmetischen 
Mittel  der  parallelen  Seiten,  oder  gleich  dem  Produkt  aus  der  Höhe  und  der 
Mittellinie. 

Es  ist  von  Interesse,  schon  hier  zu  sehen,  wie  man  aus  Fonneln,  wie  die 
vorstehende,  ohne  Weiteres  neue  Lehrsätze  herauslesen  kann.  So  ergeben  sich 
hier  unter  Bea(^htung  der  vorhergegangenen  Sätze  von  den  Flächen  der  Dreiecke 
und  Parallelogramme  leicht  die  folgenden: 

Jedes  Trapez  ist  gleich  jedem  Dreieck  mit  gleicher  Höhe,  dessen  Grund- 
linie gleich  der  Summe  der  parallelen  Seiten  des  Trapezes  ist 

Jedes  Trapez  ist  gleich  jedem  Parallelogramm  mit  gleicher  Höhe,  dessen 
Grundlinie  gleich  der  Mittellinie  des  Trapezes  ist 

Mit  Hülfe  möglichst  einfacher  Constraction  eines  solchen  Dreiecks  oder  Panlldograininf 
lassen  sich  diese  Sätze  auch  unmittelbar  beweisen,  indem  man  zeigt,  dass  man,  um  aus  dem 
Trapez  die  andere  Figur  zu  erhalten,  von  jenem  ein  Dreieck  abzuschneiden  und  dafUr  ein 
congruentes  anzusetzen  habe.  Man  könnte  auf  diesem  Wege  umgekehrt  aus  einem  der  Sätze 
die  obige  Regel  Über  den  Flächeninhalt  ableiten.  Die  nähere  Ausführung  dieser  Gedanken  kann 
dem  Leser  Überlassen  bleiben. 

2.  Lässt  sich  in  eine  Figur  ein  Kreis  beschreiben,  mit  anderen  Worten  be- 
sitzt dieselbe  einen  Punkt  —  den  Mittelpunkt  des  Kreises  —  welcher  von  allen 
Seiten  gleichweit  entfernt  ist,  so  verbinde  man  diesen  Punkt  mit  allen  Eckpunkten 
und  zerlege  so  die  Figur  in  Dreiecke,  welche  bez.  die  einzelnen  Seiten  zu  Grund- 
linien haben,  und  in  deren  jedem  die  Höhe  gleich  dem  Radius  des  einbe- 
schriebenen Kreises  ist.  Bezeichnen  wir  die  Maasszahl  des  letzteren  durch  ^ 
die  der  Seiten  der  Reihe  nach  durch  a,  ^,  r,  . . . ,  so  ist  hiemach  der  Inhalt 
der  Figur, 

oder  wenn  wir  die  Summe  <i  +  ^  +  ^  +  . . .  der  Seiten,  oder  den  Umfang   der 
Figur  durch  u  bezeichnen. 

Der  Inhalt  einer  solchen  Figur  ist  also  gleich  dem  halben  Pro- 
dukt  aus  ihrem  Umfang  und  dem  Radius  des  einbeschriebenen 
Kreises.    (2) 

Auch  hier  kann  man  aus  dem  Satze  ohne  Weiteres  den  andern  folgern, 
dass  jede  solche  Figur  gleich  einem  Dreiecke  ist,  dessen  Grundlinie  dem  Um- 
fang und  dessen  Höhe  dem  Radius  derselben  gleich  ist 

Der  vorstehende  Satz  findet  besondere  Anwendungen  bei  den  regelmässigen 
Polygonen  und  bei  den  Dreiecken.  Bei  einem  regelmässigen  Polygon  kann 
der  Umfang  u  noch  durch  das  Produkt  der  Maasszahl  a  einer  Seite  mit  der 
Anzahl  der  Seiten  ausgedrückt,  und  die  obige  Formel  somit 

F^\na^ 
geschrieben   werden.    Bei   einem   Dreieck   pflegt  man   die   Summe   der   drei 
Seiten  durch  2j  zu  bezeichnen,  und  es  geht  dann  die  obige  Formel  in 

über.    Dieselbe  gestattet  noch  eine  Ergänzung,  indem  man  statt  des  Mittelpunkte« 
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des  einbeschriebenen  Kreises  den  Mittelpunkt  eines  der  drei  äusseren  BerUhrungs- 
kreise  mit  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  verbindet  und  so  die  Fläche  des  letzteren 
als  algebraische  Summe  der  Flächen  dreier  Dreiecke  darstellt,  von  denen  eins 
ausserhalb  des  ursprünglichen  liegt  und  daher  von  der  Summe  der  beiden 
andern  zu  subtrahiren  ist.  Diese  drei  Dreiecke  haben  ^ivieder  der  Reihe  nach 
die  Seiten  des  ursprünglichen  zu  Grundlinien,  und  die  zugehörigen  Höhen  sind 
sämmtlich  gleich  dem  Radius  des  Berührungskreises.  Bezeichnet  man  die  Maass- 
zahlen der  den  Seiten  a,  if,  c,  anbeschriebenen  äusseren  Berührungskreise  der 
Reihe  nach  durch  p«,  p^,  po  so  erhält  man  hiemach  für  den  Flächeninhalt  des 
Dreiecks  noch  die  drei  Formen 

^=  i (^  H-  r  —  ä)  p«  =  ^ (tf  —  ^  -h  r)  p^  ==  |(a  -h  ^  —  ^)  pf , 
oder  Fr=  p^  {5  —  a)  =  p^  {s  —  ^)  =  pc  {s  —  0  • 
Diese  Ableitung  zeigt  an  einem  Beispiel,  wie  man  überhaupt  bei  Polygonen 
die  Zerlegung  in  Dreiecke  auch  durch  Verbindung  von  ausserhalb  der  Flächen 
der  Polygone  liegenden  Punkten  mit  Eckpunkten  bewirken  kann,  wenn  man  da- 
bei die  Inhalte  der  ganz  ausserhalb  der  zu  messenden  Figuren  fallenden  Drei- 
ecke als  subtractiv  annimmt. 

3.  Für  die  Bestimmung  der  Flächeninhalte  be-  A 

liebiger  Polygone  ist  es  überhaupt  nicht  nöthig,  die- 
selben   in    Dreiecke    zu   zerlegen;    kommen    neben 

wichen  oder  ausschliesslich  andere  Theilfiguren  vor,  « 

fjr  deren  Inhaltsberechnung  im  Vorstehenden  Regeln 

ennittelc  sind,  also  z.  B.  Trapeze,  so  steht  der  An- 
wendung derselben  an  Stelle  von  Dreiecken  nichts 

im  Wege.    Dies  führt  auf  einige  besondere  Methoden 

für  die  Inhaltsbestimmung  von  Polygonen: 

Man  ziehe  eine  beliebige  Gerade  AB  innerhalb 

oder  ausserhalb  des  Polygons  und  falle  auf  dieselbe 

von  allen  Eckpunkten  des  letzteren  die  Senkrechten. 

Hierdurch   erhält   man   eine  Anzahl   von  Trapezen» 

von  denen  auch  einzelne  {ACD^   AEF)   sich  auf 

Dreiecke    reduciren   können.     Die  Höhen  AD^   AF,  Z>G  \x.  s.  w.  aller  dieser 

Theilfiguren  lassen  sich  im  Fortschreiten  auf  der 

einrigen  Geraden  AB   messen,    die  Grundlinien 

und  die  parallelen  Seiten  (jCZ>,  EF,  HG  u.  s.  w.) 

lassen   sich    sämmtlich   als  Senkrechte  zu  dieser 

Geraden  abstecken  und  messen,  und  das  Polygon 

erscheint    als    algebraische    Summe    aller   Theil- 

üguren. 

Man  kann  femer  mehrere  solche  Gerade,  wie  ABy 

neben    einander    benutzen    und   beispielsweise   die    zu 

messende  Figur  mit  einer  zweiten,  etwa  einem  Recht- 
eck,  umgeben.      Fällt   man  von  den  Eckpunkten   der 

crsteren  in  zweckentsprechender  Weise  Senkrechte  auf 

Seiten    der    letzteren   Figur,    so    kann    man  jene    als 

Differenz   der  Fläche   der   letzteren   und  einer  Anzahl 

von  Trapezen,  oder  auch  Parallelogrammen  und  Dreiecken 

darstellen  und  berechnen.    Dieses  Verfahren  empfiehlt 

sich  in  der  Praxis,  wenn  das  Innere  der  zu  messenden 

Fläche  unzugänglich  ist. 
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4.  Die  verschiedenen  Wege,  den  Flächeninhalt  eines  Polygons  zu  besdnimen, 
lassen  sich  endlich  auch  zu  einer  nä h er ungs weisen  Ermittelung  der  GrüsM: 
krummliniger  oder  gemischtliniger  Figuren  verwerthen.  Dieses  Verfahren 
kommt  im  Wesentlichen  darauf  hinaus,  dass  man  eine  krumme  Linie  aäherung^- 
weise  durch  eine  gebrochene  ersetzen  darf,  deren  einzelne  geradlinige  Thciie 
hinreichend  klein  sind,  um  ohne  Ueberschreitung  der  für  die  praktische  An- 
wendung im  Resultat  eriaubten  Fehlergrenze  mit  den  entsprechenden  Theilen 
der  krummen  Linie  verwechselt  werden  zu  dürfen. 

Man  kann  also  beispielsweise  zur  angenäherten  Inhaltsbestimmung  einer 
krummlinigen  Figur  in  dieselbe  eine  geradlinige  zeichnen,  deren  Umfang  sich  dem- 
jenigen der  ersteren  mehr  oder  minder  annähert,  dit 
ausserhalb  der  geradlinigen  fallenden  Theile  der  krumm- 
linigen Figur  durch  geeignete  Senkrechte  auf  die  nächste 
gerade  Linie  in  kleinere  Stucke  zerlegen,  welche  man 
ohne  merklichen  Fehler  als  Trapeze  betrachten  darf,  und 
schliesslich  die  Summe  der  Inhalte  aller  dieser  Trapeze 
zum  Inhalt  der  geradlinigen  Figur  addiren. 

Man  kann  entsprechend  die  Seiten  des  Polygons  so 
ziehen,  dass  sie  die  zu  messende  Figur  einschliessen,  und 
hat  dann  die  Summe  der  Trapeze  von  dem  Inhalt  des 
Polygons  zu  subtrahiren. 

Man  wird  in  beiden  Fällen  die  Berechnung  oft  dadurch  vereinfachen  können, 
dass  man  die  auf  den  betreffenden  Polygonseiten  zu  messenden  Höhen  der 
einzelnen  kleinen  Trapeze  gleich  gross  annimmt 

Zieht  man  durch  die  Figur  eine  Gerade  und  sodann  ein  System  zu  dieser 
senkrechter  linien,  welche  so  nahe  aneinanderli^en,  bezw.  durch  solche  hervor- 
ragende  Punkte   des  Umfangs  der  Figur  gehen,    dass  man  die  zwischen  ihner 

liegenden  Flächenstreifen  als  Trapeze  ansehen  dan', 
so  hat  man  nur  alle  diese  Trapeze  zu  berechnen 
und  ihre  Inhalte  zu  addiren.  Dabei  hat  man  den 
Vortheil,  dass  in  jeder  jener  senkrechten  Geraden 
eine  Seite  gleichzeitig  für  zwei  Trapeze  gemessen 
wird,  und  dass  alle  Höhen  auf  einer  und  derselben 
Geraden  nach  einander  abgetragen  sind.  Macht  man 
auch  hier  diese  Höhen  ÄB^  BQ  CD  u.  s.  w.  gleich 
gross,  und  sind  a,  ^,  c  .  ,  .  w  der  Reihe  nach  die 
Maasszahlen  der  Senkrechten  EF,  GH,  IK, .  . .  AIS, 
während  h  die  Maasszahl  der  Höhen  AB,  BCu,  s.  w 
ist,  so  hat  man  für  den  gesuchten  Inhalt  der  Figi^r 

=  JA  .  (2tf  -h  2^  -H  2r  H- -h  2tt») 

=  (tf  -h  ^  -»-  ^  H-  .  .  -»-  w)  A. 

Beispiele:  1.  Den  Flächeninhalt  eines  Trapezes  aus  den  parallelen  Seiten 
a  =  3|4,  d  ='  1,8  und  der  Höhe  A  =  2,5  zu  berechnen. 

3,4  H-  1,8 


Auflösung:     ^= 


2,5  =  2,6  •  2,5  =  6,5. 


2.  Wie  lang  ist  die  Mittellinie  eines  Trapezes,  dessen  Flächeninhalt  F=  12,74. 

F 
und  dessen  Höhe  A  =  3,I6  ist?    Auflösung:     r  =  4,03. 
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3.  Die  parallelen  Seiten  eines  Trapezes  seien  a  =  0,l2t  d=^S,45  gegeben, 
und  der  Flächeninhalt   desselben   sei  /*'=  12,58.     Wie    lang  ist  die  Höhe  des 

T«pe«s>    Auflösung:    ^  =  '^  =  7,05. 

4.  Von  einem  Trapez  sei  der  Inhalt  F,  die  Höhe  h  und  die  Differenz  d  der 

parallelen  Seiten   gegeben;    man  berechne  diese  Seiten.     Beispiel:    7^=36,12; 

2i^  1  (2F        \ 

*=  2,80;  i/=  0,80.  Autlösung:  Aus  a-|-^=  -r-,  a  —  b^  dioXgt  ^  =  ö  I  "ä"  "^  ^1 

F    d  F       d  36.12 

=  T  +  ö>^==T  —  ö»  also  Trbr  ^  0,40  =  12,90  zb  0,40,  d.  i.  ö=  13,30,  b=  12,50. 

5.  Eine  Diagonale  eines  Vierecks  sei  27  cm  lang,  und  der  eine  ihr  nicht 
anliegende  Eckpunkt  stehe  von  derselben  um  12  cm,  der  andere  um  18  cm  ab. 
Man  berechne  den  Flächeninhalt  des  Vierecks.  Auflösung:  -^  =  ^  •  27  •  12 
-h  i .  27  .  18  =  i  -  27  (12  -f- 18)  =  27  .  15  =  405. 

6.  In  einem  Fünfeck  A  B  CD  £  seien  die  Diagonalen  AC=i7,5m,  AI>  =  8,2  m, 
die  Abstände  der  Eckpunkte  B  und  Z>  von  AC  bezüglich  gleich  3,2  m  und 
4,0  m,  der  Abstand  des  Eckpunktes  £  von  AD  gleich  2,5  m  gemessen.  Wie 
gross  ist  das  Fünfeck?  Auflösung:  |  (7,5  •  3,2  -f-  7,5  •  4,6  -h  8,2  •  2,5)  =  7,5  •  3,9 
-h  4,1 .  2,5  =  39,5. 

7.  Man  berechne  den  Flächeninhalt  eines  Polygons  ABCD£FG,  wenn  die 
'sämmüich  ganz  innerhalb  des  Polygons  fallenden)  von  den  Eckpunkten  auf  die 
Gerade  A£  gefällten  Senkrechten  BB^  =  3,5,  CC^  =  5,6,  DD^  =  4,0,  FF^  5,4, 
G6'j=8,2  und  die  zugehörigen  Abschnitte  von  A£,  AB^  =  btl,  -^jC^  =  5,6, 
C,Z)i  =  6,0,    Z>i^=4,0,  £F^  =  S,l,   ^6^^=3,8  gemessen  sind.     Auflösung: 

i  [5,1  .  3,5  4-  (3,5  -i-  5,6)  •  5,6  -h  (5,6  -i-  4,0)  •  6,0  -h  4,0  •  4,0  -h  5,4  •  3,1 

4-  (8,2.-+-  5,4) .  13,8  4-  8,2  •  3,8]  =  189,0. 

8.  Zu  einer  Seite  AB  eines  Polygons  ABC ...  Ä' sei  durch  jeden  der  übrigen 
Eckpunkte,  mit  Ausnahme  von  G,  die  Parallele  bis  zum  zweiten  Durchschnitt 
mit  dem  Umfang  des  Polygons  gezogen,  und  man  habe  die  Seite  AB  nebst  ihren 
Parallelen,  wie  folgt,  gemessen:  AB  =  3,01  m,  CC^  =  7,53  m,  DD^  =  2,57  m, 
£^1  =  2,59  m,  FF^  =  1,24  m,  JIJI^  =  3,88  m,  //^  =  2,02  m,  KK^  =  8,22  m. 
(?  sei  die  Spitze  eines  Dreiecks  GFF^.  Es  seien  femer  auf  einer  zu  ^^  senk- 
rechten Geraden  die  Abstände  der  einzelnen  Parallelen  von  dem  Durchschnitts- 
punkt der  Senkrechten  und  der  Seite  AB,  wie  folgt,  bestimmt  worden:  Für 
CCi  0,22  m,  DD^  8,76  m,  ££^  9,32  m,  FjF^  17,84  m,  Ulli  13.44  m,  //^  10,12  m, 
^Ä",  5,28,  für  G  18,00  m.  Man  berechne  den  Flächeninhalt  des  Polygons. 
Resultat:  84,23  qm. 

9.  Durch  vier  Eckpunkte  A,  B,  C,  F  eines  Polygons  sind  gerade  Linien 
gelegt  worden,  sodass  dieselben  ein  das  Polygon  völlig  einschliessendes  Recht- 
eck MNFQ  begrenzen.  A  liege  auf  MN,  B  auf  NF,  C  auf  FQ,  F  3Mi  QM. 
Von  D  und  G  seien  auf  MQ  die  ganz  innerhalb  des  Rechteckes  fallenden 
Senkrechten  DD^,  GG^  gefällt  Man  berechne  den  Flächeninhalt  des 
Polygons  ABCDFG  aus  folgenden  gemessenen  Stücken:  -r47V=  0,32  m,  NB 
=  0,24  m,  ^/^=  8,12  m,  /^C=  0,74  m,  CO  =  0,98  m,  QD^  =  0,12  m,  DD^ 
=  0,22  m,  DF=  5,16  m,  FG^  =  3,00  m,  GG^==  0,08  m.    Resultat:     10,52  qm. 

§  44.    Weitere  Sätze  über  die  Flächen  geradliniger  Figuren. 

L  Im  Folgenden  soll  von  den  bisher  erörterten  Methoden  der  Bestimmung 
der  Flächeninhalte  geradliniger  Figuren  zunächst  Gebrauch  gemacht  werden  zur 
Ennittclung  der  Beziehungen  zwischen  den  Flächen   solcher  Figuren,   welche 
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Grundlinien  bez.  gleich  a  und  b^  und  in  denen  gleichzeitig  die  Höhe  gleich  k 
ist.     Daher  ist  der  Inhalt  des  Trapezes 

Der  Inhalt  eines  jeden  Trapezes  ist  also  gleich  der  Hälfte  des 
Produkts  aus  der  Höhe  und  aus  der  Summe  der  parallelen  Seiten  (l\ 
oder  was  dasselbe  ist,  gleich  dem  Produkt  aus  der  Höhe  und  dem  arithmetischen 
Mittel  der  parallelen  Seiten,  oder  gleich  dem  Produkt  aus  der  Höhe  und  der 
Mittellinie. 

Es  ist  von  Interesse,  schon  hier  zu  sehen,  wie  man  aus  Formeln,  we  die 
vorstehende,  ohne  Weiteres  neue  Lehrsätze  herauslesen  kann.  So  ergeben  sich 
hier  imter  Beachtung  der  vorhergegangenen  Sätze  von  den  Flächen  der  Dreiecke 
und  Parallelogramme  leicht  die  folgenden: 

Jedes  Trapez  ist  gleich  jedem  Dreieck  mit  gleicher  Höhe,  dessen  Grund- 
linie gleich  der  Summe  der  parallelen  Seiten  des  Trapezes  ist. 

Jedes  Trapez  ist  gleich  jedem  Parallelogramm  mit  gleicher  Höhe,  dessen 
Grundlinie  gleich  der  Mittellinie  des  Trapezes  ist 

Mit  Hülfe  möglichst  einfacher  Constraction  eines  solchen  Dreiecks  oder  ParaUelogTamm« 
lassen  sich  diese  Sätze  auch  unmittelbar  beweisen,  indem  man  zeigt,  dass  num,  um  aus  dem 
Trapez  die  andere  Figur  zu  erhalten,  von  jenem  ein  Dreieck  abzuschneiden  und  dafür  cm 
congruentes  anzusetzen  habe.  Man  könnte  auf  diesem  Wege  umgekehrt  aus  einem  der  Satxc 
die  obige  Regel  ttber  den  Flächeninhalt  ableiten.  Die  nähere  Ausführung  dieser  Gedanken  kann 
dem  Leser  überlassen  bleiben. 

2.  Lässt  sich  in  eine  Figur  ein  Kreis  beschreiben,  mit  anderen  Worten  be- 
sitzt dieselbe  einen  Punkt  —  den  Mittelpunkt  des  Kreises  —  welcher  von  allen 
Seiten  gleichweit  entfernt  ist,  so  verbinde  man  diesen  Punkt  mit  allen  Eckpunkten 
und  zerlege  so  die  Figur  in  Dreiecke,  welche  bez.  die  einzelnen  Seiten  zu  Grund- 
linien haben,  und  in  deren  jedem  die  Höhe  gleich  dem  Radius  des  einbe- 
schriebenen  Kreises  ist.  Bezeichnen  wir  die  Maasszahl  des  letzteren  durch  p, 
die  der  Seiten  der  Reihe  nach  durch  a,  b,  r,  . . . ,  so  ist  hiemach  der  Inhalt 
der  Figur, 

oder  wenn  wir  die  Summe  « -f-  ^  -j-  r  -h  . . .  der  Seiten,  oder  den  Umfang   der 
Figur  durch  u  bezeichnen, 

Der  Inhalt  einer  solchen  Figur  ist  also  gleich  dem  halben  Pro- 
dukt  aus  ihrem  Umfang  und  dem  Radius  des  einbeschriebenen 
Kreises.    (2) 

Auch  hier  kann  man  aus  dem  Satze  ohne  Weiteres  den  andern  folgern, 
dass  jede  solche  Figur  gleich  einem  Dreiecke  ist,  dessen  Grundlinie  dem  l^m- 
fang  und  dessen  Höhe  dem  Radius  derselben  gleich  ist 

Der  vorstehende  Satz  findet  besondere  Anwendungen  bei  den  regelmässigen 
Polygonen  und  bei  den  Dreiecken.  Bei  einem  regelmässigen  Polygon  k.-inn 
der  Umfang  u  noch  durch  das  Produkt  der  Maasszahl  a  einer  Seite  mit  der 
Anzahl  der  Seiten  ausgedrückt,  und  die  obige  Formel  somit 

geschrieben   werden.    Bei   einem   Dreieck   pflegt   man   die   Summe   der    dret 
Seiten  durch  2^  zu  bezeichnen,  und  es  geht  dann  die  obige  Formel  in 

/^=pj 
über.    Dieselbe  gestattet  noch  eine  Ergänzung,  indem  man  statt  des  Mittelpunkto 
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des  einbeschriebenen  Kreises  den  Mittelpunkt  eines  der  drei  äusseren  Berührungs- 
kreise mit  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  verbindet  und  so  die  Fläche  des  letzteren 
als  algebraische  Summe  der  Flächen  dreier  Dreiecke  darstellt,  von  denen  eins 
ausserhalb  des  ursprünglichen  liegt  und  daher  von  der  Summe  der  beiden 
andern  zu  subtrahiren  ist  Diese  drei  Dreiecke  haben  Jivieder  der  Reihe  nach 
die  Seiten  des  ursprünglichen  zu  Grundlinien,  und  die  zugehörigen  Höhen  sind 
sämmtlich  gleich  dem  Radius  des  Berührungskreises.  Bezeichnet  man  die  Maass- 
zahlen der  den  Seiten  a,  b,  c,  anbeschriebenen  äusseren  Berührungskreise  der 
Reihe  nach  durch  p^,  p^,  po  so  erhält  man  hiemach  für  den  Flächeninhalt  des 
Dreiecks  noch  die  drei  Formen 

oder  J^=  pa  (i  —  <?)  =  p^  (s  —  ä)^  Pc  (^  —  0  • 

Diese  Ableitung  zeigt  an  einem  Beispiel,  wie  man  überhaupt  bei  Polygonen 
die  Zerl^:ung  in  Dreiecke  auch  durch  Verbindung  von  ausserhalb  der  Flächen 
der  Polygone  liegenden  Punkten  mit  Eckpunkten  bewirken  kann,  wenn  man  da- 
bei die  Inhalte  der  ganz  ausserhalb  der  zu  messenden  Figuren  fallenden  Drei- 
ecke als  subtracdv  annimmt. 

3.  Für  die  Bestimmung  der  Flächeninhalte  be-  A 

liebiger  Polygone  ist  es  überhaupt  nicht  nöthig,  die- 
selben in  Dreiecke  zu  zerlegen;  kommen  neben 
solchen  oder  ausschliesslich  andere  Theilfiguren  vor,  «y 
iür  deren  Inhaltsberechnung  im  Vorstehenden  Regeln 
ermittelt  sind,  also  z,  B.  Trapeze,  so  steht  der  An- 
vendung  derselben  an  Stelle  von  Dreiecken  nichts 
iiD  Wege.  Dies  führt  auf  einige  besondere  Methoden 
für  die  Inhaltsbestimmung  von  Polygonen: 

Man  ziehe  eine  beliebige  Gerade  AB  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Polygons  und  falle  auf  dieselbe 
von  allen  Eckpunkten  des  letzteren  die  Senkrechten. 
Hierdurch   erhält   man   eine  Anzahl   von  Trapezen» 
^on  denen  auch  einzelne  (ACD,   AEK)   sich  auf 
Dreiecke  reduciren   können.     Die  Höhen  AD^   AF^  DG  m,  s.  w.  aller  dieser 
Theilfiguren  lassen  sich  im  Fortschreiten  auf  der 
einzigen  Geraden  AB   messen,    die  Grundlinien 
und  die  parallelen  Seiten  {CD,  EF,  HG  u.  s.  w.) 
lassen   sich   sämmtlich   als  Senkrechte  zu  dieser 
Geraden  abstecken  und  messen,  und  das  Polygon 
«scheint  als    algebraische    Summe    aller   Theil- 
figuren. 

Man  kann  femer  mehrere  solche  Gerade,  wie  AB^ 
neben  einander  benutzen  und  beispielsweise  die  zu 
messende  Hgur  mit  einer  zweiten,  etwa  einem  Recht- 
eck, umgeben.  Fällt  man  von  den  Eckpunkten  der 
Kstercn  in  zweckentsprechender  Weise  Senkrechte  auf 
Seiten  der  letzteren  Figur,  so  kann  man  jene  als 
Differenz  der  Fläche  der  letzteren  und  einer  Anzahl 
von  Trapezen,  oder  auch  Parallelogrammen  und  Dreiecken 
darstellen  und  berechnen.  Dieses  Verfahren  empfiehlt 
^ich  in  der  Praxis,  wenn  das  Innere  der  zu  messenden 
Fläche  unzugänglich  ist. 
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3.  Constniirt  man  über  jeder  Seite  eines  beliebigen  Dreiecks  ein  Quadn: 
und  theilt  jedes  derselben  mittelst  der  aus  dem  gegenüberliegenden  Eckpunkt 
senkrecht  zur  Seite  gezogenen  Geraden  in  zwei  Rechtecke  (von  denen  bei  einem 
rechtwinkeligen  Dreieck  zwei  verschwinden,  bei  einem  stumpfwinkeligen  zwei 
ausserhalb  der  betreffenden  Quadrate  fallen),  so  erhält  man  durch  wiedetholte 
Anwendung  des  vorigen  Satzes  den  folgenden: 

Das  Quadrat  einer  Seite  eines  Dreiecks  ist  immer  gleich  der 
Differenz  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  beiden  anderen  Seiten 
und  dem  doppelten  Rechteck  aus  einer  dieser  letzteren  Seiten  und 
der  Projection  der  anderen  auf  dieselbe,  sofern  man  die  Flächen  von 
ausserhalb  der  betreffenden  Quadrate  fallenden  Rechtecken  als  negativ  aimimmt  y'> 

Dieser  Satz  heisst  der  allgemeine  pythagoreische  Lehrsatz.  Lie^ 
insbesondere  die  erstgenannte  Seite  einem  spitzen  Winkel  gegenüber,  so  ist  das 
doppelte  Rechteck  von  der  Summe  der  beiden  Quadrate  zu  subtrahiren,  liegt  sie 
einem  stumpfen  Winkel  gegenüber,  so  verwandelt  sich  diese  Subtraction  in  die 
entsprechende  Addition  der  (absoluten  Werthe  der)  Flächen,  liegt  sie  endlich 
einem  rechten  Winkel  gegenüber,  so  werden  letztere  gleich  Null,  und  man  erhält 
den  besonderen  p)^hagoreischen  Lehrsatz. 

Der  letztere  ergiebt  sich  überhaupt  aus  dem  allgemeinen,  wenn  irgend  ein 
Winkel  ein  rechter  ist,  jedoch  erhält  man  ihn,  wenn  die  erste  Seite  einem  der 
spitzen  Winkel  gegenüberliegt,  in  der  Form: 

Das  Quadrat  jeder  Kathete  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  ist  gleich  der 
Differenz  aus  dem  Quadrat  der  Hypotenuse  und  dem  Quadrat  der  andern 
Kathete, 

welche  Form  sich  selbstverständlich  auch  unmittelbar  ableiten  lässt  Der 
allgemeine  pythagoreische  Lehrsatz  zeigt  ferner,  dass  der  besondere  nur  für 
rechtwinkelige  Dreiecke  gilt,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  auch  die  Umkehrunc 
desselben  richtig  ist.     Man  kann  auch  diese  in  die  beiden  Formen  fassen: 

Ist  das  Quadrat  einer  Seite  eines  Dreiecks  gleich  der  Differenz  der  Quadnuf 
der  beiden  anderen  Seiten,  so  ist  der  Winkel,  welcher  der  erstem  Seite  gegen- 
überliegt, ein  rechter,  und 

ist  das  Quadrat  einer  Seite  eines  Dreiecks  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
der  beiden  anderen  Seiten,  so  ist  der  Winkel,  welcher  der  grössern  der  letzteren 
Seiten  gegenüberliegt,  ein  rechter. 

4.  Allgemein  gilt  die  Umkehrung:  Je  nachdem  das  Quadrat  einer  Seite 
eines  Dreiecks  kleiner,  ebenso  gross  oder  grösser  ist  als  die  Summe 
der  Quadrate  der  beiden  anderen  Seiten,  ist  der  der  erstem  gegen- 
überliegende Winkel  ein  spitzer,  rechter  oder  stumpfer.     (4) 

Der  Beweis  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  auf  indirektem  Wege  durch  Aawtn- 
düng  des  allgemeinen  pythagoreischen  Lehrsatzes. 

Die  vorstehenden  Sätze  lassen  sich  in  arithmetischer  Form  darstellen, 
indem  man  statt  der  Flächen  der  vorkommenden  Figuren  die  nach  den  betreffen- 
den früheren  Lehrsätzen  bestimmten  Maasszahlen  derselben  setzt  Man  hat  rj 
dieser  Darstellung  nur  nöthig,  in  den  vorstehenden  Sätzen  das  Wort  Quadnt, 
statt  im  geometrischen  Sinn,  im  arithmetischen,  also  als  zweite  Potenz  zu  ver* 
stehen,  bezw.  das  Wort  Rechteck  durch  Produkt  zu  ersetzen.  Sind  a  und  ^  die 
Maasszahlen  der  Katheten,  und  ist  c  die  Maasszahl  der  Hypotenuse  eines  recht- 
winkeligen Dreiecks,  so  ist  also  in  Formel: 

(1)        a2  -h  ^  =  ^2,  oder  c^^lß  =  a^ 
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und  sind  allgemein  a,  d,  c  die  Maasszahlen  der  Seiten  eines  beliebigen  Drei- 
ecks^ /  die  der  Projection  von  a  auf  d,  so  ist 

(2)        ^2  =  ^2  4-  ^  ::p  2  dp, 
wobei  das  Vorzeichen  —  oder  H-  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die  Seite  c  einem 
spitzen  oder  stumpfen  Winkel  gegenüberliegt. 

Die  Formel  (1)  des  pythagoreischen  Lehrsatzes  gestattet  die  Berechnung  der 
Länge  jeder  Seite  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  aus  den  gegebenen  beiden 
andern.  Näheres  hierüber .  in  §  48,  für  welche  Stelle  auch  die  Ergänzung  des 
Voistehenden  durch  sich  anschliessende  weitere  Sätze  vorbehalten  bleiben  mag. 
Nur  noch  der  folgende  hierhergehörige  Satz,  welcher  unter  dem  Namen  des 
Lehrsatzes  des  Pappus  bekannt  ist,  möge  als  ein  Beispiel  weiterer  Ent- 
wicklungen hier  eine  Stelle  finden: 

5.  Construirt  man  über  jeder  von  zwei  Seiten  BC,  CA  eines  Dreiecks  ABC 
nach  aussen  Parallelogramme  BCGF,  CADE, 

verlängert  die  jenen  Seiten  parallelen  DE,  FG  ^ 

bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkt  H,  zieht  durch 
H  und  den  Eckpunkt  C  die  Gerade,  welche 
BA  in  /  schneiden  möge,  zieht  man  femer  BK 
bis  zum  Durchschnittspunkt  K  mit  FH,  und 
AL  \ns  zum  Durchschnittspunkt  L  mit  DH, 
beide  parallel  zu  HI,  und  verbindet  man  end- 
lich K  mit  Z,  so  ist  BK  der  Linie  AL  gleich 
und  parallel,  da  beide  der  Strecke  HC  parallel 
und  als  Parallele  zwischen  Parallelen  derselben 
auch  gleich  sind.    Hieraus  folgt,  dass  AB  KL 

ebenfalls  ein  Parallelogramm  ist.  Dasselbe  zerfallt  durch  die  Gerade  JII 
in  zwei  Theil- Parallelogramme  BKMI  und  ML  AI,  von  denen  das  erstere 
mit  KBCH  dieselbe  Grundlinie  KB  hat  und  zwischen  denselben  Parallelen 
KB  und  HI  liegt.  Das  Parallelogramm  KBCH  aber  hat  mit  BCGF 
dieselbe  Grundlinie  BC  und  liegt  mit  ihm  zwischen  denselben  Parallelen  BC 
und  FH.  Da  hiemach  BKMI=KBCH  und  KBCH^BCGF,  so  ist  auch 
BKMI  =^  BCGF,  In  ganz  entsprechender  Weise  kann  gezeigt  werden,  dass 
MLAI^=^  LACH r=L  CAD E  ist     Daher  muss  auch 

BKMI-^  MLAI=^  BCGF-\-  CADE, 
d  h.  das  Parallelogramm  über  BA  muss  gleich  der  Summe  der  Parallelogramme 
über  den  Seiten  BC  und  CA  sein.    (5) 

Ist  hierbei  insbesondere  der  Winkel  BCA  ein  rechter,  und  sind  die  über 
BC  und  CA  constmirten  Parallelogramme  Quadrate,  so  wird  auch  das  Parallelo- 
gramm über  BA  ein  Quadrat,  und  man  erhält  auf  diese  Weise  wieder  den 
pythagoreischen  Lehrsatz. 

§  45.  Verwandlungs-Aufgaben. 

I.  Die  Sätze  der  §  41 — 44  finden  eine  wichtige  Anwendung  bei  der  I^sung 
von  Aufgaben,  welche  die  Verwandlung  einer  gegebenen  Figur  in  eine  andere 
von  gleichem  Inhalt  verlangen,  die  ausserdem  gewissen  weiteren  gegebenen 
Bedingungen  entspricht  Im  Folgenden  soll  unter  iVerwandlung«  einer  Figur 
schlechthin  inmier  die  Construction  einer  derselben  an  Flächeninhalt  gleichen 
Figur  verstanden  werden. 

Der  Satz,    dass  Parallelogramme  über  derselben  Gnmdlinie  und  zwischen 
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denselben  Parallelen  glekh  and,  lehrt  ohne  Weiteres»  wie  man  ein  Parallelo 
gramm  in  ein  anderes  Parallelogramm  verwandeln  kann,  welches  einen  gtge- 
_  ^  ^  benen  Winkel  hat    Ist  insbesondere  der  an  die 

^  ^    Grundlinie  der  gegebenen  Figur  ABCD^  etwa  in 

A^  anzulegende  gegebene  Winkel  ein  rechter,  so 
hat  man  die  Lösung  der  Aufgabe,  ein  gegebenes 
schiefwinkeliges  Parallelogramm  in  ein  rechtwinke- 
liges  {ABEF)  zu  verwandeln. 
In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  ein  gegebenes  Parallelogramm  AB  CD  in  cm 
Parallelogramm  verwandeln,  welches  eine  Seite  von  gegebener  Länge  hat,  indem 
man  mit  letzterer  um  A  einen  Kreisbogen  beschreibt,  den  Durchschnittspunkt 
desselben  und  der  Seite  DC  oder  der  Verlängerung  derselben  mit^  verbindet, 
und  die  Verbindungslinie  nebst  ^^  zu  Seiten  des  gesuchten  Parallelogramms 
nimmt  Diese  Construction  setzt  jedoch  voraus,  dass  der  genannte  Kreisbogen 
die  der  Grundlinie  parallele  Gerade  schneide  oder  berühre,  also  dass  die  ge> 
gebene  Seite  nicht  kleiner  sei  als  die  Höhe,  oder  genauer  —  da  man  jede  Seite 
von  ABCD  zur  Grundlinie  annehmen  kann  —  nicht  kleiner  als  die  kleinere 
der  beiden  Höhen  des  gegebenen  Parallelogramms.  Ist  diese  Bedingung  nicht 
erfüllt,  so  ist  zwar  die  vorstehende  Construction,  nicht  aber  die  Lösung  der 
Aufgabe  selbst  unmöglich.  Man  könnte  dann  etwa  ABCD  zuerst  auf  die  an- 
gegebene Webe  in  ein  Paxallelogranun  mit  einer  beliebig,  aber  so  lang  ange- 
nommenen Seite  verwandeln,  dass  die  zu  dieser  Seite  als  Grundlinie  gehörige 
Höhe  kleiner  als  die  gegebene  Strecke  würde,  und  dann  mit  Beibehaltung  dieser 
Grundlinie  das  zweite  Parallelogramm  in  ein  drittes,  welches  die  gegebene  Seite 
hat  Einfacher  erscheint  noch  eine  andere  Lösimg,  welche  in  allen  Fällen  au»> 
führbar  ist,  und  sich  auf  folgenden  Lehrsatz  stützt: 

Zieht  man  in  einem  Parallelogramm  eine  Diagonale  und  durch 
einen  beliebigen  Punkt  derselben  die  Parallelen  zu  den  Seiten  des 
Parallelogramms,  so  sind  von  den  entstehenden  Theil-Parallelo- 
grammen  die  beiden,  welche  von  der  Diagonale  nicht  durchschnitten 
werden,  inhaltsgleich.    (1) 

Da  nämlich  jede  Diagonale  eines 
Parallelogramms  dasselbe  in  swei  con* 
gruente  und  also  auch  inhaltsgleiche 
Theile  theilt,  so  ist  in  nebenstehender 
Figur 

e\ABD^  t^BDC\  tkGED 
«  A  EDI\  A  HBE  «  A  BEF, 
also    auch  ABD  —  GED  —  HBE 
«=  BDC--  EDI--  BEF. 
d.  i.  AHEG  =«  EFCL 
Man  erhält  noch  zwei  Paare  gleich  grosser  Parallelogramme  in  derselben 
Figur,  werm  man  zu  jedem  der  vorigen  dieselbe  Fläche  HEFB  oder  GEID 
hinzufügt,  d.  h.  es  ist  auch 

ABFG  «  HBCr  und  AHID  =  GFCD. 

Die  Anwendung  dieses  Satzes  zur  Verwandlung  eines  gegebenen  Pazallelo- 

gramms,   z.  B.  AHEG,   in  ein  gleich  grosses  EFCI,  welches  eine  Seite  RF 

von  gegebener  Länge  hat,   bedarf  keiner  weitem  Erläuterung.      Ebenso  sieht 

leicht  ein,   dass   bei  dieser  Lösung  das  gesuchte  Parallelogramm  immer 
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noch  die  weitere  Eigenthtimlichkeit  besitzt,  dass  es  die  gleichen  Winkel  wie  das 
gegebene  hat. 

Man  kann  nun  auch  ein  gegebenes  Parallelogramm  in  ein  anderes  ver- 
wandeln, welches  sowol  einen  gegebenen  Winkel  als  eine  (der  Länge  nach) 
gegebene  Seite  hat.  Entweder  verwandele  man  das  erste  zunächst  in  ein  solches, 
welches  die  gegebene  Seite  hat,  und  dann  dieses  unter  Beibehaltung  der  leztem 
Seite  als  Grundlinie  in  ein  solches,  welches  ausserdem  den  gegebenen  Winkel 
hat,  oder  man  verwandele  zuerst  das  Parallelogramm  in  ein  solches,  welches 
den  gegebenen  Winkel  besitzt  und  sodann  dieses  auf  dem  soeben  gezeigten 
Wege  in  ein  drittes,  welches  ohne  Veränderung  der  Grösse  der  Winkel  auch 
die  g^ebene  Seite  hat 

2.  Zu  jeder  der  vorstehenden  Aufgaben  lässt  sich  eine  entsprechende  über 
Dreiecke  bilden.  Der  Satz,  dass  Dreiecke  über  derselben  Grundlinie  und  zwischen 
denselben  Parallelen  gleich  sind,  liefert  unmittelbar 
die  Losung  der  Aufgabe,  ein  Dreieck  ABC  in  ein 
anderes^  j9/?  zu  verwandeln,  welches  einen  gegebenen 
>Vinkel  {DBA)  hat,  und  also  auch  insbesondere  der 
Aufgabe,  ein  gegebenes  schiefwinkeliges  Dreieck  in 

ein  rechtiinnkeliges  zu  verwandeln.  Ebenso  erhält  man       

ein  Dreieck,  welches  einem  gegebenen  ABC  gleich  ist  -B  Ä 

und  eine  Seite  von  gegebener  Länge  hat,  indem  man  mit  einem  Radius  von  dieser 
Lange  um  B  den  Kreis  ßeschreibt,  durch  C zu  AB  die  Parallele  zieht  und  den  Durch- 
schnittspunkt D  der  letztem  und^  des  Kreises  mit  A  und  B  verbindet.  Hierbei  ist 
vorauszusetzen,  dass  die  gegebene  Seite  nicht  kleiner  als  die  kleinste  der  drei 
Höhen  des  Dreiecks  ABC  sei.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfällt,  so  kann  man 
ABC  zuerst  in  ein  Dreieck  verwandeln,  welches  eine  Seite  von  solcher  —  im 
Uebrigen  beliebiger  —  Länge  hat,  dass  die  zu  dieser  Seite  als  Grundlinie  ge- 
hörige Höhe  nicht  grösser  als  die  gegebene  Seite  ist;  dieses  zweite  Dreieck 
kann  dann  in  ein  drittes  verwandelt  werden,  welches  der  Aufgabe  entspricht. 
Man  kann  femer  ein  gegebenes  Dreieck  in  ein  anderes  verwandeln,  sodass  beide 
in  einem  Winkel  übereinstimmen,  indem  man  das  erstere  mittelst  zweier  Paral- 
lelen zu  einem  doppelt  so  grossen  Parallelogramm  ergänzt,  dieses  auf  die  vor- 
her gezeigte  Weise  in  ein  anderes  mit  gleichen  Winkeln  verwandelt  und  letzteres 
wieder  durch  eine  Diagonale  halbirt.  Man  hat  dabei  nur  darauf  zu  sehen,  dass 
in  jeder  der  Figuren  der  vorgeschriebene  Winkel  enthalten  ist.  Man  kann 
endlich  auch  ein  Dreieck  in  ein  anderes  Dreieck  verwandeln,  welches  sowol 
^^  gegebene  Seite,  als  einen  gegebenen  Winkel  enthält,  indem  man  ähnlich 
wie  in  der  entsprechenden  Aufgabe  fUr  das  Parallelogramm  die  beiden  Be- 
dingungen nach  einander  erfüllt. 

Um  femer  ein  Parallelogramm  in  ein  Dreieck  zu  verwandeln,  hat  man  nur 
nötfaig,  ein  Dreieck  von  derselben  Höhe  aber  doppelt  so  langer  Grundlinie  oder 
ein  solches  von  derselben  Grundlinie  aber  doppelt  so  langer  Höhe  zu  zeichnen, 
und  um  umgekehrt  ein  Dreieck  in  ein  Parallelogramm  zu  verwandeln,  nehme  man 
entweder  die  Hälfte  der  Grundlinie  des  erstem  und  dieselbe  Höhe,  oder  die 
Hälfte  der  Höhe  und  dieselbe  Grundlinie.  Die  nähere  Ausfuhrung  dieser  Con- 
structionen  wird  keiner  weitem  Erörterung  bedürfen,  ebenso  wie  diejenige  für 
die  fernere  Aufgabe,  ein  beliebiges  Dreieck  in  ein  Rechteck  zu  verwandeln. 

3.  Die  Thatsache,  dass  man  jedes  Dreieck  durch  jedes  andere  über  derselben. 

17* 


26o  FUnimetrie. 

Grandlinie  und  zwischen  denselben  Parallelen  ersetzen  kann^  ohne  dadurch  den 
Flächeninhalt  zu  ändern,  führt  auch  zu  einer  Lösung  der  Aufgabe: 

Ein  gegebenes  Polygon  in  ein  anderes  zu  verwandeln,  welches  eine  Seite 
weniger  hat. 

Man  hat  da^u  nur  nöthig  durch  eine  Diagonale  ein  Dreieck  von  dem  Polj- 
gon  abzuschneiden  und  das  abgeschnittene  durch  ein  neues,  gleiches  zu  ersetzen, 
welches  die  Diagonale  zur  Grandlinie  und  eine  Seite  in  der  Richtung  einer  an- 
stossenden  Polygonseite  hat 

Da  man  mit  dem  so  erhaltenen  neuen  Polygon  auf  dieselbe  Weise  veriahren 
kann,  so  erhält  man  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Aufgabe  die  Lösung 
der  anderen:    Ein  gegebenes  Polygon  in  ein  Dreieck  zu  verwandeln. 

Da  nun  letzteres  durch  ein  gleiches  Rechteck  ersetzt  werden  kann,  so 
erscheint  auch  die  Aufgabe,  ein  Polygon  in  ein  Rechteck  zu  verwandeln,  als 
gelöst. 

4.  Der  zum  Beweise  des  pythagoreischen  Lehrsatzes  gebrauchte  Satz  von 
der  Gleichheit  des  Quadrates  einer  Kathete  und  des  Rechtecks  aus  der  Projection 
dieser  Kathete  auf  die  Hypotenuse  und  dieser  Hypotenuse  zeigt  femer  einen 
Weg,  auf  welchem  sich  jedes  gegebene  Rechteck  in  ein  Quadrat  ver- 
wandeln lässt  Man  trage  z.  B. 
auf  einer  der  längeren  Seiten  des 
Rechtecks,  axif  AB,  eine  Strecke  A£ 
gleich  der  kürzeren  AD  ab,  errichte 
in  £  auf  AB  die  Senkrechte,  be- 
schreibe  über  ^^  als  Durchmesser 
einen  Halbkreis,  verbinde  den  Durch- 

B  schnittspunkt  J^des  letzteren  und  der 
Senkrechten  mit  A  und  construire 
^  über  AF  als  Seite  ein  Quadrat,  so 
ist  dieses  das  verlangte.  Denn  ver- 
bindet man  noch  F  mit  B,  so  ist  der  Winkel  AFB  als  Peripheriewinkel  in 
einem  Halbkreis  ein  rechter,  also  das  Dreieck  AFB  ein  rechtwinkeliges,  und 
die  uimiittelbare  Anwendung  des  oben  citirten  Satzes  zeigt  die  Richtigkeit  der 
Behauptung. 

Da  man  nun  jedes  Polygon  in  ein  Rechteck  und  dieses  wieder  in  ein  Qua- 
drat verwandeln  kann,  so  erscheint  auch  die  Aufgabe  als  gelöst,  jedes  beliebige 
Polygon  in  ein  Quadrat  zu  verwandeln. 

Da  hiermit  das  Polygon  auf  eine  Figur  zurückgeführt  ist,  deren  Grösse  sich 
am  leichtesten  mit  derjenigen  der  als  Flächenmaass  dienenden  Figur  durch  die 
Anschauung,  wie  durch  die  Messung  vergleichen  lässt,  da  also  dieses  Quadrat 
gewissermaassen  die  Grösse  der  Fläche  jenes  Polygons  geometrisch  (statt  der 
früher  gelehrten  arithmetischen  Bestimmung)  angiebt,  so  kann  man  sagen,  mit 
der  vorstehenden  Aufgabe  sei  die  Inhaltsbestimmung  geradliniger  Figuren  durch 
Constraction  gelöst.  Man  bezeichnet  diese  Inhaltsbestimmung,  also  die  Verwand- 
lung einer  Figur  in  ein  Quadrat,  auch  kurz  als  die  Quadratur  jener  Figur. 

5.  Die  Zahl  der  Verwandlungsaufgaben  geradliniger  Figuren  lässt  sich  durch 
Aufstellung  verschiedener  Bedingungen,  welche  die  zu  suchende  Figur  erfüllen 
soll,  noch  sehr  erheblich  vermehren. 

Wir  Algen  den  vorstehenden  noch  eine  Auswahl  solcher  Aufgaben  hiniu. 
welche  in  den  Anwendungen  häufig  gebraucht  weiden. 
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Die  schon  früher  gelöste  Aufgabe,  ein  Dreieck  in  ein  anderes  zu  verwandeln, 
welches  mit  jenem  einen  gleichen  Winkel  und  ausserdem  eine  gegebene  Seite 
hat,  kann  auch  in  folgender  Weise  gelöst  werden: 

Man  trage  auf  einem  der  Schenkel  des  betreffenden  Winkels  B  des  gege- 
benen Dreiecks  ABC  eine  Strecke  BD  gleich  ^ 
der  verlangten  Seite  ab,  ziehe  DC,  dann  AB 
parallel  za  DC  und  verbinde  den  Durchschnitts- 
punkt  £  dieser  Parallelen  und  der  Seite  BC  mit 
D;  dann  ist  BED  das  verlangte  Dreieck.  Diese 
Auflösung  beruht  auf  dem  Principe,  dass  der 
Flächeninhalt  einer  Figur,  hier  des  Dreiecks  BCA^ 
nicht  geändert  wird,  wenn  man  von  derselben  ein 
Dreieck  CEA  abschneidet  und  dafür  ein  anderes, 
gleichgrosses  Dreieck  EAD,  also  am  Einfachsten  ein  solches,  welches  mit  dem 
al^eschnittenen  dieselbe  Grundlinie  hat  und  zwischen  denselben  Parallelen  liegt, 
ansetzt  Die  vorstehende  Auflösung  der  gestellten  Aufgabe  gilt  sowol,  wenn  die 
g^bene  Seite  länger  als  diejenige  {BA)  ist,  in  deren  Richtung  sie  abgetragen 
wurde,  als  wenn  sie  (wie  z.  B.  BE  auf  BC)  kürzer  als  dieselbe  ist 

Es  zeigt  die  vorstehende  Aufgabe  unmittelbar,  wie  man  ein  gegebenes  Drei- 
eck in  ein  anderes  verwandeln  kann,  welches  mit  jenem  einen  Winkel  gemein- 
schaftlich und  ausserdem  eine  Grundlinie  BD  von  gegebener  Länge,  oder  auch 
eine  gegebene  Höhe  hat  Im  letzteren  Falle  bestimmt  man  zunächst  mittelst 
dieser  Höhe  durch  eine  Parallele  zur  Grundlinie  BA  den  Punkt  E  auf  BC  oder 
deren  Verlängerung. 

Man  kann  hiemach  femer  jedes  Dreieck  in  ein  anderes  verwandeln,  dessen 
Gnindlinie  mit  einer  bestimmten  Seite  des  ersteren  in  derselben  Geraden,  und 
dessen  Spitze  in  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  liegt    Ist  nämlich  AB  die 
betreffende  Seite  des  gegebenen  Dreiecks  ABC,  D 
der  für  die  Spitze  des  gesuchten  gegebene  Punkt,  so 
kann  man  znerst  mittelst  der  durch  C  zu  BA  ge- 
legten Parallelen,  welche  die  Verbindungslinie  BD 
oder  deren  Verlängerung  in  E  schneide,  ABC  in 
das  Dreieck  ABE  verwandeln,    dessen   Seite  BE 
(oder  deren  Verlängerung)   den   Punkt   D   enthält. 
Auf  dieses    letztere   wende    man    eine   der   obigen 
analoge  Constraction  an  und  verwandele  es  so  mittelst 
DA  und  der  zu  dieser  parallelen  EF  in  das  verlangte 
Dreieck  BDF. 

6.  Eine  andere  Gruppe  hierhergehöriger  Aufgaben  findet  ihre  Auflösungen 
durch  Anwendung  des  pythagoreischen  Lehrsatzes.  Unmittelbar  durch  denselben 
einleuchtend  und  daher  einer  weiteren  Erörterung  nicht  bedürftig  sind  die 
Lösungen  der  beiden  Aufgaben: 

Ein  Quadrat  zu  zeichnen,  welches  gleich  der  Summe  zweier  gegebenen 
Quadrate  ist,  und 

ein  Quadrat  zu  zeichnen,  welches  gleich  der  Differenz  zweier  gegebenen 
Quadrate  ist 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  ersteren  dieser  Aufgaben  gelangt  man 
zur  Constmction  eines  Quadrates,  welches  gleich  der  Summe  von  drei  oder 
mehreren  gegebenen  Quadraten  ist,  und  wendet  man  auch  die  zweite  der  vor- 
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stehenden  Aufgaben  für  die  subtractiven  Glieder  an,  so  kann  auch  jede  vorge> 
schriebene  algebraische  Summe  gegebener  Quadrate  durch  ein  ihr  gleiches 
Quadrat  dargestellt  werden. 

Denken  wir  uns  femer  die  einzelnen  Quadrate,  deren  Summe  verlangt  ist, 
gleich  gross,  so  erhält  man  ohne  Weiteres  aus  den  vorstehenden  AuQ^ben  die 
Auflösung  der  folgenden: 

Ein  Quadrat  zu  zeichnen,  welches  doppelt  so  gross  als  ein  gegebenes  Quadrat 
ist  —  Man  findet  hier  insbesondere,  dass  die  Diagonale  des  gegebenen  gleich 
der  Seite  des  gesuchten  ist. 

Ein  Quadrat  zu  zeichnen,  welches  dreimal,  oder  fünfmal  so  gross  als  ein 
gegebenes  Quadrat  oder  allgemein  ein  verlangtes  Vielfaches  des  letzteren  ist. 

Hierbei  beachte  man,  dass  ein  Quadrat,  welches  4,  9,  .  .  M^mal  so  gross  als 
ein  gegebenes  ist,  am  kürzesten  dadurch  gefunden  wird,  dass  man  seine  Seite  2, 
3,  .  .  .  nmal  so  gross  als  die  des  gegebenen  macht  Man  wird  daher  auch  um 
z.  B.  ein  Quadrat  zu  zeichnen,  welches  17  mal  so  gross  ist  als  ein  anderes,  am 
kürzesten  zunächst  ein  solches  construiren,  welches  eine  viermal  so  lange  Seite 
hat  als  das  letztere  und  dann  ein  solches,  welches  gleich  der  Summe  dieses  eben 
construirten  und  des  gegebenen  ist  Soll  das  gesuchte  femer  beispielsweise 
26  mal  so  gross  sein  als  das  gegebene,  so  zeigt  die  Gleichung  26  =  25+1  den 
kürzesten  Weg;  filr  ein  19 mal  so  grosses  kann  man  ebenso  sich  der  Gleichungen 
19  =  16  -h  3  =  25  —  6  =  16  -h  4  —  1  u.  dgl.  m.  bedienen. 

Durch  Umkehrung  ergiebt  sich  ferner  die  Construction  eines  Quadrates, 
welches  einem  bestimmten  aliquoten  Theile  des  gegebenen  gleich  ist  So  erhält 
man  ein  Quadrat,  welches  halb  so  gross  ist  als  ein  gegebenes,  indem  man  die 
Seite  des  letzteren  zur  Diagonale  des  ersteren  annimmt  Die  einfachste  allgemeine 
Auflösung  der  Aufgabe,  ein  Quadrat  zu  zeichnen,  welches  gleich  dem  ntcn  Theile 
eines  gegebenen  ist,  erhält  man  dadurch,  dass  man  ein  Rechteck,  dessen  eine 
Seite  gleich  der  Seite  des  gegebenen  Quadrats,  und  dessen  andere  Seite  gleich 
dem  Uten  Theile  der  ersteren  ist,  in  ein  gleiches  Quadrat  verwandelt 

Dass  man  auch  jedes  Quadrat  in  ein  Rechteck  mit  einer  g^;ebenen  Seite 
verwandeln  kann,  indem  man  die  Quadratseite  zur  Kathete  und  die  gegebene 
Rechteckseite,  je  nachdem  sie  grösser  oder  kleiner  als  die  Quadratseite  ist,  zur 
Hypotenuse  oder  zur  Projection  jener  Kathete  auf  die  Hypotenuse  eines  recht- 
winkeligen  Dreiecks  nimmt,  ergiebt  sich  ebenfalls  leicht  aus  dem  betreflendcn 
früheren  Lehrsatze. 

Endlich  mag  erwähnt  werden,  dass  die  Möglichkeit  der  Verwandlung  eines 
jeden  Polygons  in  ein  Quadrat  nun  auch  durch  vorstehende  Aufgaben  die  Dar- 
stellung von  Summen,  Differenzen,  Vielfachen  und  aliquoten  Theilen  beliebiger 
Polygone  in  Form  der  Flächen  von  Quadraten  oder  Rechtecken  ermöglicht 

§  46.     Theilungs-Aufgaben. 

1.  Den  Verwandlungs- Aufgaben  des  vorigen  Paragraphen  schliessen  sich 
naturgemäss  die  Th ei lungs- Aufgaben  für  Polygone  an.  Dieselben  Verlanen, 
dass  durch  eine  oder  mehrere  Linien,  für  welche  besondere  Bedingungen  gestelh 
sein  können,  ein  oder  mehrere  Theil-Figuren  abgeschnitten  werden  sollen,  deren 
Flächeninhalte  zu  demjenigen  der  gegebenen  Figur  in  vorgeschriebenen  Verhält- 
nissen stehen.  Für  das  einfachste  Verhältniss  der  Theile,  das  der  Gleichheit,  b.it 
man  dann  also  die  Aufgabe,  die  gegebene  Figur  in  eine  bestimmte  Anxahl 
gleicher  Theile  zu  theilen. 


3.    Vom  Messen  und  dem  FlXcheninhalt  geradliniger  Figuren. 
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Ein  Dreieck  lässt  sich  am  einfachsten  in  gleiche  Theile  theilen,  wenn  man 
die  Theilungslinien  von  einem  Eckpunkt  ausgehen  lässt  Man  hat  dann  nur 
nöthig,  die  diesem  Punkte  gegenüberliegende  Seite  in  die  verlangte  Anzahl  gleicher 
Theile  zu  theilen,  und  die  Theilpunkte  mit  jenem  Eckpunkt  zu  verbinden,  denn 
die  einzelnen  Theile  sind  dann  Dreiecke  mit  gleichen  Grundlinien  und  derselben 
Höhe.  Auch  wenn  die  Theile  des  gegebenen  Dreiecks  nicht  gleich  gross  sein, 
sondern  in  irgend  einem  andern  vorgeschriebenen  Verhältniss  zu  einander  stehen 
sollen,  ist  es  am  einfachsten,  eine  Seite  in  diesem  Verhältniss  zu  theilen  und  die 
Theilpunkte  mit  dem  gegenüberliegenden  Eckpunkt  zu  verbinden.  Die  Richtig- 
keit dieser  allgemeineren  Construction  folgt  daraus,  dass  Dreiecke  mit  derselben 
Höhe  sich  wie  ihre  Grundlinien  verhalten. 

Soll  ein  Dreieck  durch  Linien  getheilt  werden,  welche  nicht  von  einem  Eck- 
punkt ausgehen,  sondern  für  deren  Lagen  andere  Bedingungen  gestellt  sind,  so 
kann  man  zuerst  die  Theilimg  in  dem  verlangten  Verhältniss  durch  Linien  der 
erstem  Art  vornehmen  und  dann  die  Theile  in  andere  verwandeln,  durch  welche 
auch  jenen  Bedingungen  genügt  wird.  Ist  z.  B.  auf  einer  Seite  AB  des  Dreiecks 
ein  Punkt  /'gegeben,  durch  welchen  sämmt- 
liche  Theilungslinien  gehen  sollen,  und  theilt 
man  das  Dreieck  zunächst  durch  die  vom 
gegenüberli^enden  Eckpunkt  C  ausgehen- 
den Geraden  CD,  CE  in  Theile,  welche 
in  denverlangten  Grössenverhältnissen  stehen, 
so  hat  man  nur  noch  C  mit  P  zu  verbinden, 
durch  E  und  D  die  Parallelen  zu  CP  zu 
construiren,  welche  BC  bezüglich  in  F  und 
G  schneiden  mögen,  und  schliesslich  PF  und  PG  als  die  verlangten  Theilungs- 
tinien  zu  ziehen.  Es  ist  nämlich  die  Fläche  AP  FC  gleich  AEC^  da  beide  das 
Stück  A  CP  gemeinsam  haben  und  die  Dreiecke 
CFP  und  CEP  auf  derselben  Grundlinie  CP 
und  zwischen  denselben  Parallelen  Ci'und  EF 
liegen.  In  gleicher  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass 
die  Figur  ACGP  gleich  dem  Dreiecke  ACD, 
also  auch  der  Theil  FPG  gleich  CDE  sein 
muss,  u.  s.  w. 

Man  kann  femer  zuerst  das  gegebene 
Dreieck  in  ein  anderes  verwandeln,  welches 
dann  die  bequemere  Theilung  von  einem  Eck-  ^ 
punkte  aus  zulässt.  Soll  z.  B.  das  Dreieck 
ABC^  wie  vorhin,  durch  Linien,  welche  von 
einem  auf  ^^  gegebenen  Punkte  P  ausgehen, 
etwa  in  drei  gleiche  Theile  getheilt  werden,  so 
kann  man  zuerst  ABC  mittelst  CP  und  der  zu 

ihr  parallelen  ^Z>  in  das  gleiche  Dreieck  BPD  /    \  AL-T 

verwandeln,  dann  BD  durch  E  und  F  in  drei 
gleiche  Theile  theilen  und  schliesslich  PE  und 
PF  als  die  verlangten  Theilungslinien  ziehen. 

Bei  derartigen  Construcdonen  kann  es  vor- 
kommen, dass  eine  der  gefundenen  Linien,  z.  B.    -''  P 
PF,  theilweise  ausserhalb  der  zu  theilenden  Figur  ABC  fällt.    Daim  muss  die- 
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selbe  durch  eine  andere  PX  ersetzt  werden,  so  dass  die  Flächen  BFPvmd  BCXP 
gleich  gross  sind  und  PX  ganz  innerhalb  ABC  liegt.  Man  sieht,  dass  diese 
Linie  mittelst  der  Geraden  CP  und  der  zu  ihr  parallelen  FX,  welche  CA  in  X 
schneidet,  bestimmt  werden  kann,  wie  wieder  aus  der  dann  lei(^ht  nachzuweisenden 
Gleichheit  der  Dreiecke  CFP.  und  CXP  hervorgeht 

2.  Die  Theilung  eines  Parallelogramms  geschieht  am  einfachsten  durch 
gerade  Linien,  welche  einer  Seite  parallel  sind  und  eine  anliegende  Seite  in  dem- 
selben Verhältniss  theilen,  in  welchem  das  Parallelogramm  getheilt  werden  solL 
Die  Theilüguren  sind  dann  wieder  Parallelogramme  und  müssen  sich  also  bd 
gleichen  Höhen  zu  einander  verhalten  wie  ihre  Grundlinien. 

Jede   solche   Theilungslinic  FE   eines 
Parallelogramms   AB  CD   kann   ohne  Ver- 
änderung der  Grösse  der  gebildeten  Theüe 
durch    jede    Gerade    XY   ersetzt    werden, 
welche  zwischen  denselben  parallelen  Seiten 
AB,  DC  wie  jene  und  durch  den  Durch« 
Schnittspunkt   von  EF  mit  der  durch  die 
Halbirungspunkte  Gy  H  der  beiden  anderen 
Seiten  gehenden  Mittellinie  6^  ^des  Parallelo- 
gramms gezogen  werden  kann,  denn  das  von  AEFD  abgeschnittene  Dreieck  XKI'v^ 
dem  angesetzten  lYF  congruent.    Man  kann  daher,  wenn  für  die  Theilui^slinien 
eines  Parallelogramms  besondere  Bedingungen  gestellt  sind,  z.  B.  dass  dieselben 
ZM  DC  und  AB  senkrecht  stehen,  oder  dass  dieselben  sämmtlich  durch  einen 
auf  AB  gegebenen  Punkt  X  gehen  sollen  u.  dgl.  m.,  unmittelbar  die  Mittellinie 
GH  \n  dem  betreffenden  Verhältniss  theilen  (da  GI=^  DF  sein  muss)  und  durch 
die  Theilpunkte  die  Theilungslinien  in  der  verlangten  Weise  ziehen.    Hierbei  ist 
wieder  vorauszusetzen,  dass  keine  der  so  gefundenen  Linien  theilweise  ausierlialb 
des  gegebenen  Parallelogramms  falle;    ist  diese  Forderung  nicht  erfiillt,   so  ist 
noch  die  betreffende  Verwandlungsaufgabe  behufs  Ersatz  jener  Linie  durch  eine 
passende  zu  lösen. 

3.  Die  Theilung  eines  Parallelogramms  erscheint  als  besonderer  Fall  der 
Theilung  eines  Trapezes.  Zieht  man  die  Mittellinie  des  letzteren,  theilt  die- 
selbe in  irgend  welchem  Verhältniss  und  zieht  durch  die  Theilpunkte  beliebige 
(einander  nicht  innerhalb  des  Trapezes  schneidende)  Gerade  zwischen  den  paral- 
lelen Seiten,  so  theilen  diese  Geraden  das  Trapez  in  kleinere  Trapeze,  welche 
bei  der  Gleichheit  ihrer  Höhen  sich  zu  einander  verhalten  müssen,  wie  ihre 
Mittellinien,  d.  h.  wie  jene  Theile  der  Mittellinie  des  ganzen  Trapezes.  Hieraus 
ergeben  sich  ohne  Weiteres  die  Lösungen  für  die  einfacheren  Theilungsaufjgaben 
des  Trapezes. 

Verlängert  man  die  nicht  parallelen  Seiten  eines  Trapezes  bis  ru  ihrem 
Durchschnittspunkt,  so  erscheint  das  Trapez  als  Differenz  zweier  Dreiecke.  Durch 
geeignete  Theilung  der  letzteren  gelangt  man  auf  ein  anderes  Verfahren  der 
Theilung  auch  des  Trapezes,  welches  jedoch  hier  der  Kürze  halber  nur  ange- 
deutet sein  möge. 

4.  Um  ein  Polygon  in  einer  bestimmten  verlangten  Weise  zu  theilen,  zer- 
lege man  dasselbe  auf  geeignete  Weise  in  Figuren,  deren  Theilung  im  Vorigen 
gelehrt  ist,  z.  B.  durch  Diagonalen  in  Dreiecke.  Soll  z.  B.  ein  Fünfeck  ABCJDE 
durch  eine  von  dem  Eckpunkt  A  ausgehende  Linie  halbirt  werden,  so  kann  man 
die  Diagonale  EB  und  durch  D  zu  EB  die  Parallele  DF  ziehen,  also  das  Fünf- 
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eck  in  die  Dreiecke  ABE,  DCF  und  das  Trapez  EBFD  zerlegen.  Halbirt 
man  nun  EB  in  G  und  D F  va  H  und  zieht  die  gebrochene  Linie  AGHQ  so 
wird  durch  diese  das  Fünfeck  halbirt,  denn  es  ist  A  AEG  =  A  AGB,  A  DHC^ 
t^HFC   und    das    Trapez    EG  HD   gleich  ^ 

GBFHf    da   beide   gleiche   Höhen   und   in  >^ ^ 

Folge  der  Gleichheit  der  homologen  parallelen  y/^    \    ^^,^^--'^^'/ 

Seiten  auch  gleiche  arithmetische  Mittel  der-  xL^^^-'^^li^  I 

selben,    also    gleiche  Mittellinien  haben.  —       J\^^  \\  1 

Wird  aber  verlangt,  dass  die  Theilungslinie  \ 

eine  einzige  Gerade  sei,    so  kann  man  die  \ 

Figur  AGHCDE  auf  entsprechende  Weise  \ 

in  eine  solche  verwandeln,  welche  zwei  Seiten  \ 

weniger,  nämlich  statt  der  drei  Seiten  AG,  \        i 

GH^  HC  nur  eine  hat.    Wie  dies  geschehen  «  ^^       '  ^^'"'^C 

kann,  ist  früher  gelehrt  worden.     In  der  vor- 

stehenden  Figur  beispielsweise  kann  man  GC,  dann  HX  parallel  zu  GC  ziehen 

und  X  mit  G  verbinden,  dann  AX  und  zu  ihr  parallel  G  Y,  sowie  endlich  A  Y 

als  verlangte  Theilungslinie  ziehen. 

5.  Das  Vorstehende  wird  genügen,  um  für  die  meisten  in  der  Praxis  vor- 
kommenden einfacheren  Aufgaben  der  Theilung  geradliniger  Figuren  den  Weg 
m  zeigen.  Für  andere  wird  die  Lösung  mit  den  erweiterten  Hilfsmitteln  des 
folgenden  Abschnitts  gefunden  werden.  Für  die  messende  Praxis  muss  endlich 
noch  die  Methode  erwähnt  werden,  nach  welcher  man  zuerst  den  Flächeninhalt 
der  zu  theilenden  Figur,  wie  früher  gezeigt,  dann  aus  ihm  die  Flächeninhalte  der 
verlangten  Theile  berechnet  und  dann  auf  geeignete  Weise  Flächen  von  diesen 
Grössen  abschneidet,  wobei  auch  Näherungsmethoden  von  fiir  das  jedesmalige 
Bedürfhiss  hinreichender  Genauigkeit  nicht  ausgeschlossen  sind. 

Ist  beispielsweise  der  Inhalt  eines  Fünfecks,  wie  das  obige,  gleich  512  (Quadrat- 
meter etc.),  die  Länge  der  Seite  AB  gleich  16  (Meter  etc.)  gefunden,  so  muss 

512- 
ein  Dreieck,  welches  AB  zur  Grundlinie  hat  und  dessen  Inhalt  gleich  -y  =  256 

sein  soll,  eine  Höhe  gleich  — r^ —  =  32  haben.    Zieht  man  also  in  einem  dieser 

Ib 

Höhe  gleichen  Abstand  die  Parallele  zu  AB,  welche  BCm  Z  schneide,  so  ist  AZ 
die  verlangte  Theilungslinie.  Trifft  die  Parallele  nicht  BQ  sondern  deren  Ver- 
längerung über  C  in  Z,  so  ist  das  Dreieck  ABZ  noch  in  entsprechender  Weise 
zu  verwandeln.  Nähere  Ausführungen  müssen  hier  den  besonderen  Lehrbüchern 
der  praktischen  Geometrie  überlassen  werden. 


Kapitel  4. 

Von  der  Aehnlichkeit  geradliniger  Figuren. 

§  47.     Von  der  Aehnlichkeit   der   Dreiecke. 

1.  Zieht  man  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  zwei  beliebige  einander 
parallele  Gerade,  so  entstehen  zwei  Dreiecke  ABC  und  Ä B' C  Diese  Drei- 
ecke stimmen  in  den  Winkeln  überein,  denn  sie  haben  den  Winkel  C  gemein- 
schaftUch,  und  die  Winkel  CBA  und  CB'A\  sowie  BAC  und  B'ÄC,  sind 
bezüglich  correspondirende  Winkel  an  den  parallelen  Seiten.  Aus  dem  §  36  ist 
femer  bekannt,  dass 
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CA' :  CA  =  CB' :  C^=  A'B* :  AB, 
dass  also  je  zwei  Seiten  dieser  beiden  Dreiecke,   welche 
gleichen  Winkeln  gegenüberliegen,  zu  einander  in  demselben 
Verhältniss  stehen. 

Zwei  Dreiecke,  welche  in  je  zwei  homologen  Winkeln 
und  in  den  Verhältnissen  je  zweier  homologen  Seiten  über- 
einstimmen, sollen  ähnlich  genannt  werden.  Man  schreibt 
dies:     /\ABCcs:>  aABC. 

Jedes  von  zwei  solchen  Dreiecken  kann  als  ein  in 
verkleinertem  oder  vergrössertem  Maassstabe  gefertigtes 
Abbild  des  andern  betrachtet  werden.  Da  nämlich 
alle  Seiten  des  einen  Dreiecks  in  dem  andern  in  demselben  Verhültniss 
vergrössert  oder  verkleinert  erscheinen,  während  die  gegenseitige  Lage  der 
homologen  Seiten  zu  einander,  d.  h.  der  Winkel  derselben,  an  Grösse  unver> 
ändert  ist,  so  haben  beide  Dreiecke  gleiche  Gestalt  Es  ist  nicht  nothwendig, 
dass  zwei  ähnliche  Dreiecke  auch  die  oben  angegebene  Lage  zu  einander,  also 
einen  Winkel  gemeinschaftlich  haben,  aber  es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  sich 
dieselben  stets  in  diese  gegenseitige  Lage  gebracht  denken  lassen. 

Sollen  also  zwei  Dreiecke  ABC  und  ABC  ähnlich  sein,  so  müssen  die- 
selben die  folgenden  sechs  Bedingungsgleichungen  erfüllen: 

AB  \A  B  =  AC:  ÄC  ^A^A 

AB\Ä  B^BC\ffC  ^^B=B 

A  C:  Ä  C"  =  BC\  B'C  Z  C=  C 

Man  sieht  ohne  Weiteres  ein,  dass  mit  je  zwei  der  vorstehenden  Proportionen 
die  dritte  stets  von  selbst  erfüllt  ist,  denn  Verhältnisse,  die  demselben  dritten 
Verhältniss  gleich  sind,  müssen  auch  unter  einander  gleich  sein.  Ebenso  folgt 
aus  der  Gleichheit  zweier  Winkelpaare  die  des  dritten  Paares  in  Folge  der 
gleichen  Winkelsummen,  und  somit  reducirt  sich  die  Anzahl  der  von  einander 
unabhängigen  Bedingungsgleichungen  (Ür  die  Aehnlichkeit  zweier  Dreiecke 
auf  vier. 

2.  Man  kann  femer  den  Satz  aufstellen,  dass  durch  die  Erfüllung  von  nur 
zwei  dieser  vier  Bedingungen  die  andern  im  Allgemeinen  mit  erfüllt  werden. 
Je  nach  der  Auswahl  der  beiden  Gleichungen,  welche  als  erfüllt  vorausgesetzt 
werden,  zerfällt  dieser  Satz  in  vier  einzelne  Sätze,  die  sogenannten  Aehnlichkeits- 
Sätze,  welche  im  Folgenden  bewiesen  werden  sollen.  Man  kann  nämlich  die 
Voraussetzung  entweder  aus  zwei  der  obigen  Gleichungen  für  die  Winkel  bilden, 

oder  aus  einer  Proportion  und  der  Gleichung 
für  diejenigen  Winkel,  welche  von  den  Seiten, 
die  in  dieser  Proportion  vorkommen,  einge- 
schlossen sind,  oder  aus  einer  Proportion  und 
J  der  Gleichung  für  einen  der  nicht  eingeschlossen 
nen  Winkel,  oder  endlich  aus  zwei  der  obigen 
Proportionen. 

Um  für  irgend  eine  derartige  Voraussetzung 
die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ABC,  AB'C 
-^  zu  beweisen,  trage  man  auf  CB  eine  Strecke 

CE  gleich  der  homologen  Seite  CB'  ab  und  ziehe  durch  E  die  zu  BA  parallele  Trans- 
versale EDf  sodass  das  Dreieck  DEC  entsteht,  welches  nach  Nr.  1  dieses  Para- 
graphen dem  Dreieck  ABC  ähnlich  ist.    Gelingt  es  nun,  die  Congruenz  der  Dreiecke 
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DEC  und  A'  B  C  zu  beweisen,  darf  also  das  letztere  für  das  erstere  gesetzt 
werden,  so  ist  damit  auch  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ÄB'C  und  ABC 
bewiesen.  Für  diesen  Beweis  der  Congruenz  ist  in  allen  Fällen  die  Ueberein- 
sdmmung  jener  Dreiecke  in  den  Seiten  CE  und  C  B*  aus  der  Construction 
bekannt,  die  Gleichheit  der  noch  ausserdem  noth wendigen  zwei  Paare  von 
Stücken  muss  aus  der  zweifachen  Voraussetzung  des  betreffenden  Satzes  hervor- 
gehen, und  dieser  Theil  des  Beweises  gestaltet  sich  daher  für  die  verschiedenen 
Aehnlichkeitssätze  in  verschiedener  Weise: 

Ist  vorausgesetzt,  dass  Z  C=  ^  C",  -^  -^=  ^  -^',  so  stimmen  die  Dreiecke  Z>^C, 
i^'irc  unmittelbar  nach  dieser  Voraussetzung  in  den  homologen  Winkeln  Cund 
C  überein.  Da  femer  der  Winkel  BAC  als  correspondirender  gleich  EDC  sein 
muss,  so  sind  auch  die  Winkel  EDC  und  B' Ä  C  einander  gleich.  Jene  Drei- 
ecke stimmen  also  in  einer  Seite  und  zwei  homologen  Winkeln  überein,  und  ihre 
Congraenz  ist  somit  bewiesen.     Man  hat  also  den  Satz: 

Dreiecke,  welche  in  zwei  Paaren  homologer  Winkel  überein- 
stimmen, sind  ähnlich.  (1) 

3.  Ist  vorausgesetzt,  dass  Z  C=  Z  C  und  BC\  BC==AC\Ä  C  sei,  so  stimmen 
die  Dreiecke  Ä B'  C  und  DEC  wieder  in  den  homologen  Winkeln  C  und  C  un- 
mittelbar nach  dieser  Voraussetzung  überein.     Femer  ist,   da  DE  parallel  zu 

AB,  nach  §  36,  2 

BC\EC^AC\DC 

Da  nun  BC\  ffC  =  AC\  ÄC 

nach  Voraussetzung  und  hierbei  EC=B*C  nach  der  obigen  Constmction  ist, 
die  beiden  Proportionen  also  in  drei  gleichstelligen  Gliedern  tibereinstimmen,  so 
müssen  auch  die  vierten  Glieder  DC  und  ÄC  derselben  gleich  sein.  Die  Drei- 
ecke ABC*  und  DEC  stimmen  hiemach  in  zwei  Seiten  und  dem  von  ihnen 
eingeschlossenen  Winkel  überein.    Man  erhält  somit  den  Satz: 

Dreiecke^  welche  in  den  Verhältnissen  eines  Paares  von  Seiten 
und  in  den  von  diesen  Seiten  eingeschlossenen  Winkeln  überein- 
stimmen, sind  ähnlich.  (2) 

4.  Es  sei  ferner  vorausgesetzt,  dass  Z.C  =  ^C  und  BCi  BC  =  AB:  AB\  so 
findet  man  in  derselben  Weise  mit  Hülfe  der  aus  dem  Parallelismus  von  DE 
«nd  AB  folgenden  Proportion 

BCiEC^AB.DE, 
indem  man  die  Glieder  der  letzteren  mit  den  homologen  der  vorausgesetzten 
Proportion  vergleicht,  dass  auch  AB  gleich  DE  sein  muss,  und  dass  somit  die 
Dreiecke  DEC  und  ABC  in  zwei  Seiten  und  einem  der  gegenüberliegenden 
Winkel  übereinstimmen.  Hieraus  kann  aber  bekanntlich  die  Congmenz  dieser 
Dreiecke  nicht  ohne  Weiteres  gefolgert  werden,  es  muss  vielmehr  die  Bedingung 
hinzutreten,  dass  die  anderen  gegenüberliegenden  Winkel  einander  nicht  zu  zwei 
I^echten  ergänzen.    Man  findet  hiemach  den  Aehnlichkeitssatz : 

Dreiecke,  welche  in  den  Verhältnissen  eines  Paares  von  Seiten 
und  in  dem  einer  von  diesen  Seiten  gegenüberliegenden  Winkel 
übereinstimmen,  sind  ähnlich  falls  die  anderen  gegenüberliegenden 
Winkel  nicht  supplementär  zu  einander  sind.  (3) 

Insbesondere  sind  daher  Dreiecke  ähnlich,  wenn  sie  in  einem  Seitenverhält- 
niss  und  in  dem  der  grösseren  dieser  Seiten  gegenüberliegenden  Winkel  über- 
einstimmen. 

5.  Werden  endlich  zwei  Proportionen: 
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BCiffC  =  ACijfC\ 
BC\BC  =  AB\AB 

vorausgesetzt,  so  ergiebt  die  Vergleichung  derselben  mit  den  entsprechenden 

BC\EC=AC\DC, 
BCiEC=ABiDE 

in  ganz  derselben  Weise,  wie  vorher  geschehen,  dass  AC  gleich  DC  und 
AB  =  DE  ist,  dass  also  die  Dreiecke  ABC  und  DEC  in  den  drei  Seiten 
übereinstimmen.    Es  gilt  also  auch  der  Satz: 

Dreiecke,  welche  in  den  Verhältnissen  zweier  Paare  homologer 
Seiten  übereinstimmen,  sind  ähnlich.  (4) 

Die  somit  bewiesenen  vier  Aehnlichkeitssätze  gestatten,  aus  der  bekannten 
Erfüllung  zweier  der  Bedingungen  der  Aehnlichkeit  von  Dreiecken  das  ErfüUtsein 
auch  der  übrigen  zu  folgern.  Weiss  man  z.  B.,  dass  zwei  Dreiecke  in  den  Winkeln 
Übereinstimmen,  so  folgt  aus  dem  ersten  Aehnlichkeitssatz,  dass  auch  je  zwei 
homologe  Seiten  derselben  in  gleichem  Verhältniss  zu  einander  stehen;  weiss 
man  dagegen,  dass  die  Verhältnisse  der  homologen  Seiten  dieselben  Werthe 
haben,  so  folgt  daraus  die  Uebereinstimmung  der  Dreiecke  in  je  zwei  homologen 
Winkeln.  In  entsprechender  Weise  lassen  sich  die  anderen  Aehnlichkeitssätze 
verwerthen. 

Von  solchen  Anwendungen  der  Aehnlichkeitssätze  zur  Erforschung  neuer 
Wahrheiten   sollen  im  Folgenden  zunächst  die  wichtigsten  besprochen  weiden. 

§  48.    Proportionen  bei  rechtwinkeligen  Dreiecken. 

1.  Die  zur  Hypotenuse  senkrechte  Höhe  CD  eines  jeden  rechtwinkeligen 
Dreiecks  ABC  theilt  das  letztere  in  zwei  kleinere  rechtwinkelige  Dreiecke,  welche 

#v  einander   und   dem   ganzen   ähnlich   sind,    denn    die 

Dreiecke  DBC  und   ABC  stimmen   ausser   in   den 
rechten   Winkeln    in    dem    ihnen    gemeinschaftlichen 
Winkel  B  (und  ebenso  die  Dreiecke  BDC  und  ACD 
\  -^j  in  dem  Winkel  A)  überein,  während  in  den  Dreiecken 
-"  BDC  und   ACD  ausser  den   rechten   Winkeln   die 

Winkel  BCD  und  CAD  (und  ebenso  die  Winkel  DBC  und  DCA)  einander 
gleich  sind,  da  beide  denselben  dritten  Winkel  DCA  (bezw.  BCD)  zu  90  Grad 
ergänzen.  Die  betreffenden  Dreiecke  sind  also  jedesmal  nach  dem  ersten  der 
obigen  Aehnlichkeitssätze  ähnlich. 

Mittelst  der  gleichen  Winkel  bestimmen  sich  leicht  die  homologen  Seiten 
dieser  Dreiecke,  da  je  zwei  solche  Seiten  homolog  sein  müssen,  welche  gleichen 
Winkeln  gegenüberliegen. 

Unter  den  3  •  3  Proportionen  zwischen  den  Seiten  der  genannten  Dreiecke, 
welche  aus  der  im  Vorstehenden  bewiesenen  Aehnlichkeit  derselben  folgen,  sind 
folgende  von  besonderem  Interesse: 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BDC  und  ACD  folgt: 

BD\DC^DC\DA. 
Diese  Proportion  ist  eine  stetige  und  besagt,  dass  die  Höhe  eines  jeden 
rechtwinkeligen  Dreiecks   die   mittlere    geometrische   Proportionale 
(oder  das   geometrische  Mittel)   «wischen   den   zu   ihr  gehörigen   Ab- 
schnitten der  Hypotenuse  ist.  (1) 

Man  kann  selbstverständlich   auch  schreiben  DC*  ^ssBD  •  DA^    und  sind 
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kürzer  /,  q^  h  bezüglich  die  Maasszahlen  von  BD,  DA  und  DC^  so  gestattet 
die  hiernach  zwischen  denselben  bestehende  Beziehungsgleichung 

^*=/-f    (1) 
die  Berechnung    einer  jeden  dieser   drei  Grössen   aus  den   gegebenen  beiden 

anderen.    So  ist 

h^  h^ 

Aus  der  AehnUchkeit  der  Dreiecke  DBC  und  ABC  folgt 

DB\BC=^BCiAB. 
Auch  diese  Proportion  ist  eine  stetige;  sie  besagt  da ss  eine  Kathete  eines 
rechtwinkeligen  Dreiecks    die    mittlere   geometrische  Proportionale 
zwischen  der  ganzen  Hypotenuse  und  der  Projection  jener  Kathete 
auf  die  Hypotenuse  ist    (2) 

Dieser  Satz  gilt  selbstverständlich  für  jede  der  beiden  Katheten;  man  kann 
ganz  ebenso  wie  f\3a  BC  den  Beweis  für  AC,  nämlich  aus  der  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  ADC  und  ABQ  führen.    Es  ist  also  auch 

DA\AC=^AC:AB. 
Diese  Proportionen  lassen  sich  selbstverständlich  in  die  Gleichungen 

BC^^DBAB 
AC^  ^DA^AB 
umformen,  und  durch  Addition  der  entsprechenden  Seiten  der  letzteren  entsteht 
die  neue  Gleichung: 

BC^  4-  AC^  =  DB   AB-^DA^AB^  {DB  4-  DA)  -  AB, 
oder  da  DB-^  DA  =  AB  ist, 

BC^-^-AC^^AB^, 
d.  h.  der  Lehrsatz:    In  jedem  rechtwinkeligen  Dreieck  ist  die  Summe 
der  Quadrate  der  Katheten  gleich  dem  Quadrat  der  Hypotenuse.    (3) 

2.  Wir  sind  so  auf  die  schon  früher  besprochene  arithmetische  Form  des 
pythagoreischen  Lehrsatzes  gelangt,  in  welcher  die  Quadrate  die  zweiten 
Potenzen  der  unbenannten  Maasszahlen  der  betreffenden  Linien  bedeuten.  In 
gleicher  Weise  ist  auch  der  vorhergehende  Satz  schon  früher  in  geometrischer 
Form  gefunden  worden,  d.  h.  in  derjenigen,  in  welcher  das  Quadrat  der  Kathete 
das  über  dieser  construirte  geometrische  Quadrat  bedeutete  und  statt  des  im  jetzt 
vorliegenden  Falle  unter  dem  Produkt  zweier  Linien  zu  verstehenden  Produkts 
ihrer  unbenannten  Maasszahlen  das  Rechteck  aus  jenen  Linien  gesetzt  war. 
Wie  damals  aus  den  geometrischen  Formen  der  Sätze  die  arithmetischen  abge- 
leitet wurden,  so  kann  man  auch  umgekehrt  aus  den  jetzt  unabhängig  von  jenen 
Entwicklungen  gefundenen  Sätzen  über  die  Maasszahlen  der  Linien  diejenigen  über 
die  Flächen  der  Figuren  herleiten. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  auch  aus  dem  ersten  der  Sätze  dieses  Para- 
graphen die  andere  Form: 

Das  ^(geometrische)  Quadrat  über  der  Höhe  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks 
ist  gleich  dem  Rechteck  aus  den  beiden  zugehörigen  Abschnitten  der  Hypotenuse, 
ein  Satz,  welcher  übrigens  ebenfalls  unmittelbar  geometrisch  bewiesen  werden  kann. 

3.  Zu  der  früher  zwischen  den  Maasszahlen  a,  d  der  Katheten  und  der  Maass- 
zahl c  der  Hypotenuse  aufgestellten  Gleichung 

ai^d^^c^    (2) 

und  der  obigen  Gleichung  (1)  gesellen  sich  jetzt  noch  die  Gleichungen 

a^^p.c,  *«  =  ^  .  c.     (3) 
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Diese  Gleichungen  (1)— (3)  gestatten  jetzt  die  Berechnung  von  je  4  der 
6  Stücke  a,  d,  c,  p,  q^  h  aus  den  zwei  übrigen,  wenn  man  dieselben  noch  mit 
der  selbstverständlichen 

verbindet,  denn  man  kann  in  jedem  Fall  diese  Gleichungen  auf  die  vier  Unbe- 
kannten auflösen. 

So  erhält  man  z.  B,  aus  0  =  3**,  b^ 4*",  zunächst  c  =  y9  -|-  16  =  ^25  =  5;   /  =  — 
=  1-=:  1,8;  ^  =  —  =  ^  =  3.  2.    oder   ^  =  f  —  /  =  5  — 1.8  =  3,2;    ferner    h  =  V P  '  ^ 

=  |/-|-.y  =  ^  =  2.4,  alsor  =  5^  /^l.S'«.  y  =  3.2*',  .4  =  2,4-'. 

Ist  ferner  die  Hypotenuse  gleich  101,  eine  Kathete  b  gleich  99  Längeneinheiten  gegeben, 
so  hat  man 


a  ==  KlOP  — 99«  =  K(101  4-  99)  (101  —  99)  =  ^400  =  2a 

,   ,  .         ,      ,      20-20 

und  dann  wie  vorher  /  =  — — — — ,  u.  s.  w. 

Sind  a  und  h  gegeben,    so    ist    die  Anwendung    des    pythagoreischen  Lehrsatzes    auf    das 
rechtwinkelige  Dreieck  B  CD  kurzer  als  die  Auflösung    der    obigen  Gleichungen.     Man  erhält 

dann  

öa=A«-|-/«,     also    p=^yä»  — -*», 

femer  nach  (1) :  ^  =  —  = 


K«>-i*». 


tf*  a*  ,/ ah 

nach   (3):  ^  =  —  =  -,  und  b  =V q  •  ^  = 


Sind  femer  a  und  ^  gegeben,  so  erhält  man  zunächst  p  durch  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichung 

auf  die  Unbekannte  /.  wobei  die  negative  Wurzel  der  Gleichung  zu  verwerfen  ist.  da  hier  nur 
absolute  Maasszahlen  vorausgesetzt  werden.  Aus  /  und  a  erhält  man  r,  aus  p  und  q  ebenso  i, 
u.  s.  w.     Insbesondere  ist  hierbei  die  Bestimmung  der  Höhe  h   aus    zwei  Seiten    des   Dielcclcs 

<|S  b* 

bemerkenswerth.     Aus  /  =  — .  ^  =  —  und  h^  ^pq  folgt 

€  c  ^  «      -o 

ab 
Aras  —  oder  Ac=sab» 
c 

Dieselbe  Gleichung  erhält  man  nämlich,  wenn  man  den  doppelten  Inhalt  des  recht- 
winkeligen  Dreiecks  einmal  mit  der  Hypotenuse  als  Grundlinie,  das  andere  Mal  mittelst  der 
beiden  Katheten  ausdrückt. 

In  den  vorstehenden  Zahlenbeispielen  waren  die  berechneten  Wurzeln  radonaL 
Dies  wird  jedoch  in  der  Regel  nicht  der  Fall  sein,  es  wird  vielmehr  meist 
wenigstens  eins  der  Verhältnisse  der  drei  Seiten  —  abgesehen  von  den  übrigen 
Stücken  —  irrational  sein.  So  erhält  man  für  a  s  1,  ^  =  2  den  Werth  von  c  gleich 
yb.  Insbesondere  ist  in  jedem  gleichschenkeligen  rechtwinkeligen  Dreieck  dieHjrpo- 

tenuse  mit  der  Kathete  incommensurabel,  denn  für  a«*  3  ist  ^  =a|/2a'  sasÄyä. 
Man  vergleiche  hiermit  §  35,  3. 


4.  Auch  die  früher  bewiesene  Umkehrung  des  pythagoreischen  Lehrsatses  lü 
sich  unmittelbar  auf  arithmetischem  Wege  beweisen.  Ist  nämlich  die  zweite  Po- 
tenz der  Maasszahl  einer  Seite  eines  Dreiecks  gleich  der  Summe  der  zweiten 
Potenzen  der  Maasszahlen  der  beiden  anderen  Seiten«  ist  also  gemäss  der  obigen 
Bezeichnungsweise  ö*  -h  ^*  »  A«,  so  denke  man  sich  ein  zweites  Dreieck  con* 
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stTuirt,  welches  zwei  Seiten  bezüglich  gleich  a  und  b  hat,  und  in  welchem 
diese  Seiten  einen  rechten  Winkel  einschliessen.  Ist  nun  d  die  Maasszahl 
der  Hypotenuse  dieses  letztem  Dreiecks,  so  ist  i/^  =  0*  +  ^',  also  d^  =  c^. 
Hieraus  folgt,  da  negative  Wurzeln  ausgeschlossen  sind,  ä^=c.  Beide  Dreiecke 
stimmen  also  in  den  drei  Seiten  überein  und  sind  mithin  congruent,  also  ist 
auch  das  erstere  Dreieck  rechtwinkelig,  und  zwar  liegt  der  rechte  Winkel  der- 
jenigen Seite  gegenüber,  deren  Maasszahl  oben  mit  c  bezeichnet  wurde. 

Da  beispielsweise  3'  +  4'  :=  5*  ist,  so  muss  ein  Dreieck,  dessen  Seiten 
bezüglich  das  Dreifache,  Vierfache  und  Fünffache  einer  beliebigen  als  Maass 
dienenden  Strecke  sind,  ein  rechtwinkeliges  sein.  Man  kann  sich  dieser  Con- 
stniction  eines  Dreiecks  aus  seinen  drei  in  der  angegebenen  Weise  bestimmten 
Seiten  zur  Zeichnung  eines  rechten  Winkels,  bezw.  zur  Lösung  der  Aufgabe 
bedienen,  auf  einer  gegebenen  Geraden  in  einem  gegebenen  Punkte  die  Senk- 
xechte  zu  errichten*).  Dieses  Dreieck,  dessen  Seiten  sich  zu  einander  wie  3:4:5 
verhalten,  also  ausnahmsweise  alle  drei  in  rationalen  Verhältnissen  stehen,  wird 
das  ägyptische  genannt  Andere  rechtwinkelige  Dreiecke,  welche  die  gleiche 
bemerkenswerthe  Eigenschaft  rationaler  Seitenverhältnisse  haben,  sind  beispiels- 
weise die  mit  den  Seiten  12,  5,  13  oder  8,  15,  17,  allgemein  diejenigen,  deren 
Seiten  den  Formeln 

für  rationale  Werthe  von  m  und  n  entsprechen.  Man  nennt  solche  Dreiecke 
überhaupt  rationale  oder  pythagoreische,  und  das  oben  genannte  ägyptische  ist 
dasjenige  derselben,  dessen  Seiten  die  kleinsten  in  ganzen  Zahlen  ausgedrückten 
Werthe  haben. 

5.  Die  Entscheidung  der  Frage,  ob  und  in  welcher  Weise  sich  auch  die 
übrigen  Lehrsätze  dieses  Paragraphen  umkehren  lassen,  dürfen  wir  den  Lesern 
überlassen.  Es  sei  femer  noch  erwähnt,  dass  sich  auch  der  allgemeine  pytha- 
goreische Lehrsatz  in  arithmetischer  Form  unmittelbar  ableiten  lässt,  indem  man 
den  schon  bewiesenen  besonderen  benutzt.  Ist  nämlich  CD  senkrecht  zu  AB, 
so  hat  man  im  Dreieck  BCD\ 
Ba  =  CD^  4-  BD^ 

Nun  ist        C2>«  «  CA^  —  AD^, 
nnd  BD  ^ABzp  AD, 

wobei  das  obere  oder  das  untere  Vor- 
zeichen gilt,  je  nachdem  BC  einem 
qntzen  oder  einem  stumpfen  Winkel 
gegenüberliegt    Demnach  ist 

BO  «  CA^  —  AD^  -h  (AB  iF  ADy 

«  CA^  —  AD^  -h  AB^z^  2  AB  •  AD  4-  AD*, 

also  nach  Streichung  von  —  AD*  -4-  AD*, 

BC*  =  CA*  -4-  AB*  zp  2  AB  •  AD,  was  zu  beweisen  war. 

Ifittelst  dieses  allgemeinen  pythagoreischen  Lehrsatzes  kann  man  aus  den 
drei  Seiten  eines  Dreiecks  die  Projection  einer  jeden  derselben  auf  jede  der 
andern  berechnen.  Es  sei  in  der  vorstehenden  Figur  BC^s^a,  CAr=d,  AB 
s  r,  CD  s  A  und  AD^=i^  gesetzt,  so  ist 


*)  ICsD  findet  in  der  That  dieses  Verfahren  zu  dem  angegebenen  Zwecke  z.  B.  bei  Bau- 
Haadwerkem  im  Gebrauch. 
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tf «  =  ^2  -H  ^2  ::p  2  cq, 

^2-1- ^•»—a* 
also  ifc  ^  = =; 

Hieraus  ergiebt  sich  femer  die  Höhe  CD  mittelst 

^2-4-r»  — ö«  ^2-i-r«— a* 

2^^:4-^2  4.f»  — g>      2^f  —  ^»  —  ^r«  4-  g»       (^  H-  Q^  —  tf*    gt— (^  — f)« 

""  2^:  '  2^:  ■"  2^  *  2r 

_  (g  -H  ^  -H  0  (^  -H  ^  — •  <g)  •  (^^^  — •  ^  -H  ^)  (<g  H-  ^  —  c) 
-  472  ^  • 

Da  nun  endlich  der  Inhalt  F  des  Dreiecks  gleich  \  ch   ist,    so   kann    man 
diesen  Inhalt  aus  den  drei  Seiten  mittelst  der  Formel 


i?"  =  j  y  (a  -+-  ^  -H  ^r)  (^  -H  r  —  a)  .  (a  —  ^  -h  ^)  (tf  -H  ^  —  r)     (4) 
berechnen.    Setzt  man  zur  Abkürzung  noch 

tf  4-  ^  H-  ^  =  2x, 
so  wird  b  '\-  c  —  a  =  2  j  —  2ä  =  2  (j  —  a),  und  entsprechend 

a  —  ^  -h  ^  =  2  (j  —  ^),  a  -+-  ^  —  f  =  2  (j  —  ^:), 
wodurch  die  Formel  (4)  in 

F^  >/j(j  — a)  (j  — ^)  (x  — 0  (5) 

tibergeht 

Die  früher  entwickelten  Gleichungen 

/?"=  I  p  (a  -+-  ^  -H  0  =  i  P«  (^  "»■  ^  ~"  ^)  =  1  P^  (^  ~*  ^  ■+"  0  =  i  Pr  (tf  4-  ^  —  ^) 
oder  /^s=  p  X  =  p^  (x  —  «)  =  p^  (j  —  ^)  =  p^  (j  —  f) 

ermöglichen  nunmehr  auch  die  Berechnung  der  Berührungsradien  aus  den  drei 

Seiten  des  Dreiecks.     So  erhält  man 


=V^ 


—  a)(s  —  b)  (s  —  c) 


und  entsprechend  p«  =  1/  -^ -^ -,  u.  s.  w. 


a 
6.  Der  allgemeine  pythagoreische  Lehrsatz  gestattet  ferner  die  Berechnung 

der  drei  Mittellinien  eines  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten.    Ist  unter  Beibehaltung 

der  vorher  gebrauchten  Bezeichnungen  CE  =  tn  die  Mittellinie,  welche  die  Seite 

BAxnE  halbirt,  so  liefert  die  Anwendung  des  genannten  Lehrsatzes  auf  die 

Dreiecke  BCE  und  ACE  die  Gleichungen: 

a«=«2^j^2±2-^-^A 

^2  =:  ^»  4.  ^^»  :;p  2  .  i^  .  ED, 
und  durch  Addition  der  entsprechenden  Seiten  folgt  aus  denselben 

«2  4.  ^2  «  2« «  4- if «    (6), 
d.  h.   die  Summe   der  Quadrate  je   zweier  Seiten   eines  Dreiecks  ist 
gleich  der  Summe  aus  dem  Doppelten  des  Quadrats  der  zur  dritten 
Seite  gehörigen  Mittellinie  und  der  Hälfte  des  Quadrats  dieser  dritten 

Seite. 

Man  kann  sich  diesen  Satt  leicht  dadurch  merken,  dast  man  denselben  Satx  erlialtcB  iniias, 
wenn  man  annehmen  darf,  dass  die  Mittellinie  zur  dritten  Seite  senkrecht  stehe.  Denn  da  die 
Glieder  der  obigen  Gleichungen,  welche  den  allgemeinen  pythagoreischen  Lehrsati  von  dos 
specicUen  unterscheiden,  bei  der  Addition  wegfallen,  so  muss  das  Resultat  dasselbe  sein,  wcaa 
man  beide  Dreiecke  in  entsprechender  Weise  als  rechtwinkelige  behandelt 
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Die  Auflösung  der  Gleichung  (6)  auf  die  Unbekannte  m  liefert  den  Werlh  der- 
selben, ausgedrückt  durch  die  drei  Seiten.  Allgemeiner  gesagt  hat  man  zwischen 
den  drei  Mittellinien  und  den  drei  Seiten  des  Dreiecks  drei  solche  Gleichungen, 
welche  die  Berechnung  je  dreier  dieser  Stücke  aus  den  drei  anderen  ermöglichen. 

7.  Beispiele  und  Anwendungen:  1.  Die  Höhe  eines  gleichseitigen 
Dreiecks  aus  der  Seite  a  desselben  zu  berechnen.  Auflösung:  Aus  dem  pytha- 
goreischen Lehrsatz  folgt  a«  =  ä*  4-  (^ö)*,  also  h  =  lyäl 

2.  Den  Inhalt  eines  gleichseitigen  Dreiecks  aus  der  Seite  a  desselben  zu 
berechnen.    Auflösung:  F  =^^ah  =  \a^Y^, 

3.  Den  Inhalt  eines  gleichseitigen  Dreiecks  aus  der  Höhe  h   desselben   zu 

berechnen.    Auflösung:  Da  Ja*  =  h*,  so  ist  «  =  -t=  ^  f  ä  y3,  und  /^=  \  ah 

4.  Die  Hypotenuse  eines  gleichschenkligen  und  rechtwinkligen  Dreiecks  aus 
der  Kathete  a  desselben  zu  berechnen.     Auflösung:  dr*-f-a^  =  r*;f  =  fl|/2. 

5.  Die  Katheten  eines  rechtwinkeligen  und  gleichschenkeligen  Dreiecks  aus 

der  Hypotenuse  c  desselben  zu  berechnen.     Auflösung:    a  =  r^  =  ^  cY^. 

6.  Die  Höhe  eines  gleichschenkeligen  Dreiecks  aus  der  Basis  b  und  dem 
Schenkel  a  zu  berechnen.    Auflösung:  h  =  ya^—\b^  =  y{a  -H  ^ ^)  (ar  —  ^'b). 

7.  Den  Flächeninhalt  eines  gleichschenkeligen  Dreiecks  aus  der  Basis  b  und 
dem  Schenkel  a  zu  berechnen.     Auflösung:    F ^=^b  -  ya^  —  \ b^. 

8.  Aus  dem  Flächeninhalt  F  und  der  Hypotenuse  c  eines  rechtwinkeligen 
Dreiecks  die  Katheten  desselben  zu  berechnen.  Auflösung:  Die  Gleichungen 
d*  -h ^*  =  f »  und  ab  ^=2  F  sind  auf  a  und  b  aufzulösen.  Man  erhält  {a  -h  by 
=  c^-hAF,    (a  —  by  =  c^—4:F\  a  =  i[yc^  -h  4F-^}/c^  ^AF],  u.  s.  w. 

9.  Aus  den  Katheten  a,  b  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  den  Radius  des 
demselben  einbeschriebenen  Kreises  zu  berechnen.     Auflösung:    Es  ist 

i{a-i'b-f-c)p  =  F,  c  =  ya^  -+-  b^,  also  (tf  -h  ^  -h  y«*  -f-  b^)  ^^ab  oder 

g^  ^ab[a^b—yä^'^^]^a'^b  —  yä^~^T^ 

a-^b-^yä^-hb^         (a-^by  —  (a^-hb^)  2 

a-^  b  —  c 

10.  Den  Inhalt  eines  regelmässigen  Sechsecks  aus  seiner  Seite  a  zu  be- 
rechnen.   Auflösung:  Es  ist  F=  ^J  p»  =  3  tf p;  p»  =  «2  —  ^  ä» ;  F=  |  öt »  |/3. 

11.  Ein  32  Fuss  hohes  Bambusrohr  wurde  vom  Winde  geknickt,  und  die 
gesenkte  Spitze  berührte  den  Boden  in  einer  Entfernung  von  16  Fuss  vom 
Stamme.  Wie  hoch  über  dem  Boden  befand  sich  die  Stelle,  an  welcher  es  ge- 
bückt wurde?     Auflösung:     Es  ist  ;i;  -+-  r  =  32,  a  =  16,  c^  =  x^  -^  a^,  also 

,32  -  x)>  =  jr»  H-  16».    Hieraus  folgt  1024  —  64  o:  =  256,  ä:  =  768  :  64  =  12  Fuss, 

12.  Eine  Lotosblume,  welche  in  einem  See  »J  Fuss  über  das  Wasser  hervor- 
ragte, neigte  sich  vom  Winde  getrieben,  und  die  Knospe  verschwand  in  einer 
Entfernung  von  2  Fuss  von  ihrem  früheren  Orte.  Wie  tief  war  das  Wasser? 
Auflösung:  (jr  -+-  i)*  =  :c*  4-  4;  o:  -t-  ^  =  4,  o:  =  3J  Fuss. 

13.  In  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  gleich  2r  gegeben  ist,  sei  ein 
Rechteck  beschrieben,  dessen  eine  Seite  die  Länge  a  hat.  Man  berechne  den 
Flächeninhalt  des  Rechtecks.    Auflösung:  b  =  "/ir»  —  «*,  F=^ab=^ay^4r^—a^. 

14.  Wie  lang  sind  diejenigen  Sehnen  eines  Kreises  mit  dem  Radius  r=  25,9, 
deren  Abstände  vom  Mittelpunkt  ä=  8,4  sind?    Auflösung: 

2  yr»  —  ^  =  2  1/(25,9  -h  8,4)  (25,9  —  8,4)  =  49. 

ScmomiLai,  Handbuch  der  Bfathenutik.    Bd.  I.  '^ 
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15.  Eine  Höhe  eines  Dreiecks  sei  gleich  h  g^eben  und  theile  die  Grund- 
linie in  zwei  Abschnitte,  welche  bezüglich  gleich  /  und  q  sind.  Man  berechne 
die  drei  Seiten  des  Dreiecks,    h  =  140;  /  =  48;  ^  =  105.    Auflösung: 

tf  =  yÄa-f./«  =  148;  ^  =  1/^2  H-  ^»  =  175;  r=r^±/=153  oder  57. 

16.  Die  Diagonale  eines  Rechtecks  sei  gleich  d  g^eben,  und  eine  Seite 
desselben  sei  um  die  gegebene  Strecke  c  länger  als  die  andere;  man  berechne 
die  Seiten.  Auflösung:  x^  -^y^  =^  iP;  x  — y  =  c,  also  c^  ^=^  d^  —  2  xy, 
2xy^ä^'-c^;  (^-h  j^)»  =  2//«  — ^»,  x  =  -^[y2d^ --c^ -hc]  u.  s.  w. 

17.  Den  Flächeninhalt  eines  Quadrats  aus  der  Summe  s  seiner  Diagonale 

und  Seite  zu  berechnen.    Auflösung:  s=^ay2-ha\  a  =    .--      ==  s  (y'2  —  1); 

^=  a>  =  x>  (3  —  2 1/2)'. 

18.  Den  Flächeninhalt  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  aus  den  beiden  durch 
die  Höhe  gebildeten  Abschnitten  /,  g  der  Hypotenuse  zu  berechnen.  ^  ^=  0,\^ 
q  =  0,50.    Auflösung:  c  =/  -+-  ^,  ^  =  YM^  -^=  i  (/  -+"  ^)  VH^  0,102. 

19.  Den  Flächeninhalt  eines  gleichschenkeligen  Dreiecks  aus  der  Höhe  k^ 
auf  einem  Schenkel  und  der  Höhe  h^  auf  der  Basis  zu  berechnen.     Auflösung: 

£s  ist  ^=  ^  aha  =  i  bh^  und  a«  =  ^|  -i-  ^  ^«,  daher  — «-^  =  ^  -+-  ^  3»,    woraus 


>i! 


,s«^^?2jL  ^=    "-"' 


20.  Den  Flächeninhalt  eines  Trapezes  aus  der  Höhe  h,  den  nicht  parallelen 
Seiten   c,   d  und   der   kleineren   parallelen  Seite  b  zu  berechnen.     Auflösung: 

a  =  ^ 4- yi^ir;*» ^ y d'^  —  h^\  f^^-^h. 

21.  Von  einem  Dreieck  seien  die  Längen  der  drei  Seiten  a,  3,  r  gegeben; 

man  berechne  die  Projectionen  der  ersten  dieser  Seiten  auf  die  beiden  anderen. 

a  «  12,  *  =  13,  c^  14.    Auflösung:  ^»  =  a»  -f-  ^*  qc  1cp\  c^  =^  a^  -\- b"^  z^  ^dq, 

ö«  -h  f «  —  b^           ö»  -H  ^«  —  c^ 
also/- 2^^ ,  ^= 2^^ ;/  =  6A,  g  =  ^' 

22.  Den  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  aus  seinen  drei  Seiten  a,  b,  c  zu  be* 
rechnen  für  a)  a  =  13,  ^  =  14,  f  =  15;  ß)  flf  =  150,  ^  =  25,  ^r  =  145;  i)  a  =  120. 
^  «  29,  ^r  =  101.    Resultate:  a)  84,  ß)  1800,  7)  1200. 

23.  Aus  den  drei  Seiten  a,  ^,  r  eines  Dreiecks  die  drei  Höhen  desselben  zu 
berechnen.    ö  =  408,  ^  =  41,  i:  =  401.    Resultat:  40;  398,0488;  40,6983. 

24.  Aus  den  drei  Seiten  a,  b,  c  eines  Dreiecks  den  Radius  des  demselben 
einbeschriebenen  Kreises  zu  berechnen.    ii  =  40,  ^=13,  r  =  37.    Resultat:  5^. 

25.  Aus  den  drei  Seiten  a,  ^,  c  eines  Dreiecks  die  Radien  der  äusseren 
Berührungskreise  desselben  zu  berechnen.  a  =  44,  ^=:15,  r  =  37.  Resultat: 
66;  8;  24. 

26.  Aus  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  die  drei  Mittellinien  desselben  zu 
berechnen.    0  =  102,  ^  =  61,  ^-=109.    Resultat:  72,1110;  101,0557;  63,9707. 

27.  Aus  den  drei  Mittellinien  m^  m^,  ptc  eines  Dreiecks  die  drei  Seiten  des> 
selben  zu  berechnen. 

§  49.  Proportionen  bei  dem  Kreise. 

1.  Gehen  durch  einen  Punkt  F  innerhalb  eines  Kreises  zwei  Sehnen  AH, 
CD,   so   cnutehen  durch  die  Verbindungslinien  AQ  BD  ihrer  Endpunkte  zwei 
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Dreiecke   ACF  und    BDP,    In  diesen   sind  die  Winkel  APC  und  BPD  als 
Scheitelwinkel,  und  die  Winkel  ACP  und  PBD  als 
Peripheriewinkel  über  demselben  Bogen  gleich,  mithin 
sind  diese  Dreiecke  einander  ähnlich.    Daher  folgt 

AP\CP:=^DP:BP, 
d.  h.  aus  den  Maasszahlen  der  Abschnitte  der  beiden 
Sehnen  lässt  sich  eine  Proportion  bilden,   in  welcher 
die  Abschnitte  der  einen  Sehne  die  inneren,  die  der 
anderen  die   äusseren  Glieder  sind.     Es  ist  also  auch 

AP'BP^CPDP, 
d.  h.  das  Produkt  (Rechteck)  der  Abschnitte  der  einen  Sehne  ist  gleich  dem 
Produkt  (Rechteck)  der  Abschnitte  der  anderen. 

Gehen  femer  durch  einen  Punkt  P  ausserhalb  eines  Kreises  zwei  Secanten 
in  letzteren,  so  erhält  man  durch  die  einander  innerhalb  des  Kreises  schneiden- 
den Verbindungslinien  AQ  DB  ihrer  Durchschnittspunkte  mit  dem  Kreise  die 
Dreiecke  A  CP  und  DBP,  welche  den  Winkel  P 
gemeinschaftlich  haben,  und  deren  Winkel  PAC 
und  PDB   als  Peripheriewinkel    auf  demselben 
Bogen  einander  gleich  sind.    Diese  Dreiecke  sind 
daher  ähnlich,  und  hieraus  folgt  die  Proportion 

AP\DP^CP\BP, 
oder  die  Gleichung  APBP^^DP-  CP, 
d.  h.  aus  den  Abständen  des  Durchschnittspunktes 
P  der  Secanten  von  ihren  Durchschnittspunkten 
mit  dem  Kreise  lässt  sich  eine  Proportion  bilden,  in  welcher  die  Abstände 
auf  der  einen  Secante  die  äusseren,  die  auf  der  anderen  die  inneren  Glieder 
and,  oder  das  Produkt  (Rechteck)  aus  den  auf  der  einen  Secante  gemessenen 
Abständen  ist  gleich  dem  Produkt  (Rechteck)  aus  den  beiden  andern. 

Beachtet  man  die  früher,  §  37,  getroffene  Bestimmung,  nach  welcher  auch 
unter  den  Abschnitten  einer  Strecke  AB,  welche  durch  einen  auf  ihrer  Ver- 
längerung liegenden  Punkt  P  gebildet  werden,  die  Abstände  des  letzteren  Punktes 
von  den  Endpunkten  jener  Strecke  verstanden  werden  sollen,  so  lassen  sich  die 
beiden  vorstehenden  Sätze  als  besondere  Fälle  in  den  nachstehenden  allgemeineren 
zusammenfassen : 

Für  alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehenden  Sehnen 
eines  Kreises  hat  das  Produkt  der  durch  diesen  Punkt  gebildeten 
Abschnitte  jeder  einzelnen  Sehne  denselben  Werth.    (1) 

Dieser  Werth  heisst  die  Potenz  des  Kreises  in  Beziehung  auf  jenen 
Punkt 

Auch  der  Falli  in  welchem  der  Punkt  P  auf  dem  Kreise  liegt,  ist  hierbei  nicht  aus« 
geschlossen,  denn  in  diesem  Fall  wird  auf  jeder  Sehne  ein  Abschnitt  und  mithin  auch  jedes 
j«ner  Produkte  gleich  Null. 

2.  Für  jeden  Punkt  P  innerhalb  eines  KLreises  giebt  es  eine  Sehne,  welche 
durch  P  halbirt  wird;  dieselbe  steht  bekanntlich  auf  dem  durch  P  gehenden 
Durchmesser  senkrecht.  Für  diese  Sehne  verwandelt  sich  das  genannte  Produkt 
in  das  Quadrat  der  halben  Sehne.  Die  Hälfte  dieser  Sehne  ist  daher  die  mittlere 
geometrische  Proportionale  zwischen  den  Abschnitten  jeder  anderen  durch  den- 
selben Punkt  gehenden  Sehne. 

Sollen  ebenso  die  beiden  Abschnitte  für  einen  ausserhalb  des  Kreises  licgen- 
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den  Punkt  P  einander  gleich  werden,  so  muss  man  die  Secante  durch  eine 
Tangente  ersetzen.  In  diesem  Fall  bleibt  der  obige  Beweis  und  somit  auch 
der  Lehrsatz  gültig,  nur  fällt  der  dortige  Punkt  B  mit  A  zusammen.  Man  hat 
also    zum  Beweise  die  Hülfslinien  AC  und  AI>  sowie  die  Dreiecke  APC  und 

APD   zu   benutzen,    für   welche   der  von   einer 
■^  P  Tangente  und  einer  Sehne  gebildete  Peripherie- 

winkel PAC  gleich  dem  auf  demselben  Bogen 
stehenden  Peripheriewinkel  ADP  ist  Hiermit,  in 
Verbindung  mit  der  Uebereinstimmung  der  Drei- 
ecke in  dem  Winkel  P,  ist  wieder  die  Aehnlich- 
keit  dieser  Dreiecke  und  somit  auch  die  Gültig- 
keit der  Proportion 

£>P:AP^AP:CP 
bewiesen. 

Die  Tangente  ist  also  die  mittlere  geometrische  Proportionale 
zwischen  den  Abschnitten  jeder  mit  ihr  von  demselben  Punkt  aus- 
gehenden Sehne.    (2) 

Die  Potenz  eines  Kreises  in  Beziehung  auf  einen  gegebenen  Punkt  lässt  sich 
also,  je  nachdem  letzterer  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  am  ein- 
fachsten durch  das  Quadrat  der  in  dem  Punkt  halbirten  Sehne  oder  durch  das 
Quadrat  einer  von  ihm  ausgehenden  Tangente  darstellen.  —  Die  Potenz  heisst 
im  ersteren  Fall  eine  innere,  im  letzteren  eine  äussere. 

Die  weitere  Ausführung  der  Lehre  von  den  Kreispotenzen  gehört  der  so- 
genannten neueren  Geometrie  an.    Vergl.  §  80. 

3.  Von  den  einbeschriebenen  Dreiecken  und  Vierecken.  Verbindet 
man  den  Mittelpunkt  M  des  einem  Dreieck  ABC  umbeschriebenen  Kreises  mit 
den  Eckpunkten  A  und  C,  so  ist  der  Winkel  CMA  als  Centriwinkel  auf  dem- 
selben Bogen  doppelt  so  gross  als  der  Winkel  CBA,  Fällt  man  also  die  Senk- 
rechte ME  auf  CA,  so  ist  Z  EMA  =  Z  CBA,    Es  sei  femer  CD  die  zu  ^^ 

senkrechte  Höhe;  dann  stimmen  also  die  recht- 
winkeligen Dreiecke  CBD  und  AME  in  den 
eben  genannten  Winkeln  überein  und  sind  mithin 
einander  ähnlich.     Hieraus  folgt 

CD\BCr=AE\MA. 

oder   wenn   man  AB^=^c,    AC=ibt   BC=a, 

MA  ==  r,  CD  =  h  setzt, 

// :  ö  =  ^  :  r,  oder  2^r  =  ab, 

d.  h.  das  Produkt  (Rechteck)  aus  je  zwei 

Seiten    eines    Dreiecks    ist    gleich    dem 

Produkt  (Rechteck)  aus  dem  Durchmesser 

des  umbeschriebenen  Kreises  und  der  Höhe  auf  die  dritte  Seite. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  femer  ^  =  ^,  und  setzt  man  dies  in 

die  Formel  für  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  F-^lch  ein,  so  erhält  man 

„      ab  c 
F=  -7—. 
4r 

Durch  Anwendung  der  im  §  48,5  ausgeflihrten  Berechnung  des  Flächeninhaltes 

F  aus  den  drei  Seiten  des  Dreiecks  kann  man  nunmehr  auch  den  Radius  r  de< 

umbeschriebenen  Kreises  durch  die  Seiten  ausdrücken.     Man  erhält 
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^^      4 1/5  (x  —  d)  (s  —  b){s  —  c)     y[a'^b-{'C){b-{'C—a){a^b-^c){a-^b-'C) 

4.  IsXABCD  ein  Sehnen -Viereck,  dessen  Dia- 
gonalen A  C  und  BD  seien,  und  macht  man  den 
Winkel />^J?  gleich -5/4  C,  so  sind  die  Dreiecke 
AED  nnd  ABC,  welche  auch  in  den  auf  demsel- 
ben Bogen  stehenden  Peripheriewinkeln /4  CB  und 
.4/^^  übereinstimmen,  einander  ähnlich.  Femer 
ist  auch  der  Winkel  BAE  gleich  DAC,  und  da 
die  Dreiecke  DAC  und  BAE  ausserdem  in  den 
Peripheriewinkeln  ACD  und  ABE  tiberein- 
stimmen, so  sind  auch  diese  Dreiecke  einander 
ähnlich.     Hieraus  folgt: 

AD\AC^DE.BC  oder  AD^BC^^AC-  DE 
und  AC  \CD=^AB\BEoA^x  ABCD=^AC'BE\ 

daher  ist  auch  AD  •  BC  -h  AB  -  CD=^AC'  {DE  -h  BE), 

oder  AD  •  ^C-+-  ABCD^AC-  BD, 

d.  h.  in  jedem  Sehnen-Viereck  ist  das  Produkt  (Rechteck)  aus  den 
beiden  Diagonalen  gleich  der  Summe  der  Produkte  (Rechtecke)  aus 
je  zwei  gegenüberliegenden  Seiten.  ^ 

Dieser  Satz  heisst  der  Ptolemäische  Lehrsatz. 

Setzt  man  der  Kürze  halber  AB^a,  BC^b,  CD=^c,  DA^d,  AC^e, 
BD  =/  und  den  Radius  des  umbeschnebenen  Kreises  gleich  r,  so  ist  also 

ac  -k-  bd^=^ef. 

Der  Inhalt  des  Sehnen -Vierecks  AB  CD  lässt  sich  sowol  als  Summe  der 
Dreiecke  ABC  und  ACD,  wie  als  Summe  der  Dreiecke  ABD  und  BCD  durch 
die  Seiten  dieser  Dreiecke  und  den  Radius  r  des  sämmtlichen  letzteren  umbe- 
schriebenen Kreises  ausdrücken.    Man  erhält  hiemach  für  denselben 

{ab-hcd)e       (ad-hbc)/ 

Jf^^S = . 

Ar  Ar 

Aus  der  Gleichheit  dieser  beiden  für  F  gefundenen  Ausdrücke  folgt  dann 

e  :/=  {ad-^  bc) :  {ab  4-  cd). 
Hiemach  kann  man  jede  einzelne  Diagonale  des  Sehnen- Vierecks  aus  den 
vier  Seiten  des  letzteren  berechnen,  indem  man  die  vorstehende  Gleichung  mit 
der  obigen   Formel   des  Ptolemäischen  Lehrsatzes   verbindet,    und   die   beiden 
Gleichungen  auf  e  und  /  als  Unbekannte  auflöst.     Man  erhält  so 

e  =  "[/(g^  -^  bd)  {ad  -h  bT)    x_,  l/{(^c  -f-  bd)  {ab  -H  cd) 
y  ab-\-cd  '  y  ad-^bc 

Um  endlich  auch  den  Flächeninhalt  des  Sehnen- Vierecks  aus  seinen  vier 
Seiten  zu  berechnen,  falle  man  die  Senkrechte  BG  =  h  auf  CD  und  die  Senk- 
rechte BF^=i  h  auf  AD  (oder  deren  Verlängerung).    Dann  ist 

F=^  A  BCD  -f.  A  ABD  ==  ^ch  4-  dh). 
Da  nun   ^  BAD  -h  Z  BCD  =  ^R,  also   Z  BAF^  ^  BCD  ist,  so  sind 

die  Dreiecke  ABF  und  BCG  einander  ähnlich,  woraus 

a 
H  \a=^h\b  oder  ^'  =  -rh 

folgt    Man  hat  daher 
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und  es  ist  nur  noch  h  durch  die  vier  Seiten  auszudrücken.    Setzen  wir  CG  =  q, 

Ifi  4-  ^» /« 

so  ist  /«  =  ^«  -H  ^*  -^  2r^,  also  ^  = 0 »  ^^^  ^«  =^«  —  ^».     Da  nun 

f  oben  durch  die  Seiten  ausgedrückt  ist,  so  hat  man  nur  noch  die  einzelnen 

Werthe   nach   einander  in  die  Formeln   einzusetzen.     Man  erhält  nach  einigen 

leichten  Umformungen 

b  {p%  4-  f  a  —  g2  —  ^) 

^'^^-"  %{ad-¥bc)  "  ^{ad^bc)  ' 

b  {2ad-h  2bc  —  b^  —  c^  ^gi^d^)       b  [(a -h  d)^ -- (b  —  r)>] 

^■"^■"  2(ad-hbc)  ""  ^Cad-^bc) 

h^=.(b-^q).{b^q) 
b^ 

also  F  ^=\h T , 

=  \  y(b  -hc-hd—a){a'-b-hC'hd){a'^b^c-hd)(a'^b-hc^d). 
Setzt  man  zur  Abkürzung  noch  a-^  b  -h  c  -{-  d=2s,  so  erhält  man 

/r=  y(s  —  ö)  (x  —  ^)(5  —  c){s  —  d). 
Beispiele:    1.  Den  Radius  des  Kreises  zu  berechnen,  welcher  einem  Drei- 
eck mit  den  Seiten  ö  =  7,  ^  =  7,5,  r  =  6,5  umbeschrieben  ist    Auflösung:    F«^ 

ist  2  .  X  =  21.  also  ^=  yi0,5  •  3,5  •  3  •  4  =  21,  r  =  7  •  7,5  •  6,5  :  84  =  4,(\62;) 
2.  Den  Flächeninhalt  eines  Sehnen- Vierecks  aus  den  Seiten  a  =  57,  3=14« 

f  «  42,  </«  41  lu  berechnen,    Auflösung:    ^=  y20  •  63  •  35  •  36  =  1260. 

§  50.    Constructions-Aufgaben  zu  §  48  und  49. 

L  Auf  den  in  den  §  48  und  49  entwickelten  Lehrsätzen  beruhen  die  Aul- 
lösungen einer  Anzahl  wichtiger  Constructions-Aufgaben,  welche  im  Folgenden 
zunächst  erörtert  werden  sollen.  Des  Zusammenhangs  wegen  fügen  wir  denselben 
auch  die  nachstehende  erste  bei,  welche  sich  schon  mit  den  Hilfsmitteln  dcb 
§  36  lösen  lässt    Es  ist  dies  die  Aufgabe: 

Zu  drei  gegebenen  Strecken  die  vierte  geometrische  Proportio- 
nale zu  construiren, 

d«  h.  wenn  a,  3,  c,  drei  der  Länge  nach  gegebene  Strecken  sind,  eine 
vierte  Strecke  .r  zu  zeichnen,  so  dass 

ä:  b^=c:x 
ist    Mit  Hilfe  der  Säue  von  den  paraUelen  Transversalen  eines  Dreiecks  lassen 
sich  mannigfaltige  Lösungen  dieser  Au^be  geben,  die  aus  diesen  Sätzen  unmineV 

^  bar  hervorgehen.  Beispielsweise  kann  man  tJ 
einer  beliebigen  Geraden  zwei  Strecken  AB^j. 
BC^=b  nach  einander  abtragen,  an  jene  Gerade 
in  A  eine  belietnge  Conveigente  anlegen,  au*' 
dieser  AD  =  c  abtragen,  D  mit  B  verbinden  und 
durch  C  die  PuaUde  CX  zu  BD  ziehen;  dann 
ist  DX  die  gesuchte  Strecke.  Oder  man  kann 
—  wodurch  an  Raum  in  der  Zeichnung  gegen  Toriier  gespart  wird  —  aut 
einer  beliebigen  Geraden  von  demselben  Punkte  A  ans  die  Strecken 
AB  ^^  m,   AC^=b^   dann   auf  einer  in   A   angelegten   Conveigcnten    AD^^ 
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abtragen,  wieder  D  mit  B  verbinden  und  zu  BD  die  Parallele  CX 
ziehen;  dann  ist  AX  die  verlangte  Strecke.  Die  Auffindung  noch  anderer 
ähnlicher  Constnictionen  darf  dem  Leser  überlassen  bleiben,  doch  mögen  noch 
die  folgenden  als  besonders  bemerkenswerth  angefUhrt  werden:  Man  construire 
ein  gleichschenkeliges  Dreieck  ABC,  dessen  Schenkel  CA,  CB  gleich  a  sind, 
and  dessen  Grundlinie  AB  gleich  b  ist,  beschreibe  mit  einem  Radius  gleich  c 
um  C  einen  Kreisbogen,  der  CB  (oder  deren  Verlängerung)  in  D,  CA  in  E 
schneide,  so  ist  DE  die  verlangte  vierte  Proportionale.  Diese  Auflösung 
empfiehlt  sich  besonders  dann,  wenn  zu  denselben  Strecken  a  und  h  und  ver- 
schiedenen c  mehrere  vierte  Proportionalen  zu  suchen  sind,  da  man  in  jedem 
neuen  Falle  nur  eines  neuen  Kreisbogens  bedarf.  Dieselbe  setzt  übrigens  voraus, 
dass  h  kleiner  als  2  a  sei.  Von  dieser  Beschränkung  frei  ist  die  denselben  Vor- 
theil  bietende  folgende:  Man  construire  ein  gleichschenkeliges  Dreieck  ABC, 
dessen  Schenkel  CA,  CB  gleich  a  sind,  dessen  Basis  aber  beliebig  lang  ist, 
beschreibe  um  C  mit  h  einen  Kreisbogen,  der  AB  oder  deren  Verlängerung  in 
F  schneide,  ziehe  CF,  beschreibe  um  C  mit  c  einen  Kreisbogen,  der  CB  in  D, 
CA  va  E  treffe,  und  ziehe  DE,  so  schneidet  diese  Gerade  oder  deren  Ver- 
längerung von  CF  eine  Strecke  CX  ab,  welche  die  gesuchte  ist. 

Man  kann  sich  auch  anderer  Sätze  als  derjenigen  von  den  parallelen  Trans- 
versalen zur  Lösung  dieser  Aufgabe  bedienen:  Trägt  man  z.  B.  auf  einer  Ge- 
raden die  Strecken  AB=^bj  BC^=c  nach  einander  ab,  beschreibt  durch  die 
Punkte  A  und  C  einen  beliebigen  Kreis,  sowie  um  B  mit  a  einen  Kreisbogen, 
der  den  ersteren  Kreis  in  D  schneide,  und  zieht  durch  D  und  B  die  Sehne, 
so  ist  deren  zweiter  Abschnitt  BX  die  verlangte  Strecke,  wie  unmittelbar  aus 
§  49,  1  hervorgeht  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  zwei  Secanten  eines  Kreises 
benutzen,  die  einander  ausserhalb  des  letzteren  schneiden.  Auch  bei  diesen  Con- 
stnictionen bedarf  man  für  jedes  neue  a  bei  denselben  b  und  c  nur  eines  neuen 
Kreisbogens. 

Die  vorstehende  Aufgabe  möge  noch  dazu  dienen,  den  Begriff  des  graphischen 
Rechnens  zu  erläutern,  da  sie  hierzu  besonders  geeignet  ist.  Dieselbe  ist  das 
geometrische  Seitenstück  zu  der  den  sogenannten  bürgerlichen  Rechnungsarten, 
^ie  Regel-de-tri,  Zinsrechnung  u.  dgl.  zu  Grunde  liegenden  arithmetischen  Auf- 
gabe, zu  drei  gegebenen  Zahlen  a,  b,  c,  die  vierte  Proportionale,  also  eine  Zahl 

X  zu  bestimmen,  so  dass 

a\b=^  c\x 

ist    Wie  man  hiemach  die  vorstehende  Aufgabe  auch  dadurch  praktisch  lösen 

könnte,  dass  man  durch  Messung  der  gegebenen  Strecken  deren  Maasszahlen 

ennittelte,  dann  aus  der  vorstehenden  Gleichung 

b'C 

x=^ 

a 

berechnete  und   endlich  zu  der  durch  die  Ausrechnung  gefundenen  Zahl  durch 

Abmessen    auf   dem   Maassstab   die    entsprechende    Strecke   bestimmte    (wobei 

freilich  die  Ungenauigkeiten  dieses  Maassstabes  sich  mehr  oder  minder  geltend 

machen  würden),  so  kann  man  umgekehrt  die  Zahl  x  durch  Zeichnung  ermitteln. 

Man  hat  also  bei  einer  Rechnungsaufgabe  der  angegebenen  Art  nur  auf  einem 

Maassstab  drei  Strecken  abzumessen,  deren  Maasszahlen  bezüglich  a,  b,  c  sind,' 

zu  diesen  drer  Strecken  nach  einer  der  vorher  angegebenen  oder  einer  anderen 

zu  gleichem  Zweck    dienlichen  Methode   die    vierte  Proportionallinie   zu  con- 

struiren  und  endlich  durch  Messung  der  letzteren  mittelst  desselben  Maasstabes 
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die  gesuchte  Zahl  zu  bestimmen.  Die  so  gefundene  Zahl  würde  allerdings  durch 
die  bei  allem  Zeichnen  und  Messen  unvermeidlichen  Ungenauigkeiten  beemflus52 
sein  und  aus  diesem  Grunde  keinen  Anspruch  auf  vollkommene  Richtigkeit 
machen  können,  und  man  wird  daher  eine  solche  Ermittelung  des  Resultats 
einer  Rechnungsaufgabe  durch  eine  Zeichnung  heutzutage  in  der  Praxis  nicht 
anwenden,  sondern  vielmehr  sich  der  auch  ohnedies  bequemeren  unmtttelbaresa 
Berechnung  bedienen.  Anders  verhielt  es  sich  in  den  Zeiten  des  classischen 
Alterthums,  in  welchem  bei  dem  Mangel  eines  Zahlensystems,  wie  des  jetzt 
gebräuchlichen  zehntheiligen,  die  Ausführung  von  Rechnungen,  welche  nicht 
von  möglichst  einfacher  Art  sind,  die  grössten  Schwierigkeiten  bot  und  also  auch 
die  Lösung  einer  Regel-de-tri-Aufgabe  mit  nicht  ganz  kleinen  Zahlen  als  eine 
besondere  Kunstleistung  gelten  konnte.  Hier  konnten  die  graphischen  Methoden 
bei  der  schon  damals  hohen  Entwicklung  der  Geometrie  als  willkommenes 
Hülfsmittel  zu  *  einer,  wenn  auch  nur  mehr  oder  minder  angenäherten  Bestimmung 
des  Resultats  gelten. 

Die  graphischen  Methoden  bieten  auch  dadurch  ein  Interesse,  dass  sie  auf  eine  sehr  eingebe 
Weise  die  Möglichkeit  sogenannter  Rechenmaschinen  zu  zeigen  gestatten.  So  könnte  maa 
beispielsweise  in  einer  der  obigen  Constructionen  die  einander  in  B  schneidenden  Sehnen  durch 
die  mit  Maasseintheilungen  versehenen  Kanten  zweier  um  einen  gemeinsamen  Punkt  dieser 
Kanten  drehbaren  Lineale  darstellen,  auf  einem  der  letzteren  fUr  jede  einzelne  Regel-de-tri-Aufgabc 
die  Strecken  BA  =  ^,  BC=  c  abmessen,  und  dann  mittelst  eines  durch  A  und  C  gelegten 
Kreisringes  und  der  Strecke  BD  =  a  auf  dem  zweiten,  drehbaren  Lineal  die  Strecke  ßX  ani 
damit  die  gesuchte  Zahl  durch  unmittelbares  Ablesen  finden. 

Es  sei  endlich  noch  erwähnt,  dass  die  obige  Aufgabe  sich  auch  in  der  Form 
stellen  lässt,  die  Strecke  x  in  der  Gleichung 

a*  x^=b '  c 
zu  construiren,  und  dass  dieselbe  dann  mit  Hülfe  der  Lehre  vom  Flächeninhalt 
auch  dahin  gedeutet  werden  kann,  dass  man  die  zweite  Seite  eines  Rechtecks 
finden  solle,  dessen  erste  Seite  gegeben  und  welches  dem  Rechtecke  aus  zwei 
anderen  gegebenen  Strecken  gleich  sei.  Man  wird  jedoch  im  Allgemeinen  die 
frühere  Aufgabe,  ein  gegebenes  Rechteck  in  ein  inhaltsgleiches  Rechteck  mit 
gegebener  Seite  zu  verwandeln,  wie  hiemach  der  Fall  sein  müsste,  nicht  zur 
Lösung  der  obigen  verwenden,  da  sie  weitläufiger  ist  als  nöthig;  dagegen  kann 
man  sich  umgekehrt  der  Construction  der  vierten  Proportionallinie  zur  Aullösung 
der  gedachten  Verwandlungsaufgabe  bedienen. 

2.  Sind  die  zweite  und  die  dritte  der  drei  gegebenen  Strecken  einander 
gleich,  so  entsteht  aus  der  vorstehenden  Aufgabe  die  weitere: 

Zu  zwei  gegebenen  Strecken  die  dritte  Proportionallinie  zu  con- 
struiren, d.  h.  wenn  a,  b  die  gegebenen  Strecken  sind,  eine  dritte  Strecke  x  zxl 

zeichnen,  so  dass 

a\  b^=b\x 

ist.  Die  Auflösung  kann  ganz  in  derselben  Weise  geschehen,  wie  bei  der 
vorigen  Aufgabe,  indem  dort  statt  c  die  Strecke  b  wiederholt  gesetzt  wird.  Man  kann 
aber  auch  die  von  mittleren  geometrischen  Proportionalen  bei  dem  rechtwinkeligen 
Dreieck  handelnden  Sätze  benutzen,  indem  man  ein  solches  Dreieck  so  construirt, 
dass  entweder  die  Höhe  desselben  gleich  b^  und  der  eine  Abschnitt  der  Hypo- 
tenuse gleich  a  oder  eine  Kathete  desselben  gleich  b  und,  je  nachdem  a  grosser 
oder  kleiner  als  b  ist,  entweder  die  ganze  Hypotenuse  oder  die  Projection  jener 
Kathete   auf  die  Hypotenuse  gleich  a  wird.     Bei  der  ersteren  Construction  ist 
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der  andere  Abschnitt  der  Hypotenuse,  bei  der  letzteren  die  Projection  der 
Kathete  auf  die  Hypotenuse  oder  diese  letztere  selbst  die  gesuchte  Strecke.  Da 
man  femer  die  obige  Proportion  in 

^2  =  a  •  o; 
noifonnen  kann,  so  ergiebt  sich   die  Zusammengehörigkeit  dieser  Aufgabe  mit 
der  anderen:  ein  gegebenes  Quadrat  in  ein  Rechteck  zu  verwandeln,  von  welchem 
eine  Seite  der  Länge  nach  gegeben  ist. 

3.  Die  Aufgabe  zu  zwei  gegebenen  Strecken  die  mittlere  geometrische 
Proportionale  zu  construiren, 

d.  h.  wenn  a,  b  die  gegebenen  Strecken  sind,  eine  dritte  Strecke  x  zu  zeichnen, 

so  dass 

a\x^=x\  b 

ist,  lässt  sich  ebenfalls  mittelst  der  so  eben  benutzten  Sätze  vom  rechtwinkeligen 
Dreieck  lösen.  Construirt  man  über  einer  ausyl-5  =  dr  und -5C=^  bestehenden 
Strecke  A  C  als  Durchmesser  den  Halbkreis  und  errichtet  auf  AC  va  B  die  Senk- 
rechte BD^  welche  den  Halbkreis  in  D  treffe,  so  ist  BD  die  verlangte  Strecke, 
denn  zieht  man  AD  und  C2>,  so  ist  der  Winkel  ADC  als  Peripheriewinkel  im 
Halbkreise  ein  rechter  und  somit  die  Höhe  BD  des  rechtwinkeligen  Dreiecks 
ADC  das  geometrische  Mittel  zwischen  den  Abschnitten  AB  und  BC  der  Hy- 
potenuse. In  entsprechender  Weise  kann  man  auf  einer  Strecke  AB^  welche 
gleich  der  grösseren  der  beiden  Strecken  <7,  b  gemacht  ist,  eine  Strecke  AC 
gleich  der  kleineren  abschneiden,  über  AB  als  Durchmesser  den  Halbkreis  und 
saif  AB  in  C  die  Senkrechte  CD  bis  zum  Durchschnitt  mit  dem  Halbkreis 
ziehen;  die  Verbindungslinie  AD  ist  dann  die  gesuchte  Strecke  x.  In  dem 
besonderen  Fall,  dass  a  gleich  b  ist,  wird  die  Ausführung  einer  Construction 
überhaupt  überflüssig,  denn  aus  a  :  x  =  x:a  folgt  ohne  Weiteres  x^  =  a',  also 

Man  kann  femer  die  Sätze  von  den  Kreispotenzen  im  §  49  anwenden. 
Zeichnet  man  wieder  eine  Linie  A  C,  welche  die  Summe  der  Strecken  AB  =  a 
und  BC=  b  ist,  legt  dann  durch  A  und  C  einen  beliebigen  Kreis,  verbindet  den 
Mittelpunkt  Af  des  letzteren  mit  B  und  errichtet  auf  MB  in  B  die  Senkrechte, 
welche  den  Kxeis  in  D  schneide,  so  ist  BD  die  verlangte  Strecke  x,  denn  BD 
ist  die  Hälfte  einer  in  B  halbirten  Sehne  und  daher  BD  -  BD  =^AB  -  BC. 
Macht  man  AC  zum  Durchmesser  des  Kreises,  so  wird  diese  Construction  mit 
der  ersten  der  vorher  angegebenen  identisch.  —  Construirt  man  femer  BC  als 
Differenz  zweier  den  gegebenen  a,  b  bezüglich  gleichen  Strecken  AB,  AC,  legt 
durch  B  und  C  einen  beliebigen  Kreis  imd  zieht  an  diesen  von  A  aus  die  Tan- 
gente, so  ist  letztere  wieder  die  gesuchte  mittlere  Proportionale,  wie  unmittelbar 
aus  dem  betreffenden  Satze  hervorgeht 

Endlich  eigiebt  sich  diurch  die  Umformung  der  obigen  Proportion  in 

x^  =  ab 
unmittelbar  der  Zusammenhang  der  vorstehenden  Aufgabe  mit  der  früheren,  ein 
gegebenes  Rechteck  in  ein  Quadrat  zu  verwandeln. 

4.  Mit  dem  Namen  des  goldenen  Schnitts  (sectio  aurea,  auch  sectio 
divina)  bezeichnet  man  die  Theilung  einer  Strecke  in  der  Art,  dass  der  grössere 
Abschnitt  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  der  ganzen  Strecke 
und  dem  kleineren  Abschnitt  ist.  Bezeichnet  man  also  die  zu  theilende  Strecke 
durch  a,  den  grösseren  Abschnitt  durch  x  und  demgemäss  den  kleineren  Ab- 
schnitt durch  a  —  x,  so  soll 


282 


Planimetije. 


a  :  x=^x:{a  —  x) 


sein. 


Zieht  man  an  einen  Kreis  eine  dem  Durchmesser  an  Länge  gleiche  Tan- 
gente AB   und   durch    den  Endpimkt  B   derselben   und   den  Mittelpunkt  des 

Kreises  die  Secante,  welche  den  Kreis  in  C 
und  D  schneiden  möge,  so  ist  ^Z>  in  C 
nach  dem  goldenen  Schnitt  getheilt,  denn 
es  ist 

BD:AB==:AB:BC, 
und  da  AB=^  CD  ist  nach  der  Construction, 
auch 

BD\CD^CD\  BC.    (1) 
Zieht  man  daher  DA  und  darauf  CX 
parallel  zu  DA  bis  zum  Durchschnitt  X  mit  AB^  so  ist  auch  AB  in  X  nach 
dem  goldenen  Schnitt  getheilt,  denn  es  ist 

AB\  AX  =  BDi  CD  und  AX\BX^CD\  BC, 
mithin  zufolge  der  Gleichung  (1)  auch 

AB\AXr=.AX.BX. 
Hiemach  lässt  sich  leicht  eine  Auflösung  der  Aufgabe  finden,  eine  gegebene 
Strecke  AB  nach  dem  goldenen  Schnitt  zu  theilen. 
Beachtet  man  noch,  dass  aus  der  vorstehenden  Gleichung 

AB\AX^BD\CD 
und  der  anderen  AB \  BC  =  BD :  AB 

unter  Berücksichtigung  von  CD  =  AB  folgt,  dass  AX  =  BC  ist,  so  lässt  sich 
diese  Auflösung  noch  dahin  vereinfachen,  dass  man,  nachdem  auf  der  ni 
theilenden  Strecke  ^^  in  ^  die  Senkrechte  AM  gleich  \  AB  errichtet,  M  mit 
B  verbunden  und  MC  gleich  AM  auf  MB  abgeschnitten  worden,  man  nur  mit 
BC  um  B  den  Kreis  zu  beschreiben  hat  Der  Durchschnittspunkt  Y  des  letz- 
teren mit  AB  theilt  diese  Strecke  in  der  verlangten  Weise,  so  dass  B  Y  der 
grössere  Abschnitt  ist 

§  51.    Aehnlichkeit  der  Polygone. 

1.  Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  5  in  der  Ebene  einer  geradlinigen 
Figur  mit  allen  Eckpunkten  der  letzteren,  theilt  darauf  sammtliche  Verbindungs- 
linien in  einem  und  demselben,  sonst  beliebigen  Verhältniss,  derart  dass  alk 
Theilpunkte  entweder  auf  den  Verbindungsstrecken  selbst  oder  dass  alle  auf 
deren  Verlängerungen   über  die  Eckpunkte  jener  Figur,  oder  endlich  dass  alle 

^  j»  auf  den  Verlängerungen  über  den  Punkt  S 
^^  liegen,  so  bilden  die  Theilpunkte  die  Eck- 
punkte einer  zweiten  Figur  von  ebensoviel 
Seiten  wie  die  erstere.  Es  sei  ABCDE  die 
eine,  ÄBCD*E  die  andere  dieser  Figurea 
also  SA'iA'A^SB'iB'B,  vl  s.  w.,  mithin 
auch 

SA':SA=^SB':SB^SC:SC^'. 
so  folgt  aus  §  36,  (4),  dass  je  zwei  homologe 
Seiten   A'B',   AB,   femer  B'C,   BC  u.  s.  w 
einander  parallel  sind. 

Liegt  hierbei  der  Punkt  S  auf  den  Verlängerungen  der  Verbindungslinien 
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AA\  BF  u.  s.  w.,  so  sind  je  zwei  dieser 
parallelen  Seiten  gleichgerichtet,  liegt  da- 
gegen 5  auf  den  Strecken  AA\  BF  u.  s.  w. 
selbst,  so  sind  je  zwei  homologe  Seiten 
entgegengesetzt  gerichtet 

Hieraus  folgt  weiter  nach  Paragraph  14, 
(6),  dass  je  zwei  homologe  Winkel  der  beiden 
Figuren  einander  gleich  sind.  Femer  ist 
nach  §  36,  (3) 

ÄF.AB  =  SF.SB\ 
BC.BC=^SF\SB, 
also  auch  ÄF  :  AB  =  FC  :  BC, 

Ebenso  ergiebt  sich  FC  \BC^  CD' :  CD  (=  SC  :  SC),  u.  s.  w.,  und  hieraus 
dass  je  zwei  homologe  Seiten  der  beiden  Figuren  zu  einander  in  demselben 
Verhaltniss  stehen. 

Hiemach  kann  jede  dieser  Figuren,  ganz  ebenso  wie  bei  ähnlichen  Dreiecken 
der  Fall  war,  als  eine  Wiederholung  der  anderen  in  verkleinertem  oder  vergrössertem 
Maassstabe  angesehen  werden,  da  jede  Seite  der  einen  aus  der  homologen  Seite  der 
anderen  durch  Verkleinemng  oder  Vergrösserung  in  demselben  Verhaltniss  ent- 
standen gedacht  werden  kann  und  dabei  auch  die  gegenseitige  Lage  je  zweier 
homologen  Seiten,  wie  sie  durch  die  Winkel  bestimmt  wird,  dieselbe  geblieben 
ist  Man  nennt  allgemein  Figuren,  welche  in  dieser  Beziehung  zu  einander 
stehen,  einander  ähnlich,  d.  h.  übereinstimmend  in  der  Gestalt,  und  kann 
nun  das  Resultat  der  obigen  Untersuchung  in  dem  Satze  aussprechen,  dass  je 
zwei  Figuren,  deren  homologe  Eckpunkte  auf  Strahlen  liegen,  die  von  einem 
gemeinschafUichen  Durchschnittspunkte  ausgehen,  falls  zugleich  die  Verbindungs- 
strecken je  zweier  homologer  Eckpunkte  durch  den  gemeinschaftlichen  Durch- 
schnittspunkt sämmtlich  in  demselben  Verhaltniss  getheilt  werden,  einander 
ähnlich  sind. 

2.  Umgekehrt  lassen  sich  jede  zwei  ähnliche  »-Ecke  in  solche  Lage  zu 
einander  gebracht  denken,  dass  je  zwei  homologe  Seiten  derselben  einander 
parallel  sind,  und  in  diesem  Fall  schneiden  die  Verbindungslinien  je  zweier 
homologen  Eckpunkte  einander  in  einem  und  demselben  Punkt  und  werden 
durch  letzteren  im  Verhaltniss  der  homologen  Seiten  der  »-Ecke  getheilt; 
denn  ist 

ABiAF  =  BC\  FC  =  CD :  CD'  u.  s.  w., 
und  ^  ABCr=.  Z  AFC,  Z  BCD=^  Z  FCD'  u.  s.  w., 

▼oiansgesetzt,  so  kann  man  die  Figur  Ä  FCU  .  . .  stets  so  gestellt  denken,  dass 
A^  B  parallel  zu  AB  liegt,  und  wenn  man  durch  A  und  A\  sowie  durch  B  und 
B,  C  \xdA  C  u.  s.  w.  die  Geraden  zieht,  der  Winkel  FBC^ABC—ABF 
and  der  Winkel  BFC  =  ÄFC  —  ÄFB,  also,  da  nach  Voraussetzung  ABC^ 
A'BCf  und  da  femer  ABB'  und  A'B'B  als  correspondirende  oder  Wechsel- 
winkcl  an  parallelen  Geraden  einander  gleich  sind,  auch  BB'C  =  B'BC  sein 
nrass.  Keraus  folgt  aber^  dass  auch  B'C  parallel  zu  ^C  ist.  Daher  ist  femer 
der  Wnkel  BCC  gleich  FCC  und  also  auch  BCD-^BCC^  FCU  -r  FCC 
oder  CCD  =  CCD\  woraus  wieder  folgt,  dass  CD  parallel  zu  CD'  ist.  Indem 
man  in  dieser  Weise  bis  zum  letzten  Seitenpaare  fortschreitet,  findet  man,  dass 
je  zwei  homologe  Seiten  der  beiden  Figuren  einander  parallel  sind.  Es  schneide 
nun  BF  selbst  oder  in  ihrer  Verlängerung  die  durch  A  und  A'  gehende  Gerade 
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in  einem  Punkte  S,  so  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ABS,  ÄFS 
—  welche  durch  die  Gleichheit  der  homologen  Winkel  bewiesen  wird  —  oder 
aus  einem  Satze  über  parallele  Transversalen  des  Dreiecks,  dass 

AS\ÄS  =  AB\ÄB 
ist     Schneidet  femer  die  durch  C  und  C  gehende  Gerade  AA*  in  S\  so  ergiebt 
sich  in  entsprechender  Weise 

AS':A'S'^BC:B'C\ 
und  da  nach  der  Voraussetzung 

BC:BC=^AB:A'B 

ist,  so  muss  auch 

AS'iA'S'^ASiA'S 

sein.  Es  liegen  aber  S  und  5'  entweder  beide  auf  AA'  selbst  oder  beide  auf 
deren  Verlängerung,  und  da  sie  AA'  in  demselben  Verhältniss  theilen,  dies  aber, 
wie  früher  gezeigt,  nicht  durch  verschiedene  Punkte  in  einer  der  eben  erwähnten 
Lagen  geschehen  kann,  so  muss  S'  mit  5  zusammenfallen.  In  gleicher  Weise 
ergiebt  sich,  dass  auch  DD'  die  AA',  und  ebenso,  dass  jede  derartige  Verbin- 
dungslinie diese  letztere  Gerade  in  demselben  Punkte  S  treffen  muss.  Hiermit  ist 
gezeigt,  dass  alle  diese  Verbindungslinien  zweier  homologen  Eckpunkte  einander  in 
demselben  Punkte  schneiden,  und  ausserdem  zeigt  der  vorstehende  Beweis,  dass 
AS :  A'S  ==^  BS :  BS  ==  CS :  CS  ^ . . .  ^  AB :  AB'  u.  s,  w.  ist 

Zwei  ähnliche  Figuren,  welche  in  der  gedachten  Stellung  zu  einander  sind, 
heissen  ähnlich  liegend;  auch  sagt  man,  dass  dieselben  sich  in  perspekti- 
vischer Lage  zu  einander  befinden.  Der  Punkt  S  heisst  dabei  der  Aehnlich- 
keitspunkt  der  beiden  Figuren. 

3.  Bei  der  ähnlichen  Lage  zweier  Figuren  sind  zwei  verschiedene  Fälle  zu 
unterscheiden,  welche  auch  schon  im  Vorstehenden  als  verschiedene  Möglichkei- 
ten Beachtung  gefunden  haben.  Liegt  der  Aehnlichkeitspunkt  5  auf  den  Ver- 
längeningen  sämmtlicher  Verbindungsstrecken  AA',  BB'  u.  &  w.,  so  sind  je  zwei 
parallele  Seiten  der  beiden  Figuren  als  gleichgerichtet,  liegt  er  dagegen  auf  jenen 
Strecken  selbst,  so  sind  je  zwei  parallele  Seiten  als  entgegengesetzt  gerichtet  zu 
betrachten.  Im  ersteren  Falle  sagt  man,  dass  die  beiden  Figuren  direkt  ähnlich, 
im  letzteren,  dass  dieselben  umgekehrt  ähnlich  liegen,  und  man  nennt  ihren 
Aehnlichkeitspunkt  entsprechend  einen  äusseren  oder  inneren. 

Die  vorstehenden  Erklärungen  und  Sätze  gelten  selbstverständlich  für  Drei- 
ecke eben  so  gut  Mie  für  Polygone.  —  Halbirt  ein  innerer  Aehnlichkeitspunkt 
zweier  Figuren  die  Verbindungsstrecken  der  homologen  Eckpunkte,  so  sind  die 
Figuren  congruent  Die  Congruenz  erscheint  somit  als  besonderer  Fall  der  Aehn- 
lichkeit. Die  in  solcher  l4ige  befindlichen  congnienten  Figuren  können  durch 
Drehung  der  einen  um  den  Aehnlichkeitspunkt  zur  Deckung  gebracht  werden. 
7m^\  congruente  Figuren  können  auch  in  solche  Lage  zu  einander  gebracht  wer- 
den, dass  je  zwei  homologe  Seiten  parallel  und  gleichgerichtet  sind.  In  diesem 
Falle  sind  alle  Verbindungsstrecken  je  zweier  homologen  Eckpunkte  einander 
parallel,  und  man  kann  daher  sagen,  dass  der  Aehnlichkettspunkt  der  Figuren 
im  l'nendlichen  liege.  Jene  Verbindungsstiecken  sind  dabei  auch  einander  gleich, 
und  man  kann  die  Figuren  zur  Deckung  bringen,  indem  man  eine  derselben  st> 
verschiebt»  dass  ihre  Seiten  ihren  ursprünglichen  I.agen  parallel  bleiben.  ~  I>ie 
Bei»*et$e  dieser  Saue  können  dem  Leser  überlassen  bleiben.  Aach  ist  von  selb» 
klar,  dass  man  die  vorstehenden  l'ntersuchui^ren  benutzen  kann,  um  zu  gegebenen 
Figuren  ähnliche  und  ähnlich  liegende,  sowie  congnicnte  Figuren  zu  zetchncn. 
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4.  Jede  Gerade,  welche  durch  den  Aehnlichkeitspunkt  zweier  ähnlichen 
Figuren  geht,  heisst  ein  Aehnlichkeitsstrahl  der  letzteren. 

Theilt  man  zwei  homologe  Seiten  zweier  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden 
Figuren  in  demselben  Verhältniss,  so  geht  die  Verbindungsgerade  der  Theil- 
punkte  durch  den  Aehnlichkeitspunkt  und  die  Verbindungsstrecke  wird  durch 
letzteren  im  Verhältniss  der  homologen  Seiten  getheilt.  Der  Beweis  hierfür  kann 
ganz  in  derselben  Weise  geführt  werden,  wie  derjenige  für  den  Durchschnitt  der 
Verbindungslinien  der  homologen  Eckpunkte.  Durch  indirekte  Beweisführung 
lässt  ach  dann  hieraus  folgern,  dass  jeder  Aehnlichkeitsstrahl,  welcher  die  eine 
der  beiden  Figuren  schneidet,  auch  die  andere  schneiden  muss,  und  zwar  auf 
homologen  Seiten,  und  dass  diese  letzteren  durch  die  Durchschnittspunkte  in 
gleichem  Verhältniss  getheilt  werden.  Sind  Ii/TN^  und  MN  die  innerhalb  der 
Figuren  fallenden  Abschnitte  des  betreffenden  Aehnlichkeitsstrahles,  so  folgt  aus 

MS :  MS  =  irs :  NS  =  AB  :  AB, 
dass  auch  {MS  zp  JTS) :  (MS  zp  NS)  =  A'B  :  AB 

ist,   d.  h.  die    innerhalb  der  Figuren   fallenden  Abschnitte    eines  Aehnlichkeits- 
strahles verhalten  sich  zu  einander  wie  zwei  homologe  Seiten. 

Weiden  allgemein  auf  einem  Aehnlichkeitsstrahle  zwei  Punkte  B,B'  so  ange- 
nommen, dass  ihre  Abstände  von  dem  Aehnlichkeitspunkt  S  sich  zu  einander 
verhalten,  wie  zwei  homologe  Seiten,  und  liegen  B  und  B',  falls  die  beiden 
Figuren  direkt  ähnlich  sind,  auf  derselben  Seite,  falls  sie  entgegengesetzt  ähnlich 
sind,  auf  verschiedenen  Seiten  von  S,  so  sollen  die  Punkte  B,B  homologe 
Punkte  der  beiden  ähnlichen  Figuren  heissen.  Für  solche  ergeben  sich  leicht 
folgende  Sätze: 

Der  Abstand  des  Punktes  B  von  jedem  Eckpunkt,  z.  B.  A,  der  zugehörigen 
Figur  verhält  sich  zum  Abstand  des  Punktes  B'  von  dem  homologen  Eckpunkt  A' 
der  anderen  Figur,  wie  zwei  homologe  Seiten,  und  die  Verbindungslinie  BA  ist 
der  Verbindungslinie  B'A'  parallel.  Allgemein  ist  die  Verbindungsstrecke  zweier 
zu  der  einen  Figur  gehörigen  Punkte  der  Verbindungsstrecke  der  homologen 
Punkte  der  anderen  Figur  parallel  und  verhält  sich  zu  ihr,  wie  eine  Seite  der 
crsteren  zur  homologen  Seite  der  letzteren  Figur.  Beide  Verbindungslinien  bil- 
den mit  jedem  Aehnlichkeitsstrahl,  und  ebenso  bilden  je  zwei  solche  homologe 
Linien  beider  Figuren  mit  einander  gleiche  Winkel.  Zieht  man  umgekehrt  von 
jedem  von  zwei  homologen  Punkten  zweier  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden 
Figuren  Sdrecken,  welche  sich  zu  einander  wie  zwei  zugehörige  homologe  Seiten 
verhalten  und  einander  parallel  sind,  und  sind  diese  Strecken  von  jenen  Punkten 
aus  bei  direkt  ähnlicher  Lage  der  Figuren  gleichgerichtet,  bei  entgegengesetzt 
ähnlicher  Lage  entgegengesetzt  gerichtet,  so  liegen  auch  die  Endpunkte  der 
Strecken  auf  einem  Aehnlichkeitsstrahl. 

Insbesondere  sind  daher  auch  je  zwei  homologe  Diagonalen  zweier  solchen 
Figuren  einander  parallel,  verhalten  sich  zu  einander  wie  zwei  homologe  Seiten 
und  bilden  mit  jedem  Aehnlichkeitsstrahl,  sowie  mit  je  zwei  homologen  Seiten 
und  mit  je  zwei  anderen  homologen  Diagonalen  derselben  Figur  gleiche  Winkel. 

5.  Befinden  sich  zwei  ähnliche  Figuren  nicht  in  ähnlicher  Lage,  so  gehört 
gieichwol  zu  jedem  Punkte  und  zu  jeder  Linie,  welche  man  zu  der  einen  Figur 
annimmt,  ein  homologer  Punkt,  bezw.  eine  homologe  Linie  der  anderen  Figur, 
da  man  sich  stets  beide  Figuren  in  ähnliche  Lage  und  nach  Bestimmung  der 
homologen  Gebilde  in  die  ursprüngliche  zurückgebracht  denken  kann.     Da  sich 
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bei  letzterer  Bewegung  die  Lage  der  homologen  Gebilde  in  einer  und  derselben 
Figur  zu  einander  nicht  ändert,  so  erhält  man  die  homologen  Punkte  P^  P  auch 
unmittelbar  bei  der  nicht  parallelen  Lage,  wenn  man  P  so  bestimmt,  dass  seine 
Verbindungslinien  mit  den  Eckpunkten  der  zugehörigen  Figur  sich  zu  den  Ver- 
bindungslinien von  P  mit  den  homologen  Eckpunkten  wie  zwei  homologe  Seiten 
verhalten,  oder  dass  die  entsprechenden  dieser  Verbindungslinien  mit  den  homo- 
logen Seiten  der  Figuren  gleiche  Winkel  bilden.  Ueberhaupt  bleiben  von  den 
vorstehend  entwickelten  Sätzen  alle  diejenigen  bestehen,  welche  von  den  Längen 
homologer  Linien  und  der  Lage  je  zweier  in  derselben  Figur  gegeneinander,  also 
ohne  Beziehung  auf  den  Aehnlichkeitspunkt  handeln. 

Als  besondere  Fälle  oder  Folgerungen  (welche  selbstverständlich  auch  unmittel- 
bar, also  ohne  Hinzunahme  der  Theorie  der  Aehnlichkeitspunkte  bewiesen  werden 
können)  verdienen  noch  die  folgenden  hervorgehoben  zu  werden: 

Theilt  man  jedes  von  zwei  ähnlichen  Polygonen  durch  die  von 
zwei  homologen  Eckpunkten  ausgehenden  Diagonalen  in  Dreiecke, 
so  sind  je  zwei  gleichliegende  von  diesen  Dreiecken  einander  ähn- 
lich.   (1) 

Lassen  sich  umgekehrt  zwei  Polygone  durch  Diagonalen  in  gleich- 
viele  Dreiecke  zerlegen,  welche  paarweise  einander  ähnlich  sind, 
und  liegen  dabei  auch  je  zwei  ähnliche  Dreiecke  in  gleicher  Weise 
zu  den  übrigen  desselben  Polygons  (liegen  dieselben  also  in  gleicher  Reihen- 
folge mit  je  zwei  homologen  Seiten,  bezw.  homologen  Eckpunkten  aneinander, 
so  sind  die  Polygone  ähnlich.    (2) 

Alle  regelmässigen  Figuren  von  gleicher  Seitenzahl  sind  einander 
ähnlich  (3).  Dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  in  Folge  der  Gleichheit  der 
Seiten  jeder  einzelnen  Figur  auch  jede  Seite  der  einen  zu  jeder  Seite  der  anderen 
in  demselben  Verhältniss  steht,  und  dass  alle  Winkel  beider  Figuren  einander 

gleich   sind,    da   die  Grösse  jedes  Winkels   eines  regelmässigen  n-Ecks  gleich 

In  —  4 

Rechten,  also  unveränderlich  bestimmt  ist.    Aus  den  vorstehenden  Unter- 

n 

suchungen  ergiebt  sich  femer: 

Die  Mittelpunkte  je  zweier  regelmässigen  »-Ecke  sind  homologe  Punkte  der- 
selben. Die  grossen  Radien  zweier  regelmässigen  »-Ecke  verhalten  sich  zu  ein- 
ander wie  die  kleinen  Radien  und  wie  zwei  Seiten.  Die  Bestimmungsdreiecke 
regelmässiger  Figuren  von  gleicher  Seitenzahl  sind  einander  ähnlich. 

§  52.     Die  Umfange  und  die  Flächeninhalte  ähnlicher  Figuren. 

L  Die  Umfange  ähnlicher  Figuren  verhalten  sich  wie  die  homu- 
logen  Seiten  derselben  (1),  deim  sind  ABCD  . .  .  und  abcd ,  .  .  zwei  ähnliche 
Figuren,  so  ergiebt  sich  aus 

AB:  BC\  CDx  , . .  ^=:ad:dc:cä:  . , , 
^  nach    Arithm.    Anhang    3    ohne 

Weiteres 
^'  AB-^BC-hC£>'h...;a^-hh 

\  -hcd-^  .  ,  .^  AB\ab. 

Um  auch  die  Verhältnisse  der 

Flächeninhalte  ähnlicher  Figuren 

zu    bestinunen,     seien     zunächst 

£  ABC  und  A!BC  zwei  Dreiecke. 

welche    in    einem   Winkel   über- 


/ 
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anstimmen.    Ist  also  /L  A=^  ^  Ä  und  ßlllt  man  die  Höhen  CD,  CD\  so  stimmen 

die  Dreiecke  ACD^  ÄCH  ausser  in  jenen  Winkeln  auch  in  den  rechten  bei  D 

und  ly  überein,  sind  also  einander  ähnlich,  und  es  ist  also 

CD\CD'^AC\ÄC\ 

ts^ABC  _  AB  'CD  _  AB_     CD 
Da  nun    ^  ^,^^,  -  ^,^    ^,^,  -  ^,^,  .  ^,^, 

^  ,  CD  A  C 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  hier  für  7^7^  das  gleiche  Verhältniss  -^tt^  einsetzt, 

t^ABC        AB    AC 

ts^ÄBC  ~'  AB  'ÄC 
d.  h.  die  Flächen  von  Dreiecken,  welche  in  einem  Winkel  überein- 
stimmen,   verhalten   sich   wie    die  Produkte    der   diesen  Winkel    ein- 
schliessenden  Seiten.    (2) 

Stimmen  die  Dreiecke  ABC,  ABC  noch  in  einem  zweiten  Winkel  überein, 

A  C 
sind  dieselben  also  ähnlich,  so  kann  man  noch  das  Verhältniss  -jr-pi  durch  das 

gleiche -jr«?  ersetzen  und  erhält 

A^^c:       AB^ 

ts^ÄBC  ^  ÄB^' 
d.  k  die  Flächen  ähnlicher  Dreiecke  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  homologer 
Seiten. 

Han  kann  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  fUr  ganze  Verhältnisszahlen  der  Seiten  leicht  durch 
Theiloog  des  gr<}sseren  von  zwei  ähnlichen  Dreiecken  in  dem  kleineren  congruente  veranschau- 
Bchen.  Halbirt  man  alle  Seiten  eines  Dreiecks  und'  verbindet  je  zwei  Halbirungspunkte  mit 
etsander,  so  lässt  sich  durch  die  entstehende  Figur  leicht  zeigen,  dass  durch  Verdoppelung  der 
Seiten  eines  Dreiecks  der  Inhalt  desselben  vervierfacht  wird;  ähnlich  kann  man  ein  Dreieck, 
dessen  Seiten  dreimal  so  gross  sind  als  die  homologen  Seiten  eines  anderen,  in  neun  dem 
letzteren  congruente  Dreiecke  theilen,  u.  s.  w. 

2.  Sind  nun  allgemein  ABCD . . .  und  AB  CD' . . .  zwei  ähnliche  «-Ecke,  und 
theilt  man  dieselben  durch  Diagonalen,  welche  von  homologen  Eckpunkten  A,  A\ 
ausgehen,  in  Dreiecke,  so  ist,  da  letztere  paarweise  einander  ähnlich  sein  müssen, 

A  ABC :  A  ABC  =  AB^  :  AB^, 
^ACDiA  A'CD'  =  DC^\  UC^  =  AB^  :  AB*, 
denn  aus  der  durch  die  Aehnlichkeit  der  if-Ecke  bedingten  Proportion 

DCiD'C  =^AB:AB 
folgt  durch  Quadriren  beider  Seiten 

DC^ :  D'C*  =  AB*  :  AB*. 
In  derselben  Weise  fortschreitend  erhält  man 

A  ADE :  A  AD'E  =  DE* :  D*E*  =  AB*  :  AB*, 
Q.  s.  w.    Also  ist 

A  ABC:  ABC  =^ACD\  ACD'  =  ADE :  AUE*  =  .  .  .  =  AB*  :  AB*, 
und  mithin  nach  Arithm.  Anhang  3  auch 

b.ABC^  ACD  -f-  ADE-^,, . :  ABC'\-ACDWAD'E  4-  . . .  =  AB*  \AB*, 
d.  L  ABCDE .  .  .  :  ABCD'E  .  .  .  =  AB*  :  AB*, 

dl  h.  die  Flächeninhalte  ähnlicher  geradliniger  Figuren  verhalten  sich 
ZQ  einander  wie  die  Quadrate  ihrer  homologen  Seiten  (3),  oder  noch 
angemeiner,  wie  die  Quadrate  irgend  welcher  homologer  Strecken  derselben. 

Insbesondere  verhalten  sich  also  auch  die  Flächeninhalte  regelmässiger 
Figuren  von  gleicher  Seitenzahl  wie  die  Quadrate  ihrer  grossen,  und  wie  die 
Quadrate  ihrer  kleinen  Radien. 
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Kapitel  5. 

Von  dem  Messen  und  Theilen  der  Kreislinien, 
Winkelmessiing.    Berechnung  des  Umfangs  und  des  Inhalts  von  Kreisea 

§  53.    Vom  Messen  der  Winkel. 

1.  Ueber  das  Messen  von  Winkeln  wurde  aus  praktischen  Gründen  bereits 
in  der  Einleitung,  Seite  173,  angegeben,  dass  dasselbe  mittelst  des  rechten  Winkels 
und  seiner  Unterabtheilungen  zu  geschehen  pflege.  Während  die  Bestimmung 
der  Maasse  fiir  Strecken  und  in  Folge  dessen  auch  derjenigen  für  Flächen  der 
Willkür  anheimgegeben  erscheint  und  daher  dieselben  für  den  Gebrauch  des 
praktischen  Lebens  durch  gesetzliche  Anordnungen  (Meter,  Centimeter  u.  dgl), 
jedoch  in  verschiedenen  Ländern  in  verschiedener  Weise  festgesetzt  wurden, 
existirt  für  die  Winkel  ein  in  der  Natur  derselben  begründetes,  also  ein  Natur 
maass,  welches  daher  auch  überall  in  gleicher  Weise  gebraucht  wird.  Nur  über 
die  Bestimmung  der  als  kleinere  Maasse  dienenden  aliquoten  Theile  dieses  natür- 
lichen Maasses,  des  rechten  Winkels,  können  Verschiedenheiten  bestehen,  doch 
ist  die  Eintheilung  desselben  in  60  Minuten  zu  je  60  Secunden  bis  jetzt  die  fast 
allgemein  gebräuchliche  geblieben. 

Die  wirkliche  Ausführung  des  Messens  von  Winkeln  mittelst  dieser  Maasse 
wurde  jedoch  bisher  nicht  gelehrt,  vielmehr  die  Resultate  vorgenommener 
Messungen,  wo  solche  behufs  der  beispielsweisen  Erläuterung  vorgetragener 
Lehren  benutzt  wurden,  als  gegeben  vorausgesetzt  Selbst  die  Gewinnung  jener 
Maasseinheiten  wurde  durch  das  bisherige  noch  nicht  vollständig  ermöglicht, 
denn  es  ist  zwar  die  Construction  eines  rechten  Winkels  und  der  durch  wieder- 
holtes Halbiren  desselben  entstehenden  Theile,  sowie  auch  für  den  rechten 
Winkel  insbesondere  die  Theilung  in  drei  gleiche  Theile  gelehrt  worden,  allein 
man  erhält  auf  diesem  Wege  nur  Winkel  von  90°,  60°,  45°,  30°,  15°  und  solche, 
welche  Vielfache  dieser  Winkel  oder  Bruchtheile  von  Geraden  enthaltende  Hälften, 
Viertel  u.  s.  w.  derselben  sind.  Die  Construction  beispielsweise  eines  Winkels 
von  einem  Grad  ist  hiemach  noch  nicht  möglich  gewesen. 

2.  Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  ein  als  Maasseinheit  anderer  Winkel 
dienender  Winkel  gegeben  sei,  so  ist  die  Ausführung  des  Messens  der  letzteren 
durch  unmittelbares  wiederholtes  Abtragen  des  Maasses  —  ähnlich  wie  dies  bei 
dem  Messen  von  Flächen  der  Fall  war  —  nicht  bequem.  Man  pflegt  desshalb 
die  Winkelmessung  auf  andere  Weise  auszuführen,  welche  zunächst  erläutert 
werden  soll. 

Beschreibt  man  um  den  Scheitel  C  eines  Winkels  mit  beliebigem  Radius 
einen  Kreis,  sodass  also  jener  Winkel  ein  Centriwinkel  dieses  Kreises  wird,  so 
gehört  zu  dem  Centriwinkel  ein  zwischen  seinen  Schenkeln  liegender  Krebbogen, 
dessen  Grösse  von  der  des  ersteren  abhängig  sein  muss.  Bereits  in  §  27  y^J 
wurde  der  Satz  bewiesen,  dass  zu  gleichen  Centriwinkeln  desselben  Kreises  oder 
gleicher  Kreise  auch  gleiche  Bogen  gehören.  Dieser  Sau  liefert  das  Mittel,  auch 
ungleiche  Centriwinkel  mittelst  ihrer  Bogen  zu  vergleichen,  denn  denkt  man  sich 
zwei  beliebige  Centriwinkel  eines  Kreises  durch  ein  gemeinschaftliches  Maass  in 
gleiche  Theile  getheilt,  deren  Aruahlen  bezüglich  durch  m  und  n  bezeichnet 
werden  mögen,  so  müssen  zufolge  des  genaimten  Satzes  auch  die  zu  jenen  Centri- 
winkeln gehörigen  Bogen  in  bezüglich  m  und  n  einander  gleiche  kleinere  Kreti- 
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bogen,  also  durch  ein  gemeinschaftliches  Maass  getheilt  sein.  Somit  ist  das 
Verhaltniss  der  Längen  der  beiden  ganzen  Kreisbogen,  d.  i.  das  Verhältniss 
«1:11  ihrer  Maasszahlen  gleich  dem  Verhältniss  der  zu  ihnen  gehörigen  Centn- 
Winkel.  Auch  wenn  letztere  kein  gemeinschaftliches  Maass  haben,  gelangt  man 
durch  ein  entsprechendes  Verfahren  wie  früher  in  analogen  Fällen  dahin,  dass 
das  Verhältniss  der  Kreisbogen  ebenso  wie  das  der  Centriwinkel  sich  zwischen 
für  beide  Verhältnisse  übereinstimmende  Grenzen  bringen  lässt,  die  man  einander 
so  weit  genähert  denken  kann,  dass  ihr  Unterschied  kleiner  ist  als  jede  angeb- 
bare kleine  Zahl.  Man  ist  daher  auch  hier  berechtigt,  die  Werthe  der  beiden 
Verhältnisse  als  einander  gleiche  Irrationalzahlen  zu  betrachten.  Somit  gilt  all- 
gemein der  Satz: 
Centriwinkel  desselben  Kreises  oder  gleicher  Kreise  verhalten 
sich  zu  einander  wie  die  zugehörigen  Kreisbogen.     (1) 

3.  Hieraus  folgt,  dass  das  Verhältniss  zweier  Kreisbogen  sich  nicht  ändert, 
wenn  auch  der  Radius  des  Kreises  grösser  oder  kleiner  wird,  falls  nur  die  zuge- 
hörigen Centriwinkel  dieselben  Grössen  behalten.  Das  Verhältniss  zweier  Centri- 
winkel kann  also  stets  durch  dasjenige  der  zugehörigen  Bogen  ersetzt  werden 
und  umgekehrt  und  ist  dabei  unabhängig  von  der  Länge  des  Radius,  welche  nur 
die  absoluten  Längen  der  beiden  Kreisbogen,  dagegen  nicht  das  Verhältniss  der- 
selben zu  einander  beeinflussen  kann. 

Da  nun  die  Maasszahl  einer  Grösse  nichts  anderes  ist,  als  der  Werth  des 
Verhältnisses  derselben  zu  einer  als  Maass  dienenden  gleichartigen  Grösse,  so 
können  die  Messungen  von  Winkeln  durch  diejenigen  von  Kreisbogen  ausgeführt 
werden  und  umgekehrt.  Als  Maass  für  eine  derartige  Messung  ist  bei  den  Kreis- 
bogen der  zum  rechten  Centriwinkel  gehörige  Bogen  desselben  Kreises,  welcher 
den  Namen  Quadrant  erhalten  hat,  bezw.  die  durch  Theilung  desselben  in 
IK)  gleiche  Theile  u.  s.  w.  entstehenden  kleineren  Bogen  zu  wählen.  Die  ganze 
Kreislinie  wird  hiemach  in  360  gleiche  Theile  getheilt  gedacht  Jeder  solche 
Theil  erhält  auch  hier  den  Namen  Grad,  insbesondere  Bogengrad  zum  Unter- 
schied von  Winkelgrad,  und  kann  entsprechend  wie  dieser  in  60  Bogenminuten 
und  60  •  60  Bogensecunden  getheilt  gedacht  werden. 

Die  so  gewonnenen  Maasse  für  Kreisbogen  sind  für  verschiedene  KLreise 
verschieden.  Jeder  KLreisbogen  wird  hiemach  durch  einen  anderen  Bogen  des- 
selben oder  eines  gleichen  Kreises  gemessen;  für  jeden  verschiedenen  Radius  ist 
daher  die  Maasseinheit  der  Bogen  besonders  zu  bestimmen,  und  es  können  auf 
diese  Weise  nicht  Kreisbögen  verschiedener  Radien  mit  einander  verglichen 
werdeiL  Die  so  gewonnenen  Maasszahlen  von  Kreisbogen  geben,  mit  anderen 
Worten  gesagt,  nicht  die  absoluten  Längen  derselben  (z.  B.  in  Beziehung  auf  das 
auch  für  Strecken  dienende  Maass),  sondern  nur  die  Verhältnisse  derselben  zur 
Länge  eines  bestimmten  Bogens  desselben  Kreises  an. 

Die  Gleichmässigkeit  in  der  vorstehend  angegebenen  Theilung  des  Kreises 
und  derjenigen  der  Winkel  führt,  da  jeder  Centriwinkel  sich  zum  Winkelgrad, 
wie  der  zugehörige  Bogen  zum  Bogengrad  verhalten  muss,  zu  dem  Satze: 
Jeder  Bogen  eines  Kreises  hat  dieselbe  Maasszahl  in  Bogenmaass, 

wie  sein  Centriwinkel  in  Winkelmaass,  (2) 
und  es  kann  somit  die  Zahl  der  Winkel-Grade,  -Minuten  und  -Secunden  eines 
jeden  Winkels  ohne  Weiteres  durch  die  der  Bogen-Grade  u.  s.  w.  eines  zuge- 
hörigen Kreisbogens  ersetzt  werden,  und  umgekehrt. 

Daher  bedient   man    sich   in    der  Praxis   zum  Messen   und  Auftragen  von 
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Winkeln  stets  eines  entsprechend  getheilten  Kreises  (von  beliebigem  Radius), 
dessen  Mittelpunkt  auf  den  Scheitel  des  Winkels  gelegt  wird.  Die  nähere  Er- 
örterung der  betreffenden  Instrumente,  wie  des  Transporteurs,  des  Theodolits  u.  dgl, 
findet  man  in  den  betreffenden  Schriften  über  praktische  Geometrie.  Die  Ein- 
richtung und  der  Gebrauch  des  zum  Zeichnen  benutzten,  den  gewöhnlichen 
Reisszeugen  beigegebenen  Transporteurs,  eines  getheilten  Halbkreises,  dürfte 
übrigens  durch  das  oben  Gesagte  unmittelbar  verständlich  sein. 

§  54.    Vom  Theilen  der  Kreisbogen. 

1.  Die  Aufgabe  der  Theilung  und  Messung  von  Winkeln  ist  hiemach  zunächst 
zurückgeführt  auf  diejenige  der  Theilung  von  Kreisbogen,  und  ebenso  kann 
man  umgekehrt  diese,  sofern  die  Theilung  der  Winkel  zuerst  gezeigt  worden, 
auf  letztere  zurückführen. 

Die  Theilung  von  Kreisbogen  auf  elementar-geometrischem  Wege  unterliegt 
daher  denselben  Schwierigkeiten,  wie  diejenige  von  Winkeln.  Eine  allgemeine 
Auflösung  der  Aufgabe  kann  auch  hier  nur  für  die  Theilung  in  zwei  und  die 
durch  wiederholtes  Halbiren  aus  diesen  erhaltenen,  also  in  2»  gleiche  Thcilc 
gegeben  werden,  und  schon  die  allgemeine  Theilung  eines  Kreisbogens  in  drei 
gleiche  Theile  ist,  ebenso  wie  die  Trisection  des  Winkels,  mittelst  alleiniger 
Anwendung  von  Zirkel  und  Lineal  nicht  ausführbar.  Zur  Halbirung  eines 
Kreisbogens  hat  man  nur  nöthig,  um  jeden  seiner  Endpunkte  mit  demselben 
beliebigen  Radius  und  auf  derselben  Seite  des  Bogens  je  einen  weiteren  Kreis- 
bogen zu  beschreiben  und  den  Durchschnittspunkt  der  letzteren  mit  dem  Nfittel 
punkt  des  gegebenen  Kreises  oder  auch,  z.  B.  wenn  der  Mittelpunkt  nicht  con- 
stniirt  ist,  mit  dem  ebenso  bestimmten  zweiten  Durchschnittspunkt  der  beiden 
Hülfsbogen  zu  verbinden,  denn  diese  Linie  halbirt  nach  §  33,  (4)  den  zuge- 
hörigen Centriwinkel. 

2.  Anders  als  mit  der  Theilung  beliebiger  Kreisbogen  verhält  es  sich  mit 
dem  besonders  wichtigen  Fall,  dass  die  ganze  Kreislinie  in  eine  vorgeschriebene 
Anzahl  gleicher  Theile  getheilt  werden  soll:  in  demselben  sind  auch  noch  ander- 
weite Theilungen  möglich,  ebenso  wie  beispielsweise  die  Trisection  des  Winkels 
in  dem  besonderen  Fall,  dass  letzterer  ein  rechter  ist.  Um  den  ganzen  Kreis 
in  n  gleiche  Theile  theilen  zu  können,  ist  es  erforderlich  und  hinreichend,  zu 

QgQO 

zeigen,    wie    sich  ein  Winkel  construiren  lässt,  dessen  Grösse ^beträgt,  denn 

H  solche  Centriwinkel  würden  aneinander  gelegt  zusammen  360^,  und  der  zu 
einem  solchen  gehörige  Bogen  würde  also  den  nten  Theil  des  Kreises  betragen. 
Ein  solcher  Winkel  lässt  sich  nun  zwar  innerhalb  der  Grenzen  der  Elementar- 
Geometrie  nicht  für  jeden  Werth  von  n,  aber  doch  für  einige  einzelne  Werthe, 
und  zwar  gerade  für  die  in  der  Praxis  am  häufigsten  vorkommenden  construiren. 

Kür  M  »  2,  d.  h.  für  die  Theilung  des  ganzen  Kreises  in  zwei  gleiche  Theile, 
hat  man  nur  einen  Durchmesser,  für  m  =  4  zwei  zu  einander  senkrechte  Durch- 
messer desselben  zu  ziehen. 

Für  M  ^  G  trage  man  eine  Sehne  gleich  dem  Radius  sechsmal  nach  einander 
in  den  Kreis  ein.  Verbindet  man  nämlich  die  Endpunkte  einer  solchen  Sehne 
mit  dem  Mittelpunkt,  so  entsteht  ein  gleichseitiges  Dreieck,  mithin  beträgt  der 
n\  ihr  gehörige  Centriwinkel  (UV\  d.  i.  den  sechsten  Theil  von  ^G(f. 

Vi\r  n  •-^  10  theile  man  einen  Radius  nach  dem  goldenen  Schnitt  und  trage 
den   gn^NHcren  Abschnitt   zehnmal  nach  einander  als  Sehne  in  den  Krcb  ein 
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Soll  nämlich  der  Bogen  AB  der  zehnte  Theil  des  Kreises,  also  der  zugehörige 

Centriwinkel  ACB  gleich  36°  sein,   so  erhält  man  durch  Ziehen  der  Sehne  AB 

ein  gleichschenkeliges  Dreieck,  in  welchem  jeder  der  Winkel  an  der  Grundlinie 

AB  gleich   \  (180°  —  36°)  =  72°,    also   doppelt  so  gross 

als  der  Winkel  an  der  Spitze  ist.     Halbirt  man  also  den 

Wnkel  CAB^  so  ist,  wenn  D  den  Durchschnittspunkt  der 

Halbinmgsiinie  mit  CB  bezeichnet, 

Z  CAD  =  Z  ACD,  also  AD  =  CD, 

Ebenso  ist  Z  2>^^=  C^i:>=  36°,  und  da  Z  CBA 

=  72°  ist,  auch  Z  ADB  gleich  72°,  mithin  AD  =  AB, 

Daher  ist  schliesslich  auch  AB  ^=^  CD,    Die  Halbirungslinie 

AD  muss  aber  die  gegenüberliegende  Seite  im  Verhältniss 

der  anliegenden  theilen,  es  ist  also 

AC\AB=CD\DB, 

und  mithin  auch  CB  :  CD  =  CD  :  DBy 

d.  h.  CB  ist  in  D  nach  dem  goldenen  Schnitt  getheilt,  und  AB  ist  dem  grossem 

Abschnitt  CD  gleich.  —  Auch  umgekehrt  ergiebt  sich,  wenn  CB  :  CD  =  CD  :  DB 

und  AB^=^  CD  vorausgesetzt  und  AD  gezogen  wird,  dass  auch 

AC\AB^AB\DB 

sein  muss.     Da   hiemach  die  Dreiecke  ACB  und  BAD  in  einem  Seitenver- 

hältmss  übereinstimmen,  und  da  sie  ausserdem  den  eingeschlossenen  Winkel  B 

gemeinsam  haben,   so  sind  diese  Dreiecke  ähnlich.     Deshalb  muss  auch  BAD 

gleichschenkelig,  also  AB r=  AD^:^  CD,  und  daher  Z  DCA^=^  ^  CAD  sein. 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  halber  den  Winkel  DCA  durch  a,  so  ist  auch  jeder 

der  Winkel  DAB,    2>^C  gleich  a,    mithin   C^^  =  2a,    also   CBA   ebenfalls 

gleich   2^a,   und   die  Summe   der  Winkel   des  Dreiecks  ACB  gleich  5a.    Aus 

Ott  =  180°  folgt  a  =  36°,  was  zu  beweisen  war. 

360° 
Für  if  =  15  hat  man  Centriwinkel  von  -rr-  =  24°  zu  constmiren.    Da  nun 

lo 

24  =  60  —  36  ist,  so  hat  man  zu  diesem  Zweck  nur  die  Differenz  eines  Sechs- 
tels und  eines  Zehntels  der  Peripherie  zu  zeichnen. 

3.  Aus  den  vorstehend  angegebenen  Theilungen  des  Kreises  ergeben  sich 
andere  einerseits  durch  Zusammenfassen  mehrerer  gleicher  Theile  in  einen, 
andererseits  durch  wiederholtes  Halbiren  der  bereits  vorhandenen  Theile.  Durch 
paarweises  Zusammenfassen  aneinder  liegender  Theile  erhält  man  aus  der  Theilung 
in  sechs  diejenige  in  drei,  und  aus  der  Theilung  in  zehn  diejenige  in  fünf  gleiche 
Theile.  Durch  Halbiren  sämmtlicher  Theile  ergiebt  sich  aus  der  Theilung  in 
vier  gleiche  Theile  die  in  acht,  dann  aus  dieser  die  in  sechzehn  gleiche  Theile, 
u.  s.  w.  In  gleicher  Weise  gelangt  man  von  «  =  6  auf  «  =  12,  24  u.  s.  w., 
von  «==10  auf  «  =  20,  40  u.  s.  w.  und  von  «=15  auf  «  =  30,  60  u.  s.  w. 
Allgemein  ist  man  also  mit  Hülfe  der  obigen  Theilungen  im  Stande,  einen  jeden 
ganzen  Kreis  in  2  •  2« ,  3  •  2« ,  5  •  2«  und  15  •  2*  gleiche  Theile  (für  jeden  ganzen 
Wertb  von  «,  einschliesslich  der  Null)  zu  theilen. 

Auf  diese  Theilungen  des  Kreises  beschränkte  sich  die  Geometrie  der 
Alten.  Erst  C.  F.  Gauss  zeigte  in  seinen  disquisUiones  arithtneticae  1796,  dass 
ausserdem  die  Theilung  in  alle  diejenigen  Anzahlen  auf  elementarem  Wege 
möglich  sei,  welche  in  der  Formel  2**  -f-  1  enthalten  sind,  wenn  dieselbe  zugleich 
eine  Primzahl  angiebt,  also  für  17,  257  u.  s.  w.  Derselbe  erweiterte  also  die 
obigen  vier  Reihen   von  Theilungen   der   alten  Geometer   um   eine   unendlich 

19* 
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grosse  Anzahl  solcher  Reihen,  die  allerdings  nur  theoretisches  Interesse  haben, 
und  deren  nähere  Behandlung  zu  weit  führt,  um  hier  angegeben  werden  zu 
können.  Alle  sonst  noch  übrigen  Theilungen  des  Kreises,  also  beispielsweise 
schon  diejenige  in  sieben  gleiche  Theile,  sind  in  den  Elementen  nicht  möglich. 

Es  ist  nach  dem  Vorstehenden  auch  möglich,  ausser  Winkeln  von  90®,  60^, 
45°,  30°  solche  von  36°,  18°,  15°,  18°  --  15°  =  3°  und  alle  noch  übrigen  Viel- 
fachen von  3°  durch  genaue  Construction  zu  erhalten,  dagegen  ist  eine  solche 
Construction  nicht  für  jede  beliebige  Maasszahl  eines  Winkels  möglich.  Auch 
die  Theilung  der  Winkelmessinstrumente  in  die  einzelnen  Grade  imd  deren 
Unterabtheilungen  kann  nicht  mittelst  geometrischer  Construction  durchgeführt 
werden;  sie  erfolgt  in  der  Praxis  auf  mechanischem  Wege  durch  eine  sogenannte 
Theilmaschine.  Auch  mit  dem  Zirkel  kann  man  durch  mechanisches  Probiren 
einen  Kreis  in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Theile  mit  mehr  oder  minder 
annähernder  Genauigkeit  theilen,  und  insofern  diese  Genauigkeit  nicht  geringer 
ist,  als  diejenige,  welche  auch  bei  mathematisch  strenger  Construction  in  der 
praktischen  Ausführung  wegen  der  unvermeidlichen  Fehler  der  Instrumente,  der 
Dicke  der  die  Linien  darstellenden  Striche  u.  dgl.  m.  nur  zu  erreichen  ist,  kann 
jenes  mechanische  Verfahren  die  mathematische  Construction  in  der  Praxis 
völlig  ersetzen. 

§  55.     Construction  regelmässiger  Polygone. 

1.  Die  Theilung  der  ganzen  Peripherie  in  if  gleiche  Theile  führt  zunächst 
auf  die  Construction  regelmässiger,  einem  Kreise  ein-  oder  um- 
beschriebener Polygone.  Ist  nämlich  die  Peripherie  in  n  gleiche  Theile  ge- 
theilt  und  verbindet  man  je  zwei  benachbarte  Theilpunkte  mit  einander,  so  ent- 
steht  ein  einbeschriebenes  Polygon,  dessen  Seiten  Sehnen  gleicher  Bogen,  also 
einander  gleich  sind.  Da  ausserdem  die  Winkel  dieses  Polygons  Peripherie- 
Winkel  auf  gleichen  Bogen,  nämlich  auf  je  einem  aus  n  —  2  jener  gleichen  Theile 
bestehenden,  sind,  so  ist  das  Polygon  auch  gleichwinkelig,  also  regelmässig.  Es 
sei  femer  durch  jeden  von  n  solchen  Theilpunkten  die  Tangente  an  den  Kreis 
gezogen  und  so  ein  umbeschriebenes  n-Eck  construirt  Aus  der  Gleichheit  der 
Bogen  AB,   BC  u.   s,  w.    folgt   dann  die  Gleichheit   der  Centriwinkel  AHB, 

BMC  u.  s.  w.    Da  nun  jedes  der  Vierecke  AFBM, 
A       f  BQCM,  .  .  .  durch   die   entsprechende   Diagonale 
>A  MP,  MQ,  ...  in  zwei  congniente  Dreiecke  zer- 
'    A  J         legt   wird,    so   sind   auch   die   sämmtlichen   Winkel 
^\          AMP,   PMB,  BMQ  u.  s.  w.  als  Hälften  gleicher 
L\<1    Winkel  von  gleicher  Grösse.    Nun  ergiebt  sich  leicht 

V\\.,^  auch  die  Congruenz  je  zweier  mit  einer  Kathete  an- 

\      /  C        einander  liegender  Dreiecke,  wie  PMB  und  BMQ, 
I       \/  und  damit  schliesslich  dass  alle  Seiten  des  Polygons 

PQ  ,  .  .  und  ebenso  alle  Winkel  desselben  aus  gleich- 
vielen  (nämlich  je  zwei)  gleichen  Stücken  bestehen. 

Hiernach  ist  man  in  den  Stand  geseut,  sowol  in  als  um  jeden  gegebenen 
Kreis  jcilcs  regelmässige  Polygon  in  beschreiben,  dessen  Seitenzahl  in  einer  der 
Kom^cln  a  .  :i-,  8  •  «-,  5  •  :}•»  16  •  2*  emhahen  ist,  oder  die  Seite  eines  solchen  rcgel- 
wuisMjjcn  IVilxgons  tu  c\%nstn«rcn»  wenn  der  Radius  des  ihm  umbeschriebenen 
sowie  wenn  der  K.^dtus  des  ihm  cinlH^schriebenen  Kreises  gegeben  ist 

4.  Si>U  dagin^^n  cm  >v^lches  IVlyszon  über  einer  g^^ebenen  Seite  construirt. 
iHlei  NoU       WAS  A\\\  gleichem  Wegv  gCNchehcn  kann  —  zu  der  gegebenen  Seite 
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der  eine  oder  der  andere  der  beiden  Radien  gefunden  werden,  so  kann  man 
sich  der  Aehnlichkeit  aller  regelmässigen  Polygone  von  derselben  Seitenzahl 
bedienen,  indem  man  zuerst  in  oder  um  einen  mit  beliebigem  Radius  construirten 
Kreis  nach  der  vorhergehenden  Anleitung  ein  entsprechendes  Polygon  und  dann 
zu  diesem  über  der  gegebenen  Seite  ein  ähnliches  zeichnet.  Dieses  Verfahren 
gestattet  übrigens  wesentliche  Abänderungen  und  Vereinfachungen,  welche  sich 
leicht  ergeben.  So  genügt  es  zunächst  zu  einem  beliebig  gewählten  Radius  nur 
emes  der  durch  eine  Seite  und  zwei  Radien  des  einbeschriebenen  «-Ecks  be- 
grenzten gleichschenkeligen  Preiecke  und  dann  mittelst  der  gleichen  Winkel  zu 
letzterem  ein  ähnliches  Dreieck  Über  der  gegebenen  Seite  zu  zeichnen.  Die 
Spitze  des  letzteren  ist  der  Mittelpunkt,  sein  Schenkel  der  Radius  des  dem 
gesuchten  Polygon  umbeschriebenen  Kreises,  welchem  dann  durch  wiederholtes 
Eintragen  der  Seite  als  Sehne  dieses  Polygon  einbeschrieben  werden  kann.  Ist 
die  Seite  des  verlangten  «-Ecks  nur  der  Länge  und  nicht  auch  der  Lage  nach 
gegeben,  so  kann  man  das  Verfahren  in  leicht  ersichtlicher  Weise  noch  weiter 
vereinfachen. 

3.  Insbesondere  lassen  sich  femer  folgende  Aufgaben  ohne  Weiteres  lösen: 

Zu  einem  gegebenen,  einem  Kreise  einbeschriebenen  regelmässigen  «-Eck 
ein  demselben  Kreise  einbeschriebenes  regelmässiges  2  «-Eck  zu  zeichnen.  Man 
hat  hierzu  nur  jeden  der  Bogen  des  Kreises,  welche  zwischen  aufeinanderfolgen- 
den Eckpunkten  des  «-Ecks  liegen,  zu  halbiren  und  jeden  der  Halbirungspunkte 
mit  den  beiden  benachbarten  Eckpunkten  des  «-Ecks  zu  verbinden.  Die  beiden 
Polygone  liegen  dann  so  zu  einander,  dass  die  grossen  Radien  des  2  «-Ecks  zur 
Hälfte  mit  den  grossen  Radien  des  «-Ecks  zusammenfallen,  zur  anderen  Hälfte 
auf  den  Seiten  des  letzteren  senkrecht  stehen,  sie  halbiren  und  die  kleinen  Ra- 
dien des  «-Ecks  als  Theile  in  sich  enthalten. 

Umgekehrt  kann  man  durch  Verbinden  der  abwechselnden  Eckpunkte  eines 
gegebenen,  einem  Kreise  einbeschriebenen  regelmässigen  2  «-Ecks  ein  demselben 
Kreise  einbeschriebenes  regelmässiges  «-Eck  zeichnen. 

Zu  jedem  gegebenen,  einem  Kreise  einbeschriebenen  regelmässigen  «-Eck 
erhält  man  femer  ein  demselben  Kreise  umbeschriebenes  regelmässiges  «-Eck, 
wenn  man  durch  die  Eckpunkte  des  ersteren  die  Tangenten  an  den  Kreis  zieht 
Die  beiden  Polygone  liegen  dann  so  zu  einander,  dass  die  Eckpunkte  des  ein- 
beschriebenen die  Seiten  des  umbeschriebenen  halbiren,  die  grossen  Radien  des 
ersteren  also  die  kleinen  Radien  des  letzteren  sind.  Halbirt  man  dagegen  die 
durch  die  Eckpunkte  der  einbeschriebenen  Figur  bestimmten  Bogen  und  zieht 
durch  die  Halbirungspunkte  die  Tangenten,  so  muss,  da  diese  Halbirungspunkte 
unter  sich  ebenfalls  den  Kreis  in  «  gleiche  Theile  theilen,  wieder  ein  umbe- 
schriebenes regelmässiges  «-Eck  entstehen,  aber  das- 
selbe hat  gegen  das  einbeschriebene  eine  andere  Lage 
als  vorher.  Diese  Construction  ist  deshalb  bemerkens- 
werth,  weil  jetzt  je  zwei  homologe  Seiten  der  beiden 
Figuren,  weil  zu  derselben  Geraden  senkrecht,  einander 
parallel  sind.  Die  kleinen  Radien  derselben  fallen  also  / 
paamreise  in  dieselben  Linien,  und  da  die  Winkel 
AMB,  ÄMB  der  Bestimmungsdreiecke  in  beiden 
«-Ecken  gleich  gross  sind,  so  müssen  auch  je  zwei  grosse 
Radien  MA,  MÄ  in  dieselbe  Gerade  fallen,  oder  je 
zwei  homologe  Eckpunkte  liegen  mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  in  gerader  Linie. 
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§  56.    Berechnung  regelmässiger  Polygone. 

1.  Jeder  der  im  Vorhergehenden  behandelten  Constructionsaufgaben  lässt 
sich  eine  entsprechende  Rechnungs-Aufgabe  zur  Seite  stellen,  welche  die 
Berechnung  der  vorher  construirten  Grössen  aus  den  jetzt  durch  ihre  Maasszahlen 
gegebenen  Bestimmungsstücken  verlangt.  Es  werde  daher  zunächst  verlangt,  aus 
dem  gegebenen  Radius  eines  Kreises  die  Seiten  derjenigen  demselben  einbe- 
schriebenen  Polygone  zu  berechnen,  deren  Construction  sich  vorher  als  möglich 
ergeben  hat 

Die  Seite  des  einbeschriebenen  Quadrats  ist  die  Hypotenuse  eines  recht- 
winkeligen Dreiecks,  dessen  Katheten  beide  gleich  dem  gegebenen  Radius  r 
sind.     Durch  den  pythagoreischen  Lehrsatz  ergiebt  sich  demnach  für  diese  Seite 

s  =  -/r^  -f-  r»,  oder  5  =  r  i/2. 

Die  Seite  des  einbeschriebenen  regelmässigen  Sechsecks  ist  dem  Radius 
gleich,  man  hat  hier  also  die  Gleichung 

Die  Seite  des  einbeschriebenen  regelmässigen  Zehnecks  bestimmt  sich,  ent- 
sprechend dem  Gesetze  der  Theilung  des  Radius  nach  dem  goldenen  Schnitt, 

durch  die  Gleichung 

r\5'=s\{^  —  s). 

Die  Auflösung  derselben  auf  die  Unbekannte  s  führt  mittelst  der  Umformungen 
i^  s-  ^a  —  rs^  s^  -^  rs  =  r^  auf 

s  =  ]/r«  -H  ^  -  ^  oder  J  =  -^  (l/5  —  1). 

Die  Berechnung  der  Seite  des  Fünfzehnecks^  welche  sich  mit  Hülfe  des  all- 
gemeinen pythagoreischen  Lehrsatzes  ausführen  lässt,  liefert  ein  complicirteres 
Resultat,  und  da  dieselbe  kein  praktisches  Interesse  bietet,  so  mag  sie  hier  über- 
gangen werden. 

2.  Aus  diesen  Werthen  der  Seiten  der  fundamentalen  Polygone  erhält  man 
diejenigen  der  Seiten  derjenigen  Polygone,  welche  durch  Verdoppelung  der 
Seitenzahlen  bestimmt  werden,  mittelst  des  Resultats  der  folgenden  Aufgabe, 
welche  der  Construction  eines  einbeschriebenen  regelmässigen  2ff-£cks  zu  einem 
gegebenen  einbeschriebenen  regelmässigen  n-Eck  entspricht: 

Aus  dem  Radius  r  eines  Kreises  und  einer  Sehne  s  desselben  die 
zu  dem  halben  (kleineren)  Bogen  gehörige  Sehne  zu  berechnen. 

H  Es  sei  zu  diesem  Zweck  AB  die  gegebene  Sehne, 

/  punkt  D  des  Bogens  AB  geht,  so  ist  DB  die  gesuchte 

Sehne.  Bezeichnet  man  die  Maasszahl  der  letzteren 
durch  .r,  die  der  Sehne  AB  durch  x,  die  des  Radius 
durch  r  und  zieht  MB^  so  ist  MB^=^r^  BCr=^\s,  und 

DB^  =  BC^  ^  DC^  =  BC^  -h  (Z?  J/—  CMy, 

Setzt  man  hier  DB^x.  BC^\s,  DM^r  und  CM^YMB^-^BO 
y^r'a  —  ^  /«  ein,  so  erhält  man 
.trt  =  I  jt  ^  K^  —  yr^  -\sA^  =  :}f>  ^  r«  —  2r  yr«  — |j«  -h  r>  —  ^i», 


j    ''"^~r^^    Ä    ^^  ^^  ^^"*  Mittelpunkt  M  auf  dieselbe  gefällte  Scnk- 
y  ^         y\   rechte,  welche  in  ihrer  Verlängerung  durch  den  Halbinings- 

/ 

v 


woraus  a*  =  V'2  r*  —  2r  y^r^  —  \s^ 
folgt. 
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So  erhält  man  beispielsweise  aus  der  Seite  des  einbeschriebenen  Quadrats 

j=r}/2"  mittelst   dieser  Formel   die  Seite   des   einbeschriebenen   regelmässigen 
Achtecks  gleich 

aus  dieser  ivieder  die  Seite  des   einbeschriebenen   regelmässigen  Sechszehnecks 
gleich  

y2 r»  —  2r  y^«  —  i  r»(2  —  ^2)  =  r  "/2  —  ^2  -f-  KC 
u.  s.  w.   Aus  der  Seite  des  Sechsecks  5  =  r  ergiebt  sich  die  des  Zwölfecks  gleich 

aus  dieser  die  Seite  des  Vierundzwanzigecks  gleich  r  V^~i^TW.  u.  s.  w. 

Will  man  umgekehrt  aus  der  bekannten  Seite  eines  einbeschriebenen  regel- 
mässigen 2ff-Ek:ks  diejenige  des  einbeschriebenen  »-Ecks  berechnen,  so  hat  man 
in  der  obigen  Formel  x  als  gegeben  zu  betrachten  und  dieselbe  auf  s  als  Unbe- 
kannte aufzulösen.  In  dieser  Weise  erhält  man  z.  B.  aus  der  Seite  des  Sechs- 
ecks diejenige  des  Dreiecks  gleich  /^^und  aus  der  Seite  des  Zehnecks  die- 
jenige des  Fünfecks  gleich  rV  ^  (5  —  "|/5)- 

3.  Um  auch  die  Seiten  der  einem  Kreise  mit  dem  Radius  r  umbeschriebe- 
nen regelmässigen  Polygone  zu  berechnen,  kann  man  zunächst  die  der  Construc- 
don  des  umbeschriebenen  n-Ecks  aus  dem  gegebenen  einbeschriebenen  »-Eck 
entsprechende  Aufgabe  stellen, 

aus  dem  Radius  r  eines  Kreises  und  der  Seite  s  eines  demselben  ein- 
beschriebenen regelmässigen  «-Ecks  die  Seite  j^  des  demselben  um- 
beschriebenen regelmässigen  «-Ecks  zu  berechnen. 

Es  sei  zu  diesem  Zweck  AB  die  gegebene  Sehne 
s,  und  die  gesuchte  Seite  CD  zu  derselben  parallel 
construirt,  so  dass  also  die  Verlängerungen  der  Radien 
MA,  MB  die  letztere  bezüglich  in  ihren  Endpunkten 
C,  D  treffen  und  der  Berührungsradius  ME  auf 
AB  in  F  senkrecht  steht  und  beide  Seiten  halbirt. 
Dann  ist 

CD      ED       EM  EM 


AB      FB       FM  ■"  ^MB^  —  FB^' 

s 


oder 


also  y  = 


}£ 


rs 


Mit  Hülfe  dieser  letztem  Gleichung  erhält  man  nun  aus  der  Seite  s  =  rj/T 
des  einbeschriebenen  regelmässigen  Vierecks  die  Seite  5  des  umbeschriebenen 
regelmässigen  Vierecks 

5  =  2r, 

ein  Resultat,  welches  sich  auch  sehr  leicht  unmittelbar  ableiten  lässt 

In  gleicher  Weise  ergiebt  jene  Formel  die  Seite  des  umbeschriebenen  «-Ecks 

fiir  «  =  6  gleich  |  r  yä;  für  «  =  10  gleich  2  rV^  (5  —  2  )/5),  für  n  =  3  gleich 
2ry3,  für  «  =  5  gleich  2r  Vö^^iy^  für  «  =  8  gleich  2r  (7/2"—  1),  für  «  =  12 
gleich  2r  (2  —  )/3),  für  «  =  16  gleich  2r  (VT^T^yf  _  y^ _  1)^  u.  s.  w. 

Soll  umgekehrt  aus  der  Seite  a  eines  regelmässigen  «-Ecks  der  Radius 
r  des  umbeschriebenen  oder  der  Radius  p  des  einbeschriebenen  Kreises  berech- 
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net  werden,  so  hat  man  nur  die  im  Vorstehenden  für  die  Seiten  gefundenen 
Resultate  auf  die  Radien  als  Unbekannte  aufzulösen.  Man  findet  femer  den 
Flächeninhalt  eines  solchen  Polygons,  indem  man  den  so  berechneten  Radios 
p  nach   §  43,  (2)  mit  dem   halben  Umfang  ^na   multiplicirt     So  eigiebt  sd 

fUr  das  Quadrat:     r  =  ^  ä  y2,  p  =  ^ä,  /^=  «*, 

für  das  Sechseck:  r  =  ä,  p  =  ^  ä  Ys,  F=  | a^  )/3, 

für  das  Dreieck:     r  =  |a"|/3,  p  =  ^Ä)/3,  /^=  |  a*  >/3^  

für  das  Zehneck:    r  =  -^g(|/5 -M),  p^jaVö -^-2}/f,  F^^a^Vö -h^^j 

für  das  Fünfeck:     r  =  ä "/^ö  ^-  |/5),  p  =  i 0 VTC^^^^W)» 

für  das  Achteck:    r  =  ^ ä yTTTyC  p  =  ^  ä  (V^-f- 1),  /^=  2ä»  (V^-h  1). 

u.  s.  w. 

§  57.     Berechnung  von  Kreisen. 

1.  Die  Berechnung  regelmässiger  Polygone  zeigt  mit  Hülfe  der  nachstehen- 
den Sätze  einen  Weg  zur  Berechnung  der  Umfange  und  der  Flächenic- 
halte  von  Kreisen. 

Da  jeder  Bogen  eines  Kreises  grösser  ist  als  die  zu  ihm  gehörige  Sehne, 
so  muss  auch  die  Summe  aller  zu  den  Seiten  einer  einbeschriebenen  geradhni- 
gen  Figur  gehörigen  Bogen  grösser  als  der  Umfang  dieser  Figur  sein,  d.  h. 

Der  Umfang  einer  jeden  in  einen  Kreis  beschriebenen  geradli- 
nigen Figur  ist  kleiner  als  die  Peripherie  dieses  Kreises. 

Verbindet  man  femer  die  Berührungspunkte  zweier  aneinanderstossenden 
Seiten  einer  umbeschriebenen  Figur  mit  einander,  so  entsteht  ein  Dreieck,  ur^d 
es  muss  nach  §  17,  (4)  der  innerhalb  dieses  Dreiecks  liegende  Bogen  zwischec 
den  Berührungspunkten  kleiner  sein  als  die  Summe  der  ihn  einschliessender. 
zwei  Dreiecksseiten.  Addirt  man  nun  wieder  einerseits  alle  diese  Bogen,  anderer- 
seits alle  diese  Dreiecksseiten,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Der  Umfang  einer  jeden  um  einen  Kreis  beschriebenen  geradli 
nigen  Figur  ist  grösser  als  die  Peripherie  dieses  Kreises. 

Man  hat  also  in  den  Maasszahlen  der  Umfange  eines  umbeschriebenen  und 
eines  einbeschriebenen  Polygons  stets  zwei  Grenzzahlen,  zwischen  denen  die 
Maasszahl  der  —  durch  dieselbe  Längeneinheit  gemessenen  —  Peripherie  ent- 
halten sein  muss. 

Construirt  man  femer  zu  einem  einbeschriebenen  regelmässigen  «-Eck 
ein  einbeschriebenes  regelmässiges  2  n  •  Eck  mittelst  Halbirung  der  Kreisbogen, 
so  bilden  je  zwei  Seiten  des  letzteren  mit  einer  Seite  des  ersteren  ein  Dreieck, 
und  da  die  Summe  zweier  Seiten  eines  solchen  stets  grösser  ist  als  die  dritte 
Seite,  so  folgt  dass  der  Umfang  eines  jeden  einbeschriebenen  regel- 
mässigen 2  »-Ecks  grösser  ist  als  der  Umfang  des  einbeschriebenen 
regelmässigen  n-Ecks.  In  entsprechender  Weise  kann  man  zu  jeden 
gegebenen  umbeschriebenen  regelmässigen  «-Eck  ein  umbeschriebenes  reprl- 
mässiges  2  «-Eck  construiren,  indem  man  jeden  zwischen  zwei  benachbaiten 
Berührungspunkten  des  ersteren  liegenden  Bogen  halbirt  und  durch  jeden  Hai- 
birungspunkt  eine  Tangente  an  den  Kreis  legt.  Da  jede  dieser  letzteren  Tan- 
genten von  dem  ursprünglichen  n  -  Eck  ein  Dreieck  abschneidet,  der  Umfanc 
des  2  «-Ecks  also  aus  demjenigen  des  «-Ecks  erhalten  wird,  indem  nun 
«  mal  die  Summe  zweier  Seiten  eines  Dreiecks   durch   die  dritte    Seite  erse*--; 
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so  folgt,  dass  der  Umfang  eines  jeden  umbeschriebenen  regelmässigen 
2ff-Ecks  kleiner  ist,  als  der  Umfang  des  umbeschriebenen  regel- 
mässigen n-Ecks. 

2.  Berechnet  man  also,  wie  vorher  gezeigt  worden,  aus  dem  gegebenen 
Radius  eines  Kreises  nach  einander  die  Seiten  einer  Reihe  einbeschriebener, 
regelmässiger  Polygone,  so  dass  die  Anzahl  der  Seiten  eines  jeden  folgenden 
doppelt  so  gross  ist  als  diejenige  des  vorhergehenden,  und  muldplicirt  man  jede 
so  erhaltene  Maasszahl  einer  Seite  mit  der  zugehörigen  Anzahl  der  Seiten,  so 
erhält  man  eine  Reihe  von  Zahlen,  von  welchen  jede  kleiner  ist  als  die  Maass- 
zahl der  Peripherie  des  Kreises,  jede  folgende  aber  der  letzteren  näher  kommt 
als  die  vorhergehende.  Wie  weit  diese  Annäherung  geht,  lässt  sich  jedoch  aus 
diesen  Zahlen  allein  nicht  erkennen.  Berechnet  man  dann  zu  jeder  der  eben 
gefundenen  Seiten  einbeschriebener  Polygone  die  Seite  des  umbeschriebenen 
regelmässigen  Polygons  von  gleicher  Seitenzahl  und  aus  derselben  durch  Multi- 
plication  mit  der  Seitenzahl  wieder  den  zugehörigen  Umfang,  so  erhält  man 
eine  zweite  Reihe  von  Zahlen,  welche  sämmtlich  grösser  sind  als  die  Peripherie 
des  Kreises  und  von  denen  wieder  jede  folgende  der  letzteren  näher  kommt  als 
die  vorhergehende.  Durch  die  beiden  nun  berechneten  Zahlenreihen  wird  also 
die  Peripherie  des  Kreises  zwischen  zwei  Grenzen  eingeschlossen,  welche  mit 
jedem  folgenden  Polygon  enger  aneinander  rücken  und  also  auch  der  Peripherie 
immer  näher  kommen.  Ergiebt  sich  bei  dieser  Rechnung,  dass  die  Umfange 
zweier  zusammengehöriger  Polygone  von  einander  um  die  Differenz  8  verschie- 
den smd,  so  beträgt  der  Unterschied  der  Peripherie  von  jedem  dieser  Umfange 
weniger  als  8,  imd  ist  5  kleiner  als  der  für  etwa  vorliegende  praktische  Arbei- 
ten gestattete,  bezw.  unvermeidliche  Fehler,  so  dürfen  die  genannten  Umfange 
statt  der  Peripherie  in  der  Rechnung  benutzt  werden. 

So  erhält  man  z.  B.  indem  man  von  der  Seite  des  einbeschriebenen  regel- 
mässigen Sechsecks  ausgeht,  für  den  Radius  r  =  0,5  die  in  der  nachstehen- 
den Tabelle  durch  u  und  U  bezeichneten  Werthe  der  Umfange  der  Polygone 
für  die  dabei  angegebenen  Seitenzahlen  n\ 


n 

u 

U 

n 

u 

U 

6 

3,000000 

3,464102 

192 

3,141452 

3,141873 

12 

3,105828 

3,215390 

384 

3,141556 

3,141662 

24 

3,132628 

3,159660 

768 

3,141583 

3,141610 

48 

3,139350 

3,146086 

1536 

3,141590 

3,141597 

96 

3,141031 

3,142715 

Man  sieht  aus  derselben,  dass  die  UmfUnge  der  beiden  96-Ecke  auf  zwei, 
die  der  192-Ecke  auf  drei  und  die  der  1536-Ecke  auf  fünf  Decimalstellen  über- 
einstimmen und  kann  hieraus  folgern,  dass  auch  die  Peripherie  des  fraglichen 
Kreises  gleich  3,14159  .  .  .  gesetzt  werden  darf,  wobei  die  auf  die  fünfte  Decimale 
folgenden  Stellen  unbestimmt  bleiben.  Da  nun  für  die  meisten  praktischen 
Rechnungen  eine  Genauigkeit  von  fünf  Decimalen  genügt,  so  kann  man  die 
Peripherie  jenes  Kreises  für  solche  Rechnungen  als  gefunden  ansehen.  Bei  noch 
weiter  fortgesetzter  Berechnung  der  Polygonumfänge  wird  die  Annäherung  der- 
selben an  einander  und  an  die  Peripherie  noch  stärker  und  dieselbe  kann  bis 
über  jeden  beliebigen  verlangten  Grad  der  Genauigkeit  hinaus  erreicht  werden, 
wie  folgende  Untersuchung  für  alle  Fälle  streng  beweist. 

3.  Das  Verhältniss  des  Umfanges  eines  einbeschriebenen  regelmässigen  if-Ecks 
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zum  Umfang  des  umbeschriebenen  regelmässigen  Polygons  von  gleichviel  Seiten 
ist  gleich  dem  entsprechenden  Verhältniss  der  einzelnen  Seiten  s :  5.  Da  nun, 
wie  oben  entwickelt, 

so  ist  j  :  5  =  Yr^  —  ^  j*  :  r. 

Nimmt  nun  die  Seitenzahl  n  bis  in's  Unendliche  zu,  so  nimmt  die  Länge 
einer  einzelnen  Seite  bis  in's  Unendliche  ab,  d.  h.  der  Werth  von  s  nähert  sich 
bis  in's  Unendliche  der  Null  und  daher  das  obige  Verhältniss  ebenso  dem  Ver- 
hältnisse yr^  :  r  =  1 :  1.  Hiemach  kann  man  sagen,  dass  die  Umfange  der  beiden 
zusammengehörigen  Polygone  bei  fortschreitendem  Wachsthum  der  Seitenzahl  n  bis 
in's  Unendliche  sich  einander  nähern,  und  dass  dieselben,  wenn  n  unendlich  gross 
gemacht  werden  könnte,  einander  und  somit  auch  der  Peripherie  des  Kreises 
gleich  werden  mlissten. 

Hiemach  erscheint  der  Kreis  als  die  Grenze,  welcher  sich  der  Umfang  eines 
demselben  ein-  oder  umbeschriebenen  regelmässigen  Polygons  bei  wachsender 
Seitenzahl  ohne  Ende  nähert  Man  drückt  diesen  Satz  häufig  so  aus,  dass  man 
sagt,  ein  Kreis  könne  als  ein  regelmässiges  Polygon  von  unendlich 
vielen  Seiten  betrachtet  werden.    (1) 

Hieraus  folgt  zugleich,  dass  alle  diejenigen  Sätze,  welche  für  alle  regel- 
mässigen Figuren  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Seitenzahl  gelten,  auch  für  die  Kreise 
gelten  müssen. 

Demnach  kann  man  alle  Kreise  als  ähnliche  Figuren  betrachten,  und  die 
Umfange  je  zweier  Kreise  verhalten  sich  zu  einander  wie  die  Radien  oder  wie 
die  Durchmesser  derselben.  Bezeichnen  P,  p  bezüglich  jene  Umfange»  Z>,  d  die 
Durchmesser,  so  ist  also 

P\p^  D\d, 

und  durch  Umstellung  dieser  Proportion  ergiebt  sich 

P\D^p\d, 

d.  h.  das  Verhältniss  der  Peripherie  eines  Kreises  zum  Durchmesser 
(oder  zum  Radius)  desselben  hat  für  alle  Kreise  denselben  Werth.    ('2' 

Um  nun  diesen  Werth  des  Verhältnisses  p:d  zn  finden,  beachte  man,  dass 
derselbe  gleichbedeutend  ist  mit  der  Maasszahl  der  Peripherie  für  den  Durch- 
messer 1  oder  den  Radius  ^.  Wie  diese  mittelst  der  UmßUige  regelmässiger 
Polygone  näherungsweise  berechnet  werden  kann,  ist  vorher  gezeigt  worden, 
und  die  dort  beispielsweise  angegebenen  Resultate  der  Berechnung  solcher  Um- 
fange haben  bereits  ergeben,  dass  dieselbe  gleich  3,14159,  mit  einer  Genauig- 
keit von  fünf  Decimalen  gesetzt  werden  kann. 

4.  Man  bezeichnet  den  —  auf  dem  angegebenen  Wege  nicht  zu  ermittelnden 
—  genauen  Werth  jenes  Verhältnisses  durch  den  griechischen  Buchstaben  s  so 
dass  also 

■^^=a1r,  und  somit  P^^Dn  oder 
/*=2rit...    (3) 

Die  letztere  Formel  zeigt,  wie  nunmehr  die  Peripherie  eines  jeden  Kreises 
(hm*h    eine   einfache  Rechnung  gefunden   werden   kann.    Man   hat   zu  diesem 
/.werk  nur  nöthig,  den  Durchmesser  2r  des  Kreises  mit  der  Zahl  it  zu  roultiph 
c  ircn,  wobei  man  in  der  Praxis  wegen  der  mangelnden  genauen  Kenntniss  do 
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Werthes  dieser  Zahl  einen  jener  NäherungsWerthe  benutzt,  welcher  mit  Rücksicht 
auf  die  im  einzelnen  Fall  verlangte  Genauigkeit  des  Resultates  zu  wählen  ist. 

Da  femer  der  Flächeninhalt  eines  Kreises  zufolge  §  43,  (2)  gleich  der 
Hälfte  des  Produkts  aus  seinem  Umfang  und  seinem  Radius  gesetzt  werden  kann, 
so  erhält  man  für  denselben  -^=  ^  •  2r7c  •  r,  d.  i. 

^  =  r».it.     (4) 

Ist  also  beispielsweise  der  Radius  eines  Kreises  gleich  10  Meter,  so  ist  der 
Umfiang  desselben  gleich  2  •  10  •  3,14159  =  62,8318  Meter  mit  einer  Genauigkeit 
bis  auf  0,0001  Meter,  also  von  ^  Millimeter,  und  der  Flächeninhalt  desselben 
Kreises  ist  gleich  100  •  3,14159  .  .  =  314,159  Quadratmeter  mit  einer  Genauigkeit 
bis  auf  0,001  Quadratmeter  oder  zehn  Quadratcentimeter. 

5.  Die  Berechnung  des  Umfangs  und  des  Flächeninhalts  eines  jeden  beliebi- 
gen Kreises  ist  nach  dem  Vorstehenden  in  der  praktischen  Ausführung,  so  lange 
der  genaue  Werth  der  Zahl  ir  nicht  bekannt  ist,  nur  näherungsweise  möglich, 
und  die  grössere  oder  geringere  Genauigkeit  der  Resultate  ist  bedingt  durch  den 
Grad  der  Annäherung  der  für  1:  benutzten  Zahl  an  jenen  genauen  Werth.  Die 
erste  Berechnung  eines  angenäherten  Werthes  von  ic  rührt  von  Archimedes  aus 
S)'rakus  (287—212  v.  Chr.)  her.  Derselbe  berechnete  die  Umfange  der  96-Ecke 
und  fand  —  in  der  Schreibweise*  der  heutigen  Mathematik  ausgedrückt  —  dass 
der  Umfang  des  Kreises  weniger  als  3^  und  mehr  als  34f  des  Durchmessers 
betrage.  Da  der  Werth  3|=  3,1428  .  .  .  von  dem  genauen  Werthe  von  ir  erst 
in  der  dritten  Decimale  und  in  dieser  nur  um  eine  Einheit  derselben  verschieden 
ist,  so  genügt  er  schon  für  viele  Rechnungen  des  bürgerlichen  Lebens.  Unter 
den  zahlreichen  späteren  Berechnern  ist  namentlich  Ludolph  van  Geulen  (geb. 
in  Hüdesheim  1539,  gest.  in  Leyden  1610)  bekannt  geworden,  nach  welchem  ic 
auch  die  LuDOLPH'sche  Zahl  genannt  wird.  Derselbe  berechnete  diese  Zahl 
zuerst  bis  auf  20,  später  bis  auf  35  Stellen.  Die  erstere  dieser  Rechnungen 
gründete  sich  auf  die  Bestimmung  der  Umfange  des  einbeschriebenen  und  des 
umbeschriebenen  regelmässigen  Polygons  von  32  212  254  720  Seiten  und  ergab 

IC  =3,14159  26535  89793  23846  .  .  . 

Die  so  erzielte  Genauigkeit  ist  bereits  so  gross,  dass  für  einen  Kreis  von 
20  Millionen  Meilen  Radius  (der  ungefähren  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne) 
der  Fehler  des  mit  Hülfe  der  vorstehenden  Werthes  berechneten  Umfangs  kleiner 
^  ein  Milliontel  eines  Millimeters  sein  würde,  falls  es  in  der  Praxis  überhaupt 
möglich  wäre,  schon  den  Radius  eines  Kreises  mit  solcher  Genauigkeit  zu  messen. 
Die  überaus  mühsame  Methode,  welcher  sich  Ludolph  bediente,  wurde  später 
von  HuYGHENS  und  Gregory  durch  Aufstellung  weiterer  Lehrsätze  über  die  Um- 
fange ein-  und  umbeschriebener  regelmässiger  Polygone  erheblich  vereinfacht. 
Es  erscheint  als  überflüssig,  diese  Lehrsätze  und  verbesserten  Methoden  hier 
anzuführen,  da  an  dieser  Stelle  überhaupt  nur  die  Möglichkeit  einer  elementaren 
Bestimmung  von  r  bis  zu  jedem  verlangten  Grade  der  Annäherung  gezeigt  werden 
soll.  Die  neuere  Mathematik  hat  an  einer  späteren  Stelle  zu  entwickelnde  sehr 
bedeutend  bequemere  Mittel  zur  Berechnung  von  n  gefunden,  so  dass  heutzutage 

—  wenn  überhaupt  eine  solche  Berechnung  noch  irgendwie  erforderlich  erschiene 

—  niemand  zu  diesem  Zwecke  sich  einer  jener  elementaren  Methoden  bedienen 
würde.  Mit  Hülfe  dieser  neueren  Mittel  ist  die  Berechnung  von  it  von  ver- 
schiedenen Mathematikern  weiter  fortgesetzt  worden.  Die  neueste  und  weit- 
gehendste, von  Richter  in  Elbing,  giebt  den  Werth  von  ir  auf  500  Decimalstellen. 

Derartige  Berechnungen  haben  selbstverständlich  durchaus  kein  praktisches 
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sondern  nur  ein  theoretisches  Interesse.  Für  die  Praxis  genügt  fast  in  allen 
Fällen  der  Gebrauch  von  sieben,  meist  sogar  der  von  fünf  oder  weniger  Decimal- 
stellen,  so  dass  man  also  hier  ein-  für  allemal 

7c  =  3,1415927 
als  den  Werth  des  Verhältnisses  der  Peripherie  zum  Durchmesser  annehmen 
darf.  Dagegen  bieten  einiges  praktische  Interesse  Solche  Näherungsbrüche,  die 
innerhalb  der  Grenzen  der  im  einzelnen  Fall  verlangten  Genauigkeit  für  den 
obigen  Decimalbruch  gesetzt  werden  dürfen,  und  die  man  mittelst  der  Ver- 
wandlung des  letztem  in  einen  Kettenbruch  finden  kann.     Der  einfachste  der- 

22 

selben  ist  der  bereits  angegebene  archimedische  -=-,  welcher  von  dem  wahren 

Werthe  um  weniger  als  0,0013  abweicht.    Ausser  ihm  ist  besonders  bemerkens-i 

werth  der  zuerst  von  Adriaan  Anthoniszoon  in  Alkmaar  im  16.  Jahrb.  nach  Chr  | 

355  I 

angegebene -pr5,   welcher   sich   mittelst  des   die  drei  ersten  ungeraden  Zahlen  | 

doppelt  enthaltenden  Schemas  113|355  leicht  merken  lässt.    Durch  Verwandlung, 

•  I 

desselben  in  einen  Decimalbruch  kann  man  sich  überzeugen,  dass  er  von  dem 

genauen  Werthe  erst  in  der  siebenten  Decimale  abweicht 

Ist  also  z.  B.  der  Radius  eines  kreisrunden  Platzes  gleich  9  Meter  gegeben. 

22  4 

so  kann  man  den  Umfang  desselben  gleich  18  •-=-=  56 y  Metersetzen,  welcher; 

Werth  sich  von  dem  genauen  nur  um  etwa  zwei  Centimeter  unterscheidet  , 

Eine  absolut  genaue  Bestimmung  des  Werthes  von  ir  ist  auch  mit  Hülfe  der 
hohem  Mathematik  nicht  möglich;  man  erhält  immer  nur  einen  an  irgend  einer 
Stelle  abgebrochenen  Decimalbruch  und  es  liegt  also  die  Vermuthung  nahe,  dass 
K  eine  Irrationalzahl  sei.  Dass  dies  wirklich  der  Fall,  kann  aber  aus  den  bi^• 
herigen  elementaren  Erörterungen  nicht  gefolgert  werden;  ein  geometrischer  Be- 
weis, dass  der  Umfang  des  Kreises  mit  dem  Durchmesser  incommensurabel  sei. 
ist  bis  jetzt  überhaupt  nicht  bekannt  Hätten  die  bis  jetzt  ausgeführten  Berech- 
nungen in  den  Decimalstellen  eine  Periode  erkennen  lassen,  so  Hesse  sich  der 
als  unendlich  angenommene  Decimalbruch  in  einen  gemeinen  Bruch  verwandeln. 
also  in  endlicher  rationaler  Form  darstellen;  dies  ist  aber  trotz  der  berechneten 
500  Decimalen  nicht  der  Fall.  Aber  auch  in  einer  geschlossenen  irrationalen 
Form,  etwa  mittelst  Wurzeln  aus  rationalen  Zahlen,  hat  sich  der  Werth  von  x 
nicht  darstellen  lassen.  Diese  Thatsachen  lassen  jede  Aussicht  darauf  ent- 
schwinden, dass  es  gelingen  könne,  die  der  Berechnung  des  Kreises  entsprecheTKie 
geometrische  Aufgabe  zu  lösen,  welche  unter  dem  Namen  der  Quadratur  des; 
Zirkels  eine  besondere  Berühmtheit  erlangt  hat  Es  ist  dies  die  Aufgabe,  ein 
Quadrat  zu  construiren,  welches  mit  einem  gegebenen  Kreise  gleichen  Flüchen- 
Inhalt  hat  Diese  Aufgabe  würde  ohne  Weiteres  leicht  lösbar  sein,  wenn  man 
nir  it  einen  (absolut  genauen)  Bnich  oder  eine  Quadratwurzel  aus  einem  solcher.  I 
gefunden  hlitte,  und  umgekehrt  müsste  eine  Lösung  jener  Aufgabe  zn  einer 
genauen  Bestimmung  von  it  in  geschlossener  Form  führen. 

Der  Aufgabe  der  Quadratur  des  Zirkels  steht  zur  Seite  die  andere,    eine 
(•erade  zu  zeichnen,   welche  dem  Umfang  eines  gegebenen  Kreises  gleich  ts? 
(Rectification  des  Kreises).    Sie  unterliegt  derselben  Schwierigkeit  wie  jene,  unc! 
jede  von  beiden  würde,  wenn  gelöst,  zur  Lösung  der  andern  führen,  da  der  In  ; 
halt  eines  jeden  Kreises  gleich  dem  eines  Dreiecks  ist,  dessen  Grundlinie  g\cu:> 
dem  Umfang  und  dessen  Höhe  gleich  dem  Radius  ist 
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6.  Für  die  Pnuds  ist  die  Quadratur  des  Zirkels  ohne  Interesse.  Die  unver- 
meidlichen Ungenauigkeiten,  welche  der  wirklichen  Ausführung  einer  jeden  con- 
stmirenden  2^chnung  anhaften,  würden  in  jedem  Falle  das  gezeichnete  Quadrat 
in  der  Wirklichkeit  zu  einem  fehlerhaften  machen.  Mit  Hülfe  der  angenäherten 
Werthe  von  ic  lassen  sich  aber  Constructionen  von  Quadraten  angeben,  die 
theoretisch  dem  gegebenen  Kreise  an  Inhalt  so  nahe  kommen,  dass  die  Ab- 
weichung geringer  ist,  als  der  in  der  Praxis  unvermeidliche  Fehler.  Solche 
Näherungsconstructionen  ersetzen  also,  wenn  die  Verwandlung  eines  Kreises 
in  eine  gleich  grosse  geradlinige  Figur  oder  die  Darstellung  der  Länge  seines 
Umfanges  durch  eine  Gerade  verlangt  werden  sollte,  für  den  Praktiker  vollständig 
die  fehlenden  theoretisch  genauen  Constructionen. 

Als  Beispiele  solcher  Näherungsconstructionen  wählen  wir  aus  der  grossen 
Anzahl  der  bekannten  die  folgenden  aus  und  beschränken  uns  dabei  auf  die 
Darstellung  der  Peripherie  durch  eine  Gerade,  da  aus  dieser,  wie  oben  angegeben, 
leicht  auch  das  betreffende  Quadrat  gefunden  werden  kann. 

Man  ziehe  im  gegebenen  Kreise  M  zwei  zu  einander  senkrechte  Radien 
MA^  MB,  theile  MB  in  acht  gleiche  Theile,  verbinde 
denjenigen  Theilpunkt  C,  welcher  zunächst  an  B  liegt, 
mit  A,  trage  auf  ^C  die  Strecke  AD  gleich  der  Hälfte 
von  MB  ab,  falle  von  D  die  Senkrechte  DE  auf  MA, 
ziehe  CE  und  darauf  DF  parallel  zu  CE  bis  zum 
Durchschnittspunkt  F  mit  MA,  endlich  zeichne  man 
eine  Strecke  gleich  dem  Dreifachen  des  Durchmessers 
des  Kreises  plus  dem  Doppelten  von  AF^  so  ist  diese 
Strecke    näherungsweise  der  Peripherie  gleich.     £s  ist 

nämlich  AFiAE^ADiAQ  und  AE:AM==  AD:  AQ 


also  AF^= 


AE'AD 


mithin  A  F  =  r  » 


AC 
AD^ 
AC^ 


AE^r- 


ür" 


und  also  6r 'h2AF=^2r  -  3tjö  =113 


AD 
AC 
16 
"'113''^ 

2r. 


Hiemach  beträgt  der  theoretische  Fehler  dieser  Construcdon  weniger  als 
0,000001  des  Durchmessers,    oder  derselbe  würde  bei  einem  Durchmesser  von 

100  Metern  noch  nicht  j^  Millimeter  betragen,  wenn  die  Construction  selbst  mit 

einem  entsprechenden  Grade  von  Genauigkeit  ausgeführt  werden  könnte. 

Kürzer,  aber  weniger  genau  ist  folgende  Construction:  Man  ziehe  zwei  zu 
einander  senkrechte  Radien,  verbinde  ihre  Endpunkte,  theile  die  Verbindungs- 
linie im  Verhältniss  1  : 4  und  verlängere  den  erhaltenen  fünften  Theil  desselben 
um  das  Sechsfache  des  Radius.    Die  so  gewonnene  Linie  ist  gleich 

I  r  1/2  H-  6r  =  2r  .  (3  -h^  |/2)  =  2r  •  3,14142  . . . , 
der  Fehler    beträgt    also   noch   nicht   zwei   Zehntausendtel   des   Durchmessers. 
Oder  man  construire  ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  dessen  eine  Kathete  gleich  | 
des  Durchmessers  und  dessen  andere  Kathete  doppelt  so  gross  als  die  erstere 
ist:  der  Umfang  dieses  Dreiecks  ist  nahezu  gleich  der  Peripherie  des  Kreises, 

derai  derselbe  ergiebt  sich  gleich  2r  •  (|  -4- 1  4-  i  ^45)  =  2r  •  3,14164  . . . 

Die  noch  immer  von  Zeit  zu  Zeit  auftauchenden  angeblichen  Lösungen  der 
Qviadratur  des  Zirkels  sind,  wenn  nicht  überhaupt  grob  fehlerhaft,  im  günstigsten 
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Fall  derartige  Näherungsconstructionen,  bei  welchen  der  Fehler  der  theoretischen 
Construction  durch  die  praktische  Ungenauigkeit  der  Zeichnung  verdeckt  erscheint 

7.  Die  Formeln  P=2rT:  und  I^=  r-t:  gestatten  umgekehrt  auch  die  Be- 
rechnung des  Radius  oder  des  Durchmessers  sowol  aus  der  gegebenen  Peripherie 
als  aus  dem  gegebenen  Flächeninhalt  des  Kreises.  Durch  Auflösung  derselben 
auf  r  erhält  man 

Man  kann  endlich  mittelst  derselben  den  Flächeninhalt  unmittelbar  aus  dem 
Umfang  und  umgekehrt  berechnen.    Es  ist 

8.  Beispiele:  1.  Ein  Wagenrad  habe  einen  Durchmesser  von  1,25  m.  Wie 
schwer  ist  der  eiserne  Radreifen,  wenn  jedes  Im  lange  Stück  desselben  10  Kg. 
wiegt?    Auflösung:  1,25  ir  •  10  =  12,5  •  V  =  39,3  Kg. 

2.  Aus  der  Peripherie  eines  Kreises  P  =  35,5  den  Radius  r  und  den  Flachen- 

35  5 
inhalt  F  desselben  zu  berechnen.   Auflösung:   r  =  -^p-  =  5,65;  jF=  100,4. 

3.  Jeder  Grad  des  Erdäquators  hat  eine  Länge  von  15  geogr.  Meilen.  Man 
berechne  daraus  den  Durchmesser  des  Aequators.     Auflösung:    äi:=  15  -  ^Gi\ 

ä=  15_i360  ^  ^^  Meilen. 

4.  Wie  gross  ist  der  Durchmesser  der  als  Kugel  betrachteten  Erde,  wenn 
der  Bogen  eines  Meridians  vom  Pol  bis  zum  Aequator  zu  10  Millionen  Meter 
gerechnet  wird?   Auflösung:  ^ir  =  40000000,  ^=  12732000m. 

5.  Den  Flächeninhalt  eines  von  zwei  concentrischen  Kreisen  begrenzten 
Ringes  aus  den  beiden  Radien  Ä  und  r  zu  berechnen.  i?  =  0,8;r  =r  o,l. 
Auflösung:     (^«  —  r>)  ic  =  (i?  h-  r)  (i?  —  r)  ic  ==  0,9  •  0,7  ic  =  1,97 9  . . . 

6.  Den  Flächeninhalt  eines  von  zwei  concentrischen  Kreisen  begrenzten 
Ringes  aus  den  durch  einen  Punkt  des  kleineren  Kreises  gebildeten  Abschnitten 
eines  Durchmessers  des  grösseren  zu  berechnen.    Auflösung:  a^r. 

7.  Den  Flächeninhalt  des  einem  Rechteck  umbeschriebenen  Kreises  aus  den 

Seiten  a,  b  des  Rechtecks  zu  berechnen.    Auflösung:  ^ir|/tf*  -h^*. 

8.  Wie  verhalten  sich  die  Umfange  und  wie  die  Flächeninhalte  zweier  Kreise 
zu  einander,  von  denen  der  eine  einem  Quadrat  umbeschrieben,  der  andere  denv 

selben  Quadrat  einbeschrieben  ist?   Auflösung:  i?  =  r  }/2y  2i?ic:2rit^J?:r  = 

/2:l;i?»:r«  =  2:l. 

9.  Ebenso  ftlr  ein  regelmässiges  Sechseck. 

Auflösung:   r  «  J  It/^\  Ä:r^2:  >/3"=  2  j/F:  3;^>  :  r»  =  4  :  3. 

§  58.  Berechnung  von  Bogen,  Sectoren  und  Segmenten. 

1.  Die  Berechnung  von  Theilen  von  Kreislinien  oder  Kreisflächen  lässt  sich 
ebenfalls  mit  Hülfe  der  Zahl  it  (näherungsweise)  ausführen.  Als  Maass  einc< 
Kreisbogens  soll  jetzt  nicht,  wie  früher  geschehen,  ein  anderer  Bogen  desselbm 
KrciRCs,  sondern  die  auch  zum  Messen  gerader  Linien  benutzte  Längeneinheit 
dienen,  e«  soll  also  nicht  das  Verhältniss  der  Länge  des  Bogens  tu  einem 
anderen  Bogen,  sondern  die  absolute  Länge  in  Beziehung  auf  ein  geradlinige» 
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Maass  bestimmt  werden.    Das  Messen  der  Länge  einer  krummen  Linie  mit  einem 

solchen  Maasse  unterliegt  dadurch  einer  grösseren  Schwierigkeit  als  dasjenige  von 

Strecken,    dass   das  unmittelbare  Abtragen  des  Maasses  auf  der  zu  messenden 

Linie  nicht  thunlich  ist    Es  muss  also  auch  hier,  wie  schon  vorher  bei  dem 

ganzen  Kreise  geschehen,  die  Berechnung  an  die  Stelle  der  eigentlichen  Messung 

treten.    Hierzu  verhilft  bei  Kreisbogen  der  Satz,  dass  die  Längen  zweier  Bogen 

desselben  Ejreises  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die  zugehörigen  Centriwinkel, 

dass  also  auch  jeder  Bogen  sich  zur  ganzen  Peripherie  verhalten  muss,  wie  der 

zu  ihm   gehörige   Centriwinkel   zu  360  Grad.    Bezeichnet  man  die  in  Graden 

(Minuten,  Secunden)  ausgedrückte  Maasszahl  dieses  Centriwinkels  durch  a,  die 

gesuchte  des  Bogens  durch  d,  so  ist  also 

^  :  2rir  =  a :  360°, 

a 
woraus  ^  =  2r  ic  •  -^^^    (1) 

folgt  Jeder  Kreisbogen  ist  also  der  ebensovielte  Theil  der  ganzen  Peripherie 
wie  sein  Centriwinkel  von  360°.  So  ist  also  z.  B.  der  Bogen  über  der  Seite  des 
etnbeschriebenen  Quadrats  gleich  dem  vierten  Theile  der  Peripherie  oder  gleich 
\rz,  der  Bogen  über  der  Seite  des  einbeschriebenen  regelmässigen  Sechsecks 
gleich  ^  •  2rii,  u.  dgl.  m.  Statt  der  Maasszahl  des  Centriwinkels  kann  in  allen 
Fallen  selbstverständlich  auch  die  Maasszahl  des  Bogens  in  Bogengradmaass 
gegeben  werden.    Man  verwandelt  also  das  letztere  in  Längenmaass  durch  Multi- 

plication    mit   r  •  töTvö« 

2.  Ist  umgekehrt  ein  Kreisbogen  in  Längenmaass  ^  nebst  dem  Radius  r  des 
Kreises  gegeben,  so  findet  man  die  Länge  des  Bogens  in  Gradmaass  durch  Auf- 
lösung der  obigen  Gleichung  auf  a 

^    1SÖ°       ,^, 
a=-    (2) 

Die  hiemach  bei  derartigen  Verwandlungen  von  Längenmaass  in  Gradmaass 

180° 
und  umgekehrt  gebrauchte  Zahl kann  ein-  für  allemal  ausgerechnet  werden. 

Dieselbe  ergiebt  sich  gleich  57°  17'  44/'  8 .  . .  =  57°,  29578  =  3437/  7468  = 
206264"  8. 

Dieselbe  wird  von  manchen  Schriftstellern  durch  p  bezeichnet  Da  dieser 
Buchstabe  auch  häufig  zur  Bezeichnung  des  Radius  eines  einer  Figur  einbe- 
schriebenen Kreises  gebraucht  wird,  so  ist  die  Einführung  eines  anderen  Zeichens 
for  die  vorstehende,  in  den  Anwendungen  häufig  vorkommende  Zahl  wünschens- 
veith.  Wählen  wir  dafür  den  Buchstaben  P  (welcher  gleichzeitig  an  ic  und  als 
grosser  griechischer  Buchstabe  an  p  erinnert),  so  ist  also 

3.  Da  die  Länge  des  zu  einer  bestimmten  Gradzahl  gehörigen  Bogens 
mit  dem  Radius  des  Kreises  veränderlich  ist,  dagegen  das  Verhältniss  dieser 
Lange  zu  derjenigen  des  Radius  für  dieselbe  Gradzahl  immer  denselben  Werth 
bat,  so  ist  man  übereingekommen,  unter  dem  zu  einem  bestimmten  Centriwinkel 
gehörigen  Bogen  in  Längenmaas  im  engeren  Sinn  stets  dieses  Verhältniss  der  ab- 
fluten Länge  des  Bogens  zum  Radius  oder,  was  dasselbe  ist,  diese  Länge  des 
Bogens  in  einem  Kreise  mit  dem  Radius  1  zu  verstehen.  Man  bezeichnet  in 
diesem  Falle  insbesondere  den  zu  der  Gradzahl  a  gehörigen  Bogen  durch  arca, 
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und  es  geht  aus  den  vorstehenden  Formeln,  indem  man  in  denselben  r  =  1 
setzt,  hervor,  dass 

a  =  P  •  arC'  a 

ist  Zur  Verwandlung  von  Gradmaass  in  Bogenmaass  hat  man  also  eisteres 
durch  P  zu  dividiren,  zur  Verwandlung  von  Bogenmaass  in  Gradmaass  ersteres 
mit  P  zu  multipliciren.  In  beiden  Fällen  sind  a  und  P  gleichzeitig  in  Graden 
und  Bruchtheilen  eines  solchen,  oder  in  Minuten  oder  in  Secunden  auszudrücken. 
So  ist  z.  B. 

arc  5°  17'  30"  =  arc  ö°,29166  .  .  =  57^29573  ' ' 

o.^ri.  317,5         ^  ^^^^^„  19050 

oder  =  arc  317  ,5  =  3^377^33  oder  ^arc  19050    =  -^j^^j^^ 

Alle  drei  Formeln  ergeben  arc  5°  17'  30"  =  0,  09235 . . . 
Insbesondere  ist  also  P  gleich  a,  wenn  arcfi^=l  ist,  oder  P  ist  in  Gradmaass 
derjenige  Bogen,  welcher  an  Länge  dem  Radius  des  Kreises  gleich  ist     Umge- 
kehrt ist  p  =  arr  1. 

Nach  der  vorstehenden  Erklärung  ergiebt  sich  weiter  insbesondere,  dass 
arc  360**  ==  2ir,  arc  180°  =  ir,  arc  90°  =  1 1:  u.  s.  w.  ist 

4.  Um  den  Flächeninhalt  eines  Sectors  zu  berechnen,  bestimme  man, 
ähnlich  wie  bei  der  Berechnung  der  Länge  eines  Bogens  aus  deijenigen  der 
ganzen  Peripherie,  das  Verhältniss  desselben  zur  ganzen  Kreisfläche.  Bei  dem  Be- 
weise des  Satzes,  dass  zu  gleichen  Centriwinkeln  eines  und  desselben  Kreises  oder 
gleicher  Kreise  gleiche  Bogen  gehören,  gelangten  mit  den  Centriwinkeln  und 
den  Bogen  auch  die  zugehörigen  Sectoren  zur  Deckung,  und  es  gilt  also  auch 

der  Satz: 

Zu  gleichen  Centriwinkeln  und  zu  gleichen  Bogen  eines  und  desselben 
Kreises  oder  gleicher  Kreise  gehören  gleiche  Sectoren. 

Durch  Theilung  zweier  Centriwinkel  oder  Bogen  mittelst  eines  gemeinschaft- 
lichen Maasses  erhält  man  dann  unter  Anwendung  dieses  Satzes  ganz  in  der 
selben  Weise,  wie  im  entsprechenden  Fall  bei  den  Bogen  den  allgemeinen  Sau: 

Die  Flächen  beliebiger  Sectoren  desselben  Kreises  oder  gleicher  Kreise 
verhalten  sich  zu  einander  wie  die  zugehörigen  Centriwinkel  und  wie  die  zuge- 
hörigen Bogen. 

Insbesondere  verhält  sich  daher  auch  jeder  Sector  eines  Kreises  zum  ganzen 

Kreise,   wie    sein  Centriwinkel   zu    360  Grad   und  wie  sein  Bogen  zur  ganzen 

Peripherie.     Bezeichnet   also   S  den  Flächeninhalt   eines  Sectors   des  Kreises 

mit  dem  Radius  r,  a  die  Maasszahl  des  zugehörigen  Centriwinkels  oder  die  des 

Bogens  in  Gradmaass,  b  die  des  Bogens  in  Längenmaass,  so  ist 

5 :  r>  IC  =  a :  360°, 

a 
oder  S^r^t:  '  j^  (4a) 

und  ebenso  5 :  r*  ic  =  ^  :  2ric, 

also  S^\br.  (4b) 

Die  letztere  Formel  lässt  sich  leicht  dadurch  behalten,  dass  nach  derselben 
(l(*r  einem  Dreieck  der  Gestalt  nach  gleichende  Sector  durch  dieselbe  Regel 
wlif   rill  Dreieck   berechnet  wird,  wenn  man  statt  der  geradlinigen  Gnmdlinie 
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des  letzteren  den  krummen  Bogen  und  statt  der  Höhe  den  Radius  des  Kreises 
nimmt 

5.  Den  Flächeninhalt  eines  Segmentes  erhält  man,  falls  dasselbe  kleiner 
als  ein  Halbkreis  ist,  als  Differenz  eines  Sectors  und  eines  Dreiecks,  welche 
beide  durch  die  nach  den  Endpunkten  des  zugehörigen  Bogens  gehenden  Radien 
und  diesen  Bogen,  bezw.  die  zugehörige  Sehne  bestimmt  werden.  Ist  das  Seg- 
ment grösser  als  ein  Halbkreis,  so  ist  es  die  Summe  eines  Sectors  und  eines 
Dreiecks. 

Es  sei  zur  Ausführung  dieser  Rechnung  ausser  dem  Radius  r  der  Centri- 
winkel  a  des  zum  Segment  gehörigen  Bogens  gegeben.  Der  Inhalt  des  be- 
treffenden Sectors  ergiebt  sich  dann  ohne  Weiteres  aus  der  entsprechenden 
obigen  Formel.  Zur  Bestimmung  des  Inhalts  des  zugehörigen  Dreiecks 
müsste  aus  den  gegebenen  Stücken  eine  Seite  desselben  und  die  zu  ihr 
gehörige  Höhe,  also  beispielsweise  die  Sehne  und  ihr  Abstand  vom  Mittel- 
I>unkte  berechnet  werden.  Da  nämlich  von  diesem  Dreiecke  zwei  Seiten 
gleich  dem  Radius  und  der  eingeschlossene  Winkel,  nämlich  der  Centriwinkel, 
bekannt  sind,  so  ist  dasselbe  durch  die  als  gegeben  angenommenen  Stücke  be- 
stimmt, und  es  ist  nicht  gestattet,  zur  Berechnung  desselben  noch  anderweite 
Stücke  als  unabhängig  von  jenen  gegeben  anzunehmen.  Es  entsteht  also  die 
Aufgabe,  aus  dem  Radius  und  einem  Centriwinkel  die  zugehörige  Sehne 
zu  berechnen.  Der  ausserdem  erforderliche  Abstand  der  Sehne  vom  Mittel- 
punkt würde  sich  nach  erfolgter  Lösung  dieser  Aufgabe  leicht  mittelst  des  py- 
thagoreischen Lehrsatzes  ergeben.  Die  Berechnung  der  Sehne  aber  ist  mit  den 
bisher  entwickelten  Hülfsmitteln  nur  dann  möglich,  wenn  diese  Sehne  Seite  eines 
demjenigen  einbeschriebenen  Polygone  ist,  deren  Berechnung  im  Vorhergehenden 
als  möglich  gezeigt  wurde.  In  allen  anderen  Fällen  unterliegt  dieselbe  der  Schwierig- 
keit, dass  aus  einer  Strecke  (r)  und  einem  Winkel  (a),  also  aus  zwei  ungleichartigen, 
nicht  durch  dieselbe  Maasseinheit  gemessenen  Grössen  in  einer  und  derselben 
Rechnung  eine  gesuchte  Grösse  gefunden  werden  soll,  und  die  Lösung  der 
Aufgabe  erfordert  daher  die  Hülfsmittel  eines  neuen  Zweiges  der  Mathematik, 
welcher  mit  Hülfe  einer  Bestimmung  von  Winkeln  durch  dieselbe  Maasseinheit, 
mit  welcher  die  Strecken  gemessen  werden,  die  Einführung  beider  Arten  von 
Grössen  in  dieselbe  Rechnung  gestattet.  Diejenige  mathematische  Disciplin, 
welche  die  so  gestellte  Aufgabe  löst,  ist  die  Trigonometrie,  und  dieser  muss  also 
auch  die  vollständige  und  endgültige  Lösung  des  hier  vorliegenden  Problems 
der  Berechnung  des  Flächeninhalts  eines  Segments  vorbehalten  bleiben. 

Wären  umgekehrt  fiir  diese  letztere  Aufgabe  die  Sehne  und  deren  Abstand 
vom  Mittelpunkt  gegeben,  wäre  also  die  unmittelbare  Berechnung  des  Flächen- 
inhalts des  Dreiecks  ermöglicht,  so  müsste  aus  jenen  Stücken  behufs  Berechnung 
des  Sectors  der  Centriwinkel  berechnet  werden,  sodass  man  wieder  auf  eine 
Aufgabe  der  Trigonometrie  hingewiesen  wird. 

Wie  sich  jedoch  in  besonderen  Fällen,  welche  bereits  oben  angedeutet 
wurden,  die  Berechnung  des  Inhalts  eines  Segments  auch  mit  den  bisherigen 
Hülfsmitteln  ausführen  lässt,  möge  beispielsweise  die  folgende  Aufgabe  zeigen: 

Uebcr  der  H)rpotenuse  eines  rechtwinkeligen  und  gleichschenkeligen  Drei- 
ecks als  Durchmesser  sei  ausserhalb  des  letzteren  ein  Halbkreis,  und  über  der- 
selben Geraden  als  Sehne  sei  um  den  Scheitel  des  rechten  Winkels  ein  Quadrant 
beschrieben.    Man  erhält  so  eine  von  zwei  Kreisbogen  begrenzte  mondformige 

r,  Handbuch  der  Mathematik.    Bd.  I.  20 
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Figur  (die  lunula  des  Hippokrates),  deren  Flächeninhalt  aus  der  Kathete  a  des 
Dreiecks  berechnet  werden  soll. 

Die  gesuchte  Fläche  ist  die  Differenz  eines  Halbkreises 
und  eines  S^inents.  Der  Halbkreis  hat  zum  Durchmesser 
die  Hypotenuse  des  rechtwinkeligen  Dreiecks,  für  welche 
man  mittelst  des  pyüiagoreischen  Lehrsatzes  den  Wenh 

a|/2  erhält  Mithin  ist  der  Inhalt  des  Halbkreises  gleich 
^a*ir.  Das  Segment  ist  die  Differenz  eines  Sector? 
und  des  Dreiecks,  der  Sector  der  vierte  Theil  eines 
Kreises,  dessen  Radius  gleich  der  Kathete,  also  gleich  a 
ist  Da  hiemach  der  Inhalt  des  Sectors  gleich  \a^T.  ist,  so  ist  derselbe  gleich 
der  vorher  berechneten  Halbkreisfläche.  Der  Inhalt  des  Dreiecks  ergiebt  sich 
aus  den  Katheten  gleich  \<fi.    Demnach  ist  der  gesuchte  Inhalt  der  Lunula  gleich 

Die  Lunula  ist  also  dem  Dreieck  gleich;  es  liegt  mithin  hier  ein  Fall  vor, 
in  welchem  sich  eine  nur  von  krummen  Linien  begrenzte  Figur  durch  Constnic- 
tion  in  eine  geradlinige  verwandeln  lässt,  die  Aufgabe  der  Quadratur  der  Figiir 
also  lösbar  ist 

Beispiele:  1.  Die  Längen  der  Bogen  eines  Kreises  mit  dem  Radius  ]  zu 
berechnen,  welche  zu  folgenden  Centriwinkeln  gehören:  a)  90°,  b)  180*^,  c)  TiO . 
d)  36°,  e)  120°.  Resultate:  a)  |r  =  1,57080;  b)  -  =  3,14159;  c)  ^it  =  l,0472n; 
d)  J-  =  0,62832;  e)  |t:  =  2,09440. 

2.  Ebenso  für  folgende  Centri^inkel:  a)  20"  12';  b)  117°  13',5;  c)  32°  18'8(»  ; 

20°  12'      1*        ^O  9  * 

d)  0"  11'  10";  e)  0"^  0'  33",2;  Q  0'  0M2.     Auflösung:    a)  *  =  — ."".^     '  =  --' -* 

20  2  1212 

=  0,352556,  oder  20^  12' :  P  =  ,^     '— o  <xler  oMo-^^in^f  also  mittelst  /or  P'  = 

5i,29ü^8  343  <, 7468  * 

3,53627  und/^^  1212  =  3,08350,  d^num,  A3:^0,54723  —  l  =0,35256;  b)70033',5:F 

=   num.    log    (3,84717  —  3,53627)  =  2,04595;    c)    1938',5  :  P'  =  0,563JM); 

d)    670"  :  P"=  num.  log  (2,82607  —  5,31443)  =  0,0032482;    e)  33",2  :  P"  = 

0,00016096;  Q  0',12  :  P'  =  num,  log  (0,07918  —  1  —  3,53627)  =  0,000034907. 

3.  Für  den  Radius  r=  10  die  Länge  des  Bogens  zu  berechnen,  dessen 
Centriwinkel  112°  30'  ist  Auflösung:  112S5  •  10  :  P  =  «»«.  A?^  (3,051 15  — 
1,75812)  =  19,635. 

4.  Aus  der  gegebenen  Bogenlänge  b  fiir  den  Radius  1  den  zugehörigen 
Centriwinkel  zu  berechnen  für  a)  ^  =  0,324;  b)  ^  =  3,417.  Auflösung:  a  =  ^  •  P; 
a)  num,  log  (0,51055—1  H-  1,75812)  =  18°,564  =  18°  33'  50";  b)  195°  47'. 

5)  Aus  der  iJlnge  b  eines  Bogens  und  dem  zugehörigen  Centriwinkel  a  den 
Radius  des  Kreises  zu  berechnen.   Beispiel:  b  =  0,4488,  a  ^  25°  AVfi,   Auflösung: 

bV  _  0,4488  P'  _ 
'* "    a    ""  1542,9  •     "* 

6.  Den  Flächeninhalt  eines  Sectors  in  einem  Kreise  mit  dem  Radius  1  rj 
berechnen,  dessen  Centriwinkel  a  gleich  a)  60°,  b)  45°,  c)  36°,  ist     Auflösung 

")  „;  b)  ^;  c)  ^. 

7.  Den  Flächeninhalt  eines  Sectors  in  einem  Kreise  mit  dem  Radius 
/•  •••  M3  SU  berechnen,  wenn  der  zugehörige  Centriwinkel    a  =  5°  4',2  gegeben 

.    .       A     ri>  '*^«'  '^04,2 
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8.  Den  Flächeninhalt  eines  Sectors  im  Kreise  mit  dem  Radius  r  =0,  123  zu 
berechnen,   dessen  Bogen  die  Länge  ^=  1,234  hat. 

Auflösung:   \br  =  0,617-  0,123  =  0,0758. 

9.  Aus  dem  Flächeninhalt  F  eines  Sectors  und  dem  Radius  r  des  Kreises 

den  zugehörigen  Bogen  und  den  Centriwinkel  zu  berechnen. 

,   ^,..             .2/^           F    360^       ^FY 
Auflösung:  h  =  — ,  a  =  — « =  — 0— • 

10.  Aus  dem  Flächeninhalt  F  eines  Sectors   und  dem  zugehörigen  Centri- 
winkel a  den  Radius  des  Kreises  und  den  Bogen  zu  berechnen. 


Auflösung:    r  =]/ F  ~,  ^  =  K  "gö^' 


11.  Berechne  den  Inhalt  des  kleineren  der  Segmente  eines  Kreises  mit  dem 
Radius  r,  welche  zu  der  Seite  eines  einbeschriebenen  regelmässigen  Sechsecks 

gehören.    Auflösung:    ^  r2  1:  —  J  r^ys  ==  j^  ^2  (2  tt  —  3/3). 

12.  Ein  Kreis  berühre  die  beiden  Radien  und  den  Bogen  eines  Quadranten. 
Man  berechne  aus  dem  Radius  r  des  letzteren  die  Flächeninhalte  der  zwischen 
dem  einbeschriebenen  Kreis  und  dem  Umfang  des  Quadranten  liegenden  Figuren. 
Auflösung:  Der  den  Quadranten  halbirende  Radius  desselben  besteht  aus  einem 
Radius   (p)   des  einbeschriebenen  Kreises   und    der   Diagonale    eines    Quadrats, 

dessen  Seite  gleich  dem  Radius  p  ist.    Daher  ist  p  -h  py  2  =  r,  also  p  =  —^ 

=  r  (Y^ —  1).  Der  eine  der  gesuchten  Theile  ist  die  Differenz  des  genannten 
Quadrats    und    eines    Quadranten    des    einbeschriebenen    Kreises,    also    gleich 

(>2  —  {  p2  ;:  =  ^2  (3  —  2  y2)(l  —  \  ir).  Subtrahirt  man  den  Inhalt  dieses  Theiles 
und  den  des  einbeschriebenen  Kreises  von  dem  Inhalt  des  Quadranten,  so  erhält 
man  die  Summe  der  Inhalte  der  beiden  übrigen  gesuchten  Theile,  welche 
einander  gleich  sind. 

13.  Den  Inhalt  einer  von  zwei  Seiten  eines  gleichseitigen  Dreiecks  und  dem 
zwischen  denselben  liegenden  kleineren  Bogen  des  einbeschriebenen  Kreises  ein- 
geschlossenen Figur  aus  der  Seite  a  des  Dreiecks  zu  berechnen.  Auflösung:  Da 
im  Ganzen  drei  solche  Figuren  von  gleicher  Grösse  übrig  bleiben,  wenn  man 
den  Kreis  von  dem  Dreieck  wegnimmt,  so  ist  der  gesuchte  Inhalt  \  der  Dif- 
ferenz der  Inhalte  des  Dreiecks  und  des  Kreises.  Der  Radius  des  letzteren  ist 
—  da  der  Schwerpunkt  des  gleichseitigen  Dreiecks  mit  dem  Mittelpunkt  des 
Kreises  und  dem  Durchschnittspunkt  der  Höhen  zusammenfallt  —  gleich  dem 

dritten  Theil  der  Höhe,  also  gleich  |  •  ya^  —  ;J  «2  =  ^y^.  Mithin  erhält  man  für 
die  gesuchte  Fläche-^  \^a  •  ||/3  ""  f2  «^  ^1  =3^  ^M3  VT—  tc). 

§  59.    Von  der  Aehnlichkeit  der  Kreise. 

■ 

1.  Die  Eigenschaft  ähnlicher  geradliniger  Figuren,  nach  welcher  dieselben 
in  eine  solche  Lage  zu  einander  gebracht  werden  können,  dass  je  zwei  homologe 
Eckpunkte  zweier  solchen  Figuren  auf  einem  von  demselben  Punkte  5  ausgehen- 
den Strahl  liegen  und  von  diesem  Stücke  abschneiden,  die  zu  einander  für  alle 
homologen  Punktpaare  in  demselben  Verhältniss  stehen,  lässt  sich  zur  Aufstellung 
einer  allgemeinen  Definition  ähnlicher  Raumgebilde  benutzen.  Hiemach  heissen 
auch  krummlinige  Figuren,  und  überhaupt  zwei  Systeme  von  Punkten  und  Linien 
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einander  ähnlich,  wenn  sie  in  eine  solche  Lage  zu  einander  gebracht  werden 
können,  dass  jedem  Punkte  der  einen  Figur  oder  des  einen  Systems  ein  in  der 
angegebenen  Weise  liegender  homologer  Punkt  und  somit  auch  jeder  Linie  des- 
selben eine  homologe  Linie  des  anderen  entspricht,  und  es  gilt  allgemein  der 
Satz,  dass  je  zwei  homologe  Strecken  in  zwei  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden 
Figuren  einander  parallel  sind  und  dass  je  zwei  solche  Strecken  sich  immer  zu 
einander  verhalten,  wie  die  Abstände  zweier  homologen  Eckpunkte  von  dem  ge- 
meinsamen Aehnlichkeitspunkt.  Auch  die  Unterscheidung  innerer  und  äusserer 
Aehnlichkeitspunkte  bleibt  unverändert  wie  früher  bestehen.  Endlich  gilt  umge- 
kehrt der  Satz,  dass  die  Verbindungslinien  je  zweier  homologen  Punkte  rweier 
ähnlichen  Raumgebilde  sich  stets  in  der  gedachten  Weise  in  einem  und  dem- 
selben Punkt,  dem  Aehnlichkeitspunkt,  schneiden  müssen,  wenn  die  Raumge- 
bilde so  zu  einander  gestellt  sind,  dass  zwei  Linien  des  einen  den  homologen  des 
anderen  parallel  laufen. 

Dass  alle  Kreise  ähnliche  Figuren  sind,  ist  schon  früher  auf  anderem  Wege 
gezeigt  worden.    Jede  zwei  Kreise  derselben  Ebene  sind  aber  auch  stets  in  ähn- 
licher   Lage    zu    einander 
ß  Zieht  man  nämlich  in  zvei 

Kreisen  zwei  beliebige,  ein- 
ander parallele  und  gleich- 
5  gerichtete  Radien  AB,  ÄF 
und  verbindet  deren  auf  den 
Peripherien  liegende  End- 
punkte B^B ^  so  schneidet 
die  Verlängerung  der  Verbindungslinie  die  Verlängerung  der  Centrallinie  AÄ 
in  einem  Punkte  5,  so  dass 

AS\A'S^AB\ÄB, 
d.  h.  der  Punkt  S  theilt  AÄ  auf  ihrer  Verlängerung  im  Verhältniss  der  zuge« 
hörigen  Radien.  Da  dies  fiir  jedes  Paar  einander  paralleler  und  gleichgerichteter 
Radien  unverändert  gelten  muss,  so  ist  der  Punkt  S  fUr  alle  solche  Paare  der- 
selbe, also  äusserer  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  A  und  A\  Derselbe  liegt  bei 
ungleichen  Kreisen  auf  der  Verlängerung  der  Centrallinie  über  den  Mittelpunkt 
des  kleineren  Kreises,  bei  gleichen  Kreisen  im  Unendlichen. 

Zieht  man  femer  in  zwei  beliebigen 
Kreisen  zwei  einander  parallele  tmd  ent- 
gegengesetzt gerichtete  Radien  AC^  i4'C  und 
verbindet  deren  auf  der  Peripherie  liegende 
Endpunkte  C,C*  mit  einander,  so  schneidet 
die  Verbindungslinie  die  Centrallinie  AA 
selbst  in  einem  Punkte  I,  und  die  Dreiecke 
A  Clf  äC I  sind  einander  ähnlich.  Daher  ist 
AI\ÄI^AC\AC, 
d.  h.  der  Punkt  /  theilt  ebenfalls  die  Centrallinie  im  Verhältniss  der  zugehörigen 
Radien.  Für  alle  Paare  paralleler  und  entgegengesetzt  gerichteter  Radien  z\^*eier 
Kreise  muss  daher  dieser  Punkt  /  derselbe  sein.  Er  ist  also  innerer  Aehnlich- 
keitspunkt dieser  Kreise.  Derselbe  liegt  stets  auf  der  Centrallinie  selbst,  bei 
ungleichen  Kreisen  dem  Mittelpunkt  des  kleineren  näher  als  dem  des  grösseren, 
bei  gleichen  Kreisen  im  Halbirungspunkt  der  Centrallinie. 

Jede  zwei  Kreise  können  daher  gleichzeitig  als  direct  ähnlich  und  als  cnt- 
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gegengesetzt  ähnlich  liegende  Figuren  betrachtet  werden;  sie  haben  stets  sowol 
einen  inneren  als  einen  äusseren  Aehnlichkeitspunkt,  und  diese  beiden  Aehnlich- 
keitspunkte  theilen  die  Centrallinie  im  Verhältniss  der  zugehörigen  Radien  har- 
monisch. 

2.  Die  im  §  51  entwickelten  Sätze  über  Aehnlichkeitsstrahlen  und  homologe 
Punkte  ähnlicher  Polygone  lassen  sich  nunmehr  leicht  auf  jede  zwei  beliebige 
Kreise  übertragen.  Insbesondere  muss  auch  jede  Gerade,  welche  zwei  Kreise 
gleichzeitig  berührt,  ein  Aehnlichkeitsstrahl  derselben  sein,  wie  daraus  folgt,  dass 
die  beiden  nach  den  Berührungspunkten  gehenden  Radien  gleichzeitig  senkrecht 
zu  der  Geraden  und  also  einander  parallel  sind.  Die  Aufgabe,  eine  gemein- 
schaftliche Tangente  an  zwei  gegebene  Kreise  zu  legen,  kann  also  da- 
durch gelöst  werden,  dass  man  einen  Aehnlichkeitspunkt  dieser  Kreise  constniirt 
und  von  ihm  aus  an  einen  der  letzteren  eine  Tangente  zieht.  Dieselbe  muss  dann 
auch  den  anderen  Kreis  berühren. 

Die  Untersuchung  der  bei  dieser  Aufgabe  möglichen  einzelnen  Fälle  ergiebt 
Folgendes:  Liegen  die  Kreise  ganz  ausserhalb  einander,  so  liegen  beide 
Aehnlichkeitspunkte  ausserhalb  beider  Kreise.  Da  man  von  jedem  derselben 
rwei  Tangenten  ziehen  kann,  so  erhält  man  in  diesem  Falle  vier  gemeinschaft- 
liche Tangenten.  —  Berühren  die  Kreise  einander  von  aussen,  so  fallt  der  innere 
Aehnlichkeitspunkt  mit  dem  Berührungspunkt,  und  die  beiden  durch  diesen 
Aehnlichkeitspunkt  gedachten  Tangenten  fallen  in  eine  einzige  Gerade  zusammen. 
In  diesem  Falle  giebt  es  drei  gemeinschaftliche  Tangenten.  —  Schneiden  die 
Kreise  einander,  so  fallt  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  innerhalb  beider.  Man 
kann  also  von  ihm  in  diesem  Falle  keine  Tangente  an  die  Kreise  ziehen,  und 
diese  haben  nur  noch  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten.  —  Berührt  der  kleinere 
Kreis  den  gprösseren  von  innen,  so  fällt  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  wie  vor- 
her innerhalb  beider;  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  fallt  mit  dem  Berührungs- 
punkte zusammen,  und  die  Kreise  haben  nur  eine  einzige  gemeinschaftliche 
Tangente.  —  Liegt  endlich  der  kleinere  Kreis  ganz  innerhalb  des  grösseren,  so 
lallen  beide  Aehnlichkeitspunkte  innerhalb  beider  Kreise,  und  diese  haben  keine 
gemeinschaftlichen  Tangenten. 

Sind  insbesondere  zwei  Kreise  concentrisch,  so  fallen  ihre  Aehnlichkeits- 
punkte mit  einander  und  dem  Mittelpunkte  zusammen. 

Die  weitere  Entwicklung  dieser  Lehren  gehört  der  sog.  neueren  Geometrie 
an.    Vergl.  §  82. 


Kapitel  6. 
Die  planimetrischen  Constructions-Aufgaben. 

§  60.    Einleitung. 

Die  Constructions-Aufgaben  der  Geometrie  fordern  die  Zeichnung  von 
Figuren  mit  verlangten  Eigenschaften,  und  zwar  auf  Grund  geometrischer  Lehr- 
satze, sodass  also  die  Richtigkeit  des  Verfahrens  vollkommen  streng  bewiesen 
werden  kann.  Hierbei  ist  von  der  »Construction«  der  Figur  die  wirkliche  prak- 
tische Ausführung  der  Zeichnung  zu  unterscheiden;  die  Aufgabe  im  engeren  Sinn 
verlangt  nur  die  erstere,  d.  h.  die  theoretische  Angabe  des  zur  Darstellung  der 
verlangten  Figur  führenden  Verfahrens,  sie  sieht  mithin  von  der  praktischen  Un- 
möglichkeit, wirkliche  Linien   (ohne  Dicke)  zu  zeichnen  und  von  anderen  Hin- 
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demissen  einer  absolut  genauen  Ausführung  der  Zeichnung  ab  und  kann  daher 
auch  eine  theoretisch  vollkommene  Genauigkeit  der  letzteren  verlangen.  Die 
Constructionen  der  Elementar-Geometrie  bedienen  sich  keiner  anderen  Hiilfs- 
mittel  als  der  geraden  Linie  und  des  Kreises,  da  diese  Linien  die  einzigen  sind, 
welche  in  den  Elementen  behandelt  werden.  Es  wird  also  die  Möglichkeit 
vorausgesetzt,  eine  Gerade  und  einen  Kreis  beschreiben  zu  können.  Das  geo- 
metrische Zeichnen,  d.  i.  die  praktische  Ausführung  jener  theoretischen  Con- 
structionen, bedient  sich  daher  bei  den  elementaren  Aufgaben  nur  des  Lineals 
und  des  Zirkels  als  Zeichen-Instnimente  und  hat  mittelst  derselben  jene  beiden 
fundamentalen  Forderungen  mit  möglichster  Annäherung  an  die  in  der  Theorie 
angenommene  Genauigkeit  auszuführen.  Weil  aber  diese  Genauigkeit  nie  voll- 
kommen erreicht  werden  kann,  so  darf  der  praktische  Zeichner  für  seine 
besonderen  Zwecke  ausser  Lineal  und  Zirkel  noch  andere  Instrumente  anwenden, 
wie  das  sog.  rechtwinkelige  Lineal  (bezw.  die  Reissschiene),  die  Maass- 
stäbe, und  zum  Anlegen  von  Winkeln  den  Transporteur.  Derartige  Hülfsmittel 
dienen  jedoch  nur  dazu,  gewisse  häufig  vorkommende  Constructionen  mit  grösserer 
Bequemlichkeit  angenähert  auszuführen,  und  sind  in  soweit  gestattet,  als  die 
dadurch  bedingte  Ungenauigkeit  der  Zeichnung  nicht  grösser  wird,  als  bei  der 
Ausführung  der  betreffenden  Construction  nur  mit  Zirkel  und  Lineal  der  Fall  sein 
würde,  bezw.  als  für  den  gerade  vorliegenden  praktischen  Zweck  erforderlich  ist 

Man  kann  nach  dem  Vorstehenden  die  Lehre  von  den  geometrischen  Con- 
structionen als  die  wissenschaftliche  Grundlage  des  geometrischen  Zeichnens 
erklären.  Diejenigen  hierher  gehörigen  Aufgaben,  welche  als  die  einfachsten  am 
häufigsten  Anwendung  finden,  wie  z.  B.  das  Errichten  und  Fällen  von  Senkrechten, 
das  Ziehen  von  Parallelen,  die  Halbirung  von  Strecken  oder  Winkeln  u.  dgl.  m., 
sind  schon  im  Früheren  —  §§  32—34,  §§  45,  46  und  §  50  —  behandelt  worden. 
Dieselben  mögen  als  Fundamental-Aufgaben  bezeichnet  werden,  und  ihre 
Kenntniss  wird  im  Folgenden  vorausgesetzt. 

Die  vollständige  Auflösung  einer  Constructions- Aufgabe  zerfkUt  in  vier 
Theile:  Die  Analysis  entwickelt  den  Gedankengang,  durch  welchen  das  zu  der 
verlangten  Figur  führende  Verfahren  gefunden  wird,  indem  sie  die  Beziehungen 
zwischen  dem  Gesuchten  und  dem  Bekannten  oder  Gegebenen  ermittelt  Die 
Construction  lehrt  dann,  wie  die  Zeichnung  ausgeführt  wird,  der  Beweis  zeigt 
die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  auf  Grund  bewiesener  mathematischer  Lehren, 
die  Determination  endlich  untersucht,  ob  und  wie  weit  die  gesuchte  Figtir 
durch  die  gegebenen  Grössen  bestimmt  ist.  Die  Determination  hat  also  die 
etwaigen  Bedingimgen  der  Möglichkeit  der  Auflösung  der  Aufgabe,  sowie  die  An- 
zahl derjenigen  Figuren  zu  ermitteln,  welche  den  Forderungen  der  Aufgabe  ent- 
sprechen. 

Die  nähere  Erläuterung  dieser  Theile  und  die  sonstigen  allgemeineren  Er- 
örterungen über  die  Lehre  von  den  Constructionen  sollen  im  Folgenden  an 
bestimmte  Beispiele  geknüpfl  werden,  wodurch  dieselben  an  Verständlichkeit 
gewinnen  dürften. 

A.     Methode  der  Hülfsfiguren. 

§  GL 

Im  §  32  sind  diejenigen  Fundamental-Aufgaben  behandelt  worden,  welche 
in  Anlehnung  an  die  Congruenzsätze  die  Construction  eines  Dreiecks  verlangen 
wenn 
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a)  die  drei  Seiten,  oder 

b)  zwei  Seiten  und  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel,  oder 

c)  zwei  Seiten  und  einer  der  denselben  gegenüberliegenden  Winkel,  oder 

d)  eine  Seite  und  die  beiden  ihr  anliegenden  Winkel,  oder 

e)  eine   Seite,    ein    ihr   anliegender    und    der   ihr   gegenüberliegende   Winkel 
gegeben  sind. 

In  diesen  Aufgaben  ist  jedes  der  zur  Bestimmung  des  Dreiecks  gegebenen 
Stücke  entweder  eine  Seite  oder  ein  Winkel  desselben.  An  Stelle  eines  oder 
mehrerer  dieser  Stücke,  die  wir  als  »unmittelbare«  bezeichnen  wollen,  können 
nun  anderweite  ^ Bestimmungsstücke«,  wie  z.  B.  die  Summe  oder  die  Differenz 
zu-eier  Seiten,  die  Höhen,  die  von  den  Höhen  auf  den  Seiten  gebildeten  Abschnitte, 
die  Radien  der  Berühnmgskreise  des  Dreiecks  u.  dgl.  m.  gesetzt  werden.  Man 
erhält  auf  diese  Weise  eine  unerschöpibare  Menge  von  anderweiten  Aufgaben,  in 
denen  also  die  Cpnstruction  eines  Dreiecks  aus  drei  Stücken  verlangt  wird,  welche 
zum  Theil  oder  sämmtlich  nicht  unmittelbare  sind  und  im  Gegensatz  zu  solchen 
als  mittelbare  Bestimmungsstücke  bezeichnet  werden  können. 

Nicht  alle  Zusammenstellungen  dreier  Stücke  behufs  Bildung  solcher  Auf- 
gaben sind  jedoch  gestattet;  es  fragt  sich  vielmehr  im  einzelnen  Falle,  ob  die  Auf- 
gabe möglich  ist,  d.  h.  ob  das  Dreieck  aus  jenen  Stücken  überhaupt  construirt 
werden  kann,  und  ob  es  durch  dieselben  hinreichend  bestimmt  ist.  Sind  z.  B. 
ein  Winkel,  eine  ihm  anliegende  Seite  und  die  zu  der  anderen  anliegenden  Seite 
senkrechte  Höhe  der  Grösse  nach  gegeben,  so  sieht  man  leicht  ein,  dass  diese 
drei  Stücke  einem  und  demselben  rechtwinkeligen  Dreieck  angehören,  welches 
als  ein  Theil  des  gesuchten  erscheint.  Da  aber  dieses  rechtwinkelige  Dreieck 
bereits  durch  die  gegebene  Seite  und  den  gegebenen  Winkel  nebst  dem  rechten 
Winkel,  und  mit  ihm  durch  diese  Stücke  also  auch  die  Länge  der  Höhe  bestimmt 
ist,  so  ist  jene  Aufgabe  unstatthaft.  Hat  nämlich  die  fiir  die  Höhe  gegebene 
Strecke  nicht  diejenige  Länge,  welche  durch  die  beiden  anderen  Stücke  vorge- 
geschrieben  ist,  so  enthält  die  Aufgabe  einen  Widerspruch  und  verlangt  also  Un- 
mögliches. Hat  aber  jene  Strecke,  vielleicht  in  Folge  ihrer  Messung  an  einem 
in  der  Natur  existirenden  Dreieck  oder  in  Folge  einer  Berechnung,  die  richtige 
Länge,  so  ist  die  Angabe  derselben  einfach  überflüssig,  und  zur  Construction  des 
gesuchten  Dreiecks  sind  in  Wirklichkeit  nur  zwei  Stücke  gegeben,  sodass  das 
erforderliche  dritte  fehlt  und  die  Aufgabe  unbestimmt  ist. 

In  ähnlicher  Weise  ist  z.  B.  durch  den  Radius  des  dem  Dreieck  umbe- 
schriebenen Kreises  und  einen  Winkel  bereits  die  dem  letzteren  gegenüberliegende 
Seite,  oder  durch  den  Flächeninhalt  und  die  Höhe  zugleich  die  Grundlinie  der 
Länge  nach  bestimmt  und  darf  demnach  nicht  mit  den  beiden  ersteren  Stücken 
zugleich  als  Bestimmungsstück  gegeben  werden.  Es  ist  also,  allgemein  ausgedrückt, 
die  Bedingung  zu  erfilUen,  dass  die  als  Bestimmungsstücke  gegebenen 
Grössen  von  einander  unabhängig  sein  müssen. 

Es  ist  jedoch,  auch  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  damit  noch  keineswegs 
der  Beweis  geliefert,  dass  eine  Aufgabe  der  gedachten  Art  immer  möglich  sei. 
So  ist  beispielsweise  schon  die  oben  erwähnte  Fundamental-Aufgabe,  ein  Dreieck 
aus  den  drei  Seiten  zu  construiren,  in  den  Fällen  unmöglich,  in  welchen  die 
Summe  zweier  dieser  Seiten  nicht  grösser  oder  die  Differenz  derselben  nicht 
kleiner  als  die  dritte  Seite  ist.  Indem  wir  nun  die  Führung  des  Beweises  der 
Möglichkeit  der  Behandlung  jeder  einzelnen  Aufgabe  überlassen,  sei  nur  noch 
bemerkt,  dass  derselbe  im  Allgemeinen  jedesmal  durch  die  Analyse  der  Aufgabe 
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gegeben  sein  wird.  Insofern  nämlich  durch  dieselbe  ein  Weg  für  die  Ausführung 
der  Construction  aufgefunden ^  wird,  ist  damit  auch  die  Möglichkeit  dieser  Aus- 
führung nachgewiesen.  Die  Determination  hat  dann,  wie  schon  bemerkt,  zu 
untersuchen,  ob  diese  Möglichkeit  nur  unter  besonderen  Voraussetzungen  über 
die  gegebenen  Stücke  stattfindet,  in  welchen  speciellen  Fällen  also  etwa  die  Auf- 
gabe Unmögliches  verlangt,  sowie  ob  die  gesuchte  Figur  durch  die  gegebenen 
Stücke  mehr  oder  minder  vollständig  bestimmt  wird. 

Es  soll  nun  zunächst  ein  zur  Auflösung  derartiger  Aufgaben  geeignetes  Ver- 
fahren an  einigen  ausgeführten  Beispielen  gezeigt  werden. 

§  62.    Ausgeführte  Beispiele. 

1.  Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  aus  der 
Summe  seiner  Katheten  und  einem  der  spitzen  Winkel  zu  construiren. 
Es  sei  also  eine  Strecke  s  der  Länge  nach  und  ausserdem  ein  spitzer 
Winkel  a  gegeben;  man  soll  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  zeichnen,  in  welchem 
ein  Winkel  gleich  a  und  die  Summe  der  Katheten  gleich  s  ist  Denkt  man  sich 
vorläufig  irgend  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  ABC  gezeichnet,  und  nimmt  man 
an,  dasselbe  sei  das  verlangte,  so  müsste  also,  wenn  ACB  der  rechte  Winkel 
ist,  AC-\-  CB  =  5  und  etwa  ^  BAC=^a  sein.  Da  nun  die  Auflösung  der  Aufgabe 
nicht  gelingen  kann,  ohne  dass  die  gegebenen  Stücke  benutzt  werden,  so  trage 
man  zunächst  Sorge,  eine  der  Strecke  s  gleiche  Linie  in  geeigneter  Weise  mit 
dem  Dreieck  ABC  in  Verbindung  zu  bringen.    Verlängert  man  zu  diesem  Zwecke 

AC  um  die  der  Seite  CB  gleiche 
Strecke  CD,  so  ergiebt  die  Ver- 
bindung von  D  mit  B  ein  Htilfs- 
dreieck  ADB,  in  welchem  die 
Seite  AD  =  s  und  der  Winkel  DAB 
gleich  a  bekannt  sind.  Da  ausserdem 
das  Dreieck  BCD  gleichschenkelig 

und   rechtwinkelig   ist,    so  ist  auch 

*  der  Winkel  ADB  gleich   45  Grad 

bekannt  Man  kennt  also  in  dem  Hülfsdreieck  ADB  eine  Seite  und  die  beiden 
ihr  anliegenden  Winkel,  und  man  kann  somit  dasselbe  aus  diesen  Stücken  gemäss 
einer  der  Fundamental-Aufgaben  constnüren.  Ist  dies  geschehen,  so  erhält  man 
die  zur  Construction  des  gesuchten  Dreiecks  noch  nöthige  Linie  BC  mittelst  der 
von  B  SLu(  AD  zu  fällenden  Senkrechten,  oder  auch  durch  Anlegen  eines  Winkeb 
von  45  Grad  an  BD  im  Punkte  B. 

Nach  dieser  Analyse  wird  die  obige  Aufgabe  durch  folgende  Construction 
gelöst:  Auf  einer  beliebigen  Geraden  trage  man  eine  Strecke  AD  gleich  der 
gegebenen  s  ab;  darauf  lege  man  an  AD  in  A  einen  Winkel  gleich  dem 
gegebenen  a  und  an  DA  in  D  (nach  derselben  Seite)  einen  Winkel  gleich  der 
Hälfle  eines  Rechten  an.  Die  angelegten  Schenkel  werden  sich  dann  in  einem 
Punkte  B  schneiden.  Endlich  falle  man  von  B  die  Senkrechte  BC  sm(  AD  un<1 
behaupte,  ABC  sei  das  verlangte  Dreieck. 

Die  Richtigkeit    dieser  Construction   ergiebt   sich  durch  folgenden  Bewei> 
Der  Winkel  A  CB  ist  ein  rechter,   da  BC  nach  Construction  senkrecht  auf  .IC 
steht,   und  der  Winkel  BAC  ist  gleich  dem  gegebenen  a,   ebenfalls  nach  Con 
struction.   Femer  ist  die  Summe  der  Winkel  CBD  und  CDB  dem  Ausscnwnkei 
ACB  des  Dreiecks  BCD,  also  einem  Rechten  gleich,  und  da  CDB  nach  Con 
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stnicdon  gleich  der  Hälfte  eines  Rechten  ist,  so  muss  CBD  die  gleiche  Grösse 
haben.  Hieraus  folgt  wieder  die  Gleichheit  der  diesen  Winkeln  bezüglich  gegen- 
überliegenden Seiten  CB  und  CZ>  des  Dreiecks  BCD.  Daher  ist  AC-h  CB ^= 
AC-h  CD  =  j4Z>,  ad  aber  ist  nach  Construction  gleich  j,  mithin  ist  auch  die 
Summe  AC  -^  CB  der  Katheten  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  AB  C  der  gegebenen 
Strecke  5  gleich.  Dieses  Dreieck  erfiillt  also  alle  gestellten  Forderungen,  d.  h. 
es  ist  das  verlangte. 

Man  erhält  endlich  die  Determination  der  Aufgabe,  wenn  man  die  einzelnen 
in  der  Construction  nach  einander  ausgeführten  Operationen  mit  Rücksicht  darauf 
betrachtet,  ob  dieselben  sich  stets  oder  nur  unter  gewissen  Bedingungen  ausführen 
lassen,  bezw.  zu  dem  verlangten  Ziele  führen,  sowie  im  Bejahungsfalle,  ob  sie 
nur  eine  einzige  Auflösung  oder  mehrere  liefern.  Im  vorliegenden  Falle  ergiebt 
sich  leicht,  dass  —  sofern  a  ein  spitzer  Winkel  ist,  was  als  selbstverständlich 
vorausgesetzt  werden  darf  —  die  gesammte  Construction  stets,  und  zwar  nur  auf 
eine  einzige  Art  ausführbar  ist  Die  Determination  ist  also  bei  dieser  Aufgabe 
dahin  zu  fassen,  dass  letztere  stets,  und  zwar  nur  in  eindeutiger  Weise  gelöst 
werden  könne. 

2.  Es  sei  femer  die  Aufgabe  gestellt,  ein  Dreieck  aus  dem  Umfang  und 
zwei  Winkeln  zu  construiren. 

Analysis:  Angenommen,  das  Dreieck  ABC  sei  das  verlangte,  also  der 
Winkel  BAC  gleich  dem  einen  gegebenen  a,  der  Winkel  CBA  gleich  dem 
anderen  gegebenen  ß,  und  die  Summe  der  drei  Seiten  AB^  BC  und  CA  gleich 
der  gegebenen  Strecke  «,  so  verlängere  man  BA  um  AD  gleich  AC^  sowie  AB 
um    BE    gleich  X6 

BC  und  ziehe 
CD  und  CE. 
Hierdurch  ent- 
steht dasHülfs- 
drcicck  CDE, 
in  welchem  DE 
=  u  bekannt  ist 
Femer     ist    der 

Winkel  CEB      E  B  J        "  B 

gleich  BCE,  da  das  Dreieck  CBE  gleichschenkelig  ist.  Nun  ist  der  Aussen- 
winkel  CBA  dieses  Dreiecks  gleich  der  Summe  der  genannten  Winkel,  und  folg- 
lich muss  jeder  der  letzteren  gleich  der  Hälfte  von  CBA^  und  mithin  auch  gleich 
\  ^  sein.  In  derselben  Weise  ergiebt  sich  mittelst  des  gleichschenkeligen  Drei- 
ecks CADj  dass  jeder  der  Winkel  ADC  und  DCA  gleich  ^a  ist  Somit  sind 
von  dem  Hülfsdreieck  CDE  eine  Seite  und  die  beiden  anliegenden  Winkel 
bekannt,  und  dieses  Dreieck  kann  also  construirt  werden.  Durch  Anlegen  der 
bekannten  Winkel  DCA  und  BCE  ergeben  sich  dann  auch  die  noch  fehlenden 
Eckpunkte  A^  B  des  gesuchten  Dreiecks. 

Construction:  Man  halbire  die  gegebenen  Winkel  a  und  ß,  zeichne  eine 
lieliebige  Gerade,  trage  auf  derselben  eine  Strecke  ED  gleich  dem  gegebenen 
LTmfang  u  ab,  lege  an  ED  in  E  einen  Winkel  gleich  ^  ß  und  Kn  DE  \n  D  auf 
derselben  Seite  der  Geraden  einen  Winkel  gleich  ^  a  an;  die  angelegten  Schenkel 
mögen  einander  in  einem  Punkte  C  schneiden.  Man  lege  darauf  an  CD  in  C 
innerhalb  des  Dreiecks  ECD  einen  Winkel  gleich  ^a  und  ebenso  an  CE  in  C 
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einen  Winkel  gleich  ^ß  an;  die  angelegten  Schenkel  mögend/?  bezüglich  in  A 
und  B  schneiden.     Dann  ist  ABC  das  verlangte  Dreieck. 

Beweis:  Da  nach  Construction  jeder  der  Winkel  C£B  und  BCE  gleich 
\  ß,  und  da  CBA  als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  B  CE  gleich  der  Summe  jener 
beiden  Winkel  ist,  so  ist  ^  CBA  =  ß.  Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich,  dass  der 
Winkel  CAB  gleich  a  ist.  Da  ferner  die  Winkel  BCE  und  CEB,  weil  beide 
gleich  J^ß,  auch  einander  gleich  sind,  so  müssen  auch  die  diesen  Winkeln 
gegenüberliegenden  Seiten  BC  und  EB  des  Dreiecks  BCE  einander  gleich 
sein.  Ebenso  ergiebt  sich  für  das  Dreieck  CAD^  dass  CA  gleich  AD  ist. 
Daher  muss  BC -^  BA-^  CA=^  EB -^  BA -^  AD  =  ED  sein,  und  da  ED 
nach  Construction  gleich  u  ist,  so  hat  das  Dreieck  ABC  auch  den  gegebenen 
Umfang.  Da  dieses  Dreieck  also  die  drei  gegebenen  Stücke  hat,  so  ist  es  da^ 
verlangte. 

Determination:  Aus  der  Construction  ergiebt  sich,  dass  die  Bedingung 
a  -h  ß  <  180^  als  selbstverständlich  vorausgesetzt,  stets  ein  und  nur  ein  einziges 
der  Aufgabe  genügendes  Dreieck  möglich  ist,  oder  mit  anderen  Worten,  das^ 
alle  Dreiecke,  welche  sich  aus  den  gegebenen  Stücken  construiren  lassen,  nur 
der  Lage,  nicht  aber  der  Gestalt  und  Grösse  nach  von  einander  verschieden  sein 
können,  dass  also  alle  diese  Dreiecke  einander  congruent  sind.  —  Sollte  die 
Bedingung   a  H-  ß  <  180°   nicht   erfüllt  sein,    so  würde  in  dem  Dreieck  CED, 

Z  CED  4-  ^  CDE'^^QP,  also  ^  ECD^  90°  sein,  und  es  würden  sich  also  die 

beiden  Winkel  ECB^  DCA  nicht  von  ECD  so  abtragen  lassen,  dass  ein  Re>i 
BCA  übrig  bliebe. 

3.  Aufgabe:  Ein  Dreieck  aus  zwei  Seiten  und  der  die  dritte  Seile 
halbirendcn  Mittellinie  zu  construiren. 

Analysis:  Angenommen,  ABC  sei  das  gesuchte  Dreieck,  und  zwar  sei 
BC  gleich  der  für  die  eine  Seite  gegebenen  Strecke  a,  AC  gleich  der  für  die 

^  andere  Seite   gegebenen  b,    so  halbire  man 

j  AB   und   verbinde   den   Halbirungspunkt  D 

mit   C     Dann   muss   CD  gleich  der  dritten 

5? gegebenen  Strecke  m  sein.     Verlängert  man 

f  nun  CD  um  DE  gleich  CD  und  verbindet 

E  mit  A,  so  sind  die  Dreiecke  BCD  und 
EDA  congruent,  da  sie  in  zwei  Seiten  und 
dem  eingeschlossenen  Winkel  übereinstimmen, 
und  es  ist  daher  AE  gleich  BC  und  mithin 
gleich  a.    Es  sind  also  von  dem  Hülfsdreieck 

^  '  0  ^^    CEA  die  drei  Seiten  CA  gleich  b,  yl^  gleich 

<7  und  CE  gleich  2  im  bekannt,  und  das$ell< 
kann  daher  yim  Allgemeinen)  construirt  werden 
Dann  ist  auch  D  als  Halbirungspunkt  von 
CE  iH^kannt,  und  durch  die  Linie  AD  un<l 
g  deren  Verlängerung  DB  gleich  AD  ergiebt 

suh  Auch  der  Fckpunkt  B. 

Con>iiuciion.  .\uf  einer  lvliebi,:on  Geraden  trage  man  nach  einander 
die  Sirrxken  CI^  mul  l^ }\  Ivule  gleich  der  tisr  die  Mittellinie  gegebenen  StrecVe 
m  a\\  W>^\\xx\W  dann  v.ni  «.'  mit  der  cOiiel^enen  Seite  h  und  um  E  mit  ilvr 
Sx*i;cWncn  5>cue  ^  euien  KrcxsN  ^et\  xeiNnde  einen  nurchschnitts]>unkt  A  dieM.r 
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beiden  Kreisbogen  mit  C  und  mit  Z>,  verlängere  AD  um  DB  gleich  AD  und 
ziehe  BC^  so  ist  ABC  das  verlangte  Dreieck. 

Beweis:  Man  ziehe  AE,  Dann  ist,  weil  nach  Constniction  CD  gleich 
DE,  AD  gleich  BD  ist,  und  weil  die  Winkel  BDC  und  ADE  als  Scheitel- 
winkel einander  gleich  sind,  das  Dreieck  ADE  dem  Dreieck  BCD  congruent, 
also  ist  auch  AE  gleich  BC.  Da  nun  AE  nach  der  Constniction  gleich  a  ist, 
so  muss  auch  BC  gleich  a  sein.  Femer  ist  nach  Construction  A  C  gleich  b  und 
CD  gleich  w,  und  es  halbirt  CD  die  Seite  AB^  weil  DB  gleich  AD  gemacht 
isL    Mithin  ist  das  Dreieck  ABC  das  verlangte. 

Determination:  Das  Hülfsdreieck  ACE  ist  nur  dann  möglich,  wenn  die 
Summe  der  Seiten  AC  und  AE  grösser  und  die  Differenz  derselben  kleiner  ist 
als  die  dritte  Seite  CE»  Man  erhält  also  die  Bedingungen  a-i-^>2//i  und 
a  —  b<^m  für  die  Lösbarkeit  der  Aufgabe.  Sind  dieselben  erfüllt,  so  kann 
das  Dreieck  ACE  stets  construirt  werden.  Da  dann  alle  folgenden  Theile  der 
Constniction  stets,  und  zwar  eindeutig  ausgeführt  werden  können,  so  ist  die 
gestellte  Aufgabe  unter  den  genannten  Bedingungen  stets,  und  nur  auf  eine 
einzige  Axt  lösbar. 

§  63.     Erläuterung  der  Methode. 

Man  nimmt,  wie  die  Beispiele  des  vorigen  Paragraphen  zeigen,  zum  Zwecke 
der  Analyse  zunächst  eine  vorläufige  Figur  von  der  in  der  Aufgabe  verlangten 
Art  an  und  stellt  die  Bedingungen  auf,  welchen  dieselbe  genügen  müsste,  wenn 
sie  die    verlangte   selbst   sein   sollte.     Es   ist  dazu   nothwendig,    dass  alle  den 
gegebenen  Bestimmungsstücken  entsprechenden  Stücke  in  der  Figur  vorkommen, 
da  anderenfalls  die  Lösung  der  Aufgabe  auch  ohne  das  nicht  gebrauchte  Stück 
möglich  und  die  Angabe  des  letzteren  also  nicht  statthaft  wäre.     Sofern  also  die 
betreffenden  Strecken   oder  Winkel  nicht  von  selbst  in  jener  vorläufigen  Figur 
vorhanden  sind,  müssen  dieselben  in  geeigneter  Weise  angebracht  und  mit  der 
übrigen  Figur  in  Zusammenhang  gesetzt  werden.     So  geschah  dies  in  der  ersten 
der  Aufgaben  des  vorigen  Paragraphen  mit  der  Summe  der  Katheten,    in  der 
zweiten  mit  der  Summe  der  drei  Seiten,  und  in  der  dritten  mit  der  Mittellinie 
des  Dreiecks,  während  jedesmal  die  den  beiden  anderen  gegebenen  Stücken  ent- 
sprechenden   des   angenommenen   Dreiecks   an   diesem    unmittelbar   vorhanden 
waren  und  also  einer  solchen  Construction  nicht  bedurften.     In  jeder  der  drei 
Aufgaben  wurde  das  constniirte  mittelbare  Stück  durch  eine  oder  mehrere  geeig- 
nete Hülfslinien  mit  den  übrigen  in  Verbindung  gebracht.     Es  ist  dann  dahin 
zu  streben,    dass    man    eine  Hülfsfigur  erhalte,    welche  die  sämmtlichen  Be" 
Stimmungsstücke  oder  doch  einen  Theil  derselben  derart  enthält,  dass  sie  aus 
denselben  nach  einer  bereits  früher  gelösten  und  daher  als  bekannt  anzunehmenden, 
insbesondere  womöglich  nach  einer  Fundamental- Aufgabe  construirt  werden  kann. 
In  den  Aufgaben  des  vorigen  Paragraphen  entstand  jedesmal  durch  Vermittelung 
der  Hülfslinien  ein  Dreieck,    welches  die  sämmtlichen  gegebenen  Stücke  oder 
aus  ihnen  leicht  ableitbare  (wie  in  der  zweiten  Aufgabe  die  Hälften  der  gegebenen 
Winkel)  enthielt,    und  dessen  Construction  aus  diesen  Stücken  durch  eine  der 
Fundamental -Aufgaben    gelöst   wurde.     Ist   bei  irgend  einer  gestellten  Aufgabe 
eine  derartige  Hülfsfigur  ermittelt  worden,  so  ist  schliesslich  noch  ein  Uebergang 
von  derselben  zu  der  verlangten  Figur  zu  suchen,  welcher  die  Constniction  der 
letzteren  mit  Hülfe  der  ersteren  ermöglicht. 

Das  hiermit  zur  Construction  von  Dreiecken  angegebene  Verfahren  lässt  sich  in 
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entsprechenderweise  auf  Vierecke  undPolygone  ausdehnen,  wie  späternoch 
an  einzelnen  Beispielen  gezeigt  werden  soll. 

Ehe  wir  zur  Aufstelhmg  weiterer  hierher  gehöriger  Aufgaben  übergehen,  sei 
noch  eines  besonderen  Hülfsmittels  erwähnt,  welches  in  vielenFällen  die  Auflösungen 
erleichtert.  Die  im  §  61  erwähnte  Thatsache,  dass  bereits  durch  zwei  gegebene 
Bestimmungsstücke  einer  Figur  ein  anderes  Stück  derselben  bestimmt  sein  kann, 
so  dass  dasselbe  nicht  neben  jenen  beiden  als  weiteres  Bestimmungsstück  ver- 
wendet werden  darf,  führt  darauf,  dass  man  in  Fällen,  wo  die  Construction 
dieses  abhängigen  Stücks  aus  den  beiden  anderen  auf  hinreichend  einfache  Weise 
ausgeführt  werden  kann,  dasselbe  wie  eine  ebenfalls  gegebene  Grösse  behandeln 
darf.  Indem  dann  dieses  abgeleitete  Stück  an  Stelle  irgend  eines  von  denen, 
aus  welchen  es  gefunden  wurde,  gesetzt  und  benutzt  werden  kann,  lässt  sich  die 
gestellte  Aufgabe  häufig  in  eine  andere  und  leichter  zu  lösende  verwandeln. 

Man  bezeichnet  überhaupt  solche  Stücke  einer  Figur,  welche  aus  anderen 
gegebenen  Stücken  der  letzteren  auf  eine  bekannte  Weise  gefunden  und  daher 
mit  jenen  ebenfalls  als  bekannt  betrachtet  werden  dürfen,  als  »Datac  Im 
weiteren  Sinne  erhält  man  also  durch  jede  ausgeführte  Auflösung  einer  Aufgabe 
ein  neues  Datum,  nämlich  die  gesuchte  Figur,  bezw.  deren  Theile.  So  kann 
beispielsweise,  nachdem  die  erste  Aufgabe  des  vorigen  §.  gelöst  worden,  jede 
Seite  eines  Dreiecks  als  ein  aus  dem  Umfang  und  den  Winkeln  hervorgehendes 
Datum  angesehen  werden.  Wir  setzen  jedoch  im  engeren  Sinne  voraus,  dass 
die  zur  Herstellung  der  Data  dienenden  Operationen  nicht  über  die  Fundamental- 
Aufgaben  hinausgehen.     Solche  Data  sind  beispielsweise  folgende: 

Durch  die  Summe  x-hy  zweier  Strecken  oder  zweier  Winkel  (oder  auch 
Flächen)  und  eine  einzelne  x  dieser  Grössen  ist  die  andere  y  gegeben,  denn  ist 
X  -hy  =  s  und  jc  =  <?,  so  ist  y=  s  —  a. 

Ebenso  ist  durch  x — y  und  x  Siuch  y,  durch  x — y  und  j'  auch  x,  durch 
einen  spitzen  Winkel  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  der  andere,  durch  den 
Winkel  an  der  Gnmdlinie  eines  gleichschenkeligen  Dreiecks  der  Winkel  an  der 
Spitze  und  umgekehrt,  durch  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  oder  auch  schon  durch 
die  Summe  derselben  der  dritte  Winkel  gegeben,  u.  dgl.  m. 

Hierher  gehören  also  auch  die  im  §  61  erwähnten  Fälle,  nach  welchen 
durch  einen  Winkel  eines  Dreiecks  und  eine  ihm  anliegende  Seite  die  Höhe  auf 
der  anderen  anliegenden  Seite,  durch  den  Radius  des  einem  Dreieck  umbe- 
schriebenen Kreises  und  einen  Winkel  die  gegenüberliegende  Seite,  durch  den 
Flächeninhalt  und  die  Höhe  eines  Dreiecks  die  Grundlinie  des  letzteren  gegeben 
ist.  Genauer  ist  es,  zu  sagen,  dass  durch  je  zwei  der  betreffenden  drei  Stücke 
das  dritte,  also  beispielsweise  nicht  nur  durch  den  Radius  eines  Kreises  und 
einen  Peripheriewinkel  des  letzteren  die  zugehörige  Sehne,  sondern  auch  durch 
die  Sehne  und  den  Peripheriewinkel  der  Radius  und  durch  die  Sehne  und  den 
Radius  der  Peripheriewinkel  (letzterer  allerdings  zweideutig)  gegeben  sei. 

Wir  sehen  von  einer  ausführlicheren  Aufzählung  solcher  Beispiele,  welche 
der  Leser  leicht  selbst  ergänzen  wird,  an  dieser  Stelle  ab  und  führen  nur  noch 
eines  derselben  an,  welches  besonders  häufig  Anwendung  findet  und  einer  näheren 
Erläutenmg  bedürfen  möchte. 

Ist  nämlich  die  Summe  zweier  Grössen  und  zugleich  die  Differenz  derselben 
zwei  Grössen  bekannt,  so  erhält  man  diese  letzteren  leicht  einzeln  durch  den 
Satz,  dass  die  grössere  derselben  gleich  der  Hälfte  der  durch  Addition,  die  kleinere 
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gleich  der  Hälfte  der  durch  Subtraction  der  gegebenen  entstehenden  Grössen  sei. 

Mit  anderen  Worten,  ist 

X  -^y  =  s,  X  — y  =  ä 

gegeben ,  so  ist  x  =  ^(s  -^  d)  und  y  =  i(s  —  ä).  Man  erhält  diese  Resultate 
ohne  Weiteres  durch  die  Auflösung  jener  beiden  Gleichungen  auf  die  Unbekannten 
X  und>^  mittelst  Addition  und  Subtraction. 

Ist  also  beispielsweise  die  Summe  s  und  die  Differenz  ä  zweier  Strecken 
gekannt,  so  kann  man,  um  diese  letzteren  selbst  zu  erhalten,  eine  Strecke  AB 
gleich  s  um  BC  gleich  ä  verlängern  und  die  entstehende  ganze  Strecke  AC 
halbiren.    Die  Hälfte  AD  der 

letzteren  giebt  dann  die  Länge   ^ ^     1 ^ d  ^ 

der  gesuchten  grösseren  Strecke  jf 

X  an;  die  der  kleineren  y  be- 
darf dann  keiner  besonderen  Construction  mehr,  da  DB=  s  —  x=y  sein  muss. 
Trägt  man  dagegen  auf  AB^=^s  eine  Strecke  BE  =  d  ab  und  halbirt  den  Rest 
AE  in  Ff  so  ist  AF^=^y  und  folglich  FB=x,  In  ganz  entsprechender  Weise* 
erhält  man  aus  der  Summe  und  der  Differenz  zweier  Winkel  diese  letzteren  selbst, 
und  diese  Construction  findet  beispielsweise  Anwendung,  wenn  sich  unter  den 
gegebenen  oder  ermittelten  Stücken  eines  Dreiecks  ein  Winkel  desselben  nebst 
der  Differenz  der  beiden  anderen  Winkel  befindet  Durch  jenen  Winkel  ist 
nämlich  auch  die  Summe  der  beiden  anderen  Winkel  gegeben,  denn  dieselbe  ist 
gleich  seinem  Nebenwinkel. 

§  64.     Weitere  Aufgaben  zur  Methode  der  Hülfsfiguren. 

a)  Durch  jede  Höhe  eines  Dreiecks  entstehen  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke, 
welche  als  Hülfsfiguren  dienen  körmen.  Zur  Determination  ist  zu  bemerken, 
dass  das  gesuchte  Dreieck  sowol  als  Summe,  wie  als  Differenz  der  Theildrei- 
ecke  erscheinen,  also  eine  Zweideutigkeit  der  Aufgabe  stattfinden  kann.  Das 
letztere  ist  der  Fall,  wenn  einer  der  Winkel  an  der  Grundlinie  ein  stumpfer  ist, 
das  erstere,  wenn  beide  spitz  sind.  Hiemach  ist  auch  die  Grundlinie  entweder 
gleich  der  Differenz  oder  gleich  der  Summe  ihrer  Abschnitte.  Eine  Auswahl 
hierher  gehöriger  Aufgaben  ist  folgende: 

Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  zu  construiren  aus 

1.  einer  Kathete  und  der  Projection  derselben  auf  die  Hypotenuse, 

2.  der  Höhe  auf  die  Hypotenuse  und  einem  der  spitzen  Winkel, 

3.  einer  Kathete  und  der  Höhe  auf  die  Hypotenuse. 
Ein  gleichschenkeliges  Dreieck  zu  construiren  aus 

4.  dem  Schenkel  und  der  Höhe  auf  die  Grundlinie, 

5.  der  Basis  und  der  Höhe  auf  die  Grundlinie, 

6.  der  Basis  und  der  Höhe  auf  einem  Schenkel. 
Ein  Dreieck  zu  construiren  aus 

7.  der  Höhe  und  den  beiden  anliegenden  Seiten, 

8.  der  Höhe,    einer   anliegenden  Seite    und   dem    der   letzteren   gegenüber- 
liegenden Winkel, 

9.  zwei  Seiten  und  der  Projection  der  einen  von  ihnen  auf  die  andere, 

10.  einem  Winkel  an  der  Grundlinie  und  den  beiden  durch  die  Höhe  gebil- 
deten Abschnitten  der  letzteren, 

11.  der  Höhe,  einer  anliegenden  Seite  und  dem  Winkel  an  der  Spitze, 

12.  der  Höhe,  einem  Winkel  an  der  Grundlinie  und  dem  Winkel  an  der  Spitze. 
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b)  Ist  unter  den  gegebenen  Stücken  eine  Mittellinie,  so  ist  von  den  durch 
Construction  derselben  entstehenden  Theil-Dreiecken  jedes  einzelne  ein  Htilfs- 
dreieck,  durch  welches  das  andere  und  somit  auch  das  gesuchte  ganze  Dreieck 
bestimmt  ist  Man  construire  hiemach  beispielsweise  ein  Dreieck  aus  1.  zvrei 
Seiten  und  der  die  eine  von  ihnen  halbirenden  Mittellinie,  2.  einem  Winkel, 
einer  demselben  anliegenden  Seite  und  der  die  andere  anliegende  Seite  halbiren- 
den Mittellinie,  3.  einer  Seite,  der  zu  ihr  gehörigen  Mittellinie  und  dem  Winkel 
zwischen  diesen  beiden  Linien. 

c)  Dasselbe,  wie  unter  b),  gilt  von  den  Theil-Dreiecken,  welche  durch  eine 
winkelhalbirende  Transversale  entstehen.  Der  Winkel,  welchen  eine  solche  Trans- 
versale mit  der  ihr  gegenüberliegenden  Seite  bildet,  ist  das  Complement  zur 
Hälfte  der  Differenz  der  beiden  dieser  Seite  anliegenden  Dreieckswinkel.  (Es 
ist  ^  <p  =  ?  H-  ^7  =  ß  H-  90°  —  i  (a  4-  P)  =  90°  —  i  (a  —  p).  Man  construire  hier- 
nach beispielsweise  ein  Dreieck  aus  1.  einem  Winkel,  der  denselben  halbirenden 
Transversale  und  einer  anliegenden  Seite,  2.  einem  Winkel,  der  einen  zweiten 

>  Winkel    halbirenden   Transversale    und  der  beiden   Winkeln  anliegenden  Seite, 
3.  zwei  Winkeln  und  der  den  dritten  Winkel  halbirenden  Transversale. 

d)  Die  Mittellinie  »i,  welche  die  Grundlinie  c  halbire,  ist  die  Hypotenuse 
eines  Htilfsdreiecks,  dessen  eine  Kathete  die  Höhe  h  ist  Durch  dieses  Hülfs- 
dreieck  ergeben  sich  die  durch  die  Höhe  oder  durch  die  Mittellinie  ent- 
stehenden Theil-Dreiecke  des  ganzen.  Man  construire  z.  B.  ein  Dreieck  aus 
1.  w,  h  und  einer  anliegenden  Seite  a\%  m,  h  und  einem  Winkel  ß  an  der  Grund- 
linie; 3.  m,  h  und  c, 

e)  Die  den  Winkel  7  an  der  Spitze  halbirende  Transversale  w  ist  die  Hy- 
potenuse  eines  Hülfsdreiecks,  dessen  eine  Kathete  die  Höhe  h  ist    Der  Winkel 
(p  zwischen  der  Transversale  und  der  Grundlinie  c  ist  nach  c)  gleich  90°  —  i  («  ~  ? 
Man  construire,  diesen  Bezeichnungen  entsprechend,  ein  Dreieck  aus   1.  a»,  K 
und  einer  anliegenden  Seite  a\  2.  w^,  ö,  a  —  ß;  3.  w,  ä,  a. 

f)  Die  drei  Höhen  theilen  das  gesuchte  Dreieck  in  sechs  kleinere  recht- 
winkelige Dreiecke.  Durch  irgend  eines  von  diesen  Dreiecken  und  ein  von  ihm 
unabhängiges  Stück  eines  zweiten  ist  das  ganze  bestimmt.  Man  construire  z.  D. 
ein  Dreieck  aus  1.  einer  Höhe,  dem  oberen  (d.  h.  dem  Eckpunkt  anliegenden 
Abschnitt  derselben  und  einem  Winkel  an  der  Grundlinie,  2.  einer  Höhe,  dem 
oberen  Abschnitt  derselben  und  dem  oberen  Abschnitt  einer  zweiten  Höhe. 
3.  dem  oberen  Abschnitt  einer  Höhe  und  den  beiden  Winkeln  an  der  Grundlinie. 

g)  Die  drei  Mittellinien  eines  Dreiecks  theilen  einander  im  Verhältniss  1  :  2  und 
das  Dreieck  in  sechs  kleinere  Dreiecke,  von  denen  jedes  das  ganze  bestimmt 
Man  construire  ein  Dreieck  aus  1.  zwei  Mittellinien  und  der  von  einer  derselben 
halbirten  Seite,  2.  zwei  Mittellinien  und  dem  Winkel  zwischen  einer  derselben 
und  der  von  der  anderen  halbirten  Seite,  3.  zwei  Mittellinien  und  dem  Winkel 
unter  welchem  dieselben  einander  schneiden. 

h)  Die  drei  winkelhalbirenden  Transversalen  eines  Dreiecks  theilen  dasselbe  in 
sechs  kleinere  Dreiecke,  von  denen  jedes  das  ganze  bestimmt.  Man  construire 
ein  Dreieck  aus  1.  einer  Seite  und  den  Abständen  ihrer  Endpunkte  von  dem 
Mittelpunkt  des  einbeschriebenen  Kreises,  2.  einem  Winkel,  der  Entfernung  seines 
Scheitelpunkts  vom  Mittelpunkt  des  einbeschriebenen  Kreises  und  einer  ihm  an- 
liegenden Seite,  3.  einem  Winkel,  dem  Abstand  seines  Scheitelpunkts  und  den) 
Abstand  eines  zweiten  Eckpunkts  vom  Mittelpunkt  des  einbeschriebenen  Kreises 

i)  Befindet  sich  unter  den  gegebenen  Stücken  die  Summe  a-^b^s  zweier 
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Seiten  BC^=a,  AC^=d  des  gesuchten  Dreiecks  und  verlängert  man  BC  um 
CD  =  CA,  so  ergiebt  die  Verbindung  von  D  mit  A  ein  Hülfsdreieck  BDA, 
in  welchem  BD  =  s,  BA  =  r  die  dritte  Seite  des  gegebenen  Dreiecks,  femer 
^DBA-^^^y  ein  Winkel  des  letzteren,  Z  BDA^^-^  gleich  der  Hälfte  eines 
zweiten  Winkels  desselben  und  ^-<4Z>  =  a -f- ^7  =  90°  H- ^(a  —  p)  ist.  Ist  ins- 
besondere ABC  ein  bei  C  rechtwinkeliges  Dreieck,  so  ist  BD  gleich  der 
Summe  der  Katheten  und  ^  BDA  =  45°.  Ist  dagegen  in  diesem  Falle  die  Summe 
c  ->t-  a  der  Hypotenuse  c  und  einer  Kathete  a  gegeben,  so  verlängere  man  diese 
Kathete  CB  über  B  um  die  Hypotenuse.  Das  Hülfsdreieck  ACD  ist  dann 
rechtwinkelig,  hat  die  Katheten  c  -\-  a  und  AC=b  und  den  Winkel  ^ß.  Ver- 
längert man  dagegen  die  Hypotenuse  AB  über  B  um  die  Kathete  ö,  so  ist  das 
Hülfsdreieck  schiefwinkelig,  hat  eine  Seite  gleich  0,  eine  gleich  c  -{-  a  und  Winkel 
gleich  ^3  und  a. 

Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  (nach  den  vorstehenden  Bezeichnungen)  zu  con- 
struiren  aus  1.  ö  -+-  ^,  r;  2.  <i  -+-  ^,  a  —  ß;  3.  c  -\-  a,  b\  4.  r  -f-  öt,  a;  5.  ^  H-  ö,  ß ; 
0.  r  -h  fl,  a  —  ß. 

Ein  Dreieck  zu  construiren  aus  7.  a  -+-  ^,  r,  ß;  8.  a  -+-  ^,  r,  7:  9.  ä  H-  ^,  r,  a  —  ß; 
10.  a  -f-  ^,  a,  ß;  11.  «  -h  ^,  a  —  ß,  7. 

k)  Befindet  sich  unter  den  gegebenen  Stücken  die  Differenz  d  zweier  Seiten 
BC^=a  und  AC^=b,  und  trägt  man  CE=CA  auf  CB  ab,  so  ergiebt  die 
Verbindung  von  E  mit  A  ein  Dreieck  EAB^  in  welchem  BE=^dt  ferner 
BA  =  c  und  Z  EBA  =  ß  unmittelbare  Stücke  des  gesuchten  Dreiecks  und  end- 
lich, wenn  Z  /^C^=  7,  Z  BAC=  a  gesetzt  wird,  Z  ^^^  =  90°  -h  J7,  ^EAB 
=  ^  (a  —  ß)  ist  —  Ist  insbesondere  die  Differenz  der  Katheten  eines  recht- 
\*inkeligen  Dreiecks  gegeben,  so  ist  entsprechend  Z  BEA=  180°  —  45°=  135°. 

Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  zu  construiren  aus  1.  a  —  b,  a;  2.  a  —  ^,  ß; 
3.  a  —  b,a  —  ß;  4.  a  —  b^  c. 

Ein  Dreieck  zu  construiren  aus  5.  a  —  b,  c,^\  6.  ä  —  b,  c,^]  7.  a  —  b,  c,ol  —  ß; 
s.  a  —  b,  ß,  7;  9.  fl  —  /^,  a  —  ß,  7;  10.  a  —  b^a,  ß. 

1)  Verlängert  man  dagegen  in  dem  unter  k)  angegebenen  Falle  CA  um  AE, 
so dassCE=  CB  ist,  und  verbindet  EmitB,  so  ist  in  dem  Dreieck  ABE,  AE^=a  —  ^, 
AB^c,  Z  BAE^  180°  —  %AEB^  90°  —  ^7,  ABE^  i  («  —  ß)-  Ist  im  recht- 
winkeligen Dreieck,  wenn  c  die  Hypotenuse  bezeichnet,  c  —  a  gegeben,  so  erhält 
man  in  gleicher  Weise,  indem  man  also  die  Kathete  BC  =  a  um  CE  verlängert, 
so  dass  BE=BA  wird,  das  rechtwinkelige  Hülfsdreieck  ACE,  in  welchem 
C/'=  c^a,  CA^b,  Z  CEA  =  90°  —  ^ß  ist.  Mittelst  derartiger  Hülfsdreiecke 
lassen  sich  für  bereits  vorher  unter  k)  angegebene  Aufgaben  andere  Lösungen 
ünden.    Ausserdem  können  die  folgenden  in  dieser  Weise  behandelt  werden: 

Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  zu  construiren  aus  1.  c  — a,  b\  2.  c  —  a,  ß; 
3.  c  —  tf ,  flu 

Ein  Dreieck  zu  construiren  aus  4.  a  —  b,  c,  a. 

m)  Ist  der  Umfang  a-^b-^c  des  Dreiecks  ABC  unter  den  gegebenen 
Stucken  und  macht  man  die  in  der  zweiten  Aufgabe  des  Paragraphen  62  angegebene 
Hülfsconstniction,  so  erhält  man  das  ebendaselbst  benutzte  Hülfsdreieck.  Ist 
a-^b  —  c  gegeben  und  verlängert  man  —  selbstverständlich  bei  Anwendung  der 
im  Vorigen  gebrauchten  Bezeichnungen  —  einerseits  B  C  um  CD  =  CA,  schneidet 
andererseits  BG^=BA  von  BD  ab  und  zieht  DA  und  GA,  so  ist  in  dem 
Dreieck  DGA,  DG  ^a  +  b  —  c,  ^  GDA  ==  f/,  DGA  =  90°  -+-  ^ß,  DAG^  ^a. 
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Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  zu  construiren  aus  1.  a  -h  ^  -h  c,  a;  2.  tf-h^  —  o«i 
3.  a-hc  —  d,^. 

Ein  Dreieck  zu  construiren  aus  4.  a -h  ^  —  ^,  a,  ß. 

n)  Zu  den  früher  unter  a)  bis  h)  gestellten  Aufgaben  lassen  sich  mit  An- 
wendung der  unter  i)  bis  m)  angegebenen  Verfahrungsweisen  zusammengesetztere 
Aufgaben  bilden,  indem  man  das  dortige  Hülfsdreieck  selbst  wieder  mittelst 
Summen  oder  Differenzen  seiner  Seiten  bestimmt  sein  lässt.  Man  kann  in 
solchen  Fällen  also  zuerst  dieses  Hülfsdreieck  auf  dem  betreffenden  vorstehend 
unter  i) — m)  angegebenen  Wege  und  sodann  aus  ihm  das  gesuchte,  wie  unter 
a) — h)  gezeigt,  construiren.  Aus  der  grossen  Anzahl  derartis:er  Aufgaben  wählen 
wir  folgende  als  Beispiele  aus,  wobei  wir  behufs  bequemer  Stellung  der  Aufgabe 
ausser  den  im  Vorigen  angegebenen  Bezeichnungen  noch  folgende  benutzen:  Es 
bezeichne  /i  die  auf  c  (im  rechtwinkeligen  Dreieck  also  auf  der  Hypotenuse) 
senkrechte  Höhe,  f  die  Projection  der  Seite  a  auf  c,  wobei  «  >  ^  vorausgesetzt 
werde,  g  die  Projection  von  If  auf  r,  w  die  den  Winkel  7  halbirende,  m  die  die 
Seite  c  halbirende  Transversale.  Im  gleichschenkeligen  Dreieck  sei  d  die  Basis, 
a  der  Schenkel,  A  die  Höhe  auf  der  Basis. 

Ein  gleichseitiges  Dreieck  zu  construiren  aus  1.  a  -h  ä;  2.  a  —  ä. 

Ein  gleichschenkeliges  Dreieck  zu  construiren  aus  3.  ö-f-^t?;  4.  ö-h^,  ai 
5.  a  —  Af  a. 

Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  zu  construiren  aus  6.  <i-H^,  ß;  7.  tf-h/,  a; 
8. /H-A, «;  9.  fl  — ^,  3;  10.  a  —  Ä,p. 

Ein  Dreieck  zu  construiren  aus  11.  ö  -f-  >4,/,  a;  12,  a  -h  A,  ^,  ?;  13.  a  4-  ^  ?,  f  ^ 
14.  ^-h/,  a,  7;  15.  //-h/,  <7,  7;  16.  a^h,p,b\  \1,  p  —  h,b,^\  18.  /  —  A,«,,; 
19.  m  —  hfb  und  dem  Winkel  zwischen  m  und  c;  20.  w  -+-  ^,  <7,  a  —  Ji;  21.  w  —  A. 
b,fi  —  ß;  22.  Ä -+-//,  3  und  der  zu  a  gehörigen  Mittellinie  w,,.  23.  A  H-/,  <i.  ät,. 
24.  b  -^  h,fi  und  der  den  Winkel  a  halbirenden  Transversale. 

o)  Trägt  man  vom  Fusspunkt  D  der  Höhe  CD  aus,  wenn  a  <  90**  ist  auf 
DBt  wenn  a>90"^  ist  auf  der  Verlängerung  von  BD  die  Strecke  DE-=DA 
ab  und  zieht  CE^  so  erhält  man  das  Hülfsdreieck  BCE^  in  welchem  BC'=^^ 
und  zufolge  der  Congruenz  der  Dreiecke  CAD^  CED  die  Seite  CE  =  b^  femer 
^  CBE  —  ß,  ^  CEB  =  180°  —  a  und  <  BCE  =  a  —  ß  ist.  Femer  ist  BE  gleich 
p  —  ^,  bezw.  p  -^  q-  Betrachtet  man,  im  Falle  dass  a  ein  stumpfer  Winkel  ist. 
q  als  eine  negative  Grösse,  so  kann  man  in  beiden  Fällen  BE  als  die  Differenz 
der  durch  die  Höhe  gebildeten  Abschnitte  der  Grundlinie  betrachten.  Wo 
demnach  im  Folgenden  p  —  q  als  gegebenes  Stück  genannt  ist,  unterscheide  man 
die  beiden  Fälle,  in  denen  q  positiv  oder  negativ  gedacht  ist,  bezw.  setze  im 
ersten  Fall  a  <  90°  voraus  und  im  zweiten  Fall/  4-  q  statt  /  —  q  und  a  >  90**.  — 
Man  constniire  ein  Dreieck  aus: 

1.  a^b^p—q'^  2.  a,/  — ^,  a  — ß;  3.  fl,  ^,  a  —  ß;  4./  —  ^,  ^,  ?. 

p)  Verlängert  man  in  der  bei  o)  angegebenen  Figur  noch  BC  um  BF^CA 
und  zieht  EF,  so  erhält  man  das  Hülfsdreieck  BEF,  in  welchem  BF=^a  -^  h 
BE^p^q,  bezw. /4-^,  ^  FBE=^^  BFE^\{fi^^\  BEF^W-^i, 
ist.     Man  construire  hiemach  ein  Dreieck  aus: 

1.  Ä-*-^/  — ^,  ß;  2.  «H-^,/  — ^,  7;  3.  ö-l-^,/  — ^,  a  — ß. 

q)  Trägt   man   dagegen   in   der   bei  o)  angegebenen  Figur  CG'=CA  \(>n 
CB    ab    und   zieht   GE,    so    erhält   man   das  Hülfsdreieck  BGE^    in  welchem 
BG^a^b.BE^p^q,  Z  GBE=%  ^BEG=\^,  ^BGE=  90*^-|-l(«- 
ist    Man  construire  hiemach  ein  Dreieck  aus: 
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1.  a  —  b^  p  —  ^,  ß;  2.  a  —  b^p  —  g,  7;  3.  0  —  b^p  —  g,ai  —  ß. 

r)  Verlängert  man  die  Höhe  CD  über  D  und  ausserdem  die  Seite  CB^ 
letztere  um  BK  =  BA,  und  zieht  die  Parallele  KL  zu  BA^  welche  die  Ver- 
längerung von  CD  in  L  schneide,  so  entsteht  das  Hülfsdreieck  CKL,  in  welchem 
CA:=  Ä-h  o  Z  CKL  =  ß,  Z  CLK^  90''  ist.  Zieht  man  noch  BM  senkrecht  auf 
Ä'Z,  so  folgt  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  BKM  und  ABN^  wobei  AN 
die  zu  BC  senkrechte  Höhe  ist,  dass  DL  =  AN,  also  CL  gleich  der  Summe 
zweier  Höhen  ha  -h  hc  sei. 

Durch  das  Hülfsdreieck  CLK  und  ein  von  demselben  unabhängiges  Stück 
des  Dreiecks  ABC  oder  auch  ein  solches  Stück  von  BKA  ist  ABC  bestimmt. 
In  letzterem  Falle  ist  zu  beachten,  dass  A  ABK  gleichschenkelig  ist,  und  da 
^  BAK^=  ^  AKL,  so  folgt  dass  KA  den  Winkel  BKL  halbirt.  —  Man  construire 
hiemach  ein  Dreieck  aus: 

1.  a-^-  c,ka  -^  hc^a\  2.  a -{-  c,  Aa -+-  hr,b\  3.  ha  -^  hc,%a\  4.  <H-  c^ha  -+- A^,a; 
5.  ha  -\-  hc,  OL,  7. 

s)  Trägt  man  dagegen  BP=  BA  von  BC  ab  und  zieht  PQ  parallel  zu  BA  bis 
zum  Durchschnittspunkt  Q  mit  der  Höhe  CD,  so  ergiebt  sich  in  entsprechender 
Weise,  wie  bei  r),  dass  in  dem  Hülfsdreieck  CBQ  die  Seite  CQ  gleich  der 
Differenz  zweier  Höhen  h^  —  ha,  sowie  CP=a--c,  ^  CPQ  =  ß,  ^CQF^  90° 
ist  und  dass  AP  den  Winkel  BPQ  halbirt.  Man  construire  hiernach  ein  Drei- 
eck aus: 

1.  a—c^hc—ha,  7;     2.  hc  —  ha,  ß,  b\    3.  a  —  c,  hc  —  ha,  a. 

§  65.     Fortsetzung:     Vierecks-Aufgaben. 

a)  Die  Construction  von  Vierecken  kann  in  vielen  Fällen  auf  diejenige  der 
Dreiecke  zurückgeführt  werden,  in  welche  das  Viereck  durch  seine  Diagonalen 
zerlegt  wird-  So  ist  ein  Parallelogramm  AB  CD  durch  jedes  einzelne  der 
Dreiecke  bestimmt,  welche  durch  Ziehen  irgend  einer  der  beiden  Diagonalen 
entstehen,  denn  man  hat  nach  Construction  des  Dreiecks  nur  das  Parallelogramm 
mittelst  zweier  zu  Seiten  des  ersteren  parallelen  Geraden,  oder  durch  Anlegen 
eines  congruenten,  aus  den  Längen  der  Seiten  zu  construirenden  Dreiecks,  oder 
auch  mittelst  noch  anderer  Abänderungen  des  Verfahrens,  welche  leicht  ersichtlich 
sind,  zu  vervollständigen.  Daher  können  die  vorhergehenden  Dreiecks-Aufgaben, 
auf  das  Dreieck  ABC  angewendet,  zu  Aufgaben  über  das  Parallelogramm  AB  CD 
benutzt  werden.  Dabei  ist  die  Mittellinie  ms  jenes  Dreiecks  die  Hälfte  der  zweiten 
Diagonale  des  Parallelogramms.  —  Zieht  man  beide  Diagonalen  zugleich,  so 
erhält  man  vier  kleinere  Dreiecke,  von  denen  ebenfalls  jedes  einzelne  das 
Parallelogramm  bestimmt  —  Hiemach  können  beispielsweise  folgende  Aufgaben 
behandelt  werden,  bei  denen  wir  der  Kürze  halber  AB=a,  BC=^b,  AC^=e, 
BD=:/,  Z  DAB  =  aL  und  den  Winkel  der  Diagonalen  gleich  e,  femer  die  Höhe 
auf  AB  gleich  ha    und  die  auf  CB  gleich  h^  setzen. 

Ein  Rechteck  zu  construiren  aus  \,  a,e\    2.  e,  £. 

Einen  Rhombus  zu  construiren  aus  3.  f,/;  4.  e,  h\  5.  h,  a. 

Ein  Parallelogramm  zu  construiren  aus  6.  <?,  b,  e,  7.  a,  b,  ha;  8.  e,  ha,  a; 
9.  Ä,  ha^  hh.  10.  f , /,  e. 

Ein  Quadrat  zu  construiren  aus  11.  e -\- a\  12.  e  —  ö. 

Ein  Rechteck  zu  construiren  aus  13.  a-\-bye\  14.  a^e  —  b\  15.  a — b,  e\ 
16.  a^e-^b. 
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Einen  Rhombus  zu  construiren  aus  17.  aye-^f\  18.  f -+•  A,  «;  19.  ^— <i, a; 
20.  a.e  —  f. 

Ein  Parallelogramm  zu  construiren  aus  21.  a -h  d.  %  e\  22.  ^-4-Aa,«»^; 
23.  ^  —  /la,  %  c\  24,  a  —  ^,  a,  e\  25.  a-^  e,b,  a. 

b)  Ein  Trapez  ABCD^  in  welchem  AB=^a  die  grössere,  CD-^c  die 
kleinere  parallele  Seite,  BC=^b^  DA^=^dt  h  die  Höhe,  die  Diagonale  AC=€, 
BD  =/und  ^  BAD  =^7.,  ^  ABC=^  sei,  ist  bestimmt  durch  das  Dreieck  ABC 
und  ein  davon  unabhängiges  Stück  von  CAD  oder  B CD]  ein  gleichschenkeliges 
Trapez  schon  durch  das  Dreieck  BA  C  allein.  —  Verlängert  man  femer  BA  um 
AE^CD  und  zieht  DE,  so  ist  in  dem  Hülfsdreieck  BDE  die  Seite  BE^ 
a-i-  c,  ferner  BD  =/,  DE  =  ^,  Z  BDE  gleich  dem  Winkel  £  der  Diagonalen 
(oder  180°  —  e),  ^  DBE=  (/,  a),  Z  DEB  =  (e,  a).  —  Zieht  man  endlich  DI- 
parallel  zu  CB  bis  zum  Durchschnittspunkt  F  mit  AB,  so  ist  in  dem  Hülfis 
dreieck  AD F  die  Seite  AF^^a  —  c,  femer  DFr=b,  DAr=d,  ^  DAF=x 
Z  Z)/?-^  =  p. 

Fin  gleichschenkeliges  Trapez  zu  construiren  aus  1.  a,bte\  2.  b,h,e. 

Ein  Trapez  zu  construiren  aus  3.  a,  ^,  ß,  r;  4.  /?,  3,/,  ß;  5.  ^,  e^f,  h\  6.  ^,  ^  h,  i 

Ein  Trapez  zu  construiren  aus  7.  u -+- ^,  o  ^,  a;  8.  a  —  b,ätf,a'f  9.  a-^^ 
^/ß;  10.  a  —  b,c,d,e. 

Ein  Trapez  zu  construiren  aus  11.  <n-  r,  //,  e,/;  12.  <i-f-  r,  ^,/,  a;  13.  <t,  o/,  s: 
14.  a-^  Cfb,c,/\  15.  b,e,/ft;  16.  ^,/,  a.  e. 

Ein  Trapez  zu  construiren  aus  17.  ö  —  ^  ^,  </,/;  18.  a  —  c,  b,  d,  e\  19.  a  —  **. 
bj,  ß;  20.  dr,  <:,  a,  ß. 

c)  Ein  allgemeines  Viereck  ist  bestimmt,  wenn  zwei  von  den  Dreiecken, 
in  welchen  es  durch  die  Diagonalen  zerlegt  wird,  und  welche  je  eine  ganze  Dia- 
gonale zur  Seite  haben,  construirt  werden  können.  —  Zieht  man  zum  Viereck 
AB  CD  die  Geraden  BF  und  DG  parallel  zu  der  Diagonale  AC,  ferner  Cf 
parallel  zu  AB  und  bis  zum  Durchschnittspunkt  F  mit  BF,  ebenso  CG  parallel 
zu  ^Z?  bis  zum  Durchschnittspunkt  G  mit  DG,  sowie  endlich  die  Verbindung- 
Hnic  FG,  so  ist  in  dem  Dreieck  CFG,  CF^AB^a,  CG^AD^d,  FG  ^ 
BD  =/,  Z  FCG  =  Z  BAD  =  a.  Femer  ist  BF=  DG  =  AC^  e,  Z  BCF^ 
Z  ABC^  ß,  Z  DCG  =  Z  ADC=^  5.  Femer  mögen  i5C  durch  b,  2>Cdurchr. 
.^  BCD  durch  7  und  der  Winkel  der  Diagonalen  durch  e  bezeichnet  werden. 

Man  construire  ein  Viereck  aus 
1.  <?,  b,  c,  d,  e\  2.  rt,  b,  e,  a,  7;  3.  0,  ^,  r,  ir,  7. 

Man  construire  ein  Viereck  aus 
4.  (iH-  ^  c,  d,  e,  ß;  5.  <i  —  b,  ej,  ß,  7;  6.  a  -1-  f,  ^,  r,  ^,  ß. 

Man  constmire  ein  Viereck  aus 
7.  /,  t,  e,  <i,  r,;  8.  /,  ^  s,  b,  d\  9.  0,  </,  a,  e,  6. 

Die  im  Vorstehenden  angeführten  Aufgaben,  welche  selbstverständlich  inner- 
halb der  einzelnen  Gruppen  sehr  leicht  erheblich  vermehrt  werden  können 
mögen  zur  Erläutenmg  und  Einübung  der  vorgetragenen  Methode  —  für  welche 
Verf.  den  Namen  »Methode  der  Hülfsfiguren*  angewendet  hat  —  hinreichen.  A-*' 
mit  noch  anderen  Bestimmungsstücken,  wie  z.  B.  den  Radien  der  Benihrun;:'' 
kreise  des  Dreiecks,  deren  Summen  und  Differenzen,  den  Abständen  der  Mittel 
punkte  der  Berühnmgsk reise  von  einander  u.  a.  m.  lassen  sich  in  entsprechender 
Weise  zu  lösende  Aufgaben  bilden. 
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B.     Methode  der  geometrischen  Oerter. 
§  66.    Ausgeführte  Beispiele  der  Anwendung  der  Methode. 

1.  Aufgabe:  Einen  Punkt  zu  bestimmen,  der  von  zwei  gegebenen 
Punkten  ^, -5  gleiche,  und  von  einem  dritten  gegebenen  Punkte  Ceine 
gegebene  Entfernung  r  hat. 

Lässt  man  zunächst  die  Forderung,  dass  der  gesuchte  Punkt  vom  Punkte  C 
die  gegebene  Entfernung  r  haben  soll,  unbeachtet,  so  wird  die  Aufgabe  unbe- 
stimmt, d.  h.  es  giebt  unzählig  viele  Punkte,  welche  bloss  die  andere  Forderung, 
von  A  und  B  gleichweit  entfernt  zu  sein,  erfüllen.  Alle  diese  letzteren  Punkte 
liegen  aber  auf  einer  bestimmten  Linie,  nämlich  derjenigen  Geraden,  welche  auf 
der  Verbindungsstrecke  von  A  und  B  in  deren  Halbirungspunkt  senkrecht  steht. 
Auf  dieser  Geraden  muss  daher  auch  der  in  der  vorliegenden  Aufgabe  gesuchte 
Punkt  liegen.  —  Lässt  man  dagegen  die  eben  beibehaltene  Forderung  unbeachtet, 
verlangt  also  nur,  dass  der  gesuchte  Punkt  von  dem  gegebenen  C  die  Entfernung 
r  habe,  so  ist  die  Aufgabe  ebenfalls  unbestimmt,  und  die  unzähligen  Punkte, 
welche  derselben  genügen,  liegen  auf  dem  Kreise,  welcher  mit  einem  Radius 
gleich  r  um  C  beschrieben  werden  kann.  Da  nun  der  gesuchte  Punkt  sowol 
auf  diesem  Kreise  als  auf  der  vorher  angegebenen  Geraden  liegen  muss,  so  kann 
derselbe  nur  ein  diesen  beiden  Linien  gemeinschaftlicher  Punkt  sein. 

Zur  Construction  desselben  verbinde  man  also  A  mit  j9,  halbire  die  Strecke 
AB  und  errichte  im  Halbirungspunkt  D  auf  ihr  die  Senkrechte.  Man  beschreibe 
femer  um  C  mit  einem  Radius  gleich  r  den  Kreis,  daim  genügt  jeder  Punkt  X^ 
welchen  dieser  Kreis  mit  jener  Senkrechten  gemeinsam  hat,  der  Aufgabe. 

Zum  Beweis  der  Richtigkeit  dieser  Con- 
struction verbinde  man  X  mit  B^  und  C\  dann 
ist  XC^=^  r  als  Radius  des  um  C  beschriebenen 
Kreises,  femer  A  XAD  ^  A  XBD  (da  XD = XD, 
ADr=DB  n.  Constr.und  Z  XDA^  Z  XDBzSi^ 
Rechte),  mithin  XA  =  XB. 

Die  Determination  ist  dahin  zu  fassen, 
dass  die  Aufgabe  zwei  Auflösungen  oder  nur  eine 
oder  gar  keine  hat,  je  nachdem  der  Kreis  C 
die  Senkrechte  schneidet  oder  sie  berührt  oder 
sie  gar  nicht  trifft.  Fällt  man  auf  AB  oder 
deren  Verlängerung  die  Senkrechte  CE,  so  treten  diese  drei  Fälle  bezüglich  ein 
je  nachdem  r  >  DE,  r  =  DE  oder  r  <  DE  ist. 

2.  Aufgabe:  lieber  einer  gegebenen  Strecke  als  Hypotenuse  ein 
rechtwinkeliges  Dreieck  zu  construiren,  wenn  ausserdem  die  Länge 
der  zur  Hypotenuse  senkrechten  Höhe  gegeben  ist. 

Analysis:  Die  Scheitel  aller  rechtwinkeligen  Dreiecke,  welche  über  derselben 
Hypotenuse  beschrieben  werden  können,  liegen  auf  dem  über  dieser  Hypotenuse 
als  Durchmesser  zu  construirenden  Halbkreis.  Die  Spitzen  aller  Dreiecke,  welche 
die  gegebene  Hypotenuse  zur  Grundlinie  haben,  und  deren  Höhen  der  anderen 
gegebenen  Strecke  gleich  sind,  liegen  auf  einer  Geraden,  welche  jener  Grundlinie 
parallel  ist  und  von  ihr  einen  Abstand  gleich  der  gegebenen  Höhe  hat.  Die 
Spitze  des  gesuchten  Dreiecks  muss  daher  sowol  auf  jenem  Halbkreis  als  auf 
dieser  Parallelen   liegen  und  mithin  ein  Punkt  sein,   in  welchem  beide  Linien 
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einander   schneiden    oder   berühren.     Durch  Verbindung  eines  solchen  Punktes 

mit  den  Endpunkten  der  gegebenen  Hypotenuse  erhält  man  das  verlangte  Dreieck. 

Construction:     Man  beschreibe  über  der  fiir  die  Hypotenuse  gegebenen 

Strecke  AB  als  Durchmesser  einen  Halbkreis, 
errichte  auf  AB  in  einem  beliebigen  Punkte  P 
die  Senkrechte,  trage  auf  dieser  (nach  der  Seile 
des  Halbkreises)  die  Strecke  DE  gleich  der 
gegebenen  Höhe  h  ab,  ziehe  durch  £  die 
Parallele  zu  AB,  welche  den  Halbkreis  in  C* 
t  B  treffe,  und  verbinde  Cmit  A  und  B,  so  ist  ABC 

das  verlangte  Dreieck. 

Beweis:  Der  Winkel  ^C^  ist  ein  rechter  als  Peripheriewinkel  über  einem 
Durchmesser;  das  Dreieck  ABC  ist  also  rechtwinkelig,  und  AB  seine  Hyi>ote- 
nuse.  Construirt  man  femer  die  Höhe  CF  dieses  Dreiecks,  so  ist  CJ^  parallt! 
zu  ED^  da  beide  auf  AB  senkrecht  stehen.  Da  ausserdem  nach  Construction 
CE  parallel  zu  FD  ist,  so  sind  CF  und  ED  als  Parallele  zwischen  Pxuallelen 
einander  gleich.  Nun  ist  ED  nach  Construction  gleich  A,  also  ist  auch  die 
Höhe  CF  des  Dreiecks  ABC  gleich  der  gegebenen  h.  Dieses  Dreieck  ist  alx» 
das  verlangte. 

Determination:  Die  Auflösung  der  Aufgabe  ist  unmöglich,  wenn  die 
Parallele  den  Halbkreis  weder  schneidet  noch  berührt.  Dieser  Fall  tritt  ein. 
wenn  der  Abstand  der  Parallelen  vom  Mittelpunkt  des  Halbkreises  grösser  i<. 
als  ein  Radius  desselben,  also  wenn  die  gegebene  Höhe  h  grösser  ist  als  dit 
Hälfte  der  Hypotenuse  AB.  —  Ist  h^=^\ABy  so  berührt  die  Parallele  den  Hall» 
kreis,  und  die  Aufgabe  hat  daher  nur  eine  Auflösung;  das  zugehörige  Dreieck 
ist  gleichschenkelig.  Ist  endlich  h<i\AB,  so  schneidet  die  Paralleleden  Krei- 
und  man  erhält  zwei  der  Aufgabe  genügende  Dreiecke.  Dieselben  sind  jedoc': 
(wie  leicht  bewiesen  werden  kann)  nur  der  Lage,  nicht  aber  der  Gestalt  umi 
Grösse  nach  verschieden;  sie  liegen  symmetrisch  zu  einander. 

3.  Aufgabe:  Einen  Kreis  zu  construiren,  der  durch  einen  ec- 
gebenen  Punkt  geht  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  Gerade  m 
einem  gegebenen  Punkte  berührt. 

Analysis:  Die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  die  gegebene  Gerade 
AB  in  dem  auf  ihr  gegebenen  Punkte  C  berühren,  liegen  auf  der  Geraden, 
welche  in  C  auf  AB  senkrecht  steht.  Die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche 
durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  F  und  C  gehen,  liegen  auf  der  Geraden 
welche  auf  der  Verbindungsstrecke  dieser  Punkte  in  dem  Halbirungspunkt  der- 
selben senkrecht  steht.  Der  Mittelpunkt  X  des  gesuchten  Kreises  muss  daher 
der  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Geraden  sein.  Da  nach  Bestimmung  \i-'^ 
X  auch  der  Radius  XF  oder  XC  bekannt  ist,  so  ist  die  Construction  gefunden 
Construction:  Errichte  auf  der  gegebenen  Geraden  ^^.^  in  dem  auf  ihr 
gegebenen  Punkte  C  die  Senkrechte,  verbinde  C  mit  dem  anderen  gegebenen 
Punkte  F,  halbire  FC,  errichte  auf  FC  in  ihrem  Halbirungspunkt  D  die  Senk 
rechte  und  beschreibe  um  den  Durchschnittspunkt  X  der  beiden  errichteten 
Senkrechten  mit  XC  als  Radius  den  Kreis.     Dieser  Kreis  ist  der  verlangte. 

Beweis:     Da  XC  nach  Construction  ein  Radius  des  Kreises  A'und  zugleu'* 
auf  //^  in  C  senkrecht  ist,  so  ist  AB  eine  Tangente  des  Kreises  X,  oder  dieser 
Kreis    berührt  AB,  und   zwar  im  Punkte  C     Verbindet  man  femer  den  Mittel 
punkt  X  mit  F,  so  stimmen  die  Dreiecke  XFD  und  XCD  in  der  gemeinscharr 
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liehen  Seite  KD,  in  den  rechten  Winkeln  XDP,  XD  C  und  in  den  Seiten  PD, 

DC  überein  und   sind  mithin  congruent.     Daher  ist  auch  XF  gleich  XC,  also 

XP  ebenfalls    ein  Radius   des  Kreises  -Y, 

und  dieser  letztere  geht  somit  auch  durch 

den  Punkt  F.     Der  Kreis  X  ist  also  der 

verlangte. 

Determination:  Da  zwei  gerade 
Linien  einander  nur  in  einem  einzigen  Punkte 
X  schneiden  können,  so  hat  die  Aufgabe 
im  Allgemeinen  eine  einzige  Auflösung.  Die 
beiden  Geraden  können  aber  auch  ein- 
ander parallel  sein,  und  dann  wird  die 
Auflösung  unmöglich.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  F  zm{  AB  liegt,  da  dann 
die  beiden  Geraden  auf  derselben  Linie  AB  senkrecht  stehen.  Dass  F 
nicht  auf  AB  liegen  darf,  geht  übrigens  auch  daraus  hervor,  dass  ein  Kreis 
nicht  eine  Gerade  berühren  und  gleichzeitig  doch  mit  ihr  zwei  Punkte  gemein- 
sam haben  kaim.  —  Endlich  können  die  beiden  den  Mittelpunkt  bestimmenden 
Geraden  einander  decken,  in  welchem  Falle  unzählig  viele  Auflösungen  möglich 
•sein  würden.  Dieser  Fall  kann  jedoch  nur  dann  eintreten,  wenn  F  mit  C  zu- 
sammenfallt, und  da  dann  thatsächlich  statt  zweier  Punkte  nur  ein  einziger 
iregeben  sein  würde,  so  kann  dieser  Fall  streng  genommen  nicht  in  Betracht 
kommen.  —  Zu  erwähnen  ist  ausserdem  noch  der  besondere  Fall,  in  welchem 
P  auf  der  in  C  errichteten  Senkrechten  liegt.  Die  Construction  vereinfacht  sich 
dann  dahin,  dass  X  mit  D  zusammenfallt,  also  die  in  D  zu  FC  senkrechte  Ge- 
rade nicht  construirt  zu  werden  braucht. 


§  67.     Erläuterung  der  Methode. 

Kommt  die  Auflösung  einer  Aufgabe  im  Wesentlichen  darauf  hinaus,  dass 
die  unbekannte  Lage  eines  Punktes  gesucht  werden  soll,  so  kann  dieselbe  als 
gelöst  betrachtet  werden,  wenn  man  zwei  gerade  oder  krumme  Linien  gefunden 
hat,  auf  welchen  gleichzeitig  dieser  Punkt  liegen  muss,  denn  es  kann  derselbe 
dann  nur  ein  solcher  Punkt  sein,  in  welchem  die  beiden  Linien  einander  schneiden 
oder  berühren. 

Eine  solche  Linie  erhält  man  dadurch,  dass  man  eine  der  Forderungen 
der  Aufgabe  unbeachtet  lässt.  Hierdurch  muss  die  Aufgabe,  da  nicht  mehr  die 
nöthige  Anzahl  bestimmender  Bedingungen  vorhanden  ist,  zu  einer  unbestimmten 
werden.  Unter  den  unzählig  vielen  Auflösungen,  welche  dieselbe  zulässt,  muss 
ijch  dann  auch  die  eine  befinden,  die  in  Wirklichkeit  verlangt  wird.  Die  un- 
zähligen Punkte,  welche  sich  so  ergeben,  werden  sich  im  Allgemeinen  continuir- 
üch  an  einander  reihen,  und  es  wird  somit  eine  Linie  der  verlangten  Art  ent- 
stehen. 

So  waren  z.  B.  in  der  zweiten  Aufgabe  des  vorigen  Paragraphen  drei  Beding- 
ungen fiir  das  gesuchte  Dreieck  gestellt;  dasselbe  sollte  L  rechtwinkelig  sein,  2.  eine 
der  Lage  und  I>änge  nach  gegebene  Hypotenuse  und  3.  eine  der  I^änge  nach 
gegebene  Höhe  haben.  Der  zu  bestimmende  Punkt  war  hier  die  Spitze  des 
rireiecks.  Durch  Weglassung  der  dritten  Bedingung  erhielt  man  unendlich  viele 
l>rciccke,  deren  Spitzen  sich  continuirlich  auf  einem  Halbkreis  an  einander 
reihten,  und  durch  Weglassung  der  ersten  Bedingung  wurde  man  entsprechend 
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auf  eine  Gerade  als  Ort  des  gesuchten  Punktes  geführt  —  In  ähnlicher  Weise 
ist  bei  den  anderen  Aufgaben  des  vorigen  Paragraphen  verfahren  worden. 

Da  jede  gerade  oder  krumme  Linie  oder  jedes  System  von  Linien,  welches 
die  Eigenschaft  hat,  dass  jeder  ihrer  Punkte  einer  gestellten  unbestimmten  Auf- 
gabe genügt,  und  dass  umgekehrt  jeder  dieser  Aufgabe  genügende  Punkt  auf 
der  betreffenden  Linie  liegt,  der  geometrische  Ort  des  gesuchten  Punktes  genannt 
wird,  so  wählen  wir  für  das  soeben  beschriebene  Auflösungs- Verfahren  den 
Namen  »Methode  der  geometrischen  Oerter«. 

Da  man  im  Allgemeinen  jedes  der  bestimmenden  Stücke  einer  Aufgabe 
weglassen  kann,  so  ist  es  möglich,  dass  sich  auf  dem  angegebenen  Wege  mehr 
als  zwei  geometrische  Oerter  finden  lassen.  Man  hat  dann  die  Wahl,  welches 
Paar  dieser  Oerter  man  benutzen  will,  und  erhält  hiemach  verschiedene  Arten 
der  Auflösung,  sowie  einen  Lehrsatz  über  gemeinschaftliche  Punkte  der  sämmt- 
lichen  vorhandenen  Oerter.  In  sehr  vielen  Fällen,  wie  z.  B.  den  meisten  Con- 
structionen  von  Dreiecken  oder  Kreisen  enthält  die  bestimmte  Aufgabe  drei 
Forderungen;  es  giebt  dann  im  Allgemeinen  drei  geometrische  Oerter,  welche 
einander  in  denselben  Punkten  treffen  müssen,  und  daher  auch  drei  verschiedene 
Wege  der  Auflösung,  da  man  den  ersten  Ort  mit  dem  zweiten  oder  den  ersten 
mit  dem  dritten  oder  den  zweiten  mit  dem  dritten  verbinden  kann. 

Derartige  Fälle  sind  schon  aus  dem  System  bekannt.  Soll  z.  B.  ein  Krei> 
beschrieben  werden,  der  durch  drei  gegebene  Punkte  geht,  so  liegt  sein  Mittel- 
punkt auf  jeder  der  Mittelsenkrechten  des  Dreiecks  jener  drei  Punkte.  Man 
kann  also  zu  seiner  Bestimmung  zwei  beliebige  dieser  Mittelsenkrechten,  welche 
einander  in  demselben  Punkte  schneiden  müssen,  auswählen.  Aehnliches  ist 
von  den  Winkelhalbirenden  eines  Dreiecks  bekannt. 

In  der  zweiten  Aufgabe  des  vorigen  Paragraphen  erg^ebt  sich  jedoch,  dass  in 
dieser  Weise  kein  dritter  Ort  angegeben  werden  kann.  Die  entstehende  unbestimmte 
Aufgabe,  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  Höhe  eine  gegebene 
Länge  habe,  lässt  nämlich  die  Lage  des  Dreiecks  und  somit  auch  die  seiner 
Spitze  völlig  unbestimmt.  Derartige  Fälle  machen  also  eine  Ausnahme  von 
dem  vorher  Gesagten.  —  In  der  dritten  Aufgabe  des  vorigen  Paragraphen  dagegen 
existirt  ein  dritter  geometrischer  Ort;  es  ist  derjenige  der  Mittelpunkte  aller  Kreide, 
welche  die  gegebene  Gerade  AB  in  irgend  einem  beliebigen  Punkte  benlhitn 
und  durch  den  ausserhalb  derselben  gegebenen  Punkt  P  gehen.  Dieser  geo- 
metrische Ort  ist  jedoch  aus  keinem  Lehrsatz  der  Elementar-Geometrie  bekannt. 
Um  sich  eine  Vorstellung  von  der  Gestalt  desselben  zu  machen,  kann  man  aut 
AB  eine  (thunlichst  grosse)  Anzahl  von  Punkten  nach  einander  als  Berührungs- 
punkte  annehmen   und  jedesmal   mit  Hülfe   der   beiden   anderen   zugehörigen 

Oerter    die   entsprechende   I.age 
— :!  des  Mittelpunkts  bestimmen.    Dte 

so  gewonnenen  auf  einander  fol* 
genden  Punkte  sind   Punkte  des 
dritten  Orts  und  geben  eine  um 
so  genauere  Vorstellung  von  der 
Gestalt  desselben,  je  dichter  Me 
aneinander  gereiht  sind.    Im  \ er- 
liegenden Beispiel  ist  dieser  O^r 
eine  krtimme  Linie,  deren  Pimktc  die  Eigenschaft  haben,  dass  der  Abstand  eines  jeden 
derselben  \-on  dem  festen  Punkte  Zugleich  seinem  Abstand  von  der  festen  Geraden  .-f/^ 
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ist.  Dieselbe  besteht  aus  zwei  symmetrischen  Aesten,  welche  in's  Unendliche  aus- 
einander laufen,  und  heisst  eine  Parabel.  Da  aber  in  der  Elementar-Geometrie 
nur  gerade  Linien  und  Kreise  behandelt  werden,  so  können  andere  krumme 
Linien  in  Aufgaben,  welche  auf  elementarem  Wege  gelöst  werden  sollen,  keine 
Anwendung  als  geometrische  Oerter  finden. 

Die  Methode  der  geometrischen  Oerter  kann  also  nur  bei  solchen  Aufgaben 
ZM  elementaren  Auflösungen  gebraucht  werden,  bei  denen  sich  mindestens  zwei 
Oerter  finden  lassen,  von  denen  jeder  entweder  eine  gerade  Linie  oder  ein 
Kreis  ist 

Construction  und  Beweis  sind  auch  bei  dieser  Methode  unmittelbar  durch 
die  Anal)rsis  bestimmt  Die  Determination  schliesst  sich  an  die  Untersuchung 
der  verschiedenen  Lagen,  welche  die  beiden  benutzten  Oerter  gegen  einander 
haben  können  und  die  Anzahl  ihrer  gemeinschaftlichen  Punkte  in  jeder  dieser 
Lagen. 

§  68.     Weitere  Aufgaben  zur  Methode  der  geometrischen  Oerter.- 

a)  Der  geometrische  Ort  der  Punkte,  die  von  einem  gegebenen  Punkt  I* 
einen  gegebenen  Abstand  r  haben,  oder  der  g.  O.  der  Mittelpunkte  der  Kreise, 
welche  durch  JR  gehen,  und  deren  Radien  gleich  r  sind,  ist  der  um  P  mit  dem 
Radius  r  beschriebene  Kreis.  —  Der  g.  O.  der  Punkte,  die  von  zwei  gegebenen 
Punkten  A,  B  gleich  weit  entfernt  sind,  oder  der  g.  O.  der  Mittelpunkte  der 
Kreise,  die  durch  A  und  B  gehen,  ist  die  auf  der  Verbindungsstrecke  von  A  und  B 
in  dem  Halbirungspunkt  derselben  senkrechte  Gerade.  —  Der  g.  O.  der  Punkte, 
die  von  einer  der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  MN  eine  gegebene  Ent- 
fernung r  haben,  oder  der  g.  O.  der  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  die  Ge- 
rade MN  berühren  und  den  Radius  r  haben,  besteht  aus  den  beiden  in  einem 
Abstand  gleich  r  zu  MN  parallelen  Geraden.  —  Der  g.  O.  der  Punkte,  welche 
von  zwei  einander  schneidenden  Geraden  gleichweit  entfernt  sind,  oder  der  g. 
O.  der  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  zwei  einander  schneidende  Gerade  be- 
rühren, besteht  aus  den  zwei  Halbirungslinien  der  von  diesen  Geraden  gebildeten 
rier  Winkel.  —  Der  g.  O.  der  Punkte,  welche  von  zwei  der  Lage  nach  gegebenen 
einander  parallelen  Geraden  gleichweit  entfernt  sind,  oder  der  g.  O  der  Mittel- 
punkte der  Kreise,  welche  zwei  parallele  Gerade  berühren,  ist  die  Gerade,  welche 
zu  den  beiden  gegebenen  parallel  und  von  ihnen  gleichweit  entfernt  ist  —  Der 
g.  O.  der  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  eine  der  Lage  nach  gegebene  Gerade 
MN  in  einem  auf  derselben  gegebenen  Punkte  A  berühren,  ist  die  auf  MN  in 
A  senkrechte  Gerade. 

Man  construire  hiemach  einen  Punkt,  der  auf  einer  der  Lage  nach  gegebenen 
Geraden  (oder  einem  gegebenen  Kreise)  liegt  und  1.  von  einem  gegebenen  Punkt 
eine  gegebene  Entfernung  hat,  oder  2.  von  zwei  gegebenen  Punkten  gleichweit 
entfernt  ist,  oder  3.  von  einer  anderen  gegebenen  Geraden  eine  gegebene  Ent- 
fernung hat. 

Mit  gegebenem  Radius  einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  4.  eine  gegebene 
Gerade  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt,  oder  5.  eine  gegebene  Gerade 
berührt  und  durch  einen  ausserhalb  derselben  gegebenen  Punkt  geht,  oder 
6.  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht 

Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  7.  zwei  gegebene  Gerade,  und  zwar 
die  eine  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt,  oder  8.  jede  von  zwei  gegebenen 
parallelen  Geraden  und  ausserdem  eine  dieselben  schneidende  gegebene  Gerade 
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berührt,  oder  9.  zwei  gegebene  parallele  Gerade  berührt  und  durch  einen 
zwischen  denselben  gegebenen  Punkt  geht. 

b)  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  derjenigen  Kreise,  welche  einen 
gegebenen  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkte  desselben  berühren,  ist  die  durch 
diesen  Punkt  und  den  Mittelpunkt  des  Kreises  gehende  Gerade.  Es  sind  jedoch 
dieser  Mittelpunkt  M  selbst  und  der  Berührungspunkt  B  ausgenommen.  Die 
zwischen  M  und  B  liegende  Strecke  des  Ortes  enthält  die  Mittelpunkte  solcher 
Kreise,  welche  den  gegebenen  von  innen  berühren,  ihre  Verlängerung  über  B 
enthält  die  Mittelpunkte  der  von  aussen  berührenden,  und  ihre  Verlängerung 
über  M  die  Mittelpunkte  der  umschliessend  berührenden  Kreise.  —  Der  g.  O. 
der  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  einen  gegebenen  Kreis  berühren  und  einen 
gegebenen  Radius  haben,  besteht  aus  zwei  dem  gegebenen  concentrischen  Kreisen, 
von  denen  der  eine  mit  der  Summe,  der  andere  mit  der  Differenz  der  beiden 
Radien  beschrieben  wird.  Der  erstere  enthält  die  Mittelpunkte  solcher  gesuchten 
Kreise,  welche  den  gegebenen  von  aussen  berühren,  der  letztere,  je  nachdem 
der  Radius  des  gesuchten  Kreises  kleiner  oder  grösser  ist  als  der  des  gegebenen, 
die  Mittelpunkte  von  Kreisen,  welche  den  gegebenen  von  innen  oder  um- 
schliessend berühren.  Sind  beide  Radien  gleich  gross,  so  fallt  der  mit  der 
Differenz  der  Radien  beschriebene  Kreis  fort.  —  Der  g.  O.  der  Mittelpunkte  der 
Kreise,  welche  zwei  gegebene  concentrische  Kreise  berühren,  besteht  aus  zwei 
denselben  concentrischen  Kreisen.  Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  C 
des  kleineren  der  gegebenen  Kreise  den  Durchmesser  AB  des  grösseren,  so 
geht  jeder  der  beiden  Oerter  durch  einen  der  Halbirungspunkte  der  Strecken 
AC  und  CB  und  die  zugehörige  dieser  Strecken  ist  jedesmal  gleich  dem 
Durchmesser  des  gesuchten  Kreises. 

Man  beschreibe  hiemach  einen  Kreis,  der  einen  gegebenen  Radius  hat  und 

1.  einen  gegebenen  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt,  oder  2.  einen 
gegebenen  Kreis  berührt  und  durch  einen  nicht  auf  demselben  liegenden  ge- 
gebenen Punkt  geht,  oder  3.  einen  gegebenen  Kreis  und  eine  gegebene  Gerade 
berührt,  oder  4.  zwei  gegebene  Kreise  berührt. 

Kinen  Kreis  zu  construiren,  der  5.  einen  gegebenen  Kreis  in  einem  gege- 
benen Punkte  berührt  uud  durch  einen  anderen  gegebenen  Punkt  geht,  oder  6. 
•inen  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkte  und  ausserdem  eine  gegebene  Gerade 
berührt,  oder  7.  zwei  gegebene  concentrische  Kreise,  und  zwar  den  einen  in 
einem  gegebenen  Punkte  berührt 

c^  Der  geometrische  Ort  der  Scheitel  aller  rechtwinkeligen  Dreiecke,  welche 
über  einer  der  1  .age  und  der  I^nge  nach  gegebenen  Hypotenuse  stehen,  ist  der 
über  dieser  Hypotenuse  als  Durchmesser  beschriebene  Halbkreis.  —  Der  g. 
Ort  der  Sjnt/en  aller  Dreiecke,  welche  über  einer  der  Lage  und  I^nge 
nach  gegebenen  Ctrundlinie  stehen  und  an  der  Spitze  einen  Winkel  von 
gegebener  Grösse  haben,  ist  der  über  der  Grundlinie  als  Sehne  stehende  Kreis- 
bogen, welcher  den  gegebenen  Winkel  als  Peripheriewinkel  fasst  —  Der  g.  O. 
der  Spit/cn  aller  Dreiecke,  welche  über  einer  der  I-Age  und  I^nge  nach  ge- 
gebenen (irundlinic  stehen  und  eine  zu  letzterer  gehörige  Höhe  von  gegebener 
Ixlnge  haben,  ist  die  t\\  der  Grundlinie  in  einem  Abstände  gleich  der  Hohe 
parallele  Gerade, 

Man  construirc  ein  recht^*inkeliges  Dreieck  über  einer  gegebenen  Hj^h»- 
tenuse:    1.  dessen  Höhe  die    Hypotenuse    in    einem    gegebenen    Punkte    tritft. 

2.  dessen  Scheitel  auf  einer  der  l.agtr  nach  gegebenen  Geraden  liegt 
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Ein  Dreieck  zu  construiren  aus  einer  Seite,  dem  ihr  gegenüberliegenden 
Winkel  und  3.  der  Höhe  auf  jener  Seite  oder  4.  der  zu  jener  Seite  gehörigen 
Mittellinie  oder  5.  dem  auf  jener  Seite  gegebenen  Punkte,  in  welchem  sie  von  der 
Halbiningsltnie  des  gegenüberliegenden  Winkels  geschnitten  wird. 

Ein  Dreieck  zu  construiren  aus  6.  zwei  Mittellinien  und  den  durch  eine  der- 
selben getheilten  Winkel. 

d)  Der  geometrische  Ort  der  Halbinmgspunkte  aller  Sehnen  eines  Kreises, 
die  einander  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden,  ist  der  Kreis,  fiir  welchen 
die  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  Mittelpunkt  des  ersteren  Kreises 
ein  Durchmesser  ist.  —  Der  g.  O.  der  Halbinmgspunkte  aller  Sehnen  eines 
Kreises,  welche  eine  und  dieselbe  gegebene  Länge  haben,  ist  ein  jenem  erstem 
concentrischer  Kreis.  —  Der  g.  O.  der  Endpunkte  aller  Tangenten  eines  Kreises, 
welche  vom  Berührungspunkt  aus  dieselbe  J^äJige  haben,  ist  ein  concentrischer 
Kreis. 

In  einem  gegebenen  Kreise  eine  Sehne  zu  ziehen,  so  dass  dieselbe  von  einer 
der  l^e  nach  gegebenen  Geraden  halbirt  werde  und  1 .  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehe  oder  2.  eine  gegebene  Länge  habe. 

Von  einem  zu  bestimmenden  Punkte  einer  gegebenen  Geraden  aus  an  einen 
gegebenen  Kreis  eine  Tangente  von  gegebener  Länge  zu  ziehen. 

Einen  Punkt  zu  bestimmen,  von  welchem  man  an  jeden  von  zwei  gegebenen 
Kreisen  eine  Tangente  von  derselben  gegebenen  Länge  ziehen  kann. 

Von  einem  Punkte,  welcher  auf  einem  Kreise  gegeben  ist,  in  diesen  eine 
Sehne  zu  ziehen,  so  dass  die  vom  Halbirungspunkt  der  Sehne  an  einen  zweiten 
gegebenen  Kreis  gezogene  Tangente  eine  gegebene  Länge  habe. 

Die  Vermehrung  der  Anzahl  der  im  Vorstehenden  angeführten  geometrischen 
Oerter  und  der  bezüglichen  Aufgaben  bleibt  den  besonderen  Aufgaben-Sammlungen 
überlassen. 

C.     Methode  der  ähnlichen  Figuren. 
§  69.     Ausgeführte  Beispiele  der  Anwendung  der  Methode. 

1.  Aufgabe:  Ein  Dreieck  aus  zwei  Winkeln  und  der  Summe  des 
Radius  des  umbeschriebenen  und  des  Radius  des  einbeschriebenen 
Kreises  zu  construiren. 

Analyse:  Construirt.  man  zunächst  ein  Dreieck  aus  den  beiden  gegebenen 
Winkeln  und  einer  Seite  von  beliebig  angenommener  Länge,  so  muss  dasselbe 
wegen  der  Uebereinstimmung  in  den  Winkeln  dem  gesuchten  ähnlich  sein.  Con- 
struirt man  daher  zu  jenem  Hülfsdreieck  die  Summe  eines  Radius  des  demselben 
umbeschriebenen  und  eines  Radius  des  demselben  einbeschriebenen  Kreises,  so 
muss  diese  Summe  sich  zu  der  gegebenen  verhalten,  wie  jede  Seite  des  Hülfs- 
dreiecks  zur  homologen  Seite  des  gesuchten.  Man  kann  daher  irgend  eine  Seite 
des  letzteren  als  vierte  geometrische  Proportionale  zu  drei  bekannten  Strecken, 
und  dann  aus  ihr  und  den  Winkeln  das  gesuchte  Dreieck  construiren. 

Construction:  Man  zeichne  eine  Strecke  y^'-^'  von  beliebiger  Länge,  lege 
an  A'  £^  in  A*  einen  Winkel  gleich  dem  einen  gegebenen  a  und  an  B'  A'  in  £" 
auf  derselben  Seite  einen  Winkel  gleich  dem  anderen  gegebenen  p  an;  die 
angelegten  Schenkel  mögen  einander  in  einem  Punkte  C  schneiden.  Man  con- 
struire  dann  auf  bekannte  Weise  den  Mittelpunkt  M'  des  dem  Dreieck  A'B'C 
umbeschriebenen  und  den  Mittelpunkt  O'  des  demselben  einbeschriebenen  Kreises, 
ßllle  die  Senkrechte  O'I?'  auf  A'B,  verbinde  C  mit  M'  und  verlängere  CM'  um 
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M'  S'  =  O'  D\  Dann  trage  man  auf  der  nöthigenfalls  verlängerten  CS*  die  Strecke 
CS  gleich  der  gegebenen  Summe  s  ab,  ziehe  S'A  und  dann  SA  parallel  zu 
S*  Ä  und  bis  zum  Durchschnittspunkt  A  mit  CA  oder  deren  Verlängenmg. 
Endlich  ziehe  man  durch  A  die  Parallele  zuÄB",  welche  CB*  oder  deren  Ver- 
längerung in  B  schneide,  dann  ist  ABC  das  verlangte  Dreieck. 

Beweis:  Es  ist  Z  CAB^CAE 
als  correspondirender  Winkel  an  paralle- 
len Linien,  CA  B*  =  a  n.  Coostr.,  also 
auch  CAB  >=  a.  In  entsprechender 
Weise  ist  Z  CBA  =CBA=  ß.  Be- 
zeichnet nun  p'  den  Radius  des  dem 
Dreieck  ABC  einbeschriebenen,  r 
den  Radius  des  demselben  umbe- 
schriebenen Kreises,  und  sind  p  und 
r  die  entsprechenden  Linien  für  das 
Dreieck  ABC^  so  muss,  da  die  beiden 
Dreiecke  in  Folge  ihrer  Uebereinstimmung  in  den  Winkeln  ähnlich  sind. 

p' :  r' :  C^'  =  p  :  r  :  CA, 
also  auch  p'  4-  r' :  p  -4-  r  =  CA  :  CA 

sein.  Nun  ist,  wie  leicht  aus  der  Construction  hervorgeht,  CS'  =  p'  -+-  r'  und 
da  C5  =  f  und  AS'  parallel  zu  AS  ist, 

p'  -+-  r' :  j  =  C^' :  CA, 
Die  Vergleichung    dieser  Proportion    mit   der    vorhergehenden   zeigt,   da>s 
p  -4-  r  =  5  ist,  was  noch  zu  beweisen  war. 

Determination:  Die  Aufgabe  ist  stets,  und  in  eindeutiger  Weise  lösbar. 
2.  Aufgabe:  Ein  Viereck  auseiner  Diagonaleundden  vier  Winkeln, 
welche  die  andere  Diagonale  mit  den  Seiten  bildet,  zu  construiren. 
Analyse:  Wäre  die  nicht  gegebene  Diagonale  bekannt,  so  liesse  sich  jede» 
der  beiden  Dreiecke,  in  welche  dieselbe  das  Viereck  theilt,  aus  einer  Seite  und 
den  beiden  anliegenden  Winkeln  construiren.  Nimmt  man  nun  statt  der  nicht 
gegebenen  Diagonale  eine  Strecke  von  beliebiger  Länge  an  und  construirt  in 
entsprechender  Weise  aus  dieser  und  den  vier  gegebenen  Winkeln  ein  Viereck, 
so  muss  dasselbe  dem  gesuchten  ähnlich  sein,  und  seine  zweite  Diagonale  muss 
sich  mithin  zu  der  gegebenen  Diagonale  des  gesuchten  Vierecks  verhalten,  «ie 
seine  erste  Diagonale  oder  auch  irgend  eine  seiner  Seiten  zu  der  homologen  des 
gesuchten.  Daher  kann  jede  der  betreffenden  Strecken  für  das  letztere  als  vierte 
geometrische  Proportionale  zu  drei  bekannten  Strecken  construirt,  und  dann  mit 
Hülfe  derselben  die  Aufgabe  gelöst  werden. 

Construction:  Man  zeichne  eine  Strecke  A  B  von  beliebiger  Länge,  lege  an 
AB  in  A  nach  der  einen  Seite  einen  Winkel  gleich  dem  gegebenen  a  und 
nach  der  anderen  Seite  einen  Winkel  gleich  dem  gegebenen  ß  an.  In  entsprechender 
Weise  lege  man  an  B  A  in  B  Winkel  gleich  den  gegebenen  7  und  d  an,  so  dass 
die  vier  Winkel  die  vv>n  der  Aufgabe  verlangte  gegenseitige  Lage  haben.  I>ie 
auf  der  einen  Seile  von  AB  angelegten  Schenkel  mögen  einander  in  C,  die  auJ 
der  anderen  angelegten  in  /)'  schneiden.  Man  ziehe  darauf  CZ?',  trage  auf  dieser 
nMhigenfaUs  verlängerten  Linie  eine  Strecke  CD  gleich  der  gegebenen  Diagonale 
/  ab,  ziehe  durch  />  die  Parallelen  lu  D'A  und  zu  ÜB  bis  zum  Durchschnitts- 
imnk«  mit  CA\  he*w.  CB  ^>der  deren  Verlängerungen  in  A,  bezw.  B,  und 
boUrtuptP.  .mCD  sei  das  verlangte  Viereck. 
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Beweis:    Die  Diagonale  CD  des  Vierecks  AB  CD  hat  die  gegebene  Länge 

/nach  Construction.    Dsl  AD  \\  A'D\  BD  ||  B' D\  so  ist  CA  :  CA  =  CD  :  CD' 

rnid  CB :  CB  =  CD  :  CD\    mithin   auch 

CA :  CA  =  CB  :  CB\    Hieraus  folgt,  dass, 

wenn  man  A  mit  B  verbindet,  -^^  parallel 

zu  AB  sein  muss.    Daher  ist  auch  Z  CAB 

=  Z  CA  B*  als  correspondirender  Winkel 

an  parallelen  Linien,  und  da  Z  CA  B  n. 

Constr.  gleich  dem  gegebenen  Winkel  a  ist, 

so  muss  auch  ^  CAB  gleich  a  sein.  In  der- 
selben Weise  ergiebt  sich,  dass  ^  DAB  = 

^D'ÄB'  =%  Z  C^y^  =  Z  C^'^'  =Y, 

Z  /)^v4  =  Z  /?'^'y^'  ==  8    ist,    und  dass 

somit  das  Viereck  ACBD   alle  gestellten 

Bedingungen  erfüllt 

Discussion:    Damit   die  Aufgabe   so 

lösbar  sei,  dass  ein  Viereck  im  engeren  Sinne 

entsteht,  muss  a  -h  7  <  2  i?  und  ß  -4-  5  <  2  ^ 

sein-  Ueberhaupt  unlösbar  ist  die  Aufgabe, 

wenn  eine  dieser  Summen  (oder  beide)  gleich  zwei  Rechten  sind.     Die  Aufgabe 

ist  eindeutig. 

3.  Aufgabe:     Ein  Dreieck  aus  dem  Verhältniss  der  Höhe  zu  einer 

anliegenden  Seite,  h\a^m\n,  dem  dieser  Seite  gegenüberliegenden 

Winkel  und  der  Summe  der  Grundlinie  und  Höhe  c-^h^^s  zu  con- 

struiren. 

Analysis:  Durch  das  gegebene  Verhältniss  ist  die  Gestalt  des  die  Seite 
CB=a  und  die  Höhe  CD  =  //  enthaltenden  rechtwinkeligen  Dreiecks  B  CD 
bestimmt  und  man  erhält  somit  durch  Construction  eines  diesem  Dreieck  ähn- 
lichen den  Winkel  CBA  =  ß  des  gesuchten  Dreiecks.  Dann  sind  von  letzterem 
zwei  Winkel  bekannt,  man  kann  daher  wieder  ein  diesem  ähnliches  Dreieck  con- 
stiuiren  und  es  muss  sich  dann  die  Summe  der  Grundlinie  und  Höhe  des  ähn- 
lichen Dreiecks  zu  der  gegebenen  des  gesuchten 
verhalten,  wie  irgend  eine  Seite  des  ähnlichen  zur 
homologen  Seite  des  gesuchten.  Hiemach  ist  alles 
Uebrige  einleuchtend. 

Construction:  Man  zeichne  zwei  beliebige  jj 
Strecken  k\  a\  welche  zu  einander  in  dem  gegebenen 
Verhältniss  m :  n  stehen,  errichte  auf  einer  Strecke 
CU  =  h  in  D'  die  Senkrechte,  beschreibe  um  C 
mit  <£  als  Radius  einen  Kreisbogen,  der  die  Senk- 
rechte in  B  schneide,  ziehe  CB^  lege  an  D' B\ 
etwa  in  />*,  einen  Winkel  B' D' E  ==  ^  an,  ziehe 
durch  C  die  Parallele  zu  D' E  bis  zum  Durch- 
schnittspunkt  A'  mit  der  Verlängerung  von  B'  D\ 
verlängere  CD'  um  D  F  ^  Ä  B\  trage  auf  der  ^ 

(nööiigenfalls  verlängerten)  Geraden  CF  die  Strecke  CF  gleich  der  gegebenen 
Summe  s  ab,  ziehe  ÄF  und  durch  F  die  Parallele  zu  FA  bis  zum  Durch- 
schnittspunkt A  mit  CA  oder  deren  Verlängerung;  endlich  ziehe  AB  parallel  zu 
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AB'  bis  zum  Durchschnittspunkt  B  mit  CB'  oder  deren  Verlängerung,  so  ij^t 
ABC  das  verlangte  Dreieck. 

Beweis:  ^CAB=  ^  CA*B'  (corresp.  W.  an  Parallelen);  ^  CA B ^ 
Z  ED'B'  (ebenso),  Z  ED  F  ^fx  n.  Constr,,  also  ist  auch  Z  CAB^i,  Die 
Gerade  CF  schneide  AB  in  D.  Dann  ist  CD  senkrecht  zu  AB^  da  CD  senk- 
recht auf  der  zw  AB  parallelen  Geraden  AB'  ist;  CD  ist  also  die  Höhe  des 
Dreiecks  ABC  Nun  ist  CD\CB^  CD  :  Ci5',  und  da  CD  :  CB*  =^A*:a  = 
m\n  n.  Constr.,  so  ist  auch  CD  :  CB  =zfn\n.  Endlich  ist  {AB  -h  CD) :  {AE  ->r 
CD)  =  AC:A'C^FC:EC=s:(A'B'  -h  CD),  woraus  AB-^CD^^s  folgt 

Determination:  Damit  die  Aufgabe  lösbar  sei,  muss  zunächst  d  >  k\ 
also  n>  m  sein.  Sodann  muss  die  Summe  der  Winkel  CB'  D  und  a  weniger 
als  zwei  Rechte  betragen.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  ist  die  Auflösung 
stets  möglich,  und  zwar  auf  eine  einzige  Art.  Ist  insbesondere  a  =  90°,  so  ver- 
einfacht sich  die  Auflösung  in  leicht  ersichtlicher  Weise. 

§  70.     Erläuterung  der  Methode. 

Ist  durch  einen  Theil  der  zurConstruction  einer  Figur  gegebenen  Bestimmungv 
stücke  die  Gestalt  der  Figur  bestimmt,  so  dass  also  alle  gleichartigen  Figuren, 
welche  in  diesen  Stücken  übereinstimmen,  einander  ähnlich  sind,  so  kann  man 
zunächst  eine  solche  der  gesuchten  ähnliche  Figur  zeichnen.  Da  nämlich  hierbei 
die  Grösse  der  Figur  gleichgültig  ist,  so  kann  man  für  irgend  eine  beliebig  au-^ 
gewählte  Strecke  an  derselben  eine  willkürliche  Länge  annehmen,  und  man  wird 
zu  diesem  Zwecke  eine  solche  Strecke,  z.  B.  eine  Seite,  nehmen,  dass  die  ver- 
änderte Aufgabe,  aus  ihr  und  jenen  Bestimmungsstücken  die  Figur  zu  construiren. 
eine  bekannte,  möglichst  einfache  Auflösung  hat.  Es  handelt  sich  dann  nur  noch 
darum  zu  der  so  gewonnenen  Hülfsfigur  eine  ihr  ähnliche  zu  zeichnen,  welche 
auch  die  richtige  Grösse  hat.  Zu  diesem  Zwecke  muss  stets  eine  bei  der  0:>n- 
struction  der  Hülfsfigur  nicht  benutzte  Strecke  unter  den  gegebenen  Bestimmung-y- 
stücken  sein,  und  zeichnet  man  die  derselben  homologe  Strecke  zu  der  Hülfsfigiir. 
so  giebt  das  Verhältniss  beider  auch  das  Verhältniss  je  zweier  anderen  homologen 
Strecken  der  zwei  Figuren  an.  Man  kann  also  jede  Seite  oder  Diagonale  u.  dgl. 
der  gesuchten  Figur  als  vierte  Proportionale  zu  jenen  beiden  Strecken  und  der 
homologen  Seite  oder  Diagonale  u.  dgl.  der  Hülfsfigur  construiren  und  damit  die 
Aufgabe  lösen. 

Bei  dieser  Construction  einer  vierten  geometrischen  Proportionale  wird  man 
die  bereits  in  der  Figur  vorhandenen  Strecken  möglichst  in  ihrer  Lage  zu  benutzen 
suchen,  um  eine  in  Zeichnung  und  Darstellung  möglichst  zusammenhängende  und 
einfache  Construction  der  ganzen  Aufgabe  zu  erhalten. 

Es  ist  ferner  zur  Anwendung  dieser  Methode  nicht  nöthig,  dass  sich  zu  der 
gesuchten  Gesammtfigur  eine  ähnliche  construiren  lasse,  sondern  es  genu^ 
häufig,  dass  dies  flir  einen  Theil  der  letzteren,  wie  z.  B.  in  der  dritten  Aufgabe 
des  vorigen  Paragraphen  bei  dem  einen  der  durch  die  Höhe  entstehenden  Theil- 
dreiecke  der  Fall  war,  möglich  sei,  sofern  durch  diesen  Theil  ein  oder  mehrere 
weitere  Bestimmungsstücke  der  ganzen  Figur  gefunden  werden,  deren  Benutzung 
die  Aufgabe  auf  eine  bereits  bekannte  zurückführt. 

Bei  der  Construction  der  gesuchten  Figur  zu  der  ihr  ähnlichen  kann  man 
sich  auch  der  Theorie  der  Aehnlichkeitspunkte  mit  Vortheil  bedienen. 
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§  71.     Weitere  Beispiele  zur  Methode  der  ähnlichen  Figuren. 

a)  Dreiecksconstructioneni  bei  denen  zwei  Winkel  des  Dreiecks  gegeben 
sind,  lassen  sich  sämmtlich  leicht  in  der  angegebenen  Weise  ausfuhren.  Man 
kann  hiemach  verschiedene  der  früher  nach  der  Methode  der  Hülfsfiguren 
behandelten  Aufgaben  lösen,  wie  z.  B.  wenn  ausser  den  beiden  Winkeln  gegeben 
sind:  1.  eine  Höhe  h,  2.  eine  Mittellinie  w,  3.  eine  winkelhalbirende  Transver- 
sale «',  4.  die  Summe  zweier  Seiten  a-\-  h^  5.  die  Differenz  zweier  Seiten  a  —  b^ 
t).  der  Umfang  a-\-  b  -^  c^  7.  der  Ueberschuss  der  Summe  zweier  Seiten  über  die 
dritte  a  -^  b  —  r,  8.  die  Summe  zweier  Höhen  //«  -h  hi^  9.  die  Differenz  zweier 
Höhen  hi,  —  h^  10.  der  Radius  r  des  umbeschriebenen  Kreises,  11.  der  Radius  p 
des  einbeschriebenen  Kreises,  ferner  Summen  und  Differenzen  von  Berührungsradien 
von  Seiten  und  Radien,  Seiten  und  Höhen,  u.  dgl.  m. 

b)  Statt  eines  Winkels  kann  das  Verhältniss  zweier  Seiten  a\b^=^m\n  des 
gesuchten  Dreiecks  gegeben  sein.  Der  gegebene  Winkel  ist  dann  entweder  der 
eingeschlossene  7  oder  ein  gegenüberliegender.  Im  letzteren  Falle  kann  die  Auf- 
gabe zweideutig  werden.  Man  bilde  hiemach  die  den  Aufgaben  unter  a)  ent- 
sprechenden. Für  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  genügt  die  Angabe  eines  einzigen 
Seitenverhältnisses,  ohne  einen  Winkel,  da  für  letzteren  der  rechte  Winkel  bekannt 
ist  Es  können  endlich  beide  Winkel  durch  Verhältnisse  von  Seiten  des  gesuchten 
Dreiecks  vertreten  sein,  zu  denen  dann  beispielsweise  jedes  der  unter  a)  1 — 11 
angegebenen  Stücke  als  drittes  treten  kann.  — 

Statt  jedes  Verhältnisses  zweier  Seiten  kann  das  Verhältniss  der  zu  ihnen 
senkrechten  Höhen  gegeben  sein,  da  je  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  sich  zu  ein- 
ander umgekehrt  wie  die  zugehörigen  Höhen  verhalten. 

Man  construire  beispielsweise  ein  Dreieck  aus 

1.  dem  Verhältniss  der  Höhe  zur  Projection  einer  anliegenden  Seite  auf  die 
Grundlinie,  dem  Verhältniss  der  anderen  anliegenden  Seite  zu  ihrer  Projection 
auf  die  Grundlinie  und  der  Summe  der  drei  Höhen, 

2.  dem  Verhältniss  des  Radius  des  einbeschriebenen  Kreises  zu  einem  auf 
einer  Seite  durch  den  Berührungspunkt  gebildeten  Abschnitt,  dem  dieser  Seite 
gegenüberliegenden  Winkel  und  der  zu  dieser  Seite  gehörigen  Mittellinie, 

3.  den  Verhältnissen  der  drei  Höhen  zu  einander  und  der  Differenz  der  durch 
eine  Winkelhalbirende  auf  der  gegenüberliegenden  Seite  gebildeten  Abschnitte. 

c)  Noch  allgemeiner  kann  man  die  vorstehende  Methode  überhaupt  mit  der- 
jenigen der  Hülfsfiguren  verbinden,  indem  man  jene  bei  der  Construction  von 
Figuren  anwendet,  die  ihrerseits  wieder  mittelst  der  letzteren  Methode  als  Hülfs- 
figuren auf  die  Construction  von  anderen,  verlangten  fuhren.  Die  Hinzufügung 
besonderer  Beispiele,  die  sich  nach  dem  Vorhergegangenen  leicht  bilden  lassen, 
darf  unterbleiben. 

Auch  auf  die  Anwendung  der  Methode  auf  die  Construction  von  Vierecken 
und  Polygonen,  die  meist  auf  diejenige  von  Dreiecken  zurückgeführt  wird,  soll 
der  Kürze  halber  nicht  näher  eingegangen  werden. 

D.     Methode  der  algebraischen  Analyse. 

§  72.     Ausgeführte  Beispiele  der  Anwendung  der  Methode. 

1.  Aufgabe:  Eine  gegebene  Strecke  so  zu  theilen,  dass  die 
Differenz  der  Quadrate  der  Abschnitte  gleich  dem  Rechteck  aus  der 
ganzen  Strecke  und  ihrem  kleineren  Abschnitt  sei. 
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Analysis:  Es  sei  AB  die  zu  theilende  Strecke,  a  ihre  Maasszahl,  x  die 
Maasszahl  des  kleineren,  also  a — x  die  Maasszahl  des  grösseren  gesuchten  Ab- 
schnittes, so  soll 

{a  —  jr)*  —  x^  =^  ax 
sein.    Die  Auflösung  dieser  Gleichung  auf  die  Unbekannte  x  fuhrt  zu 

a^  —  ^ax^=ax 
a^  =  Zax, 

a 

X  =  — 

3 

Construction:     Theile  die  Strecke  AB  im  Verhältniss  1  : 2. 

Beweis:  Nach  Construction  ist  der  grössere  Abschnitt  AX=^\AB^  der 
kleinere  BX=^AB,  die  Differenz  ihrer  Quadrate  also  gleich  ^AB^ — ^AB- 
=  ^AB^,  und  das  Rechteck  aus  der  ganzen  Strecke  und  ihrem  kleineren  Alv 
schnitt  ebenfalls  gleich  ^AB^.     Dieses  Rechteck  ist  also  jener  Differenz  gleich. 

Determination:     Die  Aufgabe  ist  stets  eindeutig  lösbar. 

2.  Aufgabe:  Ein  gegebenes  Dreieck  durch  eine  zur  Grundlinie 
parallele  Gerade  zu  halbiren. 

Analysis:  Ist  ^^Cdas  gegebene  Dreieck,  -YK  die  gesuchte,  zu -4^  paral- 
lele Gerade,  so  ist  das  Dreieck  CA"  Kähnlich  dem  Dreieck  ABC  unddieFlächenräumc 
beider  verhalten  sich  also  wie  die  Quadrate  zweier  homologen  Seiten.  Setzt  man  den 
Abschnitt  CX  der  Seite  CB  gleich  x,  diese  Seite  selbst  gleich  a,  so  muss  alst>, 
da  das  Dreieck  CXV  die  Hälfle  von  ABC  sein  soll, 

sein,  woraus 

folgt    Schreibt  man  dieses  Resultat  in  der  Form  x  =  y^a  •  a,  so  sieht  man,  dass 
X  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  ^a  und  a  ist 

Construction:    Halbire  die  Seite  CB 
des   gegebenen  Dreiecks  ABC  in  Z>,  be- 
£ A:"  /X  schreibe   über   CB  als  Durchmesser  einen 

Halbkreis,  errichte  auf  CB  in  D  die  Senk- 
rechte, welche  den  Halbkreis  in  E  schneide» 
X        ziehe  CE^   beschreibe   um  C  mit  CE  ab 
^M  Radius   einen  Kreisbogen,   der    CB  in  A' 
schneide,  und  ziehe  durch  X  die  Parallele 
zu    BA^    welche   CA   in    Y  treffen   möge. 
Dann  ist  XY  die  verlangte  Theilungslinie. 
Beweis:     ^Kist   parallel   zu  BA   nach   Construction.     Daher   ist   fcmcr 
A  CXYoo  A  CBA,   folglich  /\CXY:t^  CBA  =  CX^ :  C^.    Nun   ist  CX^ ^ 
CE^  ^CDCB^  \CB  •  CB^  \^^,^  woraus  weiterhin  A  CXY=  \CBA  folgt, 
was  noch  zu  beweisen  war. 

Determination:     Die  Aufgabe  ist  stets  eindeutig  lösbar. 

3.  Aufgabe:  Eine  gegebene  Strecke  so  zutheilen,  dassdergrössere 
Abschnitt  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  der 
gan7.cn  Strecke  und  dem  kleineren  Abschnitt  werde. 

Analysis:  Ist  AB  =  a  die  gegebene  Strecke,  AX^=^x  der  gesuchte  grossenf 
Abschnitt,  also  BX-^a-^x  der  kleinere  Abschnitt,  so  muss 

A-2  ■=a{a  —  x) 
•ein.     Hieraus  folgt 


B 
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also  X  =  —  ^dz   y  (^^  -^  "T' 

Die  Wurzelgrösse  in  diesem  Ausdruck  ist  zufolge  des  pythagoreischen  Lehr- 
satzes gleich  der  Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks,   dessen  Katheten 

bezüglich  gleich  a  und  -x  sind.    Von  den  beiden  Vorzeichen  derselben  kann  für 

eine  Behandlung  der  Aufgabe  im  engeren  Sinne  nur  das  obere  benutzt  werden, 
da  anderenfalls  fiir  x  ein  negativer  Werth  entsteht,  der  nur  dann  Sinn  hat,  wenn 
nicht  bloss  die  Länge,  sondern  auch  die  Richtung  der  gesuchten  Strecke  in 
Betracht  kommt 

Construction:  Halbire  die  gegebene  Strecke  AB,  errichte  in  B  auf  AB 
die  Senkrechte  BC  gleich  der  Hälfte  von  AB,  ziehe  AQ  trage  auf  CA  die 
Strecke  CD=CB  und  auf  AB  die  Strecke  AX=AZ>  ab,  so  ist  X  der  ver- 
langte Thdlpunkt 

Beweis:  Es  ist  AX=^  AD^  AC— CD  =  AC^  CB,  also  AC^  AX-\- 
CB,  Nun  ist  Aa  =  AB^  -h  C^,  also  AB^  -h  CB^  =  {AX^  CBf  =  AX^ 
+  1AXCB-\'  CB^,  Hieraus  folgt  AB^  =  AX^  -h  2  AX  -  CB  oder  AX^  = 
AB^  —  AX.  2CB  oder  AX^  =  AB^  —  AX '  AB  oder  AXi  ==  AB  '  {AB  —  AX), 
oder  endlich  AX^=  AB  -  BX,  was  zu  beweisen  war. 

Determination:  Die  Aufgabe  ist  stets  lösbar.  Dieselbe  ist  eindeutig,  so- 
fern der  Theilpunkt  X  zwischen  A  und  B  vorausgesetzt  ist.  Fasst  man  jedoch 
die  Aufgabe  im  weiteren  Sinn  so  auf,  dass  der  Theilpunkt  auch  auf  der  Ver- 
längerung der  zu  theilenden  Strecke  liegen  darf,  so  erhält  man  eine  zweite  Auf- 
lösung, welche  der  Anwendung  des  unteren  Vorzeichens  in  dem  in  der  Ana- 
lyse gefundenen  Werthe  von  x  entspricht.  Man  hat  AC  um  BC  zu  verlängern 
und  die  entstehende  Strecke  von  A  aus  statt  in  der  Richtung  nach  B  in  der 
entgegengesetzten  Richtung  (entsprechend  dem  negativen  Werthe  von  x)  abzutragen. 
In  diesem  Falle  wird  nur  der  kleinere  Abschnitt  AX  die  mittlere  geometrische 
Proportionale  zwischen  AB  und  dem  anderen  Abschnitt  BX,  Dies  stimmt  damit 
überein,  dass  jetzt  AB<  AX  wird,  mithin  AX<  BX  sein  muss.  Soll  diese  Auf- 
lösung gelten,  so  ist  also  in  dem  Wortlaut  der  Aufgabe  statt  »der  grössere«  Ab- 
schnitt zu  setzen  »ein«  Abschnitt  In  der  That  war  die  Bedingung,  dass  AX  >  BX 
sei,  nicht  bei  dem  Ansatz  der  Gleichung  in  der  Analyse  berücksichtigt  worden, 
so  dass  diese  Gleichung  deshalb  auf  beide  Auflösungen  führen  musste.  —  Die 
vorliegende  Aufgabe  ist  die  bekannte  der  Theilung  einer  Strecke  nach  dem 
goldenen  Schnitt,  und  die  oben  angegebene  Construction  stimmt  mit  der  früher 
auf  anderem  Wege  gefundenen  Auflösung  vollständig  überein. 

§  73.    Erläuterung  der  Methode. 

Hängt  die  Auflösung  einer  gegebenen  Aufgabe  im  Wesentlichen  davon  ab, 
dass  eine  Strecke  von  gesuchter  Länge  construirt  werde,  so  suche  man  diese 
Strecke  als  die  Unbekannte  x  einer  Gleichung  darzustellen,  indem  man  diese 
Gleichung  aus  den  durch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  angegebenen  Beziehungen 
zwischen  x  und  bekannten  Grössen  ermittelt.  Zu  diesem  Zwecke  kann  jede 
Strecke,  welche  gegeben  ist,  oder  welche  zu  einer  gegebenen  Figur  in  bekannter 
Weise  construirt  werden  kann  (wie  z.  B.  die  Höhen  eines  gegebenen  Dreiecks 
u.  dgl.  m.)  durch  eine  als  bekannt  vorauszusetzende  Maasszahl  ausgedrückt  werden. 
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Die  Auflösung  der  gefundenen  Gleichung  liefert  einen  algebraischen  Ausdruck 
fiir  die  Unbekannte,  welcher  dann  geometrisch  zu  deuten  und  hiemach  zu  ton- 
struiren  ist.  Selbstverständlich  können  auch  mehrere  Unbekannte  durch  eine 
gleiche  Anzahl  von  Gleichungen  gesucht  werden.  Die  Analysis  besteht  also  bei 
dieser  Methode  aus  folgenden  Theilen:  1.  Angabe  oder  Wahl  der  Strecken, 
welche  als  Unbekannte  gesucht  werden  sollen,  2.  Ansetzen  der  nöthigen  Gleichungen 
aus  den  Bedingungen  der  Aufgabe,  3.  Auflösen  dieser  Gleichungen,  4.  geometrische 
Deutung  der  Resultate. 

Von  diesen  Theilen  erheischt  der  letzte  eine  nähere  Erörterung.  Wir  setzen 
behufs  derselben  im  Folgenden  voraus,  dass  a,  d,  c,  .  ,  ,  die  Maasszahlen  bekannter 
Strecken  seien.    Dann  bedeutet 

a  -h  ^  die  durch  Verlängerung  der  Strecke  a  um  die  Strecke  d  (oder  umge- 
kehrt) entstehende  Summe  beider  Strecken, 

a  —  d  die  durch  Abtragen  der  Strecke  d  von  der  Strecke  a  entstehende 
Differenz  derselben, 

ö  -h  ^  —  c  -h  ä . . ,  die  den  Zeichen  in  dieser  algebraischen  Summe  entsprechend 
durch  Verlängern  oder  Abschneiden  aus  den  gegebenen  entstehende  Strecke. 

Jede  beliebige  Verbindung  von  Zeichen,  welche  Strecken  bedeuten,  blosN 
durch  -H  und  —  bedeutet  also  wieder  eine  Strecke  und  heisst  daher,  ebenso  wie 
die  einzelnen  den  betreffenden  Ausdruck  zusammensetzenden  Grössen,  eine 
lineare,  oder  eine  Grösse  erster  Dimension. 

Ein  Product  na  bedeutet  ebenfalls  eine  Strecke,  wenn  der  Multiplicator  « 
eine  unbenannte  Zahl  ist,  also  nur  der  Multiplicandus  a  eine  Strecke  bedeutet: 
na  ist  dann  ein  Vielfaches  von  a  und  wird  durch  n  maliges  Abtragen  einer  Strecke 
gleich  a  nach  einander  auf  einer  Geraden  construirt 

Dagegen  kann  das  Produkt  ad,  in  welchem  beide  Faktoren  Strecken  bedeuten, 
nicht  mehr  als  eine  Strecke  gedeutet  werden,  da  das  Produkt  zweier  benannter 
Factoren  an  sich  keinen  Sinn  hat  Dagegen  lässt  sich  dasselbe  nach  den  Er- 
klärungen in  §  40  als  die  arithmetische  Darstellung  des  Inhalts  eines  Recht- 
ecks,  dessen  Seiten  bezüglich  gleich  a  und  d  sind,  oder  irgend  einer  anderen 
Figur  von  gleicher  Grösse  mit  diesem  Rechteck  betrachten. 

Insbesondere  ist  also  a^  als  Inhalt  eines  geometrischen  Quadrats  zu  deuten, 
dessen  Seite  gleich  a  ist. 

Ausdrücke,  welche,  wie  ab  und  a^t  Flächen  bedeuten,  werden  als  Ausdrucke 
zweiter  Dimension  bezeichnet. 

Ein  Quotient  —  hat  eine  geometrische  Bedeutung,  wenn  der  Divisor  n  eine 

n 

unbenannte  Zahl  ist,  dagegen  der  Dividendus  a  eine  Strecke  bedeutet  Die  Auf- 
gabe, denselben  zu  construiren,  ist  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist  identisch  mit  der 
bekannten,  die  Strecke  a  in  n  gleiche  Theile  zu  theilen.    Ist  n  eine  gebrochene 

Zahl,  so  fordert  die  Construction  von    — ,  ebenso  wie  die  von  na,  die  Theilung  der 

Strecke  a  in  einem  gegebenen  Verhältniss.  Der  Quotient  ist  also  in  diesem  Falle 
v'm  Ausdruck  erster  Dimension. 

licdeutct  dagegen  in  -^  sowol  d  als  a  je  eine  Strecke,  so  ist  der  Quotient 

ritu*  im  benannte  Zahl,  nämlich  das  Verhältniss  der  Strecke  a  zur  Strecke  ^ 
Dmm'IIu*  knnn  daher  nicht  construirt  werden.  Er  heisst  ein  Ausdruck  nulltei 
iMiiMMiHion. 
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Ist  endlich  in  — ,  n  unbenannt  und  a  eine  Strecke,  so  lässt  der  Ausdruck 

überhaupt  keine  Deutung  zu. 

Den  im  Vorstehenden  angeführten  einfachen  Ausdrücken  reihen  sich  folgende 

zusammengesetzte  an: 

n  •  ^ 
Der  Ausdruck  kann   angesehen  werden   als   das   Produkt  der    unbe- 

n 
nannten  Verhältnisszahl  —  mit  der  Strecke  ^,  oder  auch  als  das  Produkt  der  Strecke 

b  ab 

a  mit  -.   Derselbe  bedeutet  also  wieder  eine  Strecke.    Da  aus  —  =x  ohne  Weite- 
c  c 

res^:a  =  ^:a:  folgt  (und  umgekehrt),  so  erkennt  man  leicht,  dass  die  Con- 
stniction  dieses  Ausdrucks  gleichbedeutend  ist  mit  der  bekannten  Construction 
der  vierten  geometrischen  Proportionale  zu  r,  a  und  ^,  für  welche  früher  ver- 
schiedene Methoden  angegeben  sind. 

Insbesondere  ist  also  der  Ausdruck  -r-  =  jc  als  die  dritte  geometrische  Pro- 
portionale zu  b  und  a  zu  deuten,  denn  es  folgt  aus  demselben  b\a^=  a\x. 

Bestehen  allgemeiner  der  Dividendus  und  der  Divisor  eines  Quotienten  aus 

linearen  Faktoren,  und  ist  die  Anzahl  der  Faktoren  des  Dividendus  um  1  grösser 

als  die  des  Divisors,  so  bedeutet  der  Ausdruck  geometrisch   eine  Strecke  und 

heisst  daher  wieder  ein  Ausdruck  erster  Dimension  in  Beziehung  auf  die  einzelnen 

linearen  Grössen.     Man  kann  nämlich  jeden  solchen  Ausdruck  als  das  Produkt 

eines  linearen  Faktors  mit  zwei  oder  mehreren  unbenannten  Verhältnisszahlen,  so  z.B. 

ahcd     .         b     c     d 

~j —  als  a  •  —  •  -p  •  — ,  ansehen.     Die  Construction  eines  derartigren  Ausdrucks 

kann  durch  wiederholte  Construction  einer  vierten  geometrischen  Proportionale 

geschehen.    Beispielsweise  kann  man,  um  .«  =  — -^ —   zu  construiren,  zuerst  die 

vierte  geometrische  Proportionale   zu  ^,  a  und  b  suchen.     Setzt  man  dieselbe 

gleich  jr,  so  ist  j;  =  — ,  also  x  =  -^ — .     Sucht   man    darauf  wieder    die    vierte 

yc  zd 

geometrische  Proportionale  z  zw  f^  y  und  r,  so  ist  ;?  =  -p-,  also  x  =  — ,    und 

J  o 

man  hat  also  schliesslich  noch  die  vierte  geometrische  Proportionale  zu  gy  z  und  d 

a^b^c*' 
zu  construiren.  —  Soll  femer  beispielsweise  x  =     ,5  3     geometrisch  gedeutet  wer- 
den, so  ergiebt  sich,  dass  derselbe,  da  der  Zähler  neun,  der  Nenner  acht  Faktoren 
enthält,  von  der  ersten  Dimension  ist,  und  dass  man  x  bekommt,  wenn  man  etwa 

j    T>  -i-         1.  j-    A     j_..  1  ö*  ^^  y^  ^^  ^^  ^^ 

der  Reihe  nach  die  Ausdrücke  j^  =  -3-,  z  =  -3-,  u  =  ^,  v  =  — ,  w  =  — ,  x  =  — 

a  ä  a  €  €  € 

constniirt  Selbstverständlich  kaim  die  Reihenfolge  der  einzelnen  Constructionen 
in  allen  derartigen  Fällen  eine  sehr  verschiedene  sein. 

Ist  dagegen  die  Anzahl  der  linearen  Faktoren  im  Zähler  um  zwei  grösser  als  die 
der  Faktoren  im  Nenner,  so  erhält  man  durch  Absonderung  eines  der  Faktor. n  des 
Zahlers  ein  Produkt  zweier  Strecken;  der  betreffende  Ausdruck  ist  daher  von  der 
zweiten  Dimension  und  lässt  sich  als  eine  Fläche  construiren. 

Ist  allgemein  die  Anzahl  der  linearen  Faktoren  des  Zählers  um  n  grösser  als 
diejenige  des  Nenners,  so  heisst  der  Ausdruck  ein  solcher  ^^ter  Dimension.   Aus- 
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drücke  dritter  Dimension,  wie  abc^  a^  b,  u.  dgl.  m.  erhalten  ihre  gcome- 

trische  Deutung  in  einem  späteren  Theile  der  Geometrie,  der  Stereometrie;  Aus- 
drücke von  einer  höheren  als  der  dritten  Dimension  haben  keine  geometrische 
Bedeutung  und  können  daher  in  geometrischen  Aufgaben  überhaupt  nicht  vor- 
kommen. Sind  die  Anzahlen  der  Faktoren  des  Zählers  und  des  Nenners  gleich 
gross,  so  ist  der  Ausdruck  von  der  nullten  Dimension,  d.  h.  eine  unbenannte 
Zahl;  ist  die  Anzahl  der  Faktoren  des  Nenners  die  grössere,  so  ist  überhaupt 
eine  Deutung  des  Ausdrucks  nicht  vorhanden. 

Ein  Ausdruck  zweiter  Dimension  kann  auf  einen  solchen  erster  Dimension 
zurückgeführt  werden,  nicht  nur  dadurch,  dass  man  ihn  durch  eine  lineare  Grösse 
dividirt,  sondern  auch  durch  Ausziehen  der  Quadratwurzel  aus  demselben.    \Me 

yö*   die  Seite  eines  Quadrats,  d.  h.  die  Strecke  a  bedeutet,  so  hat  auch  y^v 

die  Bedeutung  einer  Strecke.  Setzt  man  ya^  =  x,  so  folgt  jc^  =ab  oder  0  :  j:  = 
X  :  b  (und  umgekehrt),  d.  h.  x  ist  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen 
a  und  b  und  kann  daher  in  bekannter  Weise  construirt  werden. 


~\/abc 
Entsprechend  ist  beispielsweise  jc  =  J/  — r-  die  mittlere  geometrische  Pro- 
portionale zwischen  a  und  der  vierten  geometrischen  Proportionale  zu  d^  b  und 

ac     .  ab 

c,  oder  auch  zwischen  b  und  —7-,  oder  zwischen  -3-  und   r.    Ebenso    kann  z.  B. 

a  a 

1  /ct^  bc^  ,  a'x/abc^ 

x=  y  —^3 —  so  construirt  werden,  dass  man  zunächst  j:  =    -^y  —7 —  setzt  und 

ab  VC  / —  au 

nach  einander  y  =  --7-,  z  =  — ,  «  =  y  r«,  v  =  -~t  construirt 

Hierher  gehören  auch  insbesondere  folgende  sich  aus  dem  pythagoreischen 
Lehrsatz  leicht  ergebenden  Fälle: 

■j/fl^  4-  b^   ist  gleich  der  Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks,  dessen 
Katheten  bezüglich  gleich  a  und  b  sind. 

Ya^  —  b^  ist  gleich  einer  Kathete  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks,  dessen  Hy- 
potenuse gleich  a  und  dessen  andere  Kathete  gleich  b  ist. 

Man  kann  auch  Ya^  — b^  mittelst  der  Umformung  in  y(a4-^)(Ä — b)  als  die 
mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  a-^  b  und  a  —  b  deuten. 

Aus    dem  Vorstehenden   folgen   leicht  die  Deutungen   und  Construcdoncn 
zahlreicher  zusammengesetzter  Ausdrücke,  von  denen  wir  beispielsweise  noch  die 
folgenden  anführen; 
Yäb-h  cd  kann  construirt  werden,  indem  man  die  mittlere  geometrische  Pro- 
portionale zwischen  a  und  b,  femer  die  mittlere  geometrische  Proportionale 
zwischen  c  und  d  und  endlich  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen  Drei- 
ecks construirt,  dessen  Katheten  bezüglich  diese  beiden  mittleren  Proportio- 
nnlen  sind. 


/rf*  f-  <^*  ♦  /•*-+•!/'    kann    constniirt    werden,    indem    man    zunächst    s  = 

j/^i"   ^  b^,  also  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  aus  den  Ka- 
theten  (9   und  b  zeichnet,    so  dass  dann  für  den  vorhergehenden  Ausdrurl 

/fi'^    i    r'-*    ♦  d^  gesetzt  werden  kann,  dann  entsprechend  «  =  yT*  -h  r<  und 

/iilei/.l  .V       /w«  -H  d^  construirt 

hiubeminderc  iHt  a  y^3  =  )/2<i*  =  y<i^  h-ö*    gleich  der  Hypotenuse   ein« 
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rechtwinkeligen  und  gleichschenkeligen  Dreiecks  mit  der  Kathete  a  oder  gleich 
der  Diagonale  eines  Quadrats  mit  der  Seite  a\  ay'lO  =  "/lOfl*  kann  construirt 
werden,  indem  man  dafiir  yiGö*  -4-40*  — a^  =  y(4a)^  -I-  (2ö)*  —  a^  setzt,  also 
z.  B.  zuerst  y  =  y(4/7)^  -h  (2a)2  und  sodann  ^  =  "j/y^  —  a^  construirt.  Man  kann 
aber  auch  dafür  "^25 ä^  —  4ö*  —  a^  —  a^  setzen  und  dann  entsprechend  ver- 
fahren. Femer  kann  man  entsprechend  der  Form  "^19«  •  0  die  mittlere  geome- 
trische Proportionale  zwischen  a  und  19ö  zeichnen.    Noch  andere  zu  geometrischer 

Deutung  geeignete  Umformungen  sind  ■/(6ä)2  —  (4^)*  —  a *  oder y(5 0) ^ — (2a)  •  (3 0), 
u.  dgl.  m. 

Ist  ein  Ausdruck  aus  mehreren  anderen  durch  Addition  bezw.  Subtraction 
zusammengesetzt,  so  heissen  seine  einzelnen,  durch  4-  oder  —  verbundenen 
Theile  seine  Glieder.  Soll  ein  solcher  zusammengesetzter  Ausdruck  einer  geo- 
metrischen Deutung  unterworfen  werden,  so  ist  vor  Allem  nothwendig,  dass  seine 
sämmtlichen  Glieder  alle  von  derselben  Dimension  (also  hier  entweder  alle  von 
der  ersten  oder  alle  von  der  zweiten)  sind,  da  es  keinen  Sinn  hat,  z.  B.  Strecken 
zu  Flächen  zu  addiren.  Ist  in  einem  Ausdrucke  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so 
ist  entweder  ein  Fehler  gemacht  worden,  oder  die  gestellte  Aufgabe  fordert  Un- 
mögliches. —  Die  Construction  eines  derartigen  in  richtiger  Weise  zusammen- 
gesetzten Ausdrucks  aus  den  einzelnen  Gliedern  bedarf  keiner  weiteren  Erklärung. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  unter  den  vorhandenen  Strecken  eine  als  die 
zu  gebrauchende  Maasseinheit  erklärt  und  benutzt  worden  ist.  So  geht  beispiels- 
weise der  folgende  Ausdruck  erster  Dimension 


ab 
c 

er 

gr-' 
hi 

'       kl 

tnn^ 
/•2 

durch  die  Annahme 

r  = 

1  in 

ab 
c 

e 

g 
hi 

-\-  kl-\-  mn^ 

über,  also  in  einen  Ausdruck,  welcher  scheinbar  Glieder  der  ^ten,  ersten,  zweiten 
und  dritten  Dimension  nebeneinander,  ja  sogar  ein  solches,  welches  bei  con- 
sequenter  Durchführung  der  Bezeichnung  als  von  der  —  ersten  Dimension  zu 
bezeichnen  wäre,  enthält.  Dieser  Schein  verschwindet  aber  sofort,  wenn  man 
bedenkt,  dass  die  Annahme  der  Grösse  r  zur  Maasseinheit  es  bedingt,  dass  in 
dem  zweiten  Ausdruck  die  Grössen  a,  b,  r,  e  u.  s.  w.  nur  noch  die  Verhältniss- 
zahlen der  früher  so  bezeichneten  Grössen  zu  r  bezeichnen  können.     Setzt  man 

a   b 
statt    derselben    hiemach    bezüglich    — ,  —  u.  s.  w.    ein,    so    erhält   man   nach 

leichten  Umformungen  wieder  den  Ausdruck  in  der  zuerst  angegebenen  Gestalt. 

■ 

§  74.    Weitere  Beispiele  zur  Methode  der  algebraischen  Analyse. 

a)  Aufgaben,  deren  Analyse  auf  Gleichungen  ersten  Grades  führt,  bedürfen 
keiner  weiteren  Erklärung.  Sie  sind  stets  eindeutig  bestimmt.  Kommt  bei  der 
gesuchten  Strecke  ausser  der  Länge  auch  die  Lage  in  Betracht,  so  zeigt  ein 
negatives  Resultat  an,  dass  derselben  in  der  Construction  diejenige  Richtung  zu 
geben  ist,  welche  der  in  der  Analysis  angenommenen  entgegengesetzt  ist  Kommt 
die  Lage  in  keiner  Weise  in  Betracht,  so  zeigt  ein  negatives  Resultat  die  Un- 
möglichkeit der  Auflösung  an;  zugleich  aber  deutet  dasselbe  auf  die  Möglichkeit 
einer  Abänderung  oder  Erweiterung  des  Wortlauts  der  Aufgabe  hin,  durch  welche 
auch  dieses  negative  Resultat  einen  Sinn  erhalten  würde. 

22* 
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Zu  einer  Seite  BC  eines  Dreiecks  ABC  eine  parallele  Transversale  XY  m 
zeichnen,  so  dass  eine  der  folgenden  Bedingungen  erfüllt  wird: 

I.  XY^CY\  2.  AX^CY\  3.  XY^  =AX'AB\  4.  XY^BX-^-CY. 
5.  XY^  CY—  BX\  6.  XY^  AX  -  CY\  7.  BC—  XY=  AX-hAY\  8.  Ä:-A:r 
=AX—AY 

9.  Auf  den  Seiten  eines  Rechtecks  von  den  Eckpunkten  aus  gleichmassig 
solche  gleiche  Stücke  abzuschneiden,  dass  die  Theilpunkte  der  Seiten  die  Eck- 
punkte eines  Rhombus  bilden. 

10.  In  ein  Dreieck  ABC  ein  Parallelogramm  mit  dem  Umfang  2  x  so  zu 
zeichnen,  dass  es  mit  demselben  den  Winkel  B  gemeinsam  hat. 

II.  Auf  einem  Durchmesser  AB  eines  Kreises  sei  ein  Punkt  /*  gegeben; 
man  soll  auf  der  Verlängerung  von  AB  einen  Punkt  X  so  bestimmen,  dass  die 
Tangente  XY  gleich  FX  wird. 

12.  Auf  einem  Durchmesser  AB  eines  Kreises  ist  ein  Punkt  C  gegeben  und 
über  AC  als  Durchmesser  ist  ein  Halbkreis  construirt;  man  soll  einen  Kreis  con- 
struiren,  welcher  die  auf  AB  senkrechte  Gerade  CD  und  zwei  Halbkreise  berührt 

b)  Aufgaben,  deren  Analyse  auf  reine  Gleichungen  zweiten  Grades  filhit. 
liefern  fiir  die  gesuchte  Unbekannte  stets  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthc. 
In  Betreff  des  negativen  Werthes  gilt  das  darüber  bei  a)  Gesagte.  Hiemach  kann 
eine  solche  Aufgabe  eindeutig  oder  zweideutig  sein. 

1.  Auf  einer  Strecke  AB,  auf  welcher  ein  Punkt  C  gegeben  ist,  soll  ein 
zweiter  Punkt  X  so  bestimmt  werden,  dass  AC:AX=AX:AB  ist 

2.  Im  Dreieck  ABC  eine  zu  ^C  parallele  Transversale  XY  so  zu  ziehen, 
dass  das  Dreieck  AXY  gleich  f  von  ABC  ist. 

3.  In  einen  gegebenen  Kreis  fünf  gleiche  Quadrate  zu  zeichnen,  so  dass  jeder 
der  vier  äusseren  zwei  Eckpunkte  auf  dem  Kreise  und  mit  dem  mittleren  eine 
Seite  gemeinsam  hat. 

4.  Ein  gleichschenkeliges  Dreieck  aus  den  Höhen  auf  der  Basis  und  auf 
einem  Schenkel  zu  construiren. 

5.  Zwei  Strecken  zu  construiren,  wenn  die  Summe  ihrer  Quadrate  und  ihr 
Verhältniss  gegeben  ist 

6.  Ein  regelmässiges  Sechseck  zu  zeichnen,  dessen  Inhalt  die  mittlere  geo- 
metrische  Proportionale  zwischen  den  gegebenen  Quadraten  a^  und  d^  ist 

c)  Aufgaben,  deren  Analyse  auf  gemischte  quadratische  Gleichungen  Aihrt, 
haben  im  Allgemeinen  zwei  verschiedene  Auflösungen.  Ist  eine  Wurzel  der 
Gleichung  negativ,  so  gilt  für  die  zugehörige  Auflösung  das  im  entsprechenden 
Fall  unter  a)  Gesagte.  Damit  die  Gleichung  x^  -^px  ^^g^  in  welcher  *  die 
Maasszahl  einer  Strecke  bedeutet,  möglich  sei,  müssen  alle  Glieder  mit  dem 
ersten  von  gleicher,  also  der  zweiten  Dimension  sein;  /  muss  daher  ebenfalls 
eine  Strecke,  ^  aber  eine  Fläche  bedeuten.  Wir  können  demnach  ^  stets  als  in 
der  Form  eines  Produktes  m  •  n  gegeben  voraussetzen.  Man  erhält  dann  durch 
Auflösen  der  Gleichung  -r«  :^ymm  -l-|^* — i/,  und  die  Construction  dieses 
Ausdrucks  geht  ohne  Weiteres  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  Gesagten  hervor. 
Eine  andere  Construction  der  beiden  Wurzeln  der  obigen  quadratischen 
Gleichung  gründet  sich  auf  den  Satz,  dass,  wenn  w^,  ta^  diese  beiden  Resultate 
der  Auflösung  bedeuten,  —  /  =  «t»,  -h  it,,  —  f=  «»i  •  «»t  *^^  ^^^  ^^  ^^^  ^^^ 
beiden  Fälle  lu  unterscheiden,  in  denen  tp^  und  fp,  gleiche  oder  verschiedene 
Vt>r/cichcn  halben.  In  l>eiden  Fällen  beschreibt  man  zunächst  einen  Kreis  mit 
dem  Durihmcsscr  /.     Hal>en  itj  und  «»,  gleiche  Vorzeichen,  ist  also  7  nega- 
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tiv,  so  trage  man  in  diesen  Kreis  eine  Sehne  AB  ein,  welche  aus  zwei  Strecken 
AP^  m,  PB  =  n  besteht,  und  also  gleich  m -+- n  ist;  haben  «/j  und  a/g  ungleiche 
Vorzeichen,  also  bei  positivem  ^,  so  trage  man  eine  Sehne  AB  =  m  —  n  ein  und 
verlängere  AB  nm  BP  =  n,  so  dass  also  AP=m  ist.  In  beiden  Fällen  ziehe 
man  dann  die  durch  P  und  den  Mittelpunkt  gehende  Sehne  XV,  so  sind  die 
Abschnitte  XJP,  YP  die  gesuchten  Strecken  a/j  und  w^.  —  Liegt  der  Punkt  P 
innerhalb  des  Kreises,  so  sind  beide  Strecken  positiv  zu  nehmen,  wenn  p  negativ 
ist,  dagegen  beide  negativ,  wenn  p  positiv  ist.  Liegt  P  ausserhalb  des  Kreises, 
so  ist  stets  die  eine  Strecke  positiv,  die  andere  negativ,  und  zwar  hat  die  grössere 
immer  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  /. 

Beispiele:  Eine  gegebene  Strecke  AB  in  einem  Punkte  X  so  zu  theilen, 
dass  L  AX^  =  2  •  BX^\  2.  AX  -  BX  ^  AX^  —  BX^\  3.  AX-  BX  = 
{AX—BX)*  ist 

In  einem  gegebenen  Dreieck  ABC  eine  Transversale  XY  parallel  zu  BC 
zu  ziehen,  so  dass  4.  A  AXY=  ABCX;  5.  BC:XY=:  AX :  BX\  6.  ACi  XY 
^AX'.CY\&t, 

Eine  Sehne  AB  eines  gegebenen  Kreises  so  zu  verlängern,  dass  die  von 
dem  Endpunkte  der  Verlängerung  an  den  Kreis  gelegte  Tangente  7.  eine  ge- 
gebene Länge  hat,  8.  gleich  dem  «ten  Theil  der  ganzen  Secante  ist. 

Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  zu  construiren  aus  9.  einer  Kathete  und  der 
Projection  der  anderen  Kathete  auf  die  Hypotenuse,  10.  der  Höhe  auf  die  Hy- 
potenuse imd  der  Bedingung,  dass  eine  Kathete  gleich  der  Projection  der  anderen 
auf  die  Hypotenuse  sei,  11.  der  Hypotenuse  und  der  Bedingimg,  dass  die  drei 
Seiten  eine  stetige  Proportion  bilden. 

Einen  Kreis  zu  construiren,  12.  der  zwei  Seiten  eines  gegebenen  Dreiecks 
berührt  und  von  der  dritten  unter  einer  Sehne  von  gegebener  Länge  geschnitten 
wird,  13.  der  eine  gegebene  Gerade  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt  und  von 
einem  gegebenen  Kreise  unter  einem  Durchmesser  geschnitten  wird,  14.  welcher 
den  einen  von  zwei  gegebenen  Kreisen  berührt,  durch  den  Halbirungspunkt  der 
Centrallinie  derselben  geht  und  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Peripherie  des  andern 
hat  15.  Auf  einem  kreisförmigen  Billard  steht  ein  Ball  in  einem  Punkte  F. 
Man  soll  denselben  central  so  stossen,  dass  er  nach  zweimaligem  Anprallen  nach 
P  zurückkehrt 

E.     Einige  besondere  Arten  von  Constructions-Aufgaben. 
§  75.  Verwandlungs-  und  Theilungs-Aufgaben. 

a)  Die  Verwandlungs-Aufgaben,  von  denen  die  einfachsten  und  wichtigsten 
bereits  im  §  45  behandelt  sind,  verlangen  die  Construction  einer  Figur,  welche 
mit  emer  gegebenen  Figur  gleichen  Flächeninhalt  haben,  und  welche  ausserdem 
eine  oder  mehrere  andere  Bedingungen  erfüllen  soll.  Man  kann  dieselben  also  als 
Aufgaben  bezeichnen,  bei  denen  sich  unter  den  zur  Construction  einer  verlangten 
''^gur  gegebenen  Bestimmungsstücken  der  Flächeninhalt  derselben  befindet,  indem 
dieser  Flächeninhalt  eben  durch  diejenige  Figur  angegeben  wird,  deren  Ver- 
wandlung verlangt  ist.  Zur  Auflösung  können  verschiedene  der  im  Vorigen  an- 
gegebenen Methoden  angewendet  werden;  selbstverständlich  stützt  sich  dieselbe 
Mets  auf  die  Sätze  über  den  Flächeninhalt  der  Figuren,  §  40—44. 

Häufig  wird  die  Auflösung  dadurch  erleichtert,  dass  man  die  verlangte  Ver- 
wandlung successive  ausführt,  d.  h.  zuerst  die  gegebene  Figur  in  eine  andere  ver- 
wandelt, welche  noch  nicht  alle  gestellten  Bedingungen  erfüllt,  diese  dann  in  eine 
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zweite  und  eventuell  die  zweite  in  eine  dritte  u.  s.  w.  verwandelt,  indem  man 
stets  Sorge  trägt,  dass  die  bereits  erfüllten  Bedingungen  auch  erfüllt  bleiben. 

Soll  beispielsweise  ein  gegebenes  Viereck  AB  CD  in  ein  gleichschenkeliges 
Dreieck  mit  gegebener  Grundlinie  verwandelt  werden,  so  kann  man  zunächst 
jenes  nach  §  45  in  ein  beliebiges  Dreieck  ABE^  dann  dieses  ebenfalls  nach 
§  45  in  ein  andres  AFG  mit  der  gegebenen  Grundlinie  AG  und  zuletzt 
AFG  unter  Beibehaltung  dieser  Grundlinie  in  ein  gleichschenkeliges  Dreieck 
AHG  verwandeln,  indem  man  die  Spitze  ZT  als  Durchschnittspunkt  zweier  Oerter, 
nämlich  der  durch  F  gehenden  Parallelen  zw  AG  und  der  auf  -^^  in  ihrem 
Halbirungspunkt  senkrechten  Geraden  bestimmt 

b)  Die  Theilungs-Aufgaben,  von  denen  ebenfalls  die  einfachsten  und  wich- 
tigsten bereits  früher,  §  46,  behandelt  sind,  fordern  die  Theilung  einer  Figur  in 
zwei  oder  mehrere  Theile,  welche  entweder  einander  gleich  sind  oder  in  einem 
anderen  gegebenen  Verhältniss  zu  einander  stehen.  Ausserdem  können  besondere 
Bedingungen  für  die  Lage  oder  Richtung  der  Theilungslinien  gestellt  sein.  In 
allen  solchen  Fällen  kann  man  jede  einzelne  der  gesuchten  Theilungslinien  als 
eine  solche  Linie  ansehen,  welche  für  sich  die  gegebene  Figur  in  einem  bekannten 
Verhältniss  theilen,  also  von  derselben  ein  Stück  abschneiden  soll,  welches  ein 
bestimmter  Theil  der  ganzen  Figur  ist.  Eine  solche  Linie  lässt  sich,  wenn  man 
zunächst  die  sonstigen  Bedingimgen  der  Aufgabe  unbeachtet  lässt,  nach  den  An- 
gaben des  §  46  leicht  construiren,  und  man  hat  dann  noch  das  durch  diese 
Linie  abgeschnittene  Stück  in  ein  anderes  zu  ver\vandeln,  so  dass  auch  den 
übrigen  Bedingungen  genügt  wird.  Die  Theilungs-Aufgaben  werden  also 
auf  diese  Weise  auf  Verwandlungs-Aufgaben  zurückgeführt.  Zuweilen  lässt  sich 
auch  der  umgekehrte  Weg  einschlagen,  dass  man  zuerst  die  gegebene  ganze 
Figur  in  eine  andere  verwandelt,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  entsprechende 
Theilung  durch  ein  bekanntes  Verfahren  auch  den  verlangten  Theil  der  ursprüng- 
lichen Figur  liefert 

Soll  z.  B.  ein  gegebenes  Viereck  ABCD  in  drei  gleiche  Theile  getheilt 
werden,  und  zwar  durch  gerade  Linien,  welche  von  demselben  Eckpunkt  A  aus- 
gehen, so  hat  man  durch  jede  der  Theilungslinien  ein  Stück  von  dem  Viereck 
abzuschneiden,  welches  gleich  \  desselben  ist  Zieht  man  die  Diagonale  BD, 
theilt  dieselbe  in  drei  gleiche  Theile  B  E,  EF,  FD  und  zieht  die  gebrochenen 
Linien  AFC,  AEQ  so  ist  offenbar  durch  dieselben  das  Viereck  ABCD  in  drei 
gleiche  Theile  getheilt.  Man  hat  dann  noch  jedes  der  Vierecke  AFCD, 
A  ECB  zu  verwandeln,  so  dass  statt  jener  gebrochenen  Linien  gerade  entstehen. 
Zieht  man  beispielsweise  AC  und  durch  F  und  E  die  Parallelen  zu  AC,  welche 
bezüglich  DC  in  -Y,  BC  in  Y  schneiden  mögen,  so  sind  AX  und  A  Y  die  ver- 
langten Theilungslinien.  Man  kann  aber  auch  nach  der  anderen  Methode  zuerst 
ABCD  in  ein  Dreieck  verwandeln,  dessen  Spitze  in  A  und  dessen  Gnmdlimc 
in  einer  Seite  liegt,  dann  dieses  Dreieck  durch  von  A  ausgehende  Linien  in  «irci 
gleiche  Theile  theilen,  u.  s.  w. 

In  der  Praxis  wendet  man  noch  ein  anderes  Verfahren  an,  welches  nicht 
streng  construircnd  ist,  aber  für  den  Gebrauch  hinreicht.  Hat  man  nämlich  den 
Flächeninhalt  der  zu  theilenden  Figur  durch  Messimg  imd  Rechnung  ermitti.lt, 
so  crgiel)t  sich  daraus  auch  der  Inhalt  des  durch  die  gesuchte  Theilungslir/t 
abzuschneidenden  Stückes.  Kennt  man  nun  durch  die  übrigen  Bedingungen  li't- 
Gesuilt  und  lAge  des  letzteren  so  weit,  dass  man  hiemach  mittelst  seines  Inhalt* 
die    Lage    von    zur   Bestimmung   der  Theilungslinie   dienenden  Punkten    durch 
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Rechnung  ermitteln  kann,  so  lässt  sich  durch  Abtragen  der  erforderlichen  Längen 
mittelst  eines  Maassstabes  diese  gesuchte  Linie  mit  der  entsprechenden  Annäherung 
zeichnen.  —  Ist  beispielsweise  in  der  vorstehenden  Aufgabe  der  Theilung  eines 
Vierecks  in  drei  gleiche  Theile  Z>C=  8,34m,  C^=  5,12m,  ^^=  3,14m, 
AI>  =  2,55m,  AC^  7, Idm  gemessen,  so  kann  man  zunächst  den  Inhalt  jedes 
der  Dreiecke  ABC  und  ACD  aus  seinen  drei  Seiten  berechnen.  Man  findet 
A  ABC^  7,0258^m,  A  ACD  =  8,7164^m,  also  den  Inhalt  des  Vierecks  AB  CD 
gleich  15,7422  ^m  und  mithin  den  des  dritten  Theils  dieses  Vierecks  gleich  5,2474^w. 
Das  durch  die  gesuchte  Linie  AX  abzuschneidende  Drittel  ADX  wird  ein  Drei- 
eck, dessen  Höhe  gleich  der  zur  Grundlinie  DC  gehörigen  des  Dreiecks  ACD, 
und  dessen  Grundlinie  der  Abschnitt  DX=  x  von  DC  ist.  Jene  Höhe  ergiebt 
sich  aus  />C=8,34  und  dem  Inhalt  des  Dreiecks  ADC  gleich  8,7164  zu 
8,7164:  4,17  =  2,09m;  also  ist  ^jc  •  2,09  =  5,2474,  woraus  jr:«=  5,02m  folgt. 
Trägt  man  also  mittelst  eines  Maassstabes  von  DC  die  Strecke  i?-Y=  5,02m  ab 
und  zieht  AX^  so  hat  man  die  eine  der  gesuchten  Theilungslinien  gefunden. 

§  76.     Constructionen  von  Figuren  in  und  um  Figuren. 

Eine  Figur  heisst  einer  anderen  einbeschrieben,  wenn  ihre  sämmtlichen  Eck- 
punkte auf  dem  Umfang  der  anderen  liegen ;  die  letztere  Figur  heisst  dann  der 
ersteren  umbeschrieben. 

Soll  eine  Figur  in  eine  gegebene  Figur  construirt  werden,  so  ist  durch  den 
Umfang  der  letzteren  ein  Ort  flir  jeden  Eckpunkt  der  ersteren  gegeben,  und  es 
sind  somit  diese  Eckpunkte  und  damit  die  gesuchte  Figur  gefunden,  so  bald  flir 
jeden  derselben  ein  zweiter  Ort  aus  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ermittelt  ist. 
Soll  beispielsweise  in  das  gemeinschaftliche  Stück  von  zwei  gleichen  Kreisen  ein 
Quadrat  beschrieben  werden,  so  muss  der  Mittelpunkt  des  letzteren  die  Central- 
Hnie  halbiren,  und  diese  muss  zwei  Seiten  des  Quadrats  parallel  sein.  Daraus 
folgt,  dass  die  Diagonalen  des  Quadrates  als  gerade  Linien,  welche  die  Central- 
linie  in  deren  Halbirungspunkt  unter  Winkeln  von  45°  schneiden,  die  noch  fehlen- 
den Oerter  für  die  vier  Eckpunkte  sind. 

Soll  eine  Figur  um  eine  gegebene  Figur  beschrieben,  oder  soll,  was  bei 
geradlinigen  Figuren  dasselbe  ist,  .eine  Figur  gezeichnet  werden,  deren  Seiten 
durch  gegebene  Punkte  gehen,  so  sind  diese  Seiten  durch  je  einen  zweiten  Punkt 
oder  durch  den  Winkel,  welchen  sie  mit  einer  bekannten  Linie  bilden,  bestimmt. 

Nähere  allgemeine  Anweisungen  können  hier  nicht  gegeben  werden,  da  die 
Aufgaben  je  nach  der  Art  der  gegebenen  und  der  gesuchten  Figuren  und  nach 
den  weiteren  Bedingungen  für  ihre  Lage  zu  verschiedenartig  sein  können.  Selbst- 
verständlich ist  man  auch  an  die  vorstehenden  Bemerkungen  nicht  gebunden,  und 
hat  in  jedem  einzelnen  Falle  sich  das  am  zweckdienlichsten  scheinende  Verfahren 
zu  suchen.  So  kann  beispielsweise  die  algebraische  Analyse  in  manchen  Fällen 
zur  Anwendung  kommen.  Das  Vorstehende  soll  nur  den  Zweck  erfüllen,  dass 
die  angegebene  Gruppe  eigenartiger  Aufgaben,  welche  vorher  nirgends  vorge- 
kommen ist,  an  dieser  Stelle  Erwähnung  finde,  und  muss  wegen  des  Weiteren 
auf  die  betreffenden  besonderen  Schriften  verwiesen  werden,  denen  wir  auch  die 
Erörterung  anderer  besonderer  Arten  oder  auch  einzelner  historisch  berühmt 
gewordener  Aufgaben  zu  überlassen  haben,  welche  vorwiegend  nur  theoretisches 
Interesse  bieten.  Hier  mögen  nur  noch  zwei  der  wichtigsten  derartigen  Aufgaben 
oder  Aufgaben-Gruppen  der  allgemeinen  Kenntniss  wegen  kurz  angeführt  werden,  — 
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Das  Apollonische  Berührungs-Problem,  auch  Tacdonsproblem  genannt, 
kann  in  seinem  planimetrischen  Theil  als  die  Aufgabe  bezeichnet  werden,  einen 
Kreis  zu  construiren,  der  drei  gegebene  Elreise  berührt.  Indem  man  dabei  den 
Punkt  als  die  Grenze  eines  Kreises,  dessen  Radius  bis  zum  Verschwinden  ab- 
nimmt,  und  die  Gerade  als  die  Grenze  eines  Kreises,  dessen  Radius  bb  ins 
Unendliche  wächst,  mit  heranzieht,  also  gestattet,  statt  eines  (oder  mehrerer)  der 
gegebenen  Kreise  einen  Punkt,  durch  welchen  der  gesuchte  Kreis  gehen,  oder 
eine  Gerade,  welche  derselbe  berühren  soll,  zu  setzen,  erhält  man  im  Einzelnen 
zehn  Aufgaben.  Eine  Auflösung  des  Problems  mit  Hülfe  von  Sätzen  der  neue- 
ren Geometrie  ist  am  Schluss  des  §  82  angegeben. 

Die  Malfattische  Aufgabe  ist  die  Aufgabe,  in  ein  gegebenes  Dreieck 
drei  Elreise  zu  beschreiben,  von  denen  jeder  die  beiden  anderen  und  zwei  Seiten 
des  Dreiecks  berührt. 

Schlussbemerkung:  Die  vorstehende  Anleitung  zur  Behandlung  von 
planixnetrischen  Constructions- Aufgaben  soll  und  kann  den  Gegenstand  nicht 
erschöpfen;  der  Zweck  derselben  ist  nur  für  die  häufigsten  und  wichtigsten  vor- 
kommenden Fälle  Wege  zu  zeigen  tmd  damit  die  Befähigung,  auch  schwierigere 
Aufgaben  zu  behandeln  und  selbständige  Lösungen  zu  suchen,  vermitteln  zu 
helfen.  Dass  die  unterschiedenen  einzelnen  „Methoden"  nicht  immer  streng  aus- 
einander zu  halten  sind,  dass  vielmehr  auch  Verbindungen  derselben  zur  Losung 
einer  Aufgabe  vorkommen  können,  darf  als  selbstverständlich  bezeichnet  werdea 
Auch  die  beigefügten  Aufgaben  sind  nur  als  Beispiele  zu  betrachten.  In  Betreff 
weiter  gehender  Forderungen  verweisen  wir  auf  die  besonderen  Aufgaben-Samm- 
lungen für  Planimetrie  I  von  denen  wir  folgende  als  empfehlenswerth  namhaft 
machen: 

Gandtker  und  Junghans,  Sammlung  von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  aus  der 
Planimetrie.    Zwei  Theile.    Berlin,  Weidmannsche  Buchhandlung. 

LiKBRR  und  LüHMANN,  Geometrische  Constructions -Aufgaben.  Berlin,  Verlag 
von  L.  Simion. 


Anhang. 

Die  sogenannten  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks. 

§  77. 
Von   den  sogenannten  merkwürdigen  Punkten  des  Dreiecks,    nämlich  den 
Durchschnitt^punkten:  a")  der  drei  Mittelsenkrechten  der  Seiten,  b)  der  drei  Winkel 

halbirenden,   c)  der  drei  Mittellinien  und  e)  der 
drei  Höhen,  ist  in  den  §  21  (2),  §  22  (2),  §  3^  (3\ 
(3^  und  ^5)  die  Rede  gewesen.    Im  Nachstehenden 
soll  noch  eine  Anzahl  auf  dieselben  bezüglicher 
bemerkenswerther  Sätze  zusammengestellt  werdea 
1.    Der    Mittelpunkt    M  des    dem   Dreieck 
.-</? 6" umbeschriebenen  Kreises,  d.  i.  nach  §  21 1- 
^  der  Durchschnittspunkt  der  auf  den  Seiten  in  ihren 
Halbirungspunkten  C\    B*,    A*  errichteten  Senk- 
rechten liegt  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Drei 
ecks,  je   nachdem   dasselbe   spitz-    oder  stumpf 
winkelig  ist;  x\x  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  ist  er  der  Halbiningspunkt  der  \\\\^ 
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tenuse.  Dies  geht  daraus  hervor,  dass  allgemein,  wenn  man  M  mit  A  und  B 
verbindet,  der  Winkel  AMB  als  Centriwinkel  doppelt  so  gross  ist  als  der  Drei- 
eckswinkel ACB, 

Bezeichnet  man  in  üblicher  Weise  die  Winkel  an  A^  B^  C  bezüglich  durch 
a,  p,  7  und  die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  bezüglich  durch  ö,  b^  r,  so  ist 
also  Z^//i?  =  27,  ^  AMC^I^,  /^  BMC^1%  daher  Z  ^;i/C  =  7  u.  s.  w. 
Ferner  ist  Z  MBC  =  90"*  —  7  =  ^  («  -h  ß  -h  7)  —  7  =  i  (a  -h  ß  —  7)  und  ebenso 
^MCF=  Z  MAB^\  (a— ß-+-7)  und  Z  MBÄ=^  Z  MCA'=^\  (?4-T  — «)• 

Die  Berechnung  des  Radius  r  aus  den  drei  Seiten  ^,  b,  c  ist  bereits  in  §  49 
gezeigt  worden. 

Da  die  durch  M  senkrecht  zyx  AB  gelegte  Gerade  die  Sehne  BA  und  mit- 
hin auch  den  zugehörigen  Bogen,  dessen  Peripheriewinkel  ACB  ist,  halbirt,  so 
folgt,  dass  jede  winkelhalbirende  Transversale  eines  Dreiecks  und 
die  zu  der  gegenüberliegenden  Seite  gehörige  Mittelsenkrechte  einan- 
der in  einem  Punkte  des  umbeschriebenen  Kreises  treffen. 

Verbindet  man  diesen  Durchschnittspunkt  F 
der  Halbirungslinie  des  Winkels  C  und  der  Mittel- 
senkrechten von  AB  mit  einem  anliegenden  Eck- 
punkt A,  so  ist  der  Peripheriewinkel  BAF 
=  BCF=^  ^7.  Ist  ferner  O  der  Mittelpunkt  des 
dem  Dreieck  y^j9C  einbeschriebenen  Kreises,  also 
AO  die  Halbirungslinie  des  Winkels  ot,  so  ist  dem- 
nach Z  OAF  =  :^  (a  H-  7).  Da  nun  Z  FOA 
=  Z  OCA  H-  Z  OAC^  i  (a  -H  t)  und  demnach 
Z  OAF^  Z  FOA  ist,  so  folgt  OFr=.  FA,  d.  h. 
die  Verbindungslinie  jenes  Durchschnitts- 
punktes  F  mit  einem  anliegenden  Eck- 
punkt ist  gleich  dem  Abstand  desselben  Punktes  7^  von  dem  Durch- 
schnittspunkt O  der  drei  Winkelhalbirenden. 

Zieht  man  durch  F  den  Durchmesser  FG  des  umbeschriebenen  Kreises,  ver- 
bindet G  mit  A  und  fällt  von  O  die  Senkrechte  OlfsMfAC,  so  sind  die  Peripherie- 
winkel AGF  und  ACF  einander  gleich,  mithin  die  rechtwinkeligen  Dreiecke 
AGF  und  COIf  ähnlich.     Daher  ist 

CO\OH^FG\  AF  oder  CO-AF^  OH-  FG, 
oder  da  AF-^  OF  ist,  und  wenn  man  für  den  Radius  OH  des  einbeschriebenen 
Kreises  p  und  flir  den  Durchmesser  FG  des  umbeschriebenen  Kreises  2  r  ein- 
scut, 

CO'  0F=z2rp, 

Da  femer  das  Product  der  Abschnitte  jeder  anderen  durch  O  gehenden 
Sehne  des  umbeschriebenen  Kreises  gleich  CO ,  OF  sein  muss,  so  hat  man  den 
Satz:  Jede  durch  den  Mittelpunkt  des  einbeschriebenen  Kreises  gehende  Sehne 
des  umbeschriebenen  Kreises  eines  Dreiecks  wird  in  diesem  Punkte  so  getheilt, 
dass  das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  gleich  dem  doppelten  Rechteck  aus  den 
Radien  der  beiden  Kreise  ist,  oder  kürzer:  Die  Potenz  des  Mittelpunktes 
des  inneren  Berührungskreises  eines  Dreiecks  in  Beziehung  auf  den 
umbeschriebenen  Kreis  ist  gleich  dem  doppelten  Rechteck  aus  den 
beiden  Radien. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  den  durch  O  gehenden  Durchmesser  des 
Kreises  M  an,  und  bezeichnet  ä  den  Abstand  der  beiden  Mittelpunkte  M  und  O, 
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SO  sind  die  betreffenden  Abschnitte  gleich  r-i-ä  und  r  —  d,  und  aus 

(r-hd)  (r  —  </)  =  2rp  folgt 
^2=r»— 2rp. 
Durch  eine  ähnliche  Entwicklung  in  Beziehung  auf  einen  äusseren  Berühnings- 
kreis  Oa  erhält  man  fiir  die  Entfernung  da  des  Mittelpunktes  des  letzteren  von 
Af  die  Gleichung 

rtfl  =  r«  4-  2rp   . 
2.  Es  seien  AA^,   ^^it  CC^,  die  drei  Höhen  eines  Dreiecks  ABC  und  H 

ihr  gemeinschaftlicher  Durchschnittspunkt  Da  die 
Winkel  AA'B  und  BBA  rechte  sind,  so  folgt 
ohne  Weiteres,  dass  jeder  über  einer  Seite 
eines  Dreiecks  als  Durchmesser  beschrie- 
bene Kreis  durch  die  Fusspunkte  der  zu 
den  anderen  Seiten  senkrechten  Höhen 
geht. 

Für  die  einander  in  H  schneidenden  Sehnen 
BB\  AÄ  und  ebenso  für  die  einander  in  C 
schneidenden  BA\  AB'  ergiebt  sich  hieraus 

BH'ffB'  =  AH'  HA'  (=  CH-  HC)  und 
CA  -  CB^  Cff  '  CA  oder  CAiCB^  CA  :  CB 
d.  h.  die  Rechtecke  aus  den  beiden  Ab- 
schnitten je  einer  Höhe  eines  Dreiecks 
sind  einander  gleich,  und  je  zwei  Seiten 
eines  Dreiecks  verhalten  sich  zu  einander 
umgekehrtwie  ihre  dem  gemeinschaftlichen 
Eckpunkt  anliegenden  Abschnitte. 

Berücksichtigt  man,  dass  durch  die  drei  Höhen  drei  neue  Dreiecke  AHB, 
AHC,  BHC  entstehen,  derart  dass  beispielsweise  für  BHC  die  Seitenabschnitte 
CB\  BC*  Höhen,  also  jedesmal  der  dritte  Eckpunkt  des  ursprünglichen  Dreiecks 
der  Durchschnittspunkt  der  drei  Höhen  des  neuen  ist,  so  sieht  man,  dass  die 
beiden  vorstehenden  Sätze  in  einen  einzigen  zusammenfallen.  Auch  sind  dieselben 
identisch  mit  den  bereits  früher  (§  44,2),  auf  anderem  Wege  bewiesenen  Saue, 
dass  die  Rechtecke  aus  je  einer  von  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  und  der  Pro- 
jection  der  anderen  auf  dieselbe  einander  gleich  sind. 

Die  obige  Figur  enthält  femer  drei  Gruppen  von  je  vier  einander  ähnlichen 
Dreiecken,  wie  leicht  durch  die  Uebereinstimmung  in  den  betreffenden  Winkeln 
bewiesen  werden  kann.  Es  ist  nämlich  1.  A  ABB'  c\»  ^  ACC  oo  A  CHF  <k 
A  BHC]  2.  A  BCCoo  a  BAA'oo  ^AHCoo  A  CHÄ\  3.  A  CAA'c^/^CBB^ 
A  BHA'  c\>  a  AHB,  Auch  mit  Hülfe  der  Aehnlichkeit  dieser  Dreiecke  lassen 
sich  die  vorstehenden  Sätze  unmittelbar  beweisen. 

Man  erhält  in  entsprechender  Weise  mittelst  der  durch  je  vier  Punkte,  wie 
z.  B.  C,  A'f  H,  B'^  gehenden  Kreise  oder  durch  die  angeführten  Aehnlichkeiten 
denselben  Satz  in  der  anderen  Form 

BA'    BC^BH'BB, 
d.  h.  das  Rechteck  aus  je  einer  Seite  und  einem  ihrer  Abschnitte  ist 
gleich  dem  Rechteck  aus  der  mit  diesem  Abschnitt  zusammenstossen- 

den  Höhe  zu  einer  anderen  Seite  und  dem  oberen  Abschnitt  dieser 
Höhe. 

Durch  die  Aehnlichkeit  vorher  angegebener  Dreieckspaare  oder  durch  Glekb- 
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Setzung  dreier  Ausdrücke  flir  den  doppelten  'Flächeninhalt  des  Dreiecks,  aha 
^bhö=^  che  erhält  man  femer  den  Satz,  dass  die  Rechtecke  aus  je  einer 
Seite  eines  Dreiecks  und  der  zugehörigen  Höhe  einander  gleich  sind. 
Verbindet  man  endlich  den  Satz  BÄ '  BC=  BH -  BB'  mit  dem  allgemeinen 
pythagoreischen  Lehrsatz: 

AC^=^  AB^  -h  BC^  ::p2BC'  BA\  so  erhält  man  den  Säte: 
Das  Quadrat  jeder  Seite  eines  Dreiecks  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
der  beiden  anderen  Seiten,  vermehrt  oder  vermindert  um  das  doppelte  Rechteck 
aus  der  zur  ersten  Seite  gehörigen  Höhe  und  ihrem  oberen  Abschnitt. 

3.  Die  Fusspunkte  A\  B\  C  der  Höhen  eines  Dreiecks  ABC  sind  die  Eck- 
punkte eines  neuen  Dreiecks,  welches  dasFusspunkten-Dreieck  des  ursprüng- 
lichen genannt  wird. 

Jede  Seite  des  Fusspunktendreiecks  schneidet  von  dem  ursprünglichen  ein 
ihm  ähnliches  Dreieck  ab,  denn  die  Dreiecke  ABC  und  ABC  stimmen  ausser 
in  dem  gemeinschaftlichen  Winkel  C  zufolge  der  Gleichung  CA  •  CB  =  CB  •  CA 
auch  in  den  Verhältnissen  der  denselben  einschliessenden  Seiten  überein. 

Daher  ist  Z  CÄB'  ^  Z.  CAB^tk-  Ebenso  ist  Z  BÄC  ^  a,  und  da  auch 
die  rechten  Winkel  AÄC  und  AA'B  einander  gleich  sind,  so  folgt  ^  B^ÄH 
=  Z  CäH,  Man  erhält  somit  den  Säte:  Die  Höhen  eines  Dreiecks  halbiren 
die  Winkel,  bezw.  die  Aussenwinkel  des  Fusspunktendreiecks,  je  nach- 
dem sie  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Urdreiecks  liegen,  und  die 
Seiten  des  ersteren  halbiren  entsprechend  die  Aussenwinkel  oder 
die  inneren  Winkel  des  letzteren. 

Der  Durchschnittspunkt  der  Höhen  ist  demnach  der  Mittelpunkt  des  inneren 
oder  eines  der  äusseren  Berührungskreise  des  Fusspunktendreiecks,  und  die 
Eckpunkte  des  Urdreiecks  sind  die  Mittelpunkte  der  drei  anderen  dieser  Kreise. 
Auch  ergiebt  sich  aus  dem  Vorstehenden,  dass  jeder  Winkel  des  Fusspunkten- 
dreiecks durch  einen  Winkel  des  Urdreiecks  bestimmt  ist.  Ist  z.  B.  leteteres 
spitzwinkelig,  so  ist  jeder  Winkel  des  ersteren  doppelt  so  gross  als  das  Comple- 
ment  des  gegenüberliegenden  Winkels  des  leteteren.  Die  Auffindung  der  für 
ein  stumpfwinkeliges  Urdreieck  nöthigen  Abänderung  dieses  Satees  kann  dem 
I^ser  überlassen  bleiben. 

Umgekehrt,  wenn  O,  Oat  Ob,  Oc  die  Mittelpunkte  des  inneren  und  der 
äusseren  Berührungskreise  des  Dreiecks  ABC  sind,  so  ist  dieses  letetere  das 
Fusspunktendreieck  eines  jeden  der  vier 
Dreiecke,  welche  je  drei  jener  Mittelpunkte 
zu  Eckpunkten  haben,  und  der  vierte  Mittel- 
punkt ist  jedesmal  der  Durchschnittspunkt 
der  Höhen  des  betreffenden  Urdreiecks. 
Es  folgt  dies  daraus,  dass  je  zwei  der 
Winkelhalbirenden  wie  z.  B.  Oi,B  und 
O^Oc  als  Halbinmgslinien  von  Neben- 
winkeln zu  einander  senkrecht  stehen. 

Beschreibt  man  über  OO'c  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  so  muss  derselbe 
durch  die  Scheitel  A,  B  der  rechten 
Winkel    OAOc   und  OBOc   gehen.     Der 

Halbirungspunkt  G  von  00c  ist  also  von  O  und  B  gleich  weit  entfernt.    Daher 
ist  im  gleichschenkeligen  Dreieck  BOG  der  Winkel  BGO  gleich  2  R  —  2  GÖJ? 
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=  2  R  —  2  (C>C^  H-  OBC)  =  2  R  —  2  •  (iß  -h  iT)  =  2  R  —  (ß  -h  t)  =  flu  Aus  der 
Gleichheit  der  Winkel  BGO  und  BAC  folgt  aber,  dass  der  dem  Dreieck  ABC 
umbeschriebene  Kreis  auch  durch  C,  und  ebenso  gilt  dass  er  auch  durch  die 
Halbiningspunkte  von  OOa  und  00^  gehen  muss.  — Der  Punkt  G  ist  also  der- 
selbe, in  welchem  die  Winkelhalbirende  von  C  und  die  Mittelsenkrechte  von  AB 
einander  treffen. 

In  gleicher  Weise  muss  der  über  OaOh  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis 
durch  die  Scheitel  y^,  ^  der  rechten  Winkel  Ö^^C^^,  Ö«y4(?^  gehen,  und  demnach 
der  Halbirungspunkt  H  von  OaO^  gleichweit  von  B  und  Oa  entfernt  sein.  Im 
gleichschenkeligen  Dreieck  OaHB  ist  also  Z  OaHB  =  2  R  —  2  HO^B,  Es  ist 
aber  Z  HOaB^'l^  — COB ^  OBC-^  ^  ÖC^  =  iO-h7),  mithin  Z  O^  HB 
=2  R  —  (3  -h  7)  =  a.  Daher  ist  CHB  Peripheriewinkel  des  durch  B,  C  und  A  gehenden 
Kreises  oder  der  dem  Dreieck  ABC  umbeschriebene  Kreis  geht  auch  durch  //, 
und  ebenso  gilt,  dass  er  auch  durch  die  Halbirungspunkte  von  OaOc  und  OhO, 
gehen  muss. 

Der  einem  Dreieck  umbeschriebene  Kreis  geht  also  durch  die 
Halbirungspunkte  der  sechs  Verbindungstrecken  der  Mittelpunkte  der 
vier  Berührungskreise  dieses  Dreiecks. 

Betrachten  wir  wieder  eins  der  Dreiecke  OaO^Oc,  OOaOs  u.  s.  w.  als  das 
Urdreieck,  ABC  also  als  das  Fusspunktendreieck  desselben,  so  erhält  der  vor- 
stehende Satz  die  Form: 

Der  um  ein  Fusspunktendreieck  beschriebene  Kreis  geht  durch 
die  Halbirungspunkte  der  Seiten  der  zu  jenem  gehörigen  vier  Urdrci- 
ecke  oder,  was  dasselbe  ist,  er  halbirt  die  Seiten  und  die  oberen  Höhenab- 
schnitte eines  jeden  einzelnen  solchen  Urdreiecks. 

Der  genannte  Kreis  geht  also  im  Ganzen  durch  neun  bestimmte  Punkte. 
Daher  heisst  er  der  Kreis  der  neun  Punkte.  Eine  andere  Benennung  des- 
selben ist  FEUERBACH'scher  Kreis. 

4.  Verlängert  man  die  Höhen  eines  spitzwinkeligen  Dreiecks  über 

ihre  Fusspunkte  bis  zum  umbeschrte- 
benen  Kreise,  so  ist  jede  solche  Ver- 
längerung gleich  dem  unteren  Ab- 
schnitt der  zugehörigen  Höhe,  denn  ist 
CD  diese  Verlängerung  der  Höhe  CC,  und 
zieht  man  BD,  so  ist  Z  DBA  =  Z  DCA 
=  90°  —  a  =  Z  ABB,  daher  A  BCD 
^  BCH  und  also  CD  =  HC. 

Daher  muss  auch  umgekehrt,  wenn  man 
eine  Höhe  über  ihren  Fusspunkt  uro  ihren 
unteren  Abschnitt  verlängert,  der  Endpunkt 
der  Verlängerung  auf  dem  umbeschriebenen 
Kreise  liegen. 

Für  stumpfwinkelige  und  rechtwinkelige  Dreiecke  gilt  im  Wesentlichen  der- 
selbe Satz  und  Beweis ;  auch  hier  halbirt  der  Fusspunkt  jeder  Höhe  den  Abstjin*1 
des  Durchschnittspunktes  derselben  mit  dem  umbeschriebenen  Kreis  von  ihrem 
Durchschnittspunkt  mit  den  anderen  Höhen. 

Verbindet  man  die  Endpunkte  D,  E,  F  der  genannten  Verlängenmgen  nn? 
einander,  so  folgt  daraus,  dass  Z  FDC^  Z  FAC^  OO®—  7  und  ^  CDE  =?  ^  /  A 
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=  90®  —  7,  also  Z  FDC^=  Z  EDC  ist,  dass  die  Winkel  des  entstandenen  Drei- 
ecks DEF  durch  die  Höhen  des  ursprünglichen  halbirt  werden. 

Errichtet  man  femer  in  A  die  Senkrechte  AG  auf  ^C  bis  zum  umbeschriebenen 
Kreis,  so  ist  Z  BAG^m^  —  a  und  Z  DBA  =  Z DCA  =  90<>—  o,  also  Z BAG 
=  /^  DBA.  Daher  ist  der  Bogen  BG  gleich  dem  Bogen  AD  und  also  auch 
Bogen  AG  gleich  dem  Bogen  BD  und  daher  die  Sehne  AG  gleich  der  Sehne 
BD.  Zufolge  der  Congruenz  der  Dreiecke  BCD,  BGH  ist  aber  BD  =  BH 
und  man  erhält  somit  den  Satz:  Errichtet  man  in  einem  Endpunkte  einer 
Seite  eines  Dreiecks  auf  derselben  die  Senkrechte  bis  zum  umbe- 
schriebenen Kreis,  so  ist  diese  Senkrechte  gleich  dem  oberen  Ab- 
schnitt der  zu  jener  Seite  gehörigen  Höhe. 

Sind  femer  MPy  MQ  vom  Mittelpunkte  M  des  umbeschriebenen  Kreises 
bezüglich  zu  den  Seiten  AB,  AC,  senkrecht  gefällt,  so  ist  das  Dreieck  MPQ 
dem  Dreieck  BCH  ähnlich  und  daher 

MQ:BH=^PQ\BC^AF:AB=  1  : 2. 

Der  obere  Abschnitt  einer  jeden  Höhe  eines  Dreiecks  ist  also 
doppelt  so  gross  als  der  Abstand  des  Mittelpunkts  des  umbeschrie- 
benen Kreises  von  der  zugehörigen  Grundlinie. 

Da  nun  MQ  ||  BHist,  so  muss,  wenn  man  ^  mit  B  und  Q  mit  dem  Halbirungs- 
pankte  Z  von  BJf  verbindet,  ein  Parallelogramm  MBLQ  entstehen  und  also 
QL=z MB  =  r  sein.  Die  Verbindungslinie  des  Halbirungspunktes  des 
oberen  Abschnittes  einer  Höhe  eines  Dreiecks  mit  dem  Halbirungs- 
punkt  der  zugehörigen  Seite  ist  also  gleich  dem  Radius  des  umbe- 
schriebenen Kreises. 

Die  drei  auf  diese  Art  möglichen  Verbindungslinien  sind  mithin  auch  unter 
einander  gleich. 

Verbindet  man  die  Halbirungspunkte  Z,  N  der  oberen  Abschnitte  BH, 
LH  zweier  Höhen  mit  einander,  so  ist  LN\  BC^=  HL\  HB=^\\^  oder 
LN^  \BC,  Ebenso  ist  FQ  =  \BC,  also  FQ  =  LN,  Femer  ist  Z A^||  BC ||  FQ, 
daher  ist  LNQF  ein  Parallelogramm  und  die  Diagonalen  NF,  LQ  desselben 
halbiren  einander.  Ebenso  muss  auch  die  dritte  der  vorher  genannten  Ver- 
bindungslinien die  übrigen  halbiren.  Hieraus  folgt,  dass  der  gemeinschaflliche 
Halbinmgspunkt  dieser  drei  Verbindungslinien  von  den  Mitten  der  drei  Seiten 
und  den  Mitten  der  drei  oberen  Höhenabschnitte  gleichweit  entfemt  ist.  Zieht 
man  darch  denselben  Punkt  die  Parallele  zu  AB^  so  muss  dieselbe  ebenso  wie 
NF  auch  NC  halbiren,  und  da  die  Parallele  auch  zu  NC  senkrecht  ist,  so  ist 
jener  Punkt  auch  von  C  und  in  gleicher  Weise  von  den  Fusspunkten  der  beiden 
anderen  Höhen  ebensoweit  wie  von  N  entfemt.  Man  wird  somit  durch  diese 
Entwicklung  wieder  auf  den  Kreis  der  neun  Punkte  geführt.  Zugleich  ergeben 
sich  folgende  Sätze: 

Der  Mittelpunkt  des  FEUERBACH*schen  Kreises  halbirt  die  Ver- 
bindungslinien der  Halbirungspunkte  der  oberen  Höhenabschnitte 
mit  dem  jedesmal  zugehörigen  Halbirungspunkt  einer  Seite,  und  der 
Radius  dieses  Kreises  ist  halb  so  gross  als  der  Radius  des  dem  Ur- 
dreieck  umbeschriebenen  Kreises. 

Da  femer  MF  gleich  und  parallel  HN  ist,  so  folgt  leicht  weiter,  dass  der 
Mittelpunkt  des  FEUERBACH'schen  Kreises  die  Verbindungslinie  des 
Mittelpunkts  des  umbeschriebenen  Kreises  mit  dem  Durchschnitts- 
punkt der  Höhen  halbirt. 
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Auch  aus  der  Figur  Seite  347  lässt  sich  leicht  ableiten,  dass,  da  BG  s  GA 
und  BH^=  HA  ist,  GH  als  zur  Seite  AB  senkrechte  Gerade  ein  Durchmesser 
des  dem  dortigen  Dreieck  ABC  umbeschriebenen  Kreises  sein  muss,  u.  s.  w. 
Aus  AF^  =  i^2  =  AM^  —  MJ^  =  AM^  —  \Cm  folgt  endlich  der  Satz: 
Das  Quadrat  jeder  Seite  eines  Dreiecks  ist  gleich  der  Differenz 
aus  dem  Quadrat  des  Durchmessers  des  umbeschriebenen  Kreises 
und  dem  Quadrat  des  oberen  Abschnitts  der  zu  der  Seite  gehörigen 
Höhe. 

5.    Zieht  man  im  Dreieck  ABC  eine  Höhe  CC\  fällt  vom  Mittelpunkte  M 

des    umbeschriebenen    Kreises    die   Senkrechte 
^  MF  auf  die  zu  der  Höhe  gehörige  Seite,  Tei- 

bindet  C  mit  dem  Halbirungspunkt  F  diese; 
Seite  y^^  und  zieht  die  Verbindungslinie  von.V 
und  dem  Durchnittspunkt  H  der  Höhen,  welcV« 
CF  in  einem  Punkte  S  schneiden  muss,  so  b*. 
da  MF  parallel  zu  C^ist,  CS :  SF==  CH:  MF 
Nun  ist  vorher  gezeigt  worden,  dass  MF^=  \CH 
ist,  daher  ist  auch  C5  :  7^5  =  2  :  L  Der  Punir 
^^  S  ist  hiemach  der  Schwerpunkt  des  Drdeckf 
ABC  Umgekehrt  folgt  hieraus  der  Satz: 
Der  Durchschnittspunkt  der  Höhen,  der  Mittelpunkt  des  umbc- 
schriebenen  Kreises  und  der  Schwerpunkt  eines  jeden  Dreicck> 
liegen  in  gerader  Linie,  und  es  theilt  der  Schwerpunkt  den  Abstand 
der  beiden  anderen  Punkte  im  Verhältniss  2:1,  so  dass  der  grössere 
Abschnitt  dem  Durchschnittspunkt  der  Höhen  anliegt     (EuLER*scher  Satz.) 

Die  drei  Punkte  M,  S,  H  stehen  also  in  solcher  Beziehung  zu  einander, 
dass  durch  die  Lage  je  zweier  derselben  der  dritte  bestimmt  ist 

lieber  den  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  möge  als  besonders  bemerkensu-errh 
noch  der  folgende  Satz  hier  eine  Stelle  finden: 

Zieht  man  durch  die  drei  Eckpunkte  A,  B,  C  und  durch  den  Schwerpunk' 
5  eines  Dreiecks  unter  sich  parallele  Gerade  bis  zu  einer  ausserhalb  des  Dreieck> 
liegenden  Geraden,  so  ist  die  von  S  ausgehende  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  (d.  i.  dem  dritten  Theile  der  Summe)  der  drei  anderen.  —  Zum  Bewei* 
ziehe  man  ausser  den  angegebenen  Parallelen  AA^,  BB^,  CC^  und  55,  notb 
die  zugehörige  Parallele  DDy^  durch  den  Halbirungspunkt  D  einer  Seite  AC 
dann  erhält  man,  wenn  man  noch  durch  B  die  Parallele  zu  B^D^  bis  znin 
Durchschnitt  mit  £>D^  zieht,  leicht 

SS,--BB^       BS       2 
DD^-^BB^'^  BD^V 
355i  —  ZBB^  =  2/?/?!  —  ^BBy^  oder  355,  =  "IDDy^  -h  BB^, 
Da  aberZ)Z>j  die  Mittellinie  des  Trapezes  ^CC^^^  ist,  so  hat  roan2i>/^, 
^AAy-\-  CC^  und  substituirt  man  dies  in  die  vorige  Gleichung,  so  ergiebt  sich 
die  Richtigkeit  der  Behauptung. 

Schneidet  die  Gerade  A^B^  das  Dreieck  ABC,  so  liegt  entweder  einer  der 
Eckpunkte,  oder  es  liegen  zwei  derselben  mit  5  auf  verschiedenen  Seiten  d«rr 
Geraden,  die  von  ihnen  aus  gezogenen  Parallelen  laufen  daher  nach  entgegenge- 
setzter Richtung  mit  der  von  5  aus  gezogenen.  Man  überzeugt  sich  leicht,  indes- 
man  zu  der  Geraden  A^B^  irgend  eine  Parallele  ausserhalb  des  Dreiecks  zieti, 
nwendung  der  vorher  bewiesenen  Behauptung  und  des  Abstandes  der  betden 
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Geraden,  dass  der  vorstehende  Satz  auch  für  jede  das  Dreieck  y^j^C  schneidende 
Gerade  gelten  muss,  sofern  man  die  Parallelen  von  den  mit  S  auf  verschiedener 
Seite  der  Geraden  liegenden  Eckpunkten  als  negative  Grössen  behandelt.  Es  ist 
also  allgemein  die  vom  Schwerpunkt  aus  gezogene  Parallele  gleich  dem  dritten 
Theil  der  algebraischen  Summe  der  von  den  Eckpunkten  aus  gezogenen  Parallelen. 

Für  jede  durch  den  Schwerpunkt  selbst  gehende  Gerade  folgt  hieraus  insbe- 
sondere der  Satz,  dass  die  algebraische  Summe  je  dreier  nach  ihr  von  den  Eck- 
punkten aus  gezogenen  Parallelen  gleich  Null  ist. 

6.  Sind  A^i  B^,  C^  die  Berührungspunkte  des  dem  Dreieck  ABC  einbe- 
schriebenen    Kreises    O, 

welche  bezüglich  auf  den  /m   \ 

Seiten  BC,  AQ  AB  lie-  '  ^^ 

gen,  so  ist  bekaimtlich 
AB^  =ACi,  BC^^BA^ 
und  CA^  =  CBy^.  Daher 
ist ^Äj  =  ^  (yf  jPj -h y4  Ci ) 
=  WAC-^-  AB  —  BC^ 

-  CB^]  =^i[AC-h  AB 

—  BC\t  oder  nach  der 
üblichen  Bezeichnungs- 
weise der  Längen  der  drei 
Seiten,   AB^  =  AC^  = 

Setzt  man  a-h  d-^-  c- 


«  2  •  J,  so  erhält  man 
ABl  =AC  ^s  —  a. 
In  gleicher  Weise  muss  BC^^  BA^  =s  —  d,  CA^  ==  CB^  =  ^  —  c  sein. 
Sind  entsprechend  A^,  B^,  C^  die  Berührungspunkte  des  der  Seite  BC  an- 
beschriebenen äusseren  Berührungskreises  Oa  des  Dreiecks,  so  ist  in  gleicher  Weise 

AB^  =  AC^  =  i  {AB^  H-  AC^)  =  ^  (AC-Jf  AB  4-  BC^  -h  BC^) 
=  \{AC ^  AB  -^  BC)  =  \  {a  -^  b  -^c),  oder 

Daher  ist  BC^  =  BA^  =s  —  c  und  CB^  =  CA^  =  j  —  ^. 

Entsprechende  Gleichungen  gelten  selbstverständlich  für  die  durch  die  Be- 
rührungspunkte der  beiden  anderen  äusseren  Berührungskreise  bestimmten  Ab- 
schnitte der  Seiten. 

Aus  den  vorstehenden  Resultaten  folgt  unmittelbar  B  A^^=  CA^  nnd  BA^ 
=  CA^\  die  beiden  auf  derselben  Seite  liegenden  inneren  Berührungspunkte 
sind  also  vom  Halbirungspunkt  dieser  Seite  gleichweit  entfernt.  Femer  ist 
A^A^  =  BC—  BA^  —  CA^  =«  —  2(j  —  r)  =  fl— -(«H-^  —  ^)  =  ^:  —d,  d.;.h.  der 
Abstand  der  genaimten  beiden  Berührungspunkte  von  einander  ist  gleich  der 
Differenz  der  beiden  anderen  Seiten. 

Femer  ist  B^B^  =  AB^  —  AB^  =s  —  {s  —  a)  =  a,  und  ebenso  ist  C^C^^  a, 
mithin  auch  B^B^^C^C^.  Die  auf  derselben  Seite  und  deren  Verlängerung 
liegenden  Berührungspunkte  des  inneren  und  eines  äusseren  Berührungskreises 
haben  also  von  einander  einen  Abstand,  welcher  gleich  derjenigen  Seite  des 
Dreiecks  ist,  die  von  jenem  äusseren  Kreise  in  einem  inneren  Punkte  berührt 
wird. 

Sind  also  A^,  A^  bezüglich  die  Berührungspunkte  der  den  Seiten  AC,  AB 
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anbeschriebenen  äusseren  Berührungskreise  auf  den  Verlängerungen  von  BC, 
so  ist 

BA^=  CA^=^s\  BA^  =  CA^^=s — a;  A^A^^^A^A^^d;  A^A^=A^A^=i 
und  A^A^  z=  c-h  d,  entsprechend  AiA2'=  c  —  ^. 

Zieht  man  die  Berührungsradien  OC^,  OaC^  und  die  Winkelhalbirende  AOO^, 
sowie  die  Parallele  durch  O  zu  C^C^  bis  zu  OaC^,  so  ist 

ool  =  {OaC^  -  oc;)^  -h  c^cx  =  (p.  —  p)»  -h  a». 

Zieht  man  die  Radien  OaA^  und  OA^  und  durch  O  die  Parallele  zu  BC  bis 
zur  Verlängerung  von  OaA^^  so  erhält  man 

001  =  (t?a/^2  -H  A  ^Oy  ^A,Al  =  (p,  H-  p)»  -H  (^  —  ^)» 
Daher  ist  auch  (p«  —  p)^  -i-  a^  =  (p«  -h  p)»  h-  (r  —  ^)*,  woraus  man  durch 
Entwicklung 

4p  p^  =  rt  2  __  (^  __  ^)  a  ==  (^  _,_  ^  _^) .  (^  _  ^  _,_  ^)  ^  2  (j  —  0  •  2  (J  —  i^). 

also  p  •  prt  =  (^  —  ^)  •  (^  —  0    (0 
erhält.     Dieselbe  Beziehung  folgt  als  Proportion  p«  :  {s  —  c)  =  (s  —  ^) :  p  ohne 

Weiteres  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OaC^B  und  OC^B, 

Aus   dem  Dreieck  OaC^A  mit  der  zu  OaC^   parallelen  Transversale  OC^ 

erhält  man 

OaC^  :  0C^=  AC^  :  AC^  oder  p«  :  p  =  x  :  (j  —  a),  oder 
ps  =  p^  (f  —  ö)  =  p^  (r  —  ^)  =  p^  (s  —  r),    (2) 

eine  bereits  bekannte  Gleichung,  deren  Seiten  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks 

ausdrücken. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  erhält  man  durch  Auflösung  auf  p  und 

pÄ  die  Werthe  dieser  Radien  in  Uebereinstimmung  mit  §  48  durch  die  drei  Seiten 

ausgedrückt  und  dann  mittelst  derselben  aus  ps  =  jF  wieder  den  bereits  eben 

daselbst  gefundenen  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks. 

Die  vorstehenden  Entwicklungen,  welche  sich  noch  weiter  vermehren  lassen, 

linden  u.  A.  Anwendung  zur  Lösung  vieler  Constructions-  und  Rechnungs-Aufgaben. 


Kapitel  7. 
Einige  Abschnitte  aus  der  neueren  (synthetischen)  Geometrie. 

§  78.     Harmonische  Punkte  und  Strahlenbüschel. 

1.  Die  Gesammtheit  aller  Punkte,  welche  in  einer  und  derselben  Geraden 
liegen,  wird  eine  Punktreihe  genannt,  und  diese  Gerade  heisst  der  Träger 
derselben.  Die  Gesammtheit  aller  Geraden  einer  Ebene,  welche  durch  einen  und 
denselben  Punkt  gehen,  wird  ein  ebenes  Strahlenbüschel  genannt,  und  dieser 
Punkt  heisst  der  Scheitel  desselben.  Jede  einzelne  Gerade  eines  Strahlenbüschels 
heisst  ein  Strahl;  sie  wird  durch  den  Scheitel  in  zwei  Halbstrahlen  getheilt 

Vier  Punkte  A,  B,  C,  D  einer  Punktreihe  heissen  nach  §  37  insbesondere 
harmonische  Punkte,  und  zwar  A  und  J?,  sowie  C  und  D  einander  zugeordnet, 
wenn  die  Strecke  AB  durch  C  und  D  in  (entgegengesetzt)  gleichem  VeTfatltmss 
getheilt  wird. 

Vier  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  heissen  insbesondere  ,,hartnontsche 
Strahlen",  wenn  sie  eine  Gerade  in  vier  harmonischen  Punkten  derselben 
schneiden.  Dabei  heissen  je  zwei  Strahlen,  welche  durch  zwei  einander  zuge- 
ordnete dieser  vier  Punkte  gehen,  einander  „zugeordnete"  Strahlen. 

Aus  §  37  ist  bekannt,  dass  wenn  AB  durch  C  und  D  harmonisch  getheüt 
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viid,  auch  CD  durch  A  und  B  harmonisch  getheilt  ist.  Ebenso  sind  daselbst 
bereits  folgende  Sätze  nachgewiesen  worden:  Zu  jeder  Strecke  AB  giebt  es 
unzählig  einander  zugeordnete  harmonische  Theilpunkte  C,  D,  Der  äussere 
derselben  D  liegt  auf  der  Verlängerung  von  AB  über  denjenigen  Endpunkt, 
welcher  dem  inneren  näher  liegt  als  der  andere,  oder  beide  Theilpunkte 
liegen  vom  Halbirungspunkte  M  der  Strecke  AB  aus  nach  derselben  Richtung. 
Diesem  Halbirungspunkte  selbst  ist  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  Geraden 
Zugeordnet  In  jedem  Endpunkt  der  Strecke  AB  fallen  zwei  einander  zugeordnete 
bannonische  Theilpunkte  derselben  zusammen.  Bewegt  sich  der  innere  Theil- 
punkt  C  vom  Halbirungspunkte  M  aus  stetig  bis  nach  B^  so  bewegt  sich  der 
äussere  Theilpunkt  D  stetig  aus  dem  Unendlichen  bis  nach  B\  die  beiden  Punkte 
bewegen  sich  also  einander  entgegen.  —  Endlich  ist  in  §  37  eine  Lösung  der 
Aufgabe  gegeben,  eine  gegebene  Strecke  nach  einem  gegebenen  Verhältniss 
haraionisch  zu  theilen,  bezw.  zu  einem  gegebenen  Theilpunkt  einer  Strecke  den 
zugehörigen  harmonischen  Theilpunkt  zu  finden. 

Die  hjffmomscbe  Theilung kann  in  noch  anderer  Weise  aufgefasst  werden.   Ist  nämlich  AC\BC 

•=AD\BD  und  sieht   man  die  drei  von  demselben  Anfangspunkte  A  ausgehenden  Strecken 

AC^  AB^  AD  in  Betracht,  so  ergiebt  sich,  indem  man  die  Glieder  jener  Proportion  durch  diese 

letzteren  Strecken  ausdrückt« 

AC'.iAB'-AC^^ADii^AD—AB) 

oder  ACxAD^i^AB'-AC^'.iAD-^AB), 

Es  TerhSk  sich  also  die  erste  dieser  drei  Strecken  zur  dritten,  wie  die  Differenz  der  zweiten 

und  ersten  zur  Differenz  der  dritten  und  zweiten. 

Noch  allgemeiner  sagt  man,  dass  vier  Grössen  a,  b,  c,  dKn  harmonischer  Proportion  stehen, 

wenn  sich  die  erste  zur  vierten  verhält,   wie   die  Differenz  der  beiden  ersten  zur  Differenz  der 

beiden  anderen,  ^penn  also 

a\d^=i{b  —  d)  :(ä  —  r), 

wie  dies  beispielsweise  bei  den  Zahlen  6,  8,  10,  15  der  Fall  ist    Sind  dabei  die  zwei  mittleren 

Grössen  einander  gleich,  ist  also 

a:d:=(b  —  a):(ä—a), 

so  heisst  die  Proportion  eine  stetig  harmonische  und  die  mittlere  Grösse  d  das  harmonische 

Mittel  zwischen  den  beiden  anderen  a,  ä.    Durch  Auflösung  der  Proportion  auf  A  ergiebt  sich 

leicht,  dass  dieses  harmonische  Mittel 

2aä  2        11 

fi  s— : oder    dass  —  =  —  ■+  — 

ist    So  ist  beispielsweise  die  Zahl  12  das  harmonische  Mittel  zwischen  9  und  18. 

Nach  dieser  Erklärung  stehen  also  die  obigen  drei  Strecken  AQ  AB^  AD  zu  einander 
in  stetiger  harmonischer  Proportion.  Der  Name  der  letzteren  erklärt  sich  dadurch,  dass  die 
Verhältnisse  der  Schwingungszahlen  dreier  musikalischer  Töne,  deren  Intervalle  die  Quarte, 
Qttinte  und  Octave  sind,  nämlich  3:4:6,  eine  solche  Proportion  liefern. 

Im  Nachfolgenden  wird  von  der  vorstehenden  Auffassung  weiter  kein  Gebrauch  gemacht, 
Modem  die  für  geometrische  Untersuchungen  geeignetere  vorher  angegebene  zu  Grunde  gelegt 
bleiben. 

Sind  A,B  und  C,D  zwei  Paare  zugeordneter  harmonischer  Punkte,  ist  also 

AC:BC=AD:BD, 
so  folgt  unmittelbar 

AC*BI>==BC'AD, 

d.  h.  das  Rechteck  aus  den  beiden  äusseren  Abschnitten  ist  gleich  dem  Recht- 
eck aus  der  ganzen  Linie  und  dem  mittleren  Abschnitt. 

Ist  umgekehrt,  wenn  vier  Punkte,  der  Reihe  nach  A,  C,  B,  D,  auf  einer 
Strecke  liegen, 
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AC'BJD^BC'AD, 

so  sind  A,  B  und  C,  D  zugeordnete  harmonische  Punkte. 

Ist    femer   AB   xn  M  halbirt,    und   setzt    man  AC^=  AM -¥  CM.  BC 

^AM'-CM,   A£>^AM-hMJ?,   BD^MD — AM,    so    crgiebt    sich  nach 

einigen  leichten  Umformungen 

AM^^MC'MD, 

d.  h.  das  Rechteck  aus  den  Abständen  des  Halbirungspunktes  einer  Strecke  von 
zwei  einander  zugeordneten  harmonischen  Theilpunkten  derselben  ist  gleich  dem 
Quadrat  der  Hälfte  der  Strecke. 

Ist  umgekehrt  für  den  Halbirungspunkt  M  einer  Strecke  AB  und  zwei  von 
M  aus  nach  derselben  Richtung  der  Geraden  liegende  Punkte  Q  D  die  Glei- 
chung AM^  =  MC  •  MD  richtig,  so  wird  AB  durch  C  und  D  harmonisch  getheilt, 
denn  in  diesem  Falle  muss,  wenn  nicht  ausnahmsweise  MC^=  MD  =  AM  ist,  eine 
der  Strecken  MC  kleiner,  die  andere  MD  grösser  als  AM  sein,  und  man  kann 
aus  der  vorausgesetzten  Gleichung  in  umgekehrtem  Gang  wie  bei  der  vorhergehen- 
den Entwicklung  die  andere  AC-  BD^^BC-  AD  ableiten. 

Liegen  dagegen  C  und  D  nicht  nach  derselben  Richtung  von  M  aus,  so 
kann  AB  durch  sie  nicht  harmonisch  getheilt  werden. 

2.  Es  sei  femer  S  der  Scheitel  von  vier 
Strahlen,  welche  durch  je  einen  von  vier  har- 
monischen Punkten  AB,  CD  gehen,  und  es 
werden  dieselben  Strahlen  durch  eine  zweite 
Transversale  bezüglich  in  den  Punkten  AF, 
CD'  geschnitten,  so  sind  folgende  Fälle  z-j 
unterscheiden:  a)  A'D'  sei  parallel  zu  AD. 
Dann  ist,  weil  A'C  :  BT  =  AC:  BC  (denn 
ÄC  :AC=  ffC  :  BC,  weil  beide  Verhältnisse 
gleich  SC  :SC  nach  §  36,3)  und  thctao 
ÄD' :  B'D'  =  AD:  BD,  auch 

A'C  iB'C^A  D' :  BD' 
Es  falle  femer  b)  Ä  mit  A  zusammen.    Zieht  man  dann  die  Linien  B'F^  CC 

und   BG II  D'D   bis   zum   Durchschnitt  mir 
AD,  so  ist 

CFiBC  -=  SB  :  SB  und  GD  :  BP 
=  SB :  SB,  daher  auch  CF :  BC=^  GDiBP, 

oder 

CF:GD  =  BC:BD, 

Nun  ist  zufolge  der  Voraussetzung 
BC :  BD  =  AC:  AD,  also  auch  CF:  AC 
=  GD :  AD. 

Femer  ist  nach  §  36„  CF\AC^B'C\AC 
und  GDiAD^  EU  :  AD', 


woraus  endlich  wieder 


folgt. 


AC\ffC^AD'\Bn 


lit  endlich  c)  weder  ÄD'  ||  AD,  noch  Ä  mit  A  identisch,  so  ziehe  man 
diinh  Ä  die  l^arallele  vi  AD  und  wende  die  vorstehenden  Entwicklungen  narb 
«limnilf^r  an.     Man  gelaiv^  so  zu  dem  allgemein  gültigen  Satz: 

Vier  harmonische  Strahlen  schneiden  jede  Transversale  in  vier 
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harmonischen  Punkten,  und  zwar  sind  die  auf  zugeordneten  Strahlen  liegenden 
Punkte  einander  zugeordnet 

Zieht  man  insbesondere  eine  Transversale  so,  dass  sie  einem  von  vier  har- 
monischen Strahlen  parallel  ist,  liegt  also  der  zugehörige  Durchschnittspunkt  im 
Unendlichen,  so  muss  hiemach  der  zugeordnete  Strahl  das  zwischen  <len  beiden 
anderen  Strahlen  liegende  Stück  der  Transversale  halbiren,  und  wenn  umgekehrt 
das  zwischen  zwei  einander  zugeordneten  harmonischen  Strahlen  liegende  Stück 
einer  Transversale  durch  einen  der  übrigen  Strahlen  halbirt  vnid,  so  muss  der 
vierte  Strahl  der  Transversale  parallel  sein. 

Hiemach  ist  es  sehr  leicht,  vier  harmonische  Strahlen  zu  construiren,  denn 
man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  nöthig,  die  Endpunkte  und  den  Halbirungspunkt 
dner  Strecke  mit  einem  ausserhalb  der  letzteren  liegenden  Punkte  zu  verbinden 
und  durch  diesen  Punkt  die  Parallele  zu  der  Strecke  zu  ziehen. 

Im  §  38  ist  gezeigt  worden,  dass  jede  Winkelhalbirende  eines  Dreiecks  und 
ebenso  jede  Halbirungslinie  eines  Aussenwinkels  die  gegenüberliegende  Seite  im 
Verhältniss  der  beiden  anliegenden  Seiten  theilt  Hieraus  geht  hervor,  dass  jede 
zwei  einander  schneidenden  Geraden  mit  den  beiden  Halbirungslinien 
der  von  ihnen  gebildeten  Winkel  vier  harmonische  Strahlen  bilden. 
Von  diesen  stehen  zwei  einander  zugeordnete,  nämlich  die  beiden  Winkelhalbirenden, 
zu  einander  senkrecht.  Umgekehrt  muss,  wie  sich  leicht  auf  indirektem  Wege 
beweisen  lässt,  wenn  ein  Winkel  zweier  zugeordneten  von  vier  harmonischen 
Strahlen  durch  den  dritten  Strahl  halbirt  wird,  der  vierte  zu  diesem  senkrecht 
stehen,  und  wenn  zwei  zugeordnete  von  vier  harmonischen  Strahlen  zu  einander 
senkrecht  stehen,  so  halbiren  sie  die  von  den  beiden  anderen  gebildeten  Neben- 
winkel. Um  letzteres  zu  beweisen,  ziehe  man  eine  Transversale  parallel  zu  dem 
einen  und  also  senkrecht  zu  dem  anderen  von  jenen  beiden  ersteren  Strahlen, 
dann  muss  ein  Dreieck  entstehen,  dessen  Grundlinie  durch  die  Höhe  halbirt 
wird,  u.  s.  w« 

3.  Durch  Umkehrung  des  vorstehend  in  2.  bewiesenen  Hauptsatzes  gewinnt 
man  den  folgenden:  Liegen  auf  zwei  Geraden  je  vier  harmonische  Punkte  AB, 
CD  und  A'JB',  CD*  so,  dass  drei  der  Geraden  AA\  BF,  CC,  DD*  einander 
in  einem  und  demselben  Punkte  S  schneiden,  so  geht  auch  die  vierte  durch  diesen 
Punkt  Der  Beweis  geschieht  leicht  indirekt,  indem  man  S  mit  dem  vierten 
Punkte  D  verbindet  und  zeigt,  dass  die  Linie  SD  die  Gerade  ÄD*  in  keinem 
von  /y  verschiedenen  Punkte  treffen  kann. 

Der  Punkt  S  kann  selbstverständlich  hierbei  auch  im  Unendlichen  liegen,  d.  h. 
jene  vier  Geraden  sind  dann  sämmtlich  einander  parallel. 

Gehen  insbesondere  zwei  harmonisch  getheilte  Strecken  AB,  AB*  von  dem- 
selben Endpunkt  A  aus,  so  müssen  sich  die  drei  Geraden,  welche  je  zwei  ent- 
sprechende der  übrigen  Punkte  verbinden,  stets  in  einem  und  demselben  (endlich 
oder  unendlich  entfernten)  Punkte  schneiden. 

Sind  femer  von  zwei  verschiedenen  Punkten  .S,  5'  aus  durch  drei  beliebige 
in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  B,  C  Strahlen  gezogen,  so  schneiden  die 
zu  je  zwei  durch  denselben  Punkt  gehenden  Strahlen  zugeordneten  harmonischen 
Strahlen  einander  ebenfalls  in  einem  Punkte  dieser  Geraden  (welcher  selbstver- 
ständlich auch  im  Unendlichen  liegen  kann,  d.  h.  die  beiden  zugeordneten 
Strahlen  können  auch  der  Geraden  parallel  sein). 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  ebenfalls  leicht  indirekt  gefUhrt. 
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Die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Sätze  über  harmonische  Strahlen 
führen  zu  leichten  Auflösungen  folgender  Aufgaben: 

1)  Zu  einem  gegebenen  Theilpunkt  einer  Strecke  AB  den  zugeordneten 
harmonischen  Theilpunkt  zu  finden. 

Man  ziehe  von  einem  beliebigen  Punkte  5  ausserhalb  der  Geraden  ^4^  die 
Strahlen  durch  die  Endpimkte  A^  B  und  den  gegebenen  Theilpunkt  Ist  letzterer 
der  innere  C,  so  ziehe  man  zwischen  SA  und  SB  eine  Strecke  so,  dass  sie 
durch  SC  halbirt  wird,  und  dann  zu  dieser  Strecke  durch  S  den  parallelen 
Strahl.  Letzterer  trifft  die  Verlängerung  von  AB  Kva  gesuchten  Theilpunktc  D, 
Oder  man  ziehe  zwischen  SC  und  SB  eine  Parallele  EF  zu  AS^  verlängere 
EF  um  FG  =  EF  und  ziehe  durch  G  den  Strahl  SD.  Ist  dagegen  der  gege- 
bene Theilpunkt  der  äussere  Z>,  so  ziehe  man  zwischen  SD  und  .S^  eine 
Parallele  GF  zu  SA^  verlängere  dieselbe  um  FE=GF  und  ziehe  durch  E 
den  Strahl  SC  Noch  andere  Abänderungen  dieser  Construction  sind  hiemach 
leicht  zu  finden. 

2)  Zu  einem  von  drei  gegebenen  Strahlen  den  zugeordneten  harmonischen 
Strahl  zu  construiren.  —  Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  Punkt  jenes  Strahls 
die  Parallele  zu  einem  der  beiden  anderen,  verlängere  sie  über  ihren  Durch- 
schnittspunkt mit  dem  zweiten  um  ihre  eigene  Länge  und  ziehe  durch  den 
Endpunkt  der  Verlängerung  den  verlangten  Strahl.  —  Man  kann  auch  hierbei 
verschiedene  Fälle  unterscheiden. 

3)  Den  Scheitel  von  vier  harmonischen  Strahlen  zu  construiren,  wenn  ein 
Strahl  und  für  jeden  der  drei  übrigen  ein  Punkt  gegeben  ist,  durch  welchen 
derselbe  gehen  soll.  —  Man  ziehe  durch  zwei  der  gegebenen  Punkte  die  Ge- 
rade, suche  zum  Durchschnittspunkt  dieser  Geraden  mit  dem  gegebenen  Strahl 
einen  vierten  harmonischen  Punkt,  verbinde  diesen  mit  dem  vierten  gegebenen 
Punkt  und  bestimme  den  Durchschnittspunkt  der  Verbindungslinie  mit  dem 
gegebenen  Strahl.  —  Liegen  die  gegebenen  Punkte  in  einer  Geradeii,  und  bilden 
sie  mit  dem  Durchschnittspunkt  dieser  Geraden  und  des  gegebenen  Strahls  \ier 
harmonische  Punkte,  so  ist  die  Aufgabe  unbestimmt;  ist  I^etzteres  nicht  der  Fall 
so  fallen  drei  Strahlen  in  die  Verbindungsgerade  zusammen. 

4)  Von  vier  harmonischen  Punkten  sei  einer,  und  für  jeden  der  übrigen  sei 
eine  Gerade  gegeben,  auf  welcher  er  liegen  soll;  man  construire  die  übrigen 
Punkte.  —  Man  suche  zu  zwei  der  gegebenen  Geraden  und  der  Verbindungs- 
linie ihres  Durchschnittspunkts  mit  dem  gegebenen  Punkte  A  einen  vierten  harmo- 
nischen Strahl,  der  die  dritte  gegebene  Gerade  in  einem  Punkte  D  schneide, 
ziehe  AD  und  bestimme  die  Durchschnittspunkte  B,  C  dieser  Linie  mit  den 
beiden  anderen  gegebenen  Geraden.  —  Wenn  die  drei  gegebenen  linien  durch 
denselben  Punkt  S  gehen,  so  müssen  sie  mit  SA  vier  harmonische  Strahlen 
bilden,  und  die  Aufgabe  ist  dann  unbestimmt,  oder  es  fallen  die  drei  gesuchten 
Punkte  in  S  zusammen. 

4.  Die  bisher  entwickelten  Sätze  über  harmonische  Punkte  und  Strahlen- 
bUschel  bieten  ein  bemerkenswerthes  Hülfsmittel  zur  Auffindung  weiterer  Lehr- 
sätze, wovon  im  Folgenden  einige  Beispiele  gegeben  werden  sollen. 

Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  D  auf  der  Verlängerung 
eines  Durchmessers  ^j9  eines  Kreises  eine  Tangente  Z>^  an  letzteren 
und  fällt  vom  Berührungspunkt  £  die  Senkrechte  ^C  auf  den  Durch- 
mcNNcr,  »o  wird  letzterer  durch  den  Fusspunkt  C  dieser  Senkrechten 
und   durrh  jenen  Punkt  D  harmonisch  getheilt,   denn  zieht  man  noch 


7.    Einige  Abschnitte  aus  der  neueren  (synthetischen)  Geometrie. 


357 


EA  und  £B,  so  ist  Z  BJS£>  =  Z  £AB  (§  29  (1)),  sowie  Z  jg^ J?  =  Z  CjE^ 
(denn  AEB^R).  Da  also  /^^  den  Winkel  CED  halbirt,  ^^  aber  auf  EB 
senkrecht  steht,  so  bilden  EA,  EB,  EQ  ED  vier  harmonische  Strahlen,  die 
somit  die  Transversale  AD  in 
vier  harmonischen  Punkten  schnei- 
den müssen.  Derselbe  Satz  kann 
auch  dadurch  bewiesen  werden, 
dass  im  rechtwinkeligen  Dreieck 
MED,  wenn  M  den  Mittel- 
punkt des  Kreises  bedeutet,  ME^ 
^MC'MD,  also  auch  AM^ 
^  MC'MD  ist. 

Zieht  man  von  D  die  beiden 
Tangenten  an  den  Kreis  M,  so  ist  EC  die  Hälfte  derjenigen  Sehne,  welche  die 
beiden  Berührungspunkte  verbindet.  Man  kann  daher  auch  sagen,  dass  jeder 
Durchmesser  eines  Kreises  durch  einen  beliebigen  Punkt  auf  seiner 
Verlängerung  und  durch  seinen  Durchschnittspunkt  mit  der  zu  diesem 
Punkte  gehörigen  Berührungssehne  harmonisch  getheilt  werde. 

Dieser  Satz  bietet  ein  weiteres  Mittel  zur  Lösung  der  Aufgabe,  zu  einem 
gegebenen  Punkt  einer  Strecke  den  zugehörigen  harmonischen  Theilpunkt  zu 
finden.  Die  Ausführung  fiir  die  beiden  Fälle,  je  nachdem  C  oder  D  der  gegebene 
Punkt  ist,  kann  dem  Leser  überlassen  bleiben. 

Es  sei  femer  AB  eine  beliebige  Sehne  eines  Kreises  M  und  EF  der  zu 
/l^senkrcchte  Durchmesser.  Es  wird  behauptet,  dass  je  zwei  Gerade,  welche 
durch  einen  beliebigen  Punkt  G  des  Kreises  und  je  einen  der  Punkte 
E,  /"gezogen  werden,  die  Sehne 
AB  harmonisch  theilen.  Sind 
nämlich  C,  D  die  betreffenden  Durch- 
schnittspunkte und  zieht  man  noch 
GB  und  GA,  so  sind  die  Strahlen 
GF  und  GE  zu  einander  senkrecht 
und  GF  halbirt  den  Winkel  der 
Strahlen  GB  und  GA,  denn  die  zu 
den  Pcripheriewinkeln  BGF,  FGA 
gehörigen  Bogen  ^i^,  FA  sind  gleich, 
weil  EF  senkrecht  zu  AB  steht. 
GA,  GB,  GC  und  GD  sind  also 
vier  harmonische  Strahlen,  woraus  die  Behauptung  folgt 

Entsprechend  theilen  die  Verbindungslinien  eines  Punktes  eines 
Kreises  mit  den  Endpunkten  einer  Sehne  (resp.  die  Verlängerung  der 
einen)  den  zu  dieser  Sehne  senkrechten  Durchmesser  harmonisch, 
denn  dasselbe  harmonische  Strahlenbüschel  wie  vorher  muss  auch  auf  dem 
Durchmesser  EF  zu  E  und  F  zwei  zugeordnete  harmonische  Theilpunkte 
bestimmen. 

§79.    Von  den  Transversalen,  dem  vollständigen  Viereck  und  dem 

vollständigen  Vierseit 

1.  Wir  gehen  im  Folgenden  von  den  bereits  in  §  38  und  §  39  entwickelten 
Sätzen  des  Ceva  und  des  Menelaos  und  deren  Umkehrungen  aus,  welche  letzter 
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wie  folgt  zusammengefasst  werden  können:  Ist  auf  jeder  Seite  BQ  ACj  AB, 
eines  Dreiecks  ABC,  bez.  der  Verlängerung  derselben  ein  Punkt  A',  B,  C  so 
angenommen,  dass  das  Produkt  aus  drei  nicht  aneinander  liegenden  Seiten- 
abschnitten gleich  dem  Produkt  der  drei  anderen,  dass  also  AB  •  CA  •  BC 
^sAC'  BÄ  •  CB  ist,  so  liegen  entweder  die  drei  Theilpunkte  in  gerader  Linie 
oder  es  schneiden  die  durch  diese  Punkte  gehenden  drei  Ecktransversalen  ein- 
ander  in  einem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte.  Das  Erstere  findet  statt, 
wenn  die  Anzahl  der  auf  Verlängerungen  liegenden  Theilpunkte  eine  ungerade, 
das  letztere  wenn  diese  Anzahl  eine  gerade  ist 

Zieht  man  nun  durch  irgend  einen  Punkt  O  innerhalb  oder  ausserhalb  eines 
Dreiecks  ABC  die  drei  Ecktransversalen  AA\  BB,  CC  und  legt  durch  zwei 
Fusspunkte  A\  B  derselben  die  Transversale,  welche  die  dritte  Seite  AB  oder 
deren  Verlängerung  in  D  schneide,  so  ist  sowol  nach  §  38  (4): 

AB  •  CA  .  BC  =  AC  .  BÄ  -  CB, 
als  nach  §  39,  (1):      AB  •  CA'    BD=AD  >  BÄ  •  CB. 

Durch  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen,  am  einfachsten  mittelst  Divi- 
sion, erhält  man 

BCxBD^ACiAD, 

d.  h.  Ay  B  und  C\  D  sind  zwei  Paare  einander  zugeordneter  harmonischer 
Punkte. 

^  Selbstverständlich  gilt  derselbe  Satz, 

wenn   man   zuerst  die  beliebige  Trans- 
versale  ÄBD   durch    die    drei   Seiten, 
darauf  die  Ecktransversalen  AÄ,   BB, 
die  einander  in  O  schneiden,  und  zuletzt 
die  Ecktransversale  CC  durch  O  zieht 
Als  ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes 
kann    der   folgende   aufgestellt  werden: 
Zieht  man  zu  einer  Seite  AB  eines  Drei- 
ecks eine  parallele  Transversale  BÄ  und  sodann  die  durch  B  tmd  Ä  gehenden 
Eck  transversalen,  so  schneiden  sich  die  letzteren  in  einem  Punkte  O  der  zur 
Seite  AB  gehörigen  Mittellinie  CC^. 

Bestimmt  man  umgekehrt  zu  dem  Fusspunkt  einer  von  drei  durch  denselben 
Punkt  gehenden  Ecktransversalen  den  zugeordneten  harmonischen  Theilpunkt  der 
betreffenden  Seite  des  Dreiecks,  so  li^  letzterer  mit  den  Fusspunkten  der  beiden 
anderen  Ecktransversalen  in  gerader  Linie,  und  bestimmt  man  zu  einem  der 
Punkte,  in  welchen  eine  Transversale  eines  Dreiecks  eine  Seite  schneidet,  den 
zugeordneten  harmonischen  Theilpunkt  dieser  Sehe,  so  schneidet  die  durch 
letateren  IHmkt  gehende  Ecktrans\^rsale  die  nach  den  Durchschnittspunkten  auf 
den  beiden  anderen  Seiten  gehenden  Ecktransveisalen  in  demselben  Punkte.  ^ 
Beweise  leicht 

V^  obige  Sau  liefert  ein  neues  bequemes  Mittel«  um  zu  einem  auf  einer 
Strecke  geic^b^ien  l\mkt  den  zugeordneten  hannonischen  Theilpunkt  zu  finden, 
und  t>»*ar  ohne  An^^rndung  des  /irkeK  also  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals.  Ist 
K  R  C"'  auf  AB  g^?^ben.  so  con$tT\üre  man  über  AB  ein  beliebiges  Dreieck 
ABC,  liehe  C\"  und  dwrvh  einen  heliebuien  Punkt  O  von  CC  die  Ecktransver- 
«alcn  BB,  AÄ.  Die  durch  Ä  und  B  gehende  Gerade  liefert  daim  auf  ßA 
den  gebuchten  l\inkt. 

LVataus,  ^U»«  B,  A  und  C,  />  wr  haimoaische  Punkte  sind»  folgt  ferner. 
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dass  OB,  OA  und  0C\  OD  vier  harmonische  Strahlen  sind,  und  diese  müssen 

somit   auch  auf  den  Transversalen  ÄD  und  CC  je  vier  harmonische  Punkte 

bestimmen.    Es  ist  also,  wenn  E  den  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  letzteren 

Transversalen  bezeichnet,  auch 

ÄE :  B'E  =  ÄD :  BD 

und  hieraus  folgt  wieder,  dass  auch  BA\  BE  und  BE,  BD  vier  harmonische 

Strahlen  sind,  welche  mithin  auch  auf  CC  vier  harmonische  Punkte  bestimmen, 

oder  es  ist 

CE\OE^CC\OC. 

Die  durch  Ä  und  B  gelegte  Transversale  bestimmt  also  nicht 
nur,  wie  vorher  gezeigt,  auf  der  dritten  Seite,  sondern  auch  auf  der 
dritten  Ecktransversale  zu  den  vorher  vorhandenen  drei  Punkten  den 
vierten  harmonischen  Punkt  und  wird  selbst  in  E  und  D  harmonisch 
getheilt 

Diese  Behauptung  gilt  selbstverständlich  in  entsprechender  Weise  für  die 
durch  Ä  und  C  imd  für  die  durch  B  und  C  gehende  Transversale.  Jede  der 
Verbindungslinien  von  A\  B  und  C  wird  also  durch  die  betreffende  dritte  Eck- 
transversale und  die  dritte  Seite  harmonisch  getheilt. 

Ist  AB  parallel  zu  BA,  also  CC  eine  Mittellinie  des  Dreiecks  ABC,  so 
werden  auf  dieser  selbstverständlich  ebenfalls  durch  die  gedachte  Construction 
vier  harmonische  Punkte  bestimmt.  Ist  insbesondere  O  der  Schwerpunkt  des 
Dreiecks,  so  hat  man  den  Satz:  Der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  und  der 
Durchschnittspunkt  einer  Mittellinie  desselben  mit  der  Verbindungslinie  der 
Halbirungspunkte  der  zwei  anliegenden  Seiten  bilden  mit  den  Endpunkten  jener 
Mittellinie  vier  harmonische  Punkte. 

2.  Die  vier  Punkte  ÄOB'C  der  vorhergehenden  Figur  bilden  die  Eckpunkte 
eines  Vierecks,  von  dem  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  bis  zu  ihrem  Durch- 
schnittspunkt B  oder  A  verlängert,  und  in  welchem  ausserdem  die  Diagonalen 
CO,  AB  gezogen  sind. 

Man  nennt  ein  System  von  vier  Punkten  A\  O,  B,  C  mit  sämmtlichen  durch 
je  zwei  derselben  bestimmten  Geraden:  ÄC,  ÄO,  AB,  CO,  CB',  BO  ein  voll- 
ständiges Viereck,  diese  Geraden  seine  Seiten,  jene  vier  Punkte  seine  Eck- 
punkte und  die  drei  anderen  Durchschnittspunkte  der  Seiten  A,  B  und  E  seine 
Diagonalpunkte.  Entsprechend  nennt  man  ein  System  von  vier  Geraden,  von 
denen  jede  die  folgende  schneidet,  mit  sämmtlichen  Durchschnittspunkten  dieser 
Geraden  ein  vollständiges  Vierseit.  Die  sechs  Durchschnittspunkte  heissen 
die  Eckpunkte  desselben,  die  vier 
Geraden  seine  Seiten,  und  die  drei 
übrigen  Verbindungsgeraden  je 
zweier  Eckpunkte  seine  Diagonal- 
linien. 

Die  obige  Figur  kann  hiemach 
sovol  als  ein  vollständiges  Viereck, 
wie  als  ein  vollständiges  Vierseit 
aufgefasst  werden,  und  die  vorher 
bewiesenen  Eigenschaften  derselben 
lassen  sich  zu  Lehrsätzen  über  beide 
verwenden. 

Ist  also  ABCDEF  ein  vollständiges  Vierseit,  so  hat  man,  indem  man  AEF 
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als  ein  Dreieck  mit  den  durch  C  gehenden  Ecktransversalen  AH^  ED,  FB  zsSr 
fassty  durch  die  vorhergegangenen  Entwicklungen  den  Satz:  In  jedem  voll- 
ständigen Vierseit  theilen  die  Diagonalen  einander  harmonisch,  oda 

es  ist 

AG  :  CGr=^AH\CH, 

BGxDG^BI  :  DI, 

EH.FH^EI  :  FL 

Hieraus  ergiebt  sich  femer  ohne  Weiteres: 

In  jedem  vollständigen  Viereck  sind  die  Diagonalpunkte  die 
Scheitel  harmonischer  Büschel,  deren  zugeordnete  Strahlenpaare 
zwei  Seiten  und  zwei  Verbindungslinien  der  Diagonalpunkte  sind 
So  ist  im  vollständigen  Viereck  AB  CD,  dessen  Seiten  AB,  BQ  CD,  AD,  AC 
und  BD  sind,  der  Diagonalpunkt  G  Scheitel  zu  den  vier  harmonischen  Strahlen 
GE,  GC,  GF,  GD,  ebenso  ^  Scheitel  zu  den  Strahlen  EA,  EG,  EC,  EF  uxä 
F  Scheitel  zu  den  Strahlen  FA,  FG,  FC,  FE,  Hieraus  folgt  weiter,  dass  wenn 
man  in  einem  vollständigen  Viereck  die  Diagonalpunkte  E,  F,  G  unter  einander 
verbindet  und  die  Verbindungslinien  bis  zu  den  Seiten  verlängert,  jede  der  so 
entstandenen  Linien  wieder  vier  harmonische  Punkte  enthält,  sowie  dass,  wenn 
man  in  einem  vollständigen  Vierseit  einen  Eckpunkt  und  einen  Diagonalschniti- 
punkt  verbindet,  dadurch  auf  jeder  der  gegenüberliegenden  Seiten  ein  vierter 
harmonischer  Punkt  bestimmt  wird. 

Man  versteht  überhaupt  unter  einem  voUstllndigen  n-Eck  ein  System  von  m  Ponktce 
mit  ihren  sämmüichen  Verbindungslinien.  Ein  solches  wird  also  erhalten,  wenn  man  ein  cb* 
faches  19-Eck  mit  seinen  silmmtlichen  Diagonalen  construirt.  —  Unter  einem  vollstlndigcB 
M-Seit  versteht  man  ein  System  von  n  Geraden  mit  ihren  sämmtlichen  Durchschnittspimkier. 
Wie  ein  einfaches  M-Eck  erhalten  wird,  wenn  man  einen  von  n  Punkten  einer  Ebene  mt 
einem  sweiten,  diesen  mit  einem  dritten  u.  s.  w.  und  zuletzt  den  »ten  wieder  mit  dem  cistn 
durch  je  eine  Gerade  verbindet,  so  erhttlt  man  ein  einfaches  n-Seit,  wenn  man  eine  Gcnde 
einer  Ebene  von  einer  sMreiten,  diese  von  einer  dritten  u.  s.  w.  und  zuletzt  die  Ute  wieder  vre 
der  ersten  schneiden  Usst.  Man  erhält  also  ein  vollständiges  M-Seit,  wenn  man  ein  einlache« 
^Seit  mit  sämmtlichen  Schnittpunkten  seiner  Seiten  construirt 

Jedes   einfache  «-Seit  hat,   wie  jedes  einfache  n-Eck,   m  Seiten  und  n  Eckpunkte.    J«2c« 

tt(n 1) 

vollständige  M-Seit  hat  n  Seiten,  aber  — -  Eckpunkte  (von  denen  einzelne  im  Unendbckca 

z 

liegen  können),   denn  m  gerade  Linien  lassen  sich  auf  so  viele  Arten  zu  je  zweien  verbindes. 

ij/^  _  1^  ^if 2)  (tt 3) 

Auuerdem  hat  das  vollständige  «-Seit  noch  -^ — — ^  Diagonalen,   d.   h.  Ver- 

o 

bindungslinien    zweier  Eckpunkte,    welche   keine  Seiten  sind.     Ebenso  hat  jedes  ToHständige 
.Edi  .  Eckpunk«.  .b.r  =<JL-J)  s«,«  «nä  .«ssecde»  "  i"  -  XK»  -  m- -  Z)  j,,.^ 

punkte,  d.  h.  Durchschnittspunkte  zweier  Seiten,  die  keine  Eckpunkte  sind. 

Bei  den  Dreiecken  und  Dreiseiten  fallen  diese  Begriffe,  sowrie  die  Unterschiede  der  wO- 
ständigen  und  einfachen  Figuren  zusammen. 

3.  Im  Nachstehenden  sollen  noch  einige  weitere  bemerkenswerthe  Anwcn* 
düngen  der  Sätze  des  Ceva  und  Menelaos  oder  deren  Umkehrungen  zusammen- 
gestellt werden. 

Halbirt  man  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  und  den  am  dritten  Eck- 
punkt  liegenden  Aussenwinkel,  so  liegen  die  drei  Durchschnittspankte 
je  einer  Winkelhalbirenden  und  der  gegenüberliegenden  Seite  in 
gerader  Linie,  denn  halbiren  AAi,  BB,  CC*  bezüglich  die  Winkel  9Xi  A,  B 
und  den  Aussenwinkel  an  C»  so  ist 
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AB*  :  CB'  =^c\a, 
CA'  \BÄ  ^b\c, 
BC':AC'==a\b, 
Durch  Multiplication  erhält  man  hieraus 

AB' .  CA  BC'^  CF  .  BA  •  AC\ 
romit,  da  Ä  und  B  auf  den  betreffenden  Seiten  selbst  liegen  und  C"  auf  der 
Verlängerung  von  AB  liegen  muss,  die  Richtigkeit  der  Behauptung  nachgewiesen 
St.  —  Kürzer  geschieht  dies  durch  Benutzung  eines  vorher  unter  2.  abgeleiteten 
Satzes,  da  bekanntlich  C"  und  der  Fusspunkt  C"  der  dritten  inneren  Winkel- 
iialbirenden  harmonische  Theilpunkte  der  betreffenden  Seite  sind. 

In  entsprechenderweise  erhält  man  den  Satz:  Die  Durchschnittspunkte 
der  Halbirungslinien  der  drei  Aussenwinkel  eines  Dreiecks  mit  den 
g:egenüberliegenden  Seiten  liegen  in  einer  geraden  Linie. 

Es  sei  /*  ein  beliebiger  Punkt  des  dem  Dreieck  ABC  umbeschriebenen 
Kreises  und  /^Cj,  PB^,  PAy^  seien  bezüglich  senkrecht  zu  AB^  AC,  BC  Zieht 
man  noch  PC  und  PB,  so  ist  Z  PCA  =  PBA,  daher  A  PCB^  00  ^PBC^ 
folglich  CB^  :  PB^  =^BC^:  PC^, 

In  entsprechender  Weise  erhält  man 

BA   :PAi=:AB^:PBi 
und    ACii  PC^  =  CA^  :  PA^ . 
Daher  ist  auch 
C^j  .  BA^  -  AC^  :  PA^  •  PB^  •  PC,  =  BC^  -  AB^  •  CA^  :  PA^  -  PB^  •  PC^, 

also  CB^ .  BA^  •  AC^  =  BC^  •  ^^j  .  CA^. 
Da  ferner  Z  APC=^1  ^  — P=  Z  ^^i^Cj  und  Z  C^P^i  =a=  Z  ^PC, 
so  lasst  sich  beweisen,  dass  stets  einer  der  Punkte  A^,  B^,  C^  auf  einer  Ver- 
längerung einer  Seite  liegen  muss,  während  die  beiden  anderen  auf  den 
Seiten  selbst  liegen.  Daher  ergiebt  sich  der  Satz:  Die  Fusspunkte  der  von 
einem  beliebigen  Punkte  des  einem  Dreieck  umbeschriebenen  Kreises 
auf  die  Seiten  gefällten  Senkrechten  liegen  in  gerader  Linie. 

Gehen  die  drei  geraden  Linien  AA^,  BB^,  CC^,  welche  die  Eckpunkte 
zweier  Dt^cckt  ABC,  A^B^C^  paarweise  verbinden,  durch  einen  und  denselben 
Punkt  O  —  in  welchem  Falle  man  sagt,  dass  diese  Dreiecke  perspectivisch 
liegen  —  so  ergiebt,  wenn  man  die  Durchschnittspunkte  A^,  B^,  C^  je  zweier 
einander  entsprechender  Seiten  BC,  und  B^C^,  AC  und  A^C^,  AB  und  A^B^ 
bestimmt,  das  Dreieck  OA^B^  mit  der  Transversale  AB\ 

OB .  AA^    B^C^^OA'  BB^  •  A^  C,, 
ebenso  das  Dreieck  OB^C^  mit  der  Transversale  BC\ 

OC*BB^  *CiA^=^OB'CC^    B^A^, 
and  das  Dreieck  OC^A^  mit  der  Transversale  CA 

OA  .  CC,  .^1^53  =  OC'  AA^  •  C^B^. 
Durch  die  Verbindung  dieser  drei  Gleichungen  mittelst  Multiplication  erhält 
man  leicht 

B^  Cj  •  C*j  A^  •  A^B^  =^  C| B^  •  By  A^  •  A^  C^t 
und  da  die  Faktoren  dieser  letzteren  Gleichung  Seitenabschnitte  des  Dreiecks 
A^B^Cy^    sind,    so   folgt   dass   die   drei   Durchschnittspunkte  je   zweier 
einander  entsprechender  Seiten  von  zwei  perspectivisch  liegenden 
Dreiecken  in  gerader  Linie  liegen. 

Dieser  Satz  bietet  ein  Mittel,  um  auf  einer  Geraden  A^B^  oder  deren  Ver- 
längerung einen  Punkt  C,  zu  bestimmen,  wenn  dies  in  Folge  eines  Hindernisses 
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nicht  direkt  geschehen  kann,  und  zwar  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals  (auf  dem 
Felde  also  durch  blosses  Visiren).  Die  Ausführung  kann  als  leicht  ersichtlich 
dem  Leser  überlassen  bleiben. 

Zieht  man  durch  die  Eckpunkte  Ay  B^  C  eines  Dreiecks  die  Tangenten 
AAy,  BB^f  CC^  an  den  dem  Dreieck  umbeschriebenen  Kreis,  und  seien  .4,, 
B^f  C\  bezüglich  die  Durchschnittspunkte  derselben  mit  den  Verlängerungen 
der  gegenüberliegenden  Seiten,  so  sind  die  Dreiecke  A^BA  und  A^CA  einander 
ähnlich;  daher  ist  CA^  :  CA  =  AA^  :  BA  und  BA^  :  BA=^  AA^ :  CA,   oder 

CA^AA,  BA^AA, 

^"^^  ■"        BA      '^^»-        CA      • 

Man  hat  ebenso  noch  zwei  Paare  ähnlicher  Dreiecke  in  der  Figur  und 
erhält  daraus 


AB  >  BB^  ^  ^  ^       CB'BB^ 
AB^  —        r»  2?      >  ^-^i  —        j  D 


und 


BC^ 


CB 
BC'  CC^^ 


]AC^=: 


AB 
AC'CC^ 


AC     '"^1—      BC 

Verbindet   man  die  ersten  Gleichungen  dieser  drei  Paare  und  ebenso  die 
zweiten  Gleichungen  durch  Multiplication  und  vergleicht  die  Resultate,  so  folft 

CA^  .  AB^  .  BC^  =  BA^  •  CB^  -  AC^ 

und  daher  der  Satz:  Die  Durchschnittspunkte  der  durch  die  Eckpunkte 
eines  Dreiecks  gehenden  Tangenten  des  umbeschriebeneB  Kreises 
mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  liegen  in  gerader  Linie. 

Zieht  man  von  einem  Punkte  / 
auf  einer  Diagonale  eines  Vierecks 
ABCD  (oder  deren  Verlilngeruiic> 
eine  Transversale  durch  jedes  der 
beiden  Dreiecke,  in  welche  die  Dia* 
gonale  das  Viereck  theilt,  so  erhiJt 
man  auf  jeder  Seite  des  letzteren 
zwei  Abschnitte,  und  es  folgt  aus 
BM'  AN'  DP=  AM'DN^  BP 
und  DSCR'  BP^BR  CS  DP 
mittelst  Multiplication 

BM'AN^DSCR 
^AM'  DNBR.CS, 
d.  h.  die  Produkte  aus  je  vier  nicht  aneinanderstossenden  Seitenab- 
schnitten des  Vierecks  sind  gleich  gross. 

Dieser   Satz    gilt    auch   für    Vierecke,    in    denen    zwei    gegenüberUegemk 
Seiten  einander  schneiden.    Der  Beweis  bleibt  hierbei  ebenfalls  derselbe 

Schneiden  umgekehrt  zwei  Transversalen  die  Seiten  eines  Vier- 
ecks so,  dass  die  Produkte  aus  je  vier  nicht  aneinanderstossenden 
Seitenabschnitten  gleich  gross  sind,  wobei  die  von  je  einer  Tran» 
versale  gebildeten  Abschnitte  auf  zwei  aneinanderliegenden,  aber 
nicht  in  einer  bestimmten  Diagonale  aneinanderstossenden  Seiten 
liegen,  so  treffen  sich  die  Transversalen  in  einem  und  demselben 
Punkte  dieser  Diagonale  oder  ihrer  Verlängerung,  denn  ist  BM'AS 
.  DS .  CR  =  AM'  DN'  BR  •  CS,  und  ginge  SR  nicht  durch  den  Durchschnitt v^ 
punkt  P  der  Transversale  NM  und  der  Diagonale  DB,  so  könnte  man  durc!« 
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P  und  R  eine  Transversale  legen,  welche  CD  in  einem  Punkte  5'  schneiden 
würde,  und  es  wäre  dann  zufolge  des  vorigen  Satzes 

BMAN'  DS' .  CR  =  AM-  DN^  BR  •  CS\ 
Durch  Verbindung   dieser  Gleichung   mit   der   vorausgesetzten  mittelst  Di- 
vision erhält  man 

DS :  DS  =  CS :  CS\ 

und  hieraus  geht  hervor,  dass  S*  nicht  von  «S  verschieden  sein  kann. 

Als  unmittelbare  Anwendungen  der  vorstehenden  Sätze  erscheinen  die 
folgenden: 

Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Pimkt  P  auf  einer  Diagonale  BD  eines 
Vierecks  oder  auf  deren  Verlängerung  zwei  Transversalen  durch  das  Viereck, 
so  dass  die  eine  derselben  zwei  aneinanderliegende,  aber  nicht  in  einem  End- 
punkt jener  Diagonale  aneinanderstossende  Seiten  AB,  AD  bezüglich  in  M  und 
J\r,  die  andere  Transversale  die  beiden  anderen  Seiten  bezüglich  in  R  und  S 
trifit,  so  schneiden  die  Verbindungslinien  MR,  JVS  der  beiden  anderen  Paare 
aneinanderliegender  Theilpunkte  stets  die  andere  Diagonale  AC  oder  deren  Ver- 
längerung in  einem  und  demselben  Ptmkte. 

Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  £  innerhalb  eines  Parallelogramms 
die  Parallelen  FG,  HI  zu  den 
Seiten  AD^  AB  und  in  jedem  der 
^-ier  entstehenden  kleineren  Parallelo- 
gramme diejenige  Diagonale,  welche 
nicht  durch  E  geht,  so  schneiden 
sich  diese  Diagonalen  paarweise  auf 
den  Veilängenmgen  der  Diagonalen 
des  ursprünglichen  Parallelogramms. 
Der  Beweis   hierfür   ergiebt  sich  daraus,    dass  AF=^DG,  DH=CI  m,  s.  w., 

also  auch 

AH'  DG  .  CI'  BF^  AF'  BI-  CG  •  DH 

ist  —  Liegt  £  auf  einer  Diagonale  AC  des  Parallelogramms  AB  CD,  in  welchem 
Fall  bekanntlich  die  kleineren  Parallelogramme  FEIB,  HEGD  gleich  gross 
sind,  so  sind  die  Diagonalen  der  beiden  anderen,  ungleichen  kleineren  Parallelo- 
granune  der  betreffenden  Diagonale  des  ganzen  parallel. 

Nimmt  man  auf  drei  Strahlen  eines  Büschels  P  beliebige  Abschnitte  MN^ 
BD,  RS  an  und  verbindet  die  Endpunkte  derselben  paarweise,  so  liegen  die 
Durchschnittspunkte  dieser  Linienpaare  {O,  A,  C)  in  einer  geraden  Linie.  — 
Vergl.  die  Figur  auf  Seite  362. 

Liegt  hierbei  der  Punkt  P  im  Unendlichen,  so  erhält  man  als  besonderen 
Fall  dieses  Satzes  den  folgenden:  Wenn  man  die  Endpunkte  dreier  paralleler 
Strecken  paarweise  verbindet,  so  liegen  die  drei  Durchschnittspunkte  der  Ver- 
bindungslinien stets  in  einer  einzigen  Geraden. 

Wir  fügen  endlich  den  vorstehenden  Sätzen  noch  den  folgenden  hinzu: 
Die  Halbirungspunkte  der  drei  Diagonalen  eines  vollständigen  Vier- 
seits  liegen  in  gerader  Linie. 

Ist  nämlich  im  vollständigen  Vierseit  ABCDEF  der  Punkt  M  die  Mitte 
der  Diagonale  AC,  ebenso  N  die  Mitte  von  BD  und  O  die  Mitte  von  EF  und 
rieht  man  durch  M  die  Parallele  GH  zu  ED,  welche  AE  in  G  und  AD  in  H 
halbiren  muss,  femer  durch  G  die  Parallele  zu  AD,  welche  ED  in  /  halbiren 
and  BF  in  ihrem  Halbirungspunkt  O  treffen  muss,  so  muss  IH  durch  N  gehen, 
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6ai  If  Nf  H  Alt  Halbirungspankte  der 
drei  Strahlen  DE,  DB,  DA  sind.  Be- 
trachtet man  nun  BF  als  Transversale 
des  Dreiecks  AED,  so  ist 

AB  .  EC'  DF^  AF'  DC*  EB. 
Setzt    man    hier    v4  J?  =  2  •  HN^ 
EC^  2  •  GM,  DF=  2  •  /O  u.  s.  w, 
so  erhält  man 

HN'  GM'  10  ^GO'  HM.  IN, 
jt  und  dsL  M,  N,  O  Theilpunkte  der  Seiten 
des   Dreiecks    GH/  sind,   so   ergiebt 
sich  hieraus,  dass  dieselben  in  gerader 
Linie  liegen  müssen. 

4.  In  einem  einfachen  Sechseck  ABCDEF  heissen  A  und  D,  B  und  £, 
C  und  F  einander  gegenüberliegende  Eckpunkte  und  AB  und  DE,  BCmhA  EF, 
CD  und  AF  einander  gegenüberliegende  Seiten.. 

Lässt  sich  um  ein  einfaches  Sechseck  ein  Kreis  beschreiben,  so 
liegen  die  drei  Durchschnittspunkte  je  zweier  einander  gegenüber- 
liegender Seiten  in  gerader  Linie. 

Zum    Beweise     dieses     Satzes, 
welcher   der  PASCAL'sche   Satz   ge- 
nannt wird,  verlängere  man  in  des) 
Sechseck  ABCDEF  drei  nicht  an 
einanderstossende  Seiten  BC,   DE, 
FA,  so  dass  sie  ein  Dreieck  LM\ 
bilden.     Dann  folgt  aus  dem  Satze 
von  der  Potenz  des  Kreises 
LC'LB^LD'LE, 
MD'ME=:MF'MA. 
NF'NA  =  NB'//C, 
und  indem  man,  wenn  G,  H,  I  berw 
die  Durchschnittspunkte  von  AB  und 
DE,  BC  und  EF,   CD  und  AF  sind,  das  Dreieck  LMN  Ati  Reihe  nach  mn 
den  Transversalen  CD,  EF  und  AB  verbindet, 

LD  •  MI'  NC^  LC'  NI'  MD, 
LE'MF'  NH=^  LH'  NF-  ME, 
MA'LG'NB^MG'LB'  NA, 

Multiplicirt  man  die  gleichstelligen  Seiten  dieser  sechs  Gleichungen  mit 
einander  und  streicht  in  der  entstehenden  Gleichung  die  gleichen  Faktoren  aui 
beiden  Seiten,  so  erhält  man 

LG  .  MI'  NH=  LH'  MG  -  NI, 

und  diese  Gleichung,  auf  das  Dreieck  LMN  angewendet,  zeigt,  dass  G,  l  und 
H  in  gerader  Linie  liegen. 

Jedes  Sehnen fünfeck  kann  als  ein  Sehnensechseck  betrachtet  werden,  m 
welchem  zwei  Eckpunkte  zusammengefallen  sind,  also  eine  Seite  verschwunden 
ist,  deren  Richtung  aber  dann  noch  durch  die  in  dem  betreffenden  Eckpunkt  an 
den  Kreis  gelegte  Tangente  angegeben  wird.    Fallen  also  z.  B.  in  der  vorstehen 
den  Figur  D  und  E  in  D  zusammen,  so  wird  GM  zu  der  durch  D  gehenden 
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Tangente  des  Kreises.  Der  PASCAL'sche  Satz  führt  hiemach  auf  den  folgenden 
als  besonderen  Fall: 

In  jedem  Sehnenfünfeck  liegt  der  Durchschnittspunkt  einer  Seite  und  der 
im  gegenüberliegenden  Eckpunkt  an  den  Kreis  gezogenen  Tangente  mit  den 
Durchschnittspunkten  je  zweier  einander  gegenüberliegender  übrigen  Seiten  in 
gerader  Linie. 

Lässt  man  noch  zwei  Eckpunkte  zusammenfallen,  so  erhält  man  ein  Sehnen- 
Viereck  und  den  Satz: 

Sind  die  Berührungspunkte  eines  Tangentenvierecks  zugleich  die  Eckpunkte 
eines  Sehnenvierecks  desselben  Kreises,  so  liegen  die  vier  Durchschnittspunkte 
der  Gegenseiten  beider  Vierecke  in  gerader  Linie. 

Endlich  erhält  man  für  das  Dreieck  auf  gleiche  Weise  den  Satz:  Die  Durch- 
schnittspunkte der  durch  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  gehenden  Tangenten  des 
umbeschriebenen  Kreises  mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  liegen  in  gerader 
Linie. 

§  80.    Von  den  Potenzen  bei  dem  Kreise. 

1.  Aus  dem  in  §  49  erläuterten  Begriff  der  Potenz  eines  Punktes  in  Beziehung 
auf  einen  Kreis  geht  hervor,  dass  zwei  solche  Potenzen  einander  gleich  sind, 
wenn  für  innerhalb  des  zugehörigen  Kreises  liegende  Punkte  die  in  denselben 
halbirten  Sehnen  und  für  ausserhalb  liegende  Punkte  die  von  ihnen  an  den  Kreis 
gezogenen  Tangenten  gleiche  Längen  haben.  —  Für  verschiedene  Punkte  bei 
einem  imd  demselben  Kreis  folgen  hieraus  leicht  die  nachstehenden  Sätze:  Zu 
jedem  Punkte  giebt  es  unzählig  viele,  welche  mit  ihm  in  Beziehung  auf  denselben 
Kreis  gleiche  und  gleichartige  (innere  oder  äussere)  Potenzen  haben.  Alle  diese 
Punkte  müssen  mit  dem  ersten  gleiche  Entfernung  vom  Mittelpunkt  haben;  ihr 
geometrischer  Ort  ist  also  der  durch  den  gegebenen  Punkt  gehende  concentrische 
Kreis.  Dagegen  ändert  sich  die  Potenz  eines  Punktes,  wenn  die  Entfernung  des 
letzteren  vom  Mittelpunkt  sich  ändert.  Die  Potenz  des  Mittelpunktes  selbst  ist 
gleich  dem  Quadrate  des  Radius.  Bewegt  sich  ein  Punkt  vom  Mittelpunkt  aus 
auf  einer  durch  den  letzteren  gehenden  Geraden,  so  wird  seine  Potenz,  so  lange 
er  innerhalb  des  Kreises  bleibt,  mit  der  wachsenden  Entfernung  vom  Mittelpunkt 
dedg  kleiner,  und  sie  erhält  den  Werth  Null,  wenn  der  Punkt  auf  den  Kreis 
selbst  gelangt  Bei  weiter  fortschreitender  Bewegung,  also  ausserhalb  des  Kreises, 
nimmt  die  Potenz  des  Punktes  mit  seiner  wachsenden  Entfernung  vom  Mittel- 
punkt stetig  zu  und  erhält  nach  einander  alle  Werthe  von  Null  bis  Unendlich.  — 
Man  erhält  die  Punkte  innerhalb  eines  Kreises,  welche  in  Beziehung  auf  diesen 
eine  gegebene  Potenz  k^  <  r*  haben,  wenn  man  in  den  Kreis  eine  Sehne  gleich 
2  k  einträgt,  dieselbe  halbirt  und  durch  den  Halbirungspunkt  den  concentrischen 
Kreis  beschreibt  Man  erhält  alle  Punkte  ausserhalb  eines  Kreises,  welche  in 
Beziehung  auf  diesen  eine  gegebene  Potenz  i^  haben,  wenn  man  an  den  Kreis 
eine  Tangente  gleich  k  legt  und  durch  den  Endpunkt  derselben  den  concen- 
trischen Kreis  beschreibt  —  Zu  jedem  Punkt  innerhalb  eines  Kreises  giebt  es 
Punkte  ausserhalb  desselben,  z.  B.  auf  der  Verlängerung  des  durch  jenen  Punkt 
gehenden  Radius  einen,  welcher  mit  jenem  gleiche  Potenz  hat,  dagegen  ist  dies 
nicht  nothwendig  umgekehrt  der  Fall.  Die  Möglichkeit,  dass  zwei  Punkte  in 
Beziehung  auf  denselben  Kreis  gleiche  aber  ungleichartige  Potenzen  haben  (so 
dass  also  der  eine  Punkt  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  des  Kreises  liegt), 
verschwindet  überhaupt,  wenn  man  nach  §  37  die  Vorzeichen  der  durch  einen 
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Funkt  gebildeten  Abschnitte  einer  Seht 
die  Potenzen  der  innerhalb  des  Kreise 
ausserhalb  liegenden  als  positiv  zu  bet 
Potenz  eines  Punktes  stets  mit  seiner  i 
zwar  stetig  vom  Minimalwerthe  —  r'  bis 

Nach  dem  Vorstehenden  lässt  sicV 
lösen:  Auf  einer  gegebenen  Geraden 
Punkt  zu  bestimmen,  der  in  Beziehung 
gegebene  Potenz  hat 

2.  Ist  I"  ein  Punkt  innerhalb  eines  Kreises  M,  AB  ^e  in  J*  halbiitcSdu 
dieses  Kreises,  so  wird  der  um  J'  mit  der  Hälfte  der  Sehne  als  Radius  beschbt 
bene  Kreis  von  dem  Kreise  M  unter  einem  Durchmesser  geschnitten,  und  mif^ 
kehrt  muss  der  Mittelpunkt  P  eines  jeden  Kreises,  welcher  von  einem  g^tbtao 
Kreise  Munier  einem  Durchmesser  geschnitten  werden  soll,  innerhalb  desleDUm 
so  hegen,  dass  er  die  gemeinschaftliche  Sehne  beider  Kreise  halbirt 

Wird  also  ein  Kreis  P  von  einem  Kreise  M  unter  einem  Durchmes«  p- 
schnitten,  so  ist  das  Quadrat  des  Radius  von  /*  die  Potenz  des  Mittelpimi::»  ■' 
in  Beziehung  auf  den  Kreis  M. 

Ist  /*  ein  Punkt  ausserhalb  eines  Kreises  M,  PA  die  von  P  an  diesen  IJ» 
gezogene  Tangente,  so  schneidet  der  mit  PA  um  P  beschriebene  Kreii  de 
Kreis  M  m  A  so,  dass  die  in  A  an  beide  Kreise  gelegten  Tangenten  ai  ™- 
ander  senkrecht  stehen,  denn  ist  PA  Tangente  des  Kreises  M,  so  ist  ae  senk 
recht  zu  dem  BerUhrungsradius  MA  und  dieser  also  wiedenim  als  Senkitd« 
zu  dem  Radius  PA  des  Kreises  P  eine  Tangente  dieses  letzteren.  —  Mm  'O 
steht  nun  unter  dem  Winkel  zweier  einander  schneidender  krummen  Lioia)  it 
gemein  den  Winkel  der  in  dem  Durchschnittspunkt  an  diese  Linien  ^*^ 
Tangenten.  Daher  kann  man  im  vorliegenden  Falle  sagen,  dass  jeder  do 
Kreise  M  und  P  den  anderen  rechtwinkelig  schneide,  —  Da  jede  der  in  j<  s 
diese  Kreise  gelegten  Tangenten  zugleich  Radius  des  jedesmaligen  andos 
Kreises  ist,  so  kann  man  auch  sagen,  dass  zwei  Kreise  einander  rechtvinlt-i^ 
schneiden,  wenn  die  nach  einem  Durch schnittspunkt  gehenden  Radien  ui  dm» 
der  senkrecht  stehen  und  umgekehrt 

Schneiden  zwei  Kreise  einander  rechtwinkelig,  so  ist  nach  dem  YotsAais 
das  Quadrat  des  Radius  eines  jeden  derselben  die  Potenz  seines  Mittelpioto 
in  Beziehung  auf  den  anderen. 

Jeder  Durchmesser  A£  eines  von  zwei  einander  rechtwinkelig  sdiaääaäB- 
Kreisen  wird  daher  durch  die  Durchschnittspunkte  C,  D  mit  dem  anderen  W 
monisch  getheilt,  denn  ist  M  der  Mittelpunkt  des  ersteren  Kreises,  so  >!^ 
r*  =  MA*  =  MC-  MD,  woraus  nach  §  78,,  die  Behauptung  folgt 

Es  ergeben  sich  nun  unmittelbar  die  Lösungen  folgender  Aufgaben:  De 
geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kreise  zu  bestimmen,  welche  d»'' 
gegebenen  Radius  haben  und  a)  von  einem  gegebenen  Kreise  unter  okc 
Durchmesser  geschnitten  werden  oder  b)  einen  gegebenen  Kreis  rechtwinkt^ 
schneiden.  —  Den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise  zu  bestioiBO^ 
welche  einen  gegebenen  Kreis  in  einem  gegebenen  Punkte  rechtwinket 
schneiden.  —  Einen  Kreis  zu  constrairen,  der  einen  gegebenen  Kreis  in  axo 
gegebenen  Funkte  rechtwinkelig  schneidet  und  a)  seinen  Mittelpunkt  auf «« 
Linie  oder  b)  einen  gegebenen  Radius  hat,  —  Einen  Kreis  xa  constniira.  d* 
einen  gegebenen  Radius  hat,  dessen  Mittelpunkt  auf  einer  gegebenen  Uw  1»* 
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und  der  a)  einen  gegebenen  Kreis  rechtwinkelig  schneidet  oder  b)  von  einem 
gegebenen  Kreis  unter  einem  Durchmesser  geschnitten  wird. 

3.  Sind  zwei  Kreise  gegeben,  so  kann  die  Aufgabe  gestellt  werden,  die- 
jenigen Punkte  zu  finden,  welche  in  Beziehung  auf  beide  Kreise  gleiche  (und 
gleichartige)  Potenzen  haben.  Diese  Aufgabe  ist  offenbar  identisch  mit  derjenigen, 
die  Punkte  zu  finden,  von  denen  aus  man  an  die  beiden  Kreise  gleich  lange 
Tangenten  legen,  oder  diu'ch  welche  man  in  die  beiden  Kreise  gleich  lange  in 
dem  betreffenden  Punkt  halbirte  Sehnen  legen  kann. 

Man  kann  beliebig  viele  solche  Punkte  construiren,  indem  man  an  jeden 
der  beiden  Kreise  A^  B  eine  Tangente  zieht,  beiden  Tangenten  beliebige  aber 
gleiche  Länge  giebt  und  durch  den  Endpunkt  einer  jeden  so  begrenzten  Tan- 
gente den  zum  zugehörigen  Kreis  concentrischen  Kreis  beschreibt.  Jeder  Durch- 
schnittspunkt  oder  Berührungspunkt  zweier  solcher  zusammengehöriger  Kreise 
hat  in  Beziehung  auf  die  gegebenen  gleiche  äussere  Potenzen.  Soll  entsprechend 
ein  Punkt  mit  gleichen  inneren  Potenzen  gefunden  werden,  was  offenbar  nur 
möglich  ist,  wenn  die  gegebenen  Kreise  einander  schneiden,  so  kann  man  in 
jeden  der  letzteren  eine  Sehne  legen,  so  dass  diese  Sehnen  beliebige  aber  gleiche 
Längen  haben,  dann  halbire  man  beide  und  ziehe  durch  die  Halbirungspunkte  die 
entsprechenden  concentrischen  Kreise.  Von  den  Durchschnittspunkten  oder  dem 
Berührungspunkt  je  zweier  so  construirten  Kreise  gilt  wieder  das  oben  im 
gleichen  Fall  gesagte.  Man  gelangt  jedoch  auf  kürzerem  Wege  durch  folgende 
Betrachtung  zum  Ziel:  Schneiden  sich  die  gegebenen  Kreise  A^  B  \n  C  und  D^ 
so  ist  jeder  Punkt  P  auf  der  gemeinschaftlichen  Sehne  .CD  ein  Punkt  mit 
gleichen  inneren  Potenzen  für  beide  Kreise,  denn  jede  dieser  Potenzen  ist  gleich 
PC'PD.  Umgekehrt  muss  jeder  Punkt  P  mit  der  verlangten  Eigenschaft  auf 
CD  li^en,  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würde  die  durch  C  und  P  gehende 
Gerade  die  Kreise  A^  B  in  zwei  verschiedenen  Punkten  E,  F  treffen  und  es 
müssle  dabei  PC'PFr=zPCPE,  also  PF=PE  sein,  was  nicht  möglich  ist. 

In  ganz  entsprechender  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  jeder  Punkt  auf  einer 
>rerlangerung  der  gemeinschaftlichen  Sehne  zweier  einander  schneidender  Kreise 
in  B>ezug  auf  die  letzteren  gleiche  äussere  Potenzen  hat,  sowie  umgekehrt,  dass 
jeder  Punkt  von  dieser  Eigenschaft  auf  einer  von  jenen  Verlängerungen  liegen 
muss. 

Man  nennt  den  geometrischen  Ort  aller  Punkte,  welche  in  Beziehung  auf 
zvei  gegebene  Kreise  gleiche  (und  gleichartige)  Potenzen  haben,  die  Potenz- 
linie oder  Chordale  dieser  Kreise.    Man  hat  hiemach  den  Satz: 

Die  Potenzlinie  zweier  einander  schneidender  Kreise  ist  die 
gemeinschaftliche  Secante  derselben. 

Dieser  Satz  behält  seine  Gültigkeit,  wenn  die  beiden  Durchschnittspunkte 
6ex  Secante  zusammenfallen,  d.  h.  wenn  letztere  zur  Tangente  wird,  oder 

Die  Potenzlinie  zweier  einander  berührender  Kreise  ist  die  durch 
den  Berührungspunkt  gehende  gemeinschaftliche  Tangente, 
was  sich  auch  sehr  leicht  unmittelbar  beweisen  lässt.     Dabei  macht  es  keinen 
Unterschied,  ob  die  Kreise  einander  von  aussen  oder  von  innen  berühren. 

Um  femer  allgemein  für  jede  Lage  zweier  Kreise  gegen  einander  die  Potenz- 
Unie  zu  bestimmen,  sei  P  ein  beliebiger  zu  den  Kreisen  A,  B  gehöriger  Punkt, 
der  in  Beziehung  auf  diese  gleiche  Potenzen  hat.  Liegt  P  ausserhalb  beider 
Kreise,  so  ziehe  man  eine  Tangente  PC  an  A  und  eine  Tangente  PD  an  B,  ver- 
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oder 


binde  P  mit  den  Nfittelpunkten 
A^  Bf  ziehe  femer  die  Berühnings- 
radien  AC,  BD  und  fiüle  endlich 
von  P  die  Senkrechte  PQ  auf  die 
Centrale  AB,    Dann  ist 

PO^PA^^AC* 
^PQ^-^AQ^-^AC*, 
PD^^PB^—BD^ 
^PQ^-^BQ^-^Bn^. 
Da  nun  der  Voraussetzung  zu- 
folge PC=^  PD  sein  muss,  so  ergieto 
sich  hieraus,  dass 
AQ^  ^AC^  =  PQ^  -h  BQ^  —  BD* 
AQ^^AC*^  BQ^'-BD* 

ist,  woraus  durch  Umstellung,  und  wenn  man  der  Kürze  halber  AC=^R,  BD  =  r 

setzt, 

AQ^^BQ^^R^^r* 

hervorgeht.     In   ganz   derselben  Weise   erhält   man   wenn  P  innerhalb 
Kreise  liegt,  mit  Hülfe  der  in  P  halbirten,  der  Voraussetzung  zufolge 
gleichen  Sehnen 

R*  —  AQ*  —  PQ*  =  r»  —  ^Ö*  —  ^Q^f 
woraus  wieder  leicht  AQ*  —  BQ*  =:R*  -^r*  folgt. 

Diese  somit  für  alle  Punkte  gleicher  Potenzen  in  Beziehung  auf  die  Kreise 
Af  B  geltende  Gleichung  fuhrt  nun  zu  folgenden  Folgerungen: 

Ist  R^=^r^  so  ist  AQ=^BQ]  bei  zwei  gleichen  Kreisen  halbirt  also  der 
Punkt  Q  stets  die  Centrallinie  AB.  Sind  dagegen  die  Kreise  ungleich  und 
bezeichne  R  den  grösseren  Radius,  so  ist  stets  AQ^BQ.  Hiemach  kann  Q 
nur  auf  demjenigen  Theile  der  durch  A  und  B  gehenden  Geraden  liegen« 
welcher  sich  vom  Halbirungspunkt  von  AB  aus  nach  der  über  den  Mittelpunkt 
B  des  kleineren  Kreises  gehenden  Richtung  erstreckt  Es  lässt  sich  nun  zeigen, 
dass  es  zu  je  zwei  gegebenen  Kreisen  A,  B  stets  einen  und  nur  einen  ein- 
zigen in  dieser  Weise  liegenden  Punkt  giebt,  für  welchen  die  DilTerenz  der  Qua- 
drate seiner  Abstände  von  A  und  B  den  constanten  Werth  R*  —  r*  besitzt. 
Denkt  man  sich  nämlich  einen  Punkt  Q  vom  Halbimngspunkt  von  AB  aus  in 
der  Richtung  über  B  stetig  auf  der  zugehörigen  Geraden  bewegt,  so  ist,  so  lan^ 
Q  zwischen  A  und  B  liegt,  AQ^BQ^  AB,  also  AQ*  —  BQ*  =  {AQ-BQ\ 
{AQ  -h  BQ)  ==^(AQ'-  BQ)  AB,  Da  der  Faktor  AB  hier  immer  denselben 
Werth  behält,  A(2  —  BQ  aber  um  so  grösser  wird,  je  kleiner  BQ  wird,  so  nimmt 
bei  der  Bewegung  von  Q  der  Werth  jener  Differenz  der  Quadrate  stetig  zu,  \» 
er  für  BQ=^0  gleich  AB*  wird.  Tritt  dann  Q  auf  die  Verlängerung  von  AIk 
so  wird  AQ  —  BQ  =  AB,  mithin  AQ* -- BQ*  =  AB  {AQ -h  BQ\  und  man 
sieht  leicht  ein,  dass  dieser  Ausdruck  mit  der  fortschreitenden  Bewegung  von  (J 
von  AB*  Ka  bis  in's  Unendliche  ohne  Unterbrechung  wächst  Zu  jeder  ander«» 
Lage  des  Punktes  Q  gehört  hiemach  ein  anderer  Werth  von  AQ*  --  BQ*,  und 
somit  giebt  es  stets  nur  einen  einzigen  solchen  Punkt  Q,  für  welchen  dieser 
Werth  gleich  R*  —  r*  ist 

Denkt  man  sich  nun  sämmtliche  Punkte  P,  F,  /*",  . . .,  welche  in  Beikhuof 
auf  die  Kreise  A,  B  gleiche  und  gleichartige  Potenzen  haben,  und  von  jedctu 
«Jrriirtbcn  die  Senkrechte  auf  AB  gefällt,  so  müssen  nach  dem  Vorstehenden 
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diese  Senkrechten  sämmtlich  die  Gerade  ^^  in  demselben  Punkte  Q  treffen, 
woraus  folgt,  dass  sie  zusammenfallen,  d.  h.  dass  alle  jene  Punkte  P,  P*  u.  s.  w. 
auf  einer  und  derselben,  zvl  AB  senkrechten  Geraden  liegen. 

Umgekehrt  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass,  wenn  Q  auf  AB  so  gewählt  ist, 
dass  AQ^  ^  BQ^  =^  R}  —  r^  ist,  alle  Punkte  der  in  Q  auf  AB  errichteten 
Senkrechten  in  Beziehtmg  auf  die  beiden  Kreise  gleiche  und  gleichartige  Potenzen 
haben  müssen.  Ist  z.  B.  P  ein  ausserhalb  beider  Kreise  liegender  Punkt  dieser 
Senkrechten,  so  führt  die  im  Vorigen  für  den  entsprechenden  Fall  gemachte 
Constniction  wieder  auf    PC^  =  PQ;^  ^  aQ^  —  AO, 

PD^  =  PQ^  -^  BQ^  —  BD^, 
mitiiin  PC^ --^  PD^  =  AQ^ -^  BQ^  —  R^ -^-r^. 

Da  nun  ^ö»  —  BQ^  =  ^«  —  r>,  so  folgt  PC^  —  PD^  =  0,  woraus  PC^PD 
henroigeht,  u.  s.  w. 

Jene  zur  Centrallinie  senkrechte  Gerade  ist  also  die  Potenzlinie  der  Kreise 
^  und  ^. 

Da  hiernach  die  Potenzlinie  zweier  Kreise  in  allen  Fällen  eine 
gerade  Linie  ist,  und  da  dieselbe  ferner  stets  auf  der  Centrallinie 
der  Kreise  senkrecht  steht,  so  genügt,  um  dieselbe  construiren  zu  können, 
die  Kenntniss  eines  einzigen  Punktes,  welcher  in  Beziehung  auf  die  beiden 
Kreise  gleiche  (gleichartige)  Potenzen  hat.  Kennl  man  zwei  Punkte  der  Potenz- 
Unie,  so  hat  man  zur  Constniction  dieser  letzteren  nur  die  Gerade  durch  die 
beiden  Punkte  zu  legen.  Im  Vorhergehenden  ist  gezeigt  worden,  wie  man  stets 
zwei  solche  Punkte  mittelst  eines  Paares  concentrischer  Kreise  finden  kann. 

Haben  zwei  Kreise  einen  Punkt  gemeinsam,  so  ist  derselbe  auch  ein  Punkt 
ihrer  Potenzlinie:  haben  dagegen  die  Kreise  keinen  gemeinsamen  Punkt,  so  kann 
auch  ihre  Potenzlinie  keinen  Punkt  mit  ihnen  gemein  haben  und  muss  also 
stets  ganz  ausserhalb  beider  liegen.  Dieser  Fall  tritt  also  ein,  sowol  wenn  jeder 
der  beiden  Kveise  ganz  ausserhalb  des  anderen,  wie  wenn  der  kleinere  ganz 
innerhalb  des  grösseren  liegt  Im  ersteren  Falle  müssen  die  Kreise  auf  verschiedenen 
Seiten  der  Potenzlinie  liegen,  diese  schneidet  also  die  Centrallinie  zwischen  den 
Mittelpunkten;  im  letzteren  Falle  dagegen  liegen  die  Kreise  auf  derselben  Seite 
der  Potenzlinie  und  diese  schneidet  die  Centrallinie  auf  ihrer  Verlängerung  über 
den  Mittelpunkt  des  kleineren  Kreises. 

Liegen  die  Kreise  A^  B  ganz  ausserhalb  einander,  so  ist  AQ  -h  BQ  =  AB. 
Bezeichnen  wir  der  Kürze  halber  die  Länge  der  Centrallinie  AB  durch  c,  so 
hat  man  also 

A»»  —  r»  =  AQ^  —  BQ^  =  {AQ  4-  BQ)  •  (AQ  —  BQ)  =  c  •  (AQ  —  BQ). 

Die  beiden  Gleichungen 

.^       r.^      ^»  — r» 
AQ^BQ^ 

AQ-^BQ^c 

(        R^-^r^X                   (         R^  —  r^\ 
fuhren  nun  zu  AQ  =  Mc-i 1;  BQ  =  Uc 1. 

Liegt  dagegen  der  Kreis  B  ganz  mnerhalb  des  Kreises  A,  so  ist  AQ  —  BQ 
=  f,  woraus 

AQ^BQ^ ^ 

(R^  —  r*         \                   (R^  —  r*         \ 
h  r j,  BQ  =  \\ c\  folgt    Die  ersteren 

Fonnebs  gelten  übrigens  offenbar  für  alle  Fälle,  in  denen  Q  zwischen  A  und  B 
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liegt,  die  letzteren  für  alle  übrigen  Fälle.    Beide  lassen  sich  in  die  folgenden 
vereinigen: 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  im  Einzelnen  noch  Folgendes: 

Ist  ^  =  0,  so  ist  AQ  =  oo,  d.  h.  die  Potenzlinie  zweier  concentrischen  Kreise 
liegt  im  Unendlichen. 

Wächst  c  von  0  bis  ^  —  r,  so  nimmt  AQ  von  oo  bis  Ä  ab.  Bewegt  sich  also 
der  Mittelpunkt  B  in  gerader  Linie  von  A  bis  zur  Berührung  der  Kreise  von  innen, 
so  bewegt  sich  die  Potenzlinie  in  entgegengesetzter  Richtung  (und  einander 
parallelen  Lagen)  aus  dem  Unendlichen  bis  zur  Tangente  A. 

Wächst  c  weiter  von  J^  —  r  bis  ^  -h  r,  so  bewegt  sich  die  Potenzlinie 
zunächst  in  gleicher  Weise  in  der  entgegengesetzten  Richtung  fort,  indem  sie  den 
Kreis  A  schneidet,  und  zwar  so  lange  bis  B  von  A  unter  einem  Durchmesser 
geschnitten  wird,  d.  h.  bis  c^  ^=  R^  —  r*  oder,  was  dasselbe  ist,  AQ  =  c  lA. 
Die  Potenzlinie  geht  dann  durch  den  Mittelpunkt  B  selbst.  Von  da  an  nimmt 
AQ  wieder  zu,  d.  h.  die  Potenzlinie  entfernt  sich  wieder  von  A  und  wird,  wie 
schon  bekannt,  Air  ^  +  r  wieder  zur  Tangente. 

Wächst  c  noch  über  J?  -H  r,  so  wächst  auch  AQ,  und  zwar  von  Ä  bis  <». 

Es  giebt  also  stets  zwei  Lagen  desselben  beweglichen  Kreises  B,  in  denen 
er  mit  dem  Kreise  A  dieselbe  Potenzlinie  hat;  nur  in  dem  Fall,  dass  die  Potenz- 
linie durch  den  Mittelpunkt  B  geht,  fallen  beide  Lagen  zusammen.  Sind  S, 
B"  zwei  solche  zusammengehörige  Lagen  des  Mittelpunktes  B,  so  ist  BQ  nm 
B**Q  von  gleicher  Länge  und  entgegengesetzter  Richtung.  Hiemach  ergiebt  sich 
die  Aufgabe,  zu  einem  gegebenen  Kreis  und  einer  gegebenen  Geraden  als  Potenz* 
linie  desselben  mit  einem  zweiten  Kreis  diesen  zweiten  Kreis  zu  constniiren, 
wenn  ausserdem  der  Radius  des  letzteren  gegeben  ist,  als  eine  im  Allgemeinen 
zweideutig  bestimmte.  Ihre  Auflösung  bedarf  für  die  besonderen  Fälle,  in  denen 
die  Potenzlinie  den  gegebenen  Kreis  schneidet  oder  berührt,  keiner  weiteren 
Erörterung.  Im  anderen  Fall  kann  dieselbe  durch  Construction  von  BQ  aus  der 
Gleichung  AQ^  —  BQ^  ^  R^  ^  r^  (bezw.  BQ^  —  AQ^  =  ^«  —  r«)  gefunden 
werden,  dai  AQ  als  die  von  A  auf  die  Potenzlinie  gefällte  Senkrechte,  sowie  R 
und  r  bekannt  sind.  —  Ist  der  Radius  des  gesuchten  Kreises  B  nicht  gegeben, 
so  giebt  es  unzählig  viele  Kreise,  welche  mit  A  dieselbe  gegebene  Poteiulinie 
haben.  Ihre  Mittelpunkte  liegen  sämmtlich  auf  der  durch  A  senkrecht  zur  Potenz- 
linie gelegten  Geraden.  Schneidet  beispielsweise  die  Potenzlinie  den  gegebenen 
Kreis,  so  genügt  die  ganze  Schaar  der  durch  dieselben  zwei  Durchschnittspunkte 
gehenden  Kreise  der  Forderung.  Das  Gleiche  gilt  von  allen  den  Kreis  A  in 
demselben  Punkte  wie  eine  gegebene  Potenzlinie  berührenden  Kreisen. 

4.  Sind  drei  Kreise  A,  B,  C  gegeben,  so  erhält  man  durch  Verbindung 
derselben  zu  je  zweien  drei  Potenzlinien.  Der  Durchschnittspunkt  irgend  einer 
derselben,  z.  B.  der  Potenzlinie  von  A  und  B,  mit  einer  zweiten,  z.  B.  der  Potenz- 
linie von  A  und  C,  hat  die  Eigenschaft,  dass  seine  Poteiu  in  Beziehung  auf  A 
gleich  seiner  Potenz  in  Beziehung  auf  B  und  auch  gleich  seiner  Potenz  in  Be- 
ziehung auf  C  ist  Daher  muss  auch  seine  Potenz  für  B  gleich  seiner  Potem 
für  C  d.  h.  er  muss  auch  ein  Punkt  der  Potenzlinie  von  B  und  C  sein.  Daher 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  drei  Potenzlinien  dreier  Kreise  schneiden  einander  in  einem 
und  demselben  Punkte. 
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Dieser  Punkt  heisst  der  Potenzpunkt  oder  das  Potenzcentrum  der  drei 
Kreise. 

Im  engeren  Sinne  existirt  ein  solcher  Punkt  nur  dann,  wenn  die  Mittelpunkte 
der  drei  Kreise  A,  B^  C  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  denn  nur  in  diesem  Falle 
schneiden  die  drei  Potenzlinien  einander  in  einem  endlichen  Punkte.  Liegen 
dagegen  die  drei  Mittelpunkte  in  einer  Geraden,  so  sind  im  Allgemeinen  die 
drei  Potenzlinien  einander  parallel,  der  Potenzpunkt  liegt  also  im  Unendlichen. 
Im  bestmderen  Falle  können  dann  auch  die  Potenzlinien  in  eine  und  dieselbe 
Gerade  zusammenfallen;  dies  ist  der  schon  vorher  erwähnte  Fall,  in  welchem 
zwei  (oder  mehr)  Kreise  mit  demselben  dritten  eine  gemeinschaftliche  Potenzlinie 
haben. 

Der  vorstehende  Satz  vom  Potenzpunkt  enthält  eine  grosse  Anzahl  specieller 
Satze  als  besondere  Fälle  in  sich,  von  denen  folgende  beispielsweise  Anführung 
verdienen: 

Schneiden  drei  Kreise  einander  wechselseitig,  so  schneiden  ihre  drei  gemein- 
schaftlichen Sehnen  einander  in  demselben  Punkte.  —  Berührt  jeder  von  drei 
Kreisen  die  beiden  anderen,  so  gehen  die  durch  die  Berührungspunkte  gelegten 
gemeinschaftlichen  Tangenten  durch  einen  und  denselben  Punkt  —  Berührt 
ein  Kreis  jeden  von  zwei  einander  schneidenden  Kreisen,  so  liegt  der 
Durchschnittspunkt  der  durch  die  Berührungspunkte  gehenden  gemeinschaftlichen 
Tangenten  auf  der  gemeinschaftlichen  Secante.  —  Für  alle  Kreise,  welche 
zwei  gegebene  Kreise  schneiden  (oder  berühren)  liegen  die  Durchschnittspunkte 
der  beiden  gemeinschaftlichen  Sehnen  (oder  der  entsprechenden  Tangenten) 
in  einer  einzigen  Geraden,  nämlich  der  Potenzlinie  jener  beiden  gegebenen 
Kreise. 

Man  erhält  insbesondere  hierdurch  auch  eine  sehr  bequeme  Methode  der 
Construction  der  Potenzlinie  zweier  Kreise.  Zeichnet  man  nämlich  einen  belie- 
iMgen,  jene  beiden  schneidenden  Kreis  und  bestimmt  den  Durchschnittspunkt 
der  Zugehörigen  gemeinschaftlichen  Secanten,  so  ist  derselbe  ein  Punkt  der 
Potenzlinie,  wonach  das  Uebrige,  wie  früher  gezeigt,  leicht  ist. 

5.  Denkt  man  sich  den  Radius  eines  Kreises  stetig  abnehmend,  so  kann  der 
Mittelpunkt  als  die  Grenze  betrachtet  werden,  welcher  sich  der  Kreis  ohne  Ende 
nähert  In  diesem  Sinne  kann  man  sagen,  dass  ein  Punkt  als  ein  Kreis  mit  dem 
Radius  Null  angesehen  werden  dürfe.  Man  kann  daher  auch  die  vorstehenden 
Untersuchungen  auf  die  Fälle  ausdehnen,  dass  ein  oder  mehrere  Kreise  sich  auf 
Punkte  reduciren. 

Hiernach  hat  man  unter  der  Potenz  eines  Punktes  P  in  Beziehung  auf  einen 
gegebenen  Punkt  A  das  Quadrat  der  Entfernung  beider  Punkte  von  einander  zu 
verstehen.  Der  geometrische  Ort  der  Punkte,  welche  in  Beziehung  auf  den 
gegebenen  Punkt  A  die  gegebene  Potenz  r^  haben,  ist  also  der  mit  einem  Ra- 
dius gleich  r  um  A  beschriebene  Kreis. 

Die  Potenzlinie  eines  Kreises  A  und  eines  Punktes  B  ist  der  geometrische 
Ort  der  Punkte,  die  in  Beziehung  auf  diesen  Kreis  und  diesen  Punkt  gleiche 
Potenzen  haben.  Um  dieselbe  zu  bestimmen,  hat  man  nur  die  entsprechenden 
vorstehenden  Entwicklungen  mit  der  Abänderung  zu  wiederholen,  dass  der  Radius 
r  des  kleineren  Kreises  in  denselben  gleich  Null  gesetzt  wird.  Die  gesuchte 
Potenzlinie  ist  eine  (x^erade  und  steht  senkrecht  zu  der  Verbindungslinie  des 
Punktes  B  mit  dem  Mittelpunkt  des  Kreises  A.  Liegt  B  auf  dem  Kreise  A,  so 
ist  die  Potenzlinie  die  durch  B  gehende  Tangente  des  Kreises;  in  allen  anderen 


372 


Planimetrie. 


Fällen  liegt  die  Potenzlinie  ganz  ausserhalb  des  Kreises.    Ist  B  insbesondere  der 
Mittelpunkt  von  A,  so  liegt  die  Potenzlinie  im  Unendlichen. 

Die  Potenzlinie  zweier  Punkte  A,  B  ist  die  auf  der  Verbindungsstreckc  AB 
in  ihrem  Halbirungspunkte  senkrechte  Gerade. 

Die  drei  Potenzlinien  zweier  Kreise  und  eines  Punktes  oder  eines  Krdses 
und  zweier  Punkte  oder  dreier  Punkte  schneiden  einander  in  einem  und  dem- 
selben'Punkte,  welcher  der  Potenzpunkte  der  Kreise  oder  Punkte  genannt  winl 
Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  derselbe,  wie  im  entsprechenden  vorhergehenden 
Falle. 

Für  den  Fall  dass  drei  Punkte  gegeben  sind,  reducirt  sich  der  vorstehende 
Satz  auf  den  bekannten,  dass  die  drei  Mittelsenkrechten  der  Seiten  eines  jeden 
Dreiecks  einander  in  einem  und  demselben  von  den  Eckpunkten  gleichweit  ent- 
fernten Punkte  schneiden.  Ist  ein  Kreis  nebst  zwei  auf  demselben  liegenden 
Punkten  gegeben,  so  hat  man  den  ebenfalls  schon  bekannten  Satz:  Je  zirci 
Tangenten  eines  Kreises,  welche  einander  schneiden,  sind  —  von  den  Berührungs- 
punkten bis  zum  Durchschnittspunkt  gerechnet  —  gleich  lang,  und  ihr  Durcb- 
schnittspunkt  liegt  auf  der  zur  Verbindungssehne  der  Berührungspunkte  senk- 
rechten (daher  auch  durch  den  Mittelpunkt  gehenden)  Geraden.  Noch  andere 
besondere  Fälle  sind  in  grosser  Anzahl  leicht  zu  entwickeln. 

6.  Da  die  Potenzlinie  zweier  Kreise,  soweit  sie  ausserhalb  der  letzteren  liegt, 
der  geometrische  Ort  aller  Punkte  ist,  von  denen  man  an  die  beiden  Kreise 
gleichlange  Tangenten  ziehen  kann,  so  folgt,  dass  auf  ihr  die  Halbirungspunkte 
sämmtlicher  den  beiden  Kreisen  gemeinschaftlicher  (durch  ihre  Berührungspunkte 
begrenzter)  Tangenten  liegen  müssen.  Man  hat  bekanntlich,  je  nachdem  die  Kreise 
ganz  ausserhalb  einander  liegen,  einander  von  aussen  berühren,  einander  schneideD 
oder  einander  von  innen  berühren,  vier,  drei,  zwei  oder  eine  solche  Tangente 
und  demnach  die  Sätze,  dass  im  ersten  Fall  die  vier  betreffenden  Halbirungs- 
punkte der  zwei  äusseren  und  der  zwei  inneren  Tangenten  in  einer  zu  der  Cen- 
trale senkrechten  Geraden  liegen,  im  zweiten  Fall  die  Halbirungspunkte  der 
beiden  äusseren  Tangenten  auf  der  einen  inneren,  im  dritten  die  Halbirungs- 
punkte der  beiden  nur  noch  vorhandenen  äusseren  Tangenten  auf  der  gemein- 
schaftlichen Secante  liegen. 

Man  könnte  hierauf  eine  weitere  Methode  der  Construction  der  Potenzlinie 
zweier  Kreise  gründen,  welche  jedoch  weitläufiger  sein  würde,  als  die  zuletz: 
gefundene,  und  ausserdem  den  Nachtheil  hätte,  dass  sie  auf  den  Fall,  dass  der 
eine  Kreis  ganz  innerhalb  des  anderen  liegt,  keine  unmittelbare  Anwendung: 
finden  könnte.     Wichtiger  erscheint  diese  Art  der  Behandlung,    wenn  der  eine 

Kreis  auf  einen  Punkt  reducirt  ist   Der  obige 
Satz  geht  dann  in  den  folgenden  über: 

Die  Potenzlinie  eines  Kreises  und 
eines  ausserhalb  desselben  gelegener 
H   Punktes  halbirt  die  beiden  von  dem 
Punkt   an   den  Kreis   gehenden  Tan- 
genten. 

Zieht  man  femer  die  Berührm^ 
sehne  EF  zu  den  von  einem  Punkte  D 
ausserhalb  eines  Kreises  M  an  diesen  gehenden  Tangenten  DE,  DF.  so  ist 
diese,  weil  zu  der  Centrale  DM  senkrecht,  zu  der  Potenzlinie  des  Punktes  D 
und  des  Kreises  M  parallel.    Der  Abstand  des  Punktes  C,  in  welchem  die  B^ 
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rahnmgssehne  die  Centrale  schneidet,  von  dem  Punkte  D  wird  daher  ebenso, 
wie  die  Tangenten,  von  der  Potenzlinie  halbirt. 

Da  also  die  Potenzlinie  die  Mittelsenkrechte  zu  CD  ist,  so  muss  ihr  Durch- 
schnittspunkt G  mit  DE  von  C  und  D  gleichweit  entfernt  sein.  Es  ist  mithin 
auch  GE=^GQ  also  G  ein  Punkt,  welcher  in  Beziehung  auf  den  Kreis  ^und 
den  Punkt  C  gleiche  Potenzen  hat  Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Potenzlinie 
von  M  und  D  zugleich  die  Potenzlinie  von  M  und  C  ist,  oder  der  Satz: 

Die  Potenzlinie  eines  Kreises  und  eines  innerhalb  desselben 
liegenden  Punktes  Chalbirt  die  beiden  Tangenten,  deren  Berührungs- 
sehne in  dem  Punkte  C  halbirt  wird. 

Es  lässt  sich  dieser  Satz  mit  dem  vorhergehenden  vereinigen.  Aus  §  78  ist 
bekannt,  dass  die  Punkte  C  imd  D,  welche,  wie  eben  gezeigt,  dieselbe  Potenz- 
linie mit  dem  Kreise  M  haben,  den  durch  C  gehenden  Durchmesser  harmonisch 
theilen.    Daher  gilt  der  Satz: 

Die  Potenzlinie  eines  Kreises  und  eines  Punktes  halbirt  den  Ab- 
stand dieses  Punktes  von  dem  ihm  zugeordneten  harmonischen 
Theilpunkt  des  durch  ihn  bestimmten  Durchmessers. 

Hiemach  kann  die  Construction  der  Potenzlinie  eines  Kreises  und  eines 
Punktes  auf  verschiedene  Weisen  ausgeführt  werden.  Auf  die  Halbirung  der 
Tangenten  führt  die  Anwendung  des  Potenzpunktes.  Um  mit  Hülfe  desselben 
die  Potenzlinie  eines  Kreises  M  und  eines  Punktes  D  zu  construiren,  kann  man 
einen  Kreis  zeichnen,  der  durch  D  geht  und  M  schneidet  (oder  berührt).  Die 
gemeinschaftliche  Sehne  beider  Kreise  und  die  in  D  an  den  Hülfskreis  gelegte 
Tangente  müssen  sich  als  betreffende  Potenzlinien  in  dem  zugehörigen  Potenz- 
punkt schneiden,  welcher  also  ein  Punkt  der  gesuchten  Potenzlinie  ist.  Noch 
einfacher  nimmt  man  auf  M  irgend  einen  anderen  Punkt  H  an  und  bestimmt 
das  Potenzcentrum  von  M,  D  und  H  mittelst  der  in  ^  an  -^  gelegten  Tangente 
und  der  Mittelsenkrechten  von  D  und  H.  Da  die  Wahl  von  H  willkürlich  ist, 
so  kann  man  für  einen  äusseren  Punkt  D  den  Berührungspunkt  einer  von  D  an 
M  gelegten  Tangente  wählen,  und  man  sieht,  dass  man  dann  auf  den  Satz 
zurückkommt,  nach  welchem  der  Halbirungspunkt  dieser  Tangente  ^inj  Punkt 
der  gesuchten  Potenzlinie  ist.  .  1 1  j  o I •  > ' I   j 1 0 r i [j i< / 

7.  Die  Potenzlinie  zweier  Kreise  ist  femer,  soweit  .sie  fausfierhulb. den  letotere»! 
liegt,  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  allöß  Kf  eise, jlw^ldhei^dierlböiden  gege- 
benen zugleich  rechtwinkelig  schneideai(i)Eaitsps6eh«äd  istudierPoteniflinitletneiSj 
Kreises  und  eines  Punktes  der  gesiaKittiseherOrtr'deil t Mittelpunkte  >ä/l/lefrtKjeitafr' 
welche  den  gegebeneniKjdisirächlJwiQkeUgIschindiddn  iund.^duifo^ 
Punkt  gehen.  r>li)de:iPDteiiiAiniie/zw«ierjPAifflk^Tifti^  dibses>>;Weji80[(it<tf:iden  berf 
kanntenjgftbmetiDisahexirfOcbtidffD  Mittelplui^kte  rd^rjenigomrKfQise^  «ütück/j^A^eiokH 

dshtfa idie  iMdebiPlinkti^  )geiaeprr( >I    rjb'jj   ^Ki;b   f>nij   bün   nidliid   hrw;   M'jtiirrff  )^iy  : 

9ab«ndt>iSiinennKT6tfe>,jm>  hcsohceiben, ,  dtir:Li>v/ei  jgfogebene  KdreisctloiQsQhtwiDkbUg 
schneide, ,  AnannY«)r)sein  MittelpuDlof  )iattt>reinei>I)gQgriStnfinnUni6t  lie^foif  I  scüiiKioc 
b>:a^idDurc}uNibiQiftlk'poriktira;ufiiet^  od»  c^i6dniiyb(iiiib)<{g^ebfth> 

ist    Die  eatlpoochietiäQ^  fAu^ttberi  )ki$iMMttrigUästr5i/telxlettßfÜ]b«^^ 
abcintgogf^bcncif)r£areis  ixechtwinkieiigf  0  schsieiden  9ünJi7/di;B[ifa;i«ilieiipfgegßbknen 
Biü4t;lgeheniiBäli3tnDr)   n'>bnDf{o>»   oh/l    ^.^/jib   rfriiib   lab   n\   ^^A^VA   <ji\\^   ntjIo*J 
i'jn  BicdEoUbnzKnife  B^ei^jcftiande^I  scbnstdendeabKreiaei  iädo  ftmi^ ,  t^cnvfeitiriäft 
innerhalb  der  Kreise  liegt  (also  die  gemeinschaftlichcbffiahäje  ndearriKs^s^^  «dtfU 
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geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  von  den  beiden  gegebenes 
zugleich  unter  Durchmessern  geschnitten  werden.  Hiemach  lassen  sich  den  vor- 
stehenden analoge  Aufgaben  über  Kreise  dieser  letzteren  Art  bilden  und  losen. 
Das  Potenzcentrum  führt  endlich  unmittelbar  zur  Auflösung  folgender  Auf- 
gaben: Einen  Kreis  zu  construiren,  der  a)  drei  gegebene  Kreise  zugleich  recht- 
winkelig schneide  oder  b)  von  jedem  von  drei  gegebenen  (einander  säramtlicb 
schneidenden)  Kreisen  unter  einem  Durchmesser  geschnitten  werde,  oder  c)  rwa 
gegebene  Kreise  rechtwinkelig  schneide  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe 
oder  c)  einen  gegebenen  Kreis  rechtwinkelig  schneide  und  durch  zwei  gegebene 
Punkte  gehe. 

§  81.    Pole  und  Polaren. 

1.  Je  zwei  Punkte  C,  Z>,  welche  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt  Af  eines 
Kreises  gehenden  Geraden  und  auf  derselben  Seite  von  M  so  liegen,  dass  das 
Rechteck  aus  ihren  Abständen  von  M  gleich  dem  Quadrat  des  Radius,  also 

ist,  heissen  einander  zugeordnete  Pole  des  Kreises  M. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  ohne  Weiteres:  Ist  einer  der  Fak- 
toren MC,  MD  kleiner  als  der  Radius  r,  so  ist  der  andere  grösser  als  r  und 
umgekehrt;  ist  einer  derselben  gleich  r,  so  ist  auch  der  andere  gleich  r.  Von 
zwei  einander  zugeordneten  Polen  eines  Kreises  liegt  also  der  eine  inneibalb, 
der  andere  ausserhalb  des  letzteren,  oder  es  fallen  beide  in  einem  Punkte  des 
Kreises  zusammen.  Im  Folgenden  soll  im  Allgemeinen  MC  <  r  und  also  MD 
>  r  angenommen  werden. 

Ist  J/C=0,  so  ist  MI>=^oo]  wächst  MC,  so  muss  MI>  abnehmen.  Äfit 
anderen  Worten:  Dem  Mittelpunkte  des  Kreises  ist  ein  unendlich  entfernter  Punkt 
zugeordnet;  bewegt  sich  der  innere  Punkt  vom  Mittelpunkt  bis  zum  Kreise,  so 
bewegt  sich  der  äussere  Punkt  ihm  entgegengesetzt  aus  dem  Unendlichen  bis  zum 
Kreise.     Selbstverständlich  gelten  auch  die  Umkehrungen  dieser  Sätze. 

Die  so  eben  unmittelbar  aus  der  obigen  Gleichung  abgelesenen  Beziehungen 
zwischen  C  und  D  ergeben  sich  auch  daraus,  dass  nach  §  78  je  zwei  zuge- 
ordnete Pole  eine's  Kreises  den  zu  ihnen  gehörigen  Durchmesser  des 
letzteren  harmonisch  theilen. 

Umgekehrt  sind  jede  zwei  einander  zugeordnete  harmonische  Theilpunkte 
eines  Durchmessers  auch  einander  zugeordnete  Pole  des  Kreises.  Femer  ergiebt 
sich  ohne  Weiteres  aus  früheren  Entwicklungen,  dass  je  zwei  einander  zugeord- 
nete Pole  in  Beziehung  auf  ihren  Kreis  eine  gemeinschaftliche  Potenzlinic  haben 
und  umgekehrt,  dass  die  Berührungssehne  der  von  dem  äusseren  Pol  an  des 
Kreis  gehenden  Tangenten  von  der  zugehörigen  Centrallinie  in  dem  inneren  Pol 
geschnitten  und  halbirt  wird  und  dass  jeder  Kreis,  welcher  durch  zwei  einander 
zugeordnete  Pole  geht,  den  zu  letzteren  gehörigen  Kreis  rechtwinkelig  schneidet 
Endlich  ergiebt  sich  auch  die  Aufgabe,  zu  einem  gegebenen  inneren  oder 
äusseren  Punkt  für  einen  Kreis  den  zugeordneten  Pol  zu  construiren,  als  nur 
eine  verschiedene  Form  einer  Aufgabe  über  harmonische  Theüung  einer  gt^ 
benen  Strecke  und  kann  daher  auf  mannigfache  Weisen  gelöst  werden. 

Diejenige  Gerade,  welche  in  dem  einen  von  zwei  einander  zogeoidnetei 
Polen  eines  Kreises  zu  der  durch  diese  Pole  gehenden  Centrallinie  senkrecht 
steht,  heisst  die  Polare  zu  dem  anderen  Pol.  Umgekehrt  heisst  letzterer  der 
Pol  der  genannten  Geraden. 
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Die  Polare  eines  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Punktes  geht  hiemach 
durch  die  Berührungspunkte  der  von  dem  Punkt  an  den  Kreis  gezogenen  Tan- 
genten, die  Polare  eines  auf  dem  Kreise  liegenden  Punktes  ist  die  durch  diesen 
Punkt  gehende  Tangente,  die  Polare  eines  innerhalb  des  Kreises  liegenden 
Punktes  liegt  ganz  ausserhalb  des  Kreises  und  geht  durch  den  Durchschnitts- 
punkt  der  beiden  Tangenten,  deren  Berührungssehne  in  ihrem  Pol  halbirt  wird. 
Die  Polare  des  Mittelpunkts  ist  eine  beliebige  in  unendlicher  Entfernung  gedachte 
Gerade.  Jeder  Durchmesser  des  Kreises  ist  die  Polare  des  auf  der  zu  ihm  senk- 
rechten Centrale  in  unendlicher  Entfernung  gedachten  Punktes.  —  Nähert  sich 
em  Punkt  dem  Kreise,  so  rückt  auch  seine  Polare  demselben  näher  und  umge- 
kehrt —  Die  Aufgaben,  zu  einem  Kreis  und  einem  Punkt  die  Polare  des  letzteren 
und  umgekehrt  zu  der  gegebenen  Polare  und  dem  Kreis  den  Pol  zu  construiren, 
bedürfen  keiner  weiteren  Erläuterung. 

2.  Es  sei  ^  ein  beliebiger  Punkt  und  MN  seine  Polare  in  Beziehung  auf  den 
Kreis  K.  Zieht  man  nun  durch  A  eine 
beliebige  Gerade  und  fällt  auf  dieselbe 
vom  Mittelpunkt  K  die  Senkrechte  KP^ 
welche  MN  in  Q  schneide,  so  ist,  wenn 
B  der  zu  A  zugeordnete  Pol,  also  KB 
senkrecht  zu  MNväi,  Z  KBQ  =  Z.  KPA 
=  R  und  daher  A  KBQ  <x>  t^KPA, 
Hieraus  folgt: 

KB :  KQ^KP:  KA  oder 
KA'KB=KP'KQ. 

Da    nun    nach    der    Voraussetzung 
KA '  KB  =  r^,  so  ist  auch 
KP'KQ=^r^, 
d.  h.  P  und  Q  sind  ebenfalls  einander 
zugeordnete  Pole  "des  Kreises  K  und  AP 
ist  also  die  Polare  von  Q. 

Hieraus  folgt:  Die  Pole  aller  Ge- 
raden, die  einander  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  A  schneiden,  liegen  in 
einer  Geraden,  nämlich  in  der  Polare 
dieses  Punktes  A,  oder  dreht  sich  eine 
Gerade  um  einen  festen  Punkt  derselben, 
so  bewegt  sich  ihr  Pol  auf  der  Polare 
dieses  Punktes. 

^nmmt  man  umgekehrt  auf  der 
Polare  eines  Punktes  A  ausser  dem  zu- 
geordneten Pol  B  des  letzteren  einen 
zweiten  Punkt  Q  an,  so  folgt  in  gleicher 
Weise,  dass  die  Polare  von  Q  durch  A 
gehen  muss,  oder  bewegt  sich  ein  Punkt  auf  der  Polare  eines  andern,  so  dreht 
sich  seine  Polare  um  diesen  letzteren  Punkt. 

Sind  also  Q  und  Q'  zwei  beliebige  Punkte  und  construirt  man  zu  jedem 
derselben  den  zugehörigen  Pol  P,  P  in  Beziehung  auf  den  Kreis  K  und  die 
zugehörige  Polare,  und  sei  A  der  Durchschnittspunkt  dieser  Polaren,  so  muss 
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sowol  Q  als  auch  Q'  auf  der  Polare  des  Punktes  A  liegen,  also  muss  die  Gerade 
QQ*  diese  Polare  sein. 

Die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  ist  hiernach  die  Polare  des 
Durchschnittspunktes  der  Polaren  jenerPunkte,  und  derDurchschnitts* 
punkt  zweier  Geraden  ist  der  Fol  der  Verbindungslinie'der  zu  jenen 
Geraden  gehörigen  Pole.  —  Umgekehrt,  ist  der  Durchschnittspunkt  zweier 
Geraden  der  Pol  einer  dritten  Geraden,  so  geht  diese  dritte  durch  die  Pole  der 
beiden  ersten. 

Als  besondere  Fälle  ergeben  «ich  aus  dem  Vorstehenden  ohne  Weiteics 
folgende  Sätze: 

Liegen  die  Scheitel  mehrerer  Winkel,  deren  Schenkel  einen  Kreis  berühren, 
in  gerader  Linie,  so  schneiden  die  zugehörigen  Berührungssehnen  einander  in 
einem  einzigen  Punkt 

Zieht  man  umgekehrt  durch  einen  und  denselben  Punkt  beliebig  viele  Sehnen 
und  durch  die  Endpunkte  einer  jeden  der  letzteren  die  Tangenten  an  den  Kreis, 
so  liegen  die  Durchschnittspunkte  aller  solcher  Tangentenpaare  in  gerader  Linie. 
3.  Zieht  man  durch  einen  Punkt  B  eine  Sehne  C£>  in  einen  Kreis  AT,  welche 
(nöthigenfalls  verlängert)  von  der  Polare  des  Punktes  B  in  £  geschnitten  werde, 
so  sind,  wenn  A  der  zugeordnete  Pol  und  FG  der  zugehörige  Durchmesser 
des  Punktes  B  ist,  die  Linien  DF,  DG  und  DB,  DA  vier  harmonische  Strahlen. 

Da  nun  DG  auf  dem  zugeordneten  Strahl 
DF  senkrecht  steht,  so  muss  DG  den 
Winkel  BDA  der  beiden  anderen  Strahlen 
halbiren.  Aus  der  Gleichheit  der  Peripherie- 
winkel CDG,  GDH  folgt  aber  die  Gleich- 
heit der  zugehörigen  Bogen,  bezw.  Sehnen 
CG  und  GH,  und  die  darm  leicht  zu  be- 
weisende Congruenz  der  Dreiecke  CGA  und 
GHA  führt  zu  der  Folgen^pg,  dass  auch  die 
Winkel  CAG,  HAG  einander  gleich  sind 
Da  ausserdem  die  Polare  AE  zu  dem  Strahl  AG  senkrecht  ist,  so  sind  AE, 
AB  und  AC,  AH  ebenfalls  vier  harmonische  Strahlen  und  müssen  daher  die 
Secante  DE  \n  vier  harmonischen  Punkten  schneiden.  Somit  ergiebt  sich  der 
Satz: 

Jede  durch  einen  Pol  gezogene  Sehne  eines  Kreises  wird  durch 
diesen  Pol  und  seine  Polare  harmonisch  getheilt 

In  der  Figur  zu  dem  vorstehenden  Beweis  ist  der  Fall  vorausgesetst,  dass  B  innerhalb 
des  Kreises  liegt.  Für  den  entgegengesetzten  Fall  wird  der  Leser  hier,  wie  bei  anderen  Sätzca 
dieses  Kapitels,  leicht  die  entsprechende  Figur  construiren,  sodass  derselbe  Beweis  ohne  Acndcmng 
des  Worüauts  seine  Gültigkeit  behält 

Umgekehrt  muss  jeder  von  zwei  harmonischen  Theilpunkten  einer  beliebigen 
Sehne  CD  eines  Kreises  auf  der  zu  dem  anderen  Theilpunkt  als  Pol  gehörigen 
Polare  liegen,  wie  nun  leicht  indirekt  bewiesen  werden  karm. 

Man  versteht  unter  einander  zugeordneten  harmonischen  Polen  in  Beziehung 
auf  einen  Kreis  K  im  weiteren  Sinne  jede  zwei  Punkte  B,  £,  welche  eine  Sehne 
DC  des  Kreises  harmonisch  theilen.  Hiemach  hat  jeder  Punkt  B  unendlich 
viele  ihm  zugeordnete  Pole  in  Beziehung  auf  denselben  Kreis,  da  durch  B  un- 
endlich viele  Sehnen  gelegt  werden  körmen.  Aus  dem  vorstehenden  SaU  gebt 
hervor,  dass  alle  diese  einem  und  demselben  Punkte  B  zugeordneten  Pole  auf 
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dner  Geraden  liegen,  nämlich  auf  der  Polare  von  B^  oder  dass  diese  Polare 
(bezw.y  wenn  B  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  der  innerhalb  des  letzteren  liegende 
Theil  derselben)  der  geometrische  Ort  aller  dem  Pole  B  zugeordneten  Pole  im 
weiteren  Sinne  ist 

Zieht  man  demnach  durch  einen  Punkt  zwei  beliebige  Sehnen  und  bestimmt 
zu  jeder  derselben  den  jenem  Punkt  zugeordneten  hs^rmonischen  Theilpunkt,  so 
ist  die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Theilpunkte  die  Polare  des  ersten  Punktes. 
Durch  Verbindung  der  Endpunkte  zweier  durch  einen  und  denselben  Punkt 
in  den  Kreis  gezogenen  Sehnen  entsteht  ein' dem  Kreise  einbeschriebenes  Viereck. 
Es  sei  zunächst  jener  Punkt  G  ein  innerhalb  des  Kreises  K  liegender,  A  C  und 
BD  seien  die  durch  ihn  gezogenen 
Sehnen,  und  das  Viereck  AB  CD 
werde  zum  vollständigen  Vierseit 
eigänzt  Dann  trifft,  wie  früher  ge- 
zeigt, die  Verlängerung  der  inneren 
Diagonale  AC  die  äussere  Diagonale 
EF  in  dem  zu  G  zugeordneten  har- 
monischen Theilpunkte  /;  die  Polare 
von  G  muss  also  durch  /  gehen. 
Ebenso  trifit  die  Verlängerung  der 
inneren  Diagonale  BD  die  äussere 
EF  in  dem  zu  G  zugeordneten 
Theilpunkte  H  von  EF\  die  Polare 
von  G  muss  also  auch  durch  H  gehen.  Diese  Polare  ist  also  die  durch  /  und 
H  gehende  Gerade  EF^  und  man  hat  den  Satz: 

Der  Durchschnittspimkt  der  inneren  Diagonalen  jedes  einem  Kreise  einbe- 
schriebenen vollständigen  Vierseits  ist  der  Pol  der  äusseren  Diagonale. 

Daher  muss  femer  die  Polare  des  auf  dieser  Geraden  liegenden  Punktes  F 
durch  diesen  Pol  gehen,  und  zieht  man  noch  EG^  welche  Linie  ^C  in  dem 
zu  F  zugeordneten  harmonischen  Theilpunkte  L  schneiden  muss,  so  ergiebt  sich, 
dass  die  Polare  von  F  auch  durch  L  gehen  muss,  dass  also  EG  die  Polare 
von  F  ist  Selbstverständlich  kann  man  in  gleicher  Weise  zeigen,  dass  GF  die 
Polare  von  E  ist 

Sind  also  durch  einen  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Punkt  F  die  Sehnen 
CB,  DA  gezogen,  so  ergeben  die  übrigen  Verbindungslinien  der  Endpunkte 
dieser  Sehnen  das  überschlagene  Viereck  BCADt  welches  zum  vollständigen 
Vierseit  ergänzt,  die  weiteren  Eckpunkte  G  und  E  erhält,  und  es  gilt  wieder 
der  Satz,  dass  der  Durchschnittspunkt  F  der  Diagonalen  AD,  BC  der  Pol  der 
Diagonale  EG  ist     Es  gilt  also  allgemein  der  Satz: 

Der  Durchschnittspunkt  zweier  beliebiger  Sehnen  eines  Kreises 
ist  der  Pol  zu  derjenigen  Geraden,  welche  die  Durchschnittspunkte 
der  beiden  übrigen  Paare  von  Verbindungslinien  der  Endpunkte  dieser 
Sehnen  verbindet. 

Man  kann  diesen  Satz  auch  wie  folgt  aussprechen:  Verlängert  man  die  Seiten 
eines  einfachen  Sehnenvierecks,  sodass  das  zugehörige  vollständige  Vierseit  ent- 
steht, so  bildet  der  Durchschnittspunkt  der  beiden  inneren  Diagonalen  mit  den 
beiden  äusseren  Eckpunkten  ein  Dreieck,  in  welchem  jeder  Eckpunkt  der  Pol 
der  gegenüberliegenden  Seite  ist 

Der  vorstehende  Satz  giebt  ein  Mittel,   um   zu  irgend  einem  gegebenen 
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Punkte  und  einem  gegebenen  Kreise  die  Polare  mittelst  des  Lineals  allein  zq 
zeichnen.  Ist  nämlich  E  der  gegebene,  ausserhalb  des  Kreises  liegende  Punkt, 
so  ziehß  man  durch  E  zwei  beliebige  Transversalen,  welche  den  Kreis  bezw.  in 
B^  A  und  C,  D  schneiden  mögen,  ergänze  durch  die  Linien  BQ  AI},  welche 
einander  in  F  schneiden,  das  betreffende  vollständige  Vierseit,  ziehe  die  nicht 
durch  E  gehenden  Diagonalen  AC  und  BD  desselben  und  verbinde  den  Durch- 
Schnittspunkt  G  der  letzteren  mit  F,  Die  Gerade  GF  ist  die  verlangte  Polare.  — 
Dieselbe  Construction  gilt,  wenn  der  gegebene  Punkt  ein  innerhalb  des  Kreises 
liegender  G  ist.  Man  ziehe  wieder  durch  G  die  beliebigen  Transversalen  AC^ 
BVt  ergänze  das  zugehörige  vollständige  Vierseit  und  bestimme  die  Durch- 
schnittspunkte E  von  AB  und  CD,  sowie  F  von  AD  und  BC  und  ziehe  endlich 
die  gesuchte  Polare  EF. 

Da  die  Polare  EG  den  Kreis  in  den  Endpunkten  der  zu  F  gehörigen  Be- 
rührungssehne schneiden  muss,  so  lässt  sich  mit  Hülfe  der  vorstehenden  Con- 
struction in  leicht  ersichtlicher  Weise  auch  die  Aufgabe  lösen:  Von  einem  ausser- 
halb eines  Kreises  gegebenen  Punkt  F  die  Tangenten  an  den  Kreb  ohne  An- 
wendung des  Zirkels  zu  ziehen. 

4.  Zieht  man  zu  allen  Eckpunkten  einer  geradlinigen  Figur  die  Polaren  in 
Beziehung  auf  einen  festen  Kreis,  so  bilden  diese  Polaren  die  Seiten  einer  zweiten 
Figur,  welche  die  Polar figur  der  ursprünglichen  genannt  wird.  Da  der  Durch- 
schnittspunkt der  Polaren  zweier  Punkte  A^  B  der  Pol  der  Verbindungslinie 
dieser  Punkte  ist,  so  sind  auch  die  Eckpunkte  der  Polarfigur  die  Pole  det  ent- 
sprechenden Seiten  der  ursprünglichen.  Diese  letztere  ist  also  die  Polarfigor 
ihrer  Polarfigur. 

Allgemeiner  kann  man  sagen,  dass  wenn  zu  jedem  Punkt  irgend  einer  Figur 
die  Polare  und  zu  jeder  Geraden  derselben  der  Pol  in  Beziehung  auf  einen 
festen  Kreis  construirt  wird,  diese  Polaren  und  Pole  eine  zweite  Figur  bilden, 
und  dass  jede  dieser  beiden  Figuren  die  Polarfigur  der  anderen  genannt  wiid 
Man  sagt  auch,  die  zweite  Figur  sei  aus  der  ersten  durch  Polarisation  entstanden. 
Unmittelbar  aus  dieser  Erklärung  in  Verbindung  mit  früheren  Sätzen  folgt: 
Die  Polarfigur  einer  Punktreihe  ist  ein  Strahlenbüschel  und  umgekehrt.  —  Die 
Polarfigur  eines  Tangenten -«-Ecks  des  festen  Kreises  ist  das  Sehnen-« -Eck. 
dessen  Eckpunkte  die  Berühnmgspunkte  des  ersteren  sind,  und  umgekehrt  ist 

f^  die  Polarfigur  eines  Sehnen- «-Ecks 
des  festen  Kreises  das  Tangenten- 
«-Eck,  dessen  Berührungspunkte 
die  Eckpunkte  des  ersteren  sind 

Es  sei  HG  KI  ein  Tangenten- 
Viereck  und  AB  CD  das  durch 
Polarisation  aus  demselben  ent- 
standene  Sehnen  -Viereck,  und 
beide  Vierecke  seien  zu  den  zu- 
gehörigen vollständigen  Vieneueo 
ergänzt  Dann  ist,  wie  früher  ge- 
zeigt, der  Durchschnittspunkt  X  der 
inneren  Diagonalen  des  Sehnen- 
Viersetts  der  Pol  der  tosseren 
Diagonale  EF  desselben.  Femer  ist  E  der  Durchschnittspunkt  der  Polare 
AB  von  H  und  der  Polare   CD  von  K^  daher  der  Pol  der  Verbindni^p- 
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linse  dieser  beiden  Punkte,  d.  i.  der  Diagonale  HK  des  Tangenten -Vierseits. 
Ebenso  ist  i^  als  Durchschnittspunkt  der  Polare  AD  von  G  und  der  Polare  BC 
von  /  der  Pol  der  Diagonale  IG,  Hieraus  folgt  endlich,  dass  der  Durchschnitts- 
punkt der  beiden  Diagonalen  HK  und  IG  der  Pol  der  Verbindungslinie  EF  ist, 
und  dass  derselbe  folglich  mit  dem  Punkte  X  zusammenfallen  muss.  Somit 
hat  man'^den  Satz:  Die  Diagonalen  eines  Tangenten-Vierecks  und  die 
Diagonalen  des  durch  seine  Berührungspunkte  bestimmten  Sehnen- 
Vierecks  schneiden  einander  in  einem  und  demselben  Punkte, 

Da  femer  der  Durchschnittspunkt  X  der  inneren  Diagonalen  des  vollständigen 
Tangenten-Vierseits  zugleich  der  Pol  der  äusseren  Diagonale  PQ  desselben  sein 
muss,  so  eigiebt  sich  aufs  Neue  der  schon  am  Schluss  des  §  79  bewiesene 
Satz,  dass  die  vier  äusseren  Eckpunkte  E^  F,  F,  Q  in  gerader  Linie  liegen. 

Aas  dem  vorstehenden  Satz  erhält  man  noch  nachstehende  Folgerungen: 

Da,  wie  bekannt,  E  der  Pol  von  XF,  zugleich  aber,  wie  so  eben  gezeigt, 
E  der  Pol  von  HK  ist,  so  geht  die  Diagonale  HK  des  Tangenten-Vierecks  in 
ihrer  Verlängerung  durch  den  äusseren  Eckpunkt  F  des  Sehnen- Vierseits,  und 
ebenso  muss  die  Verlängerung  der  Diagonale  Gl  des  ersteren  durch  den  äusseren 
Eckpunkt  E  des  letzteren  gehen.  —  Die  Punkte  E,  F  und  P^  Q  sind  vier  har- 
monische Punkte.  —  In  jedem  vollständigen  Tangentenvierseit  ist  jede  Diagonale 
die  Polare  des  Durchschnittspunktes  der  beiden  anderen. 

Jedes  vollständige  Viereck  ABCD  wird  durch  Polarisation  zu  einem  voll- 
ständigen Vierseit;  dabei  werden  die  einander  gegenüberliegenden  Eckpunkte 
des  Vierecks  zu  einander  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vierseits  und  die  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Vierecks  zu  gegenüberliegenden  Eckpunkten  des  Vier- 
seits, endlich  die  Diagonalpunkte  des  ersteren  zu  den  Diagonallinien  des  letzteren. 
Ebenso  wird  ein  vollständiges  Vierseit  durch  Polarisation  zu  einem  vollständigen 
Viereck  u.  s.  w.  —  Hiemach  kann  man  auch  die  vorstehenden  Sätze  ihrem  Wort- 
laut nach  abändern. 

5.  Zu  einem  Sehnen -Sechseck  ABCDEF  sei  die  Polarfigur  des  ihm  um- 
beschriebenen Kreises,  also  das  entsprechende  Tangenten-Sechseck  MNOPQR 
construirt  Nach  dem  Satze  des  Pascal  liegen  die  drei  Durchschnittspunkte  der 
drei  Paare  gegenüberliegender  Seiten  des  ersteren  in  einer  Geraden.  Da  nun 
M  der  Pol  der  Seite  AB  und  P  der  Pol  der 
gegenüberliegenden  Seite  ED  ist;  so  muss  der 
Durchschnittspunkt  X  dieser  beiden  Seiten  der 
Pol  der  Diagonale  MF  des  Tangentensechsecks 
sein.  Ebenso  ist  der  Durchschnittspunkt  Y  von 
BC  und  FE  der  Pol  der  Diagonale  NQ  und 
der  Durchschnittspunkt  Z  von  CD  und  FA  der 
Pol  der  Diagonale  OR,  Da  nun  die  drei  Pole 
X^  Y,  Z  in  gerader  Linie  liegen,  so  folgt  dass 
die  genannten  drei  Diagonalen  einander  in  einem 
einzigen  Punkte  schneiden.  Der  so  als  Analogon 
des  PASCAL'schen  Satzes  gefundene  Satz: 

In  jedem  Tangentensechseck  schneiden  sich  die  drei  Diagonalen, 
welche   je   zwei   einander  gegenüberliegende  Eckpunkte  verbinden, 

in  einem  einzigen  Punkte 
wird  der  Satz  des  Brianchon  genannt. 

Aoa  demselben  folgen  nachstehende  Sätze  durch  Verkürzung  des  Abstände) 
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eines  oder  mehrerer  Paare  aufeinanderfolgender  Berührungspunkte,  der  Seiten  bis 
zum  Zusammenfallen  derselben,  so  dass  jedesmal  ein  Eckpunkt  als  solcher  ver- 
schwindet, indem  er  mit  jenen  beiden  Berührungspunkten  zusammenfaUt  (ein 
Polygonwinkel  gleich  180  Grad  wird): 

Verbindet  man  in  ekiem  Tangenten-Fünfeck  einen  Eckpunkt  mit  dem  Be- 
rührungspunkt der  gegenüberliegenden  Seite,  so  geht  die  Verbindungsliiäe  durch 
den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Diagonalen,  welche  die  Endpunkte  dieser 
Seite  mit  den  übrigen  Eckpunkten  verbinden. 

Jede  Diagonale  eines  Tangenten-Vierecks  geht  durch  die  Durchschnittspunkte 
der  beiden  Paare  von  Geraden,  welche  die  beiden  anderen  Eckpunkte  mit  den 
Berührungspunkten  je  zweier  aneinanderstossender  Seiten  verbinden. 

Die  drei  Ecktransversalen  eines  Tangenten-Dreiecks,  welche  durch  je-  einen 
Berührungspunkt  der  Seiten  gehen,  schneiden  einander  in  einem  einzigen  Punkte, 

§  82.     Aehnlichkeitspunkte  und  Aehnlichkeitspolaren. 

1.  Im  §  59  ist  gezeigt  worden,  dass  zwei  Kreise  zwei  Aehnlichkeitspunkte 
haben  und  dass  diese  die  Centrallinie  der  Kreise  im  Verhältniss  der  Radien 
harmonisch  theilen.  Die  dortigen  Sätze  sollen  durch  das  Nachfolgende  weiter- 
geführt werden: 

Es  seien  A,  B^  C  die  Mittelpunkte  dreier  beliebiger  Kreise.  Za  diesen 
Kreisen  ergeben  sich  drei  Paare  Aehnlichkeitspunkte,  und  zwar  sei  S  der  äussere 
und  r  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  für  die  Kreise  A  und  B^  und  entsprechend 
seien  5"  und  /"  die  betreffenden  Punkte  für  A  und  C,  5'"  und  /'"  dieselben 
für  B  und  C  Endlich  seien  die  Radien  der  Kreise  A^  B^  C  bezüglich  gleich 
r\  r"  und  r'".  —  Betrachtet  man  das  Dreieck  ABQ  so  sind  S\  S'\  S*"  auf 
den  Verlängerungen  der  Seiten  desselben  liegende  Punkte,  und  es  ist 

MS'  :  BS'  =  r'    :  r", 
BS"':CS"'  =  r"  :  r'", 
CS"  :AS"  =r'":r\ 
Durch  Verbindung  dieser  drei  Gleichungen  mittelst  Multiplication  erhält  man 

MS' '  BS'"  .  CS"  =  BS' .  CS'"  .  AS", 
und  hieraus  folgt,  dass  die  Punkte  S',  S",  S'"  in  gerader  Linie  liegen. 

Dasselbe  lässt  sich  von  je  zwei  inneren  Aehnlichkeitspunkten,  z.  B.  /*,  f 
und  dem  nicht  zu  ihnen  gehörigen  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  S"'  beweisen, 
denn  von  diesen  drei  Punkten  liegen  zwei  auf  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  der 
dritte  auf  der  Verlängerung  der  dritten  Seite»  und  es  ist 


Mr 

'.BT 

= 

/ 

BS'" 

:  CS'" 

= 

r' 

:  r"' 

CI" 

•.AI" 

^= 

r'" 

•  r' 

und  durch  Multiplication  ergiebt  sich  hieraus  wieder: 

MI' '  BS"  .  er  =  Bf  .  CS'"  '  Ar, 
woraus  die  Behauptung  folgt.     Ebenso  wie  JT,  f  und  S'"  liegen  selbstverständ- 
lich auch  r,  r"  und  S" ,  sowie  I",  f"  und  S'  in  je  einer  geraden  Linie.    Mjb 
hat  also  den  Satz:  *"  1^  »  /'I 

Von  den  sechs  Aehnlichkeitspunkten,  welche« .zjan^oiiiLiieiMn 
gehören,  liegen  sowol  die  drei  äusseren  als  jefu/ciinje  ztwciviit^efd  liut 
dem  nicht  zugehörigen  äusseren  in  gerodecrl^tiiie.  • 

Dieser  Satz  heisst  der  Lehrsatz  des  MoifabrjPie>iiierH3tfad!db,\aiiil  «dkbtn 
je  drei  der  sechs  AehnlichktkBilunkbft^dBtiMdKfeeisenliBg^ta^l  keWaiiTdk  dAidhn* 
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iichkeitsachsen  oder  Symmetralen  dieser  Kreise,  und  zwar  diejenige,  auf 
welcher  die  drei  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  liegen,  die  äussere,  die  übrigen 
innere  Aehnlichkeitsachsen. 

Aus  dem  Lehrsatz  von  Monge  folgen  für  bestimmte  Lagen  der  drei  Kreise 
bestimmte  Sätze  als  besondere  Fälle.  Berührt  z.  B.  ein  Kreis  jeden  von  zwei 
anderen  gleichartig  (d.  h.  beide  von  aussen  oder  beide  von  innen,  bezw.  um- 
schliessend),  so  geht  die  durch  die  beiden  Berührungspunkte  bestimmte  Secante 
des  ersteren  durch  den  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  der  letzteren;  berührt  dagegen 
der  eine  Kreis  die  beiden  anderen  ungleichartig  (den  einen  von  aussen,  den 
anderen  von  innen,  oder  umschliessend),  so  geht  jene  Secante  des  ersten  durch 
den  inneren  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  anderen. 

In  ganz  entsprechender  Weise,  wie  oben  der  Lehrsatz  von  Monge,  ergiebt 
sich  der  folgende:  Die  drei  Verbindungslinien  je  eines  der  Mittelpunkte  von 
drei  Kreisen  mit  dem  inneren  Aehnlichkeitspunkte  der  zwei  anderen  schneiden 
einander  in  einem  und  demselben  Punkt  Dasselbe  gilt,  wenn  nur  eine  der  drei 
Verbindungslinien  nach  dem  inneren,  jede  der  übrigen  aber  nach  dem  äusseren 
Aehnlichkeitspunkt  der  betreffenden  anderen  Kreise  gezogen  ist. 

2.  Jeder  Aehnlichkeitsstrahl  zweier  Kreise,  welcher  dieselben  schneidet, 
liefert  vier  Durchschnittspunkte  mit  den  Kreisen,  welche  bekanntlich  so  liegen 
müssen,  dass  die  zugehörigen  Radien  zwei  Paare  paralleler  Linien  bilden.  Je 
zwei  solche  Punkte  eines  Aehnlichkeitsstrahls,  welche  verschiedenen  dieser  Paare 
angehören,  von  denen  also  der  eine  auf  dem  einen,  der  andere  auf  dem  anderen 
Kreise  liegt  und  deren  Radien  einander  nicht  parallel  sind,  heissen  potenz- 
haltende Punkte  der  beiden  Kreise  für  den  betreffenden  Aehnlichkeitspunkt. 
Schneiden  zwei  Kreise  einander,  so  fallen  in  jedem  Durchschnittspunkt  zwei 
potenzhaltende  Punkte  für  jeden  Aehnlichkeitspunkt  zusammen. 

Es  seien  -P*,  /^  die  Werthe  der  Potenzen  irgend  eines  Aehnlichkeitspunktes 
S  zweier  Kreise  M^  M^^  und  ein  von  S  ausgehender  Aehnlichkeitsstrahl  schneide 
den  Kreis  M  \n  A  und  B^  den  Kreis  3/^  in  den  bezüglich  entsprechenden  Punkten 
A^  und  B^t  sodass  also  A  und  B^  einerseits,  sowie  B  und  A^  andererseits 
potenzhaltende  Punkte  für  jenen  Aehnlichkeitspunkt  sind.  Dann  ist  bekanntlich 
SA  :  SA^  ==  SB :  SB^,  also 

SA  .  SB^  =  SB  .  SA^, 
Femer  ist  SASB^J^  und  SA^  •  SB^  =  P?,  also 

SA 'SB'  SA^    SB^^I^  'B\. 
Da  aber,  wie  so  eben  gezeigt,  SA  -  SB^  =  SB  •  SA^  ist,  so  folgt 

(SA  .  SB{)^  =1^  'B\  oder 
SA  .  SB^  =  SB'SA^=B'  P^. 
Da  der  Werth  des  Produktes  P  •  Pj  für  dieselben  zwei  Kreise  und  denselben 
Aehnlichkeitspunkt  unveränderlich  ist,  so  muss  diese  Gleichung  in  entsprechender 
Weise  für  jeden  durch  S  gehenden,  die  Kreise  schneidenden  Aehnlichkeitsstrahl 
gelten,  oder  sind  C,  D^  zwei  andere  potenzhaltende  Punkte  für  diesen  Aehnlich- 
keitspunkt, so  ist  auch  SC '  SD^  =^P'  P^f  also 

SA'SB^^SC'SD^, 
d  h.  das  Produkt  aus  den  Entfernungen  zweier  zu  demselben  Aehnlichkeitspunkt 
gehöriger  potenzhaltender  Punkte   von   diesem  Aehnlichkeitspunkt  hat  für  alle 
solche  Paare  potenzhaltender  Punkte  einen  und  denselben  Werth. 

Dieser  constante  Werth  wird  die  gemeinschaftliche  Potenz  der  beiden  Kreise 
für  den  betreffenden  Aehnlichkeitspunkt  genannt 
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3.  Die  Polaren  der  Aehnlichkeitspunkte  zweier  Kreise  in  Beziehung  auf  dbe 
nennt  man  die  Aehnlichkeitspolaren  der  letzteren,  und  zwar  die  des  änssen 
Aehnlichkeitspunktes  die  äusseren  und  die  des  inneren  Aehnlichkeitspunktes  die 
inneren  Aehnlichkeitspolaren. 

Aus  dem  Lehrsatz  von  Monge  wurde  bereits  die  Folgerung  gezogen,  d^ 
die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte,  in  welchen  ein  Kreis  zwei  andere  Kre« 
berührt,  durch  einen  Aehnlichkeitspunkt  der  letzteren  geht  Berührt  also  es 
Kreis  O  zwei  andere  Kreise  M^,  M^,  so  sind  die  beiden  Berührungspunkte  potoc^ 
haltende  Punkte  in  Beziehung  auf  einen  Aehnlichkeitspunkt  dieser  letzteren  Kitse, 
und  zwar  ist  dieser  Aehnlichkeitspunkt  der  innere  oder  der  äussere,  je  nacbdc 
O  die  Kreise  M^,  M^  ungleichartig  oder  gleichartig  berührt 

Man  nennt  denjenigen  Aehnlichkeitsstrahl  zweier  Kreise,  welcher  dnrdi  a 
Berührungspunkte  derselben  mit  einem  dritten  Kreise  geht,  einen  Berührungs 
strahl  derselben. 

Werden  zwei  Kreise  M^,  M^  von  einem  dritten  Kreise  O  gleichartig  beruhit 

so   geht  jede  Saa 

äusseren   Aehiükb' 

keitspolaren   duid 

S  den    zu  demselba 

Kreis  gehörigen  Pol 

des  Berühnmp- 

strahls,  dennberür. 

der    Kreis  0  (b 

Kreis    if|   in  i. 

und  if|  in  i?|  Ott! 

schneidet  der  k^ 

lichkeitsstiahl 

SB^Bi  den  Kreis  M^  zum  zweitenmal  in  C,  so  müssen  sich  die  Polaren  der  (iw 
in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  C,  B^,  S  in  einem  und  demselben  Puote 
schneiden.  Nun  sind  die  in  C,  bezw.  B^  an  Mi  gelegten  Tangenten  die  PoUrff 
dieser  Punkte,  und  somit  ist  der  Durchschnittspunkt  P  dieser  Tangenten  jener  Punk*, 
durch  welchen  auch  die  Polare  von  S  für  den  Kreis  Af^  gehen  muss.  Di«? 
Punkt  F  ist  femer  als  Durchschnittspunkt  der  Polaren  CJP,  B^P  der  Pol  ^"•" 
C-5|,  d.  h.  der  Pol  des  Berührungsstrahls  SC  fiir  den  Kreis  M^, 

In  ganz  analoger  Weise  kann  bewiesen  werden,  dass,  wenn  zwei  Kreise  vcf 
einem  dritten  ungleichartig  berührt  werden,  jede  ihrer  inneren  Aehnlichkoß 
polaren  durch  den  zu  demselben  Kreise  gehörenden  Pol  des  BerührungssttL* ' 
geht 

Werden  zwei  Kreise  J/|,  M^  von  einem  dritten  Kreise  O  gleichartig  benOu''^ 
so  verhält  sich  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  O  von  der  Potenzlinie  derKi«* 
-^A»  ^^t  2W  der  Entfernung  des  Mittelpunkts  irgend  eines  dieser  letzteren  Ki«^ 
von  der  äusseren  Aehnlichkeitspolare  desselben  Kreises  wie  der  Radius  p  von  ^^ 
«u  dem  Radius  r  des  genannten  anderen  Kreises.  —  Die  Potenzlinie  dcrlJfr^ 
^^\i  iV,  geht  nämlich,  wie  bekannt,  durch  den  Durchschnittspunkt  Ä' der  Pow«* 
Hnie  von  O  und  M^  und  der  Potenzlinie  von  O  und  M^,  d.  h.  durch  denM 
NrhnittHpunkt  der  in  den  Berührungspunkten  B^  und  B^^nO  gelegten  Tango«» 
J>i«*  thirch  A'  senkrecht  zur  Centrallinie  M^  M^  gehende  Genule  ist  also  j» 
>**»UMwUnie.    Da  die  Aehnlichkeitspolare  PQ  ebenfalls  senkrecht  zu  M^U^  ^ 
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SO  ist  JPQ  jener  Potenzlinie  parallel.  Zieht  man  nun  OL  senkrecht  zu  letzterer 
sowie  <lie  Tangente  KB^  P  und  verbindet  O  mit  K,  so  ist  L  O  parallel  zu  M^  Q, 
und  da  OK  senkrecht  zu  der  Berührungssehne  B^B^  des  Punktes  K  für  den 
Kreis  O  und  M^P  senkrecht  zu  B^C  steht,  so  ist  M^P  parallel  zu  OK^  also 
C^M^PQ  00  A  LOK,  folglich  OL:M^Q^  0K\  M^P.  Nun  ist  OKx  M^P 
=  OB^  :  M^  ^1  =  p :  r,  woraus  sich  endlich  die  obige  Behauptung  ergiebt 

In  analoger  Weise  lässt  sich  der  Satz  beweisen:  Werden  zwei  Kreise  M^, 
J/j  von  einem  dritten  Kreise  O  ungleichartig  berührt,  so  verhält  sich  die  Ent- 
fernung des  Mittelpunktes  O  von  der  Potenzlinie  der  Kreise  J/|,  M^  zu  der 
Entfernung  des  Mittelpunkts-  eines  dieser  letzteren  Kreise  von  der  inneren 
Aehnlichkeitspolare  desselben  Kreises,  wie  der  Radius  von  O  zu  dem  Radius 
des  genannten  anderen  Kreises. 

Es  mögen  femer  drei  Kreise  J/^,  M^,  M^  von  einem  vierten  Kreise  O 
gleichartig  berührt  werden.  Man  construire  die  Potenzlinie  von  M^  und  M^ 
sowie  die  äussere  Aehnlichkeitspolare  dieser  letzteren  Kreise  für  M^  und  ziehe 
OL^  senkrecht  zur  ersteren,  M^Q^  senkrecht  zur  letzteren  Linie.  In  gleicher 
Weise  construire  man  die  Potenzlinie,  die  äussere  Aehnlichkeitspolare  und  die 
Senkrechten  OL^  und  M^Q^  für  die  Kreise  3/|  und  M^.  Der  Durchschnitts- 
punkt  P  der  Potenzlinien  ist  dann  bekanntlich  der  Potenzpunkt  und  der  Durch- 
schnittspunkt P^  der  Aehnlichkeitspolaren  der  Pol  der  äusseren  Aehnlichkeits- 
ichse  der  Kreise  Jlf|,  Jf^,  J/3.  Nun  sind  die  Seiten  des  Vierecks  M^Q^P^Q^ 
paarweise  den  Seiten  des  Vierecks  OL^PL^  parallel,  und  es  ist  M(^^  :  OL^ 
=  3f|  Q2  :  OL2  =  r :  p.  Man  kann  femer  leicht  zeigen,  dass  auch  M^P^  ||  OP Mnd 
M^P^  :  OP=ri  p  ist.  Hieraus  folgt  dass  P^B^P  eine  gerade  Linie  sein  muss, 
oder  der  Satz:  Werden  drei  Kreise  von  einem  vierten  gleichartig  berührt,  so  liegt 
der  PoCenzpunkt  der  ersteren  mit  dem  Pol  ihrer  äusseren  Aehnlichkeitsachse  für 
irgend  einen  derselben  mit  dem  Berührungspunkte  dieses  Kreises  in  gerader 
Linie. 

In  analoger  Weise  lässt  sich  wieder  der  entsprechende  Satz  beweisen: 
Werden  drei  Kreise  von  einem  vierten  ungleichartig  berührt,  so  liegt  der  Potenz- 
punkt der  ersteren  mit  dem  Pol  einer  ihrer  inneren  Aehnlichkeitsachsen  für  irgend 
einen  dieser  Kreise  mit  dem  Berührungspunkt  desselben  Kreises  in  gerader  Linie. 
Die  betreffende  innere  Aehnlichkeitsachse  ist  jedesmal  diejenige,  welche  den 
äusseren  Aehnlichkeitspunkt  derjenigen  beiden  Kreise  enthält,  welche  von  dem 
vierten  Kreise  gleichartig  berührt  werden. 

Da  der  Potenzpunkt  P  der  Kreise  M^,  M^,  Af^,  der  Berührungspunkt  B^  von 
ifi  mit  dem  vierten  Kreise  O  und  der  Pol  P^  der  betreffenden  Aehnlichkeits- 
achse A^A^  zufolge  der  beiden  vorhergehenden  Sätze  stets  in  gerader  Linie 
liegen,  so  gehen  die  Polaren  dieser  drei  Punkte  für  den  Kreis  M^  durch  einen 
und  denselben  Punkt  Nun  ist  die  Polare  für  B^  die  durch  B^  gehende  gemein- 
schaftliche Tangente  der  Kreise  M^  und  O  und  die  Polare  von  P^  die  Aehnlich- 
keitsachse A^A^,  Der  Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Polaren  ist  also  zugleich 
der  Dnichschnittspunkt  derselben  mit  der  Polare  von  /',  und  man  hat  den  Satz: 
Werden  drei  Kreise  von  einem  vierten  berührt,  und  construirt  man  die  drei 
Polaren  des  Potenzpunktes  der  ersteren  in  Beziehung  auf  dieselben,  so  schneidet 
jede  dieser  Polaren  eine  der  vier  Aehnlichkeitsachsen  der  drei  Kreise  in  einem 
solchen  Punkte,  dass  eine  von  ihm  an  den  zugehörigen  Kreis  gezogene  Tangente 
diesen  in  seinem  Berühmngspunkt  mit  dem  vierten  Kreise  trifft 

4.  In  allen  vorstehenden  Untersuchungen  kann  jeder  der  Kreise  M^j  M^,  M^ 
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durch  einen  Punkt  ersetzt  werden,  indem  man  sich  denkt,  dass  der  stetig  ab- 
nehmende Radius  dieses  Kreises  schliesslich  gleich  Null  geworden  seL  h 
gleicher  Weise  kann  man  sich  .auch  den  Radius  stetig  zunehmend  denken  unc 
schliesslich  denselben  unendlich  gross  annehmen,  wodurch  der  Kreb  in  dse 
Gerade  tibergeht. 

Für  einen  Kreis  und  einen  Punkt  ist  offenbar  der  letztere  gleichzeitig  äusserer 
und  innerer  Aehnlichkeitspunkt,  und  dasselbe  gilt  für  einen  Punkt  und  eineG6 
rade.  Für  einen  Kreis  und  eine  Gerade  sind  die  Endpunkte  des  zu  letzteier 
senkrechten  Durchmessers  des  ersteren  die  Aehnlichkeitspunkte. 

Die  nähere  Ausführung  dieser  Untersuchungen  -wird  hier  der  eigenen  Thatf- 
keit  des  Lesers,  eine  vollständigere  und  systematische  Kenntniss  der  Lehren  der 
neueren  Geometrie  dem  Studium  der  besonderen  einschlägigen  Werke  überiasso, 
von  denen  wir  als  grundlegende  Steiner,  Systematische  Entwicklung»  v.  Staudt. 
Geometrie  der  Lage,  Chasles,  Geometrie  supdrieure,  sowie  Moebius,  Baiyca* 
trischer  Calcul  namhaft  machen.  Im  Folgenden  soll  nur  noch  die  Anwendm^ 
vorstehender  Lehren  zur  Auflösung  des  im  §  76  erwähnten  Problems  des  Akhic- 
Nius  kurz  angegeben  werden. 

5.  Als  der  allgemeinste  Fall  der  betreffenden  Aufgabe  kann  für  die  Ebene  da- 
jenige  betrachtet  werden,  in  welchem  verlangt  wird,  einen  Kreis  zu  cos- 
struiren,  der  drei  gegebene  Kreise  berührt  Lässt  man  nämlich  in  der 
Auflösung  desselben  einen  oder  mehrere  dieser  letzteren  Kreise,  wie  voite 
unter  4  gezeigt,  in  Punkte  oder  gerade  Linien  übergehen,  so  erhält  man  dk 
Auflösungen  der  übrigen  besonderen  Fälle  des  allgemeinen  Problems.  Es  vini 
daher  für  den  vorliegenden  Zweck  die  Behandlung  jenes  einen  Falles  genügen.  - 
Die  Construction  des  gesuchten  Kreises  ergiebt  sich  für  denselben  ohne  Weitcfts 
aus  dem  letzten  der  in  diesem  Paragraph  unter  3  abgeleiteten  Sätze  wie  folgt: 

Man  construire  den  Potenzpunkt  P  der  drei  gegebenen  Kreise  M^,  M^,  M^ 
und  eine  ihrer  Aehnlichkeitsachsen  A^A^^  femer  die  Polare  von  P  für  einen  dci 
gegebenen  Kreise,  z.  B.  M^,  und  ziehe  von  dem  Durchschnittspunkt  dieser  Po» 
lare  mit  der  Aehnlichkeitsachse  eine  Tangente  an  diesen  Kreis  ^j.  Der  B^ 
rührungspunkt  B^  dieser  Tangente  ist  zugleich  der  Berührungspunkt  zwischfu 
dem  Kreise  M^  und  dem  gesuchten  ö,  und  der  Mittelpunkt  des  letzteren  ist  dw 
Durchschnittspunkt  der  durch  B^  und  den  Mittelpunkt  M^  gehenden  Genda 
mit  der  von  P  auf  A^A^  gefällten  Senkrechten.  —  Ist  bei  dieser  Constnictk» 
die  gewählte  AehnHchkeitsachse  A^A^  die  äussere,  so  berührt  der  gesuchte 
Kreis  O  die  drei  gegebenen  gleichartig,  ist  dagegen  ^j.^^  ^^"®  innere  Aehnücfc- 
keitsachse,  so  berührt  O  diejenigen  gegebenen  Kreise  gleichartig,  deren  äusseff 
Aehnlichkeitspunkt  auf  A^A^  liegt,  den  dritten  aber  ungleichartig.  —  Da  nun 
jede  der  vier  Aehnlichkeitsachsen  benutzen  kann  und  dabei  jedesmal  von  ihiw 
Durchschnittspunkt  mit  der  Polare  zwei  Tangenten  an  M^  möglich  sein  könnöL 
so  kann  die  Anzahl  der  Kreise  Ö,  welche  der  Aufgabe  genügen,  bis  lu  acte 
betragen.  Die  nähere  Untersuchung  dieser  verschiedenen  Auflösungen  je  nick 
der  gegenseitigen  Lage  und  Grösse  der  drei  gegebenen  Kreise,  insbcsondflt 
auch  die  Angabe  der  Bedingungen,  unter  welchen  sich  jene  Anzahl  von  achi 
Auflösungen  auf  eine  kleinere  reducirt,  möge  hier  der  Kürze  halber  übergango 
werden,  ebenso  die  Abänderung,  welche  mit  der  Construction  vorzunehmen  ist 
wenn  die  Mittelpunkte  der  drei  gegebenen  Kreise  in  gerader  Unie  liegen. 
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Einleitung. 

1.  Durch  einen  Punkt  im  Räume  lassen  sich  unzählig  viele  Gerade  gezogen 
denken;  durch  zwei  Punkte  ist  auch  im  Räume  die  Lage  einer  Geraden  bestimmt. 

Durch  einen  Punkt  im  Räume  lassen  sich  unzählig  viele  Ebenen  gelegt 
denken.  Jede  Ebene,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  gelegt  ist,  enthält 
zufolge  des  Begriffs  der  Ebene  die  durch  diese  Punkte  bestimmte  Gerade  ihrer 
ganzen  Länge  nach  in  sich.  Aus  ihrer  Ausdehnung  nach  zwei  Dimensionen  aber 
folgt,  dass  ihre  I^age  durch  diese  Gerade  noch  nicht  bestimmt  sein  kann;  die 
Ebene  kann  vielmehr  unendlich  viele  Lagen  annehmen,  ohne  dass  jene  Gerade 
aufhört,  in  ihr  zu  liegen.  Der  Uebergang  aus  einer  dieser  Lagen  in  die  andere 
erfolgt  durch  Drehung  um  jene  Gerade  als  Drehungsachse.  Diese  drehende 
Bewegung  wird  aufgehoben  durch  Annahme  eines  weiteren,  ausserhalb  dieser 
Achse  liegenden  festen  Punktes.     Somit  ergiebt  sich: 

Eine   Ebene   ist   ihrer   Lage   nach   bestimmt   durch   drei 
nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte, 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  durch  eine  Gerade  und  einen  ausserhalb 
derselben  liegenden  Punkt,  oder  durch  zwei  einander  schneidende  Gerade,  oder 
durch  drei  gerade  Linien,  welche  einander  gegenseitig  in  verschiedenen  Punkten 
schneiden. 

In  jedem  dieser  Fälle  lässt  sich  also  durch  die  gegebenen  Stücke  eine  Ebene 
und  zwar  nur  eine  einzige  legen.  Dass  auch  durch  zwei  parallele  Gerade  sich 
stets  eine  Ebene  legen  lässt,  folgt  aus  der  Erklärung  solcher  Geraden,  in  welcher 
diese  Eigenschaft  als  Bedingung  enthalten  war.  Dass  sich  aber  durch  zwei 
parallele  Gerade  stets  nur  eine  einzige  Ebene  legen  lässt,  ergiebt  sich  aus  dem 
Vorhergehenden.     Entsprechendes  gilt  von  einem  Kreise. 

Zwei  von  einem  und  demselben  Punkte  ausgehende  Gerade  bilden  auch  im 
Räume  einen  ebenen  Winkel.  Ebenso  ist  jedes  Dreieck  eine  ebene  Figur.  Da- 
gegen liegen  vier  oder  mehr  Punkte,  oder  deren  Verbindungslinien  nicht  noth- 
wendig  in  einer  und  derselben  Ebene. 

2.  Da  durch  zwei  Punkte  die  Lage  einer  Geraden  bestimmt  ist,  so  sind  für 
die  gegenseitige  Lage  zweier  verschiedenen  Geraden  auch  im  Räume  nur  die 

ScMumaLCH,  HaBdboch  der  Mathematik.    Bd.  I.  2$ 


386  Stereometrie. 

beiden  Fälle  denkbar,  dass  sie  einen  Punkt  gemeinsam  haben,  also  einander 
in  diesem  Durchschnittspunkt  schneiden,  oder  dass  sie  in  ihrer  ganzen  unbe- 
grenzten Erstreckung  keinen  Punkt  gemeinsam  haben.  Im  letzteren  Falle  sind 
sie  jedoch  nicht  nothwendig  einander  parallel,  denn  legt  man  durch  eine  Gerade 
und  einen  ausserhalb  derselben  gegebenen  Punkt  die  Ebene  und  zieht  dann  eine 
Gerade  durch  diesen  Punkt  und  einen  zweiten,  ausserhalb  der  Ebene  liegenden 
Punkt,  so  können  die  beiden  geraden  Linien  einander  nicht  schneiden,  sind  aber 
auch  nicht  einander  parallel,  da  sie  nicht  in  derselben  Ebene  liegen.  Solche 
Linien  sollen  windschiefe  oder  einander  kreuzende  Gerade  genannt  werden. 

3.  lieber  die  möglichen  Lagen  einer  Geraden  zu  einer  Ebene  oder  einer 
Ebene  zu  einer  Ebene  wird  in  den  nächsten  Abschnitten  gehandelt.  Vorläufig 
kann  über  dieselben  Folgendes  angegeben  werden: 

Da  eine  Gerade,  welche  mit  einer  Ebene  zwei  Punkte  gemeinsam  hat,  ganz 
in  die  Ebene  fallt,  so  sind,  wenn  hiervon  abgesehen  wird,  nur  noch  zwei  ver- 
schiedene Lagen  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene  denkbar.  Sie  kann  nänilich 
mit  der  Ebene  entweder  einen  einzigen  Punkt  oder  keinen  Punkt  gemeinsam 
haben.  Die  Möglichkeit  des  ersteren  Falles  leuchtet  sogleich  ein,  da  man  jeden 
Punkt  einer  Ebene  mit  jedem  ausserhalb  der  letzteren  liegenden  Punkt  durcb 
eine  Gerade  verbinden  kann.  Man  sagt  dann,  die  Gerade  und  die  El>ene 
schneiden  einander  in  jenem  Pimkte,  dem  Durchschnittspunkt.  Die  Möglichkeit 
des  zweiten  Falles  bedarf  dagegen  eines  Beweises,  welcher  daher  im  Folgenden 
noch  wird  gegeben  werden  müssen. 

Zwei  Ebenen,  welche  einen  Punkt  gemeinsam  haben,  ohne  ganz  zusammen- 
zufallen, werden  einander  schneidende  Ebenen  genannt.  Zwei  solche  Ebenen 
haben  immer  eine  Linie  gemeinsam;  dies  folgt  aus  ihrer  Ausdehnung  nach  zwei 
Dimensionen. 

Die  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen  ist  stets  eine  Gerade,  denn 
wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  Hessen  sich  in  der  Durchschnittslinie  drei  nicht  in 
gerader  Linie  liegende  Punkte  annehmen,  welche  also  beiden  Ebenen  gemein 
sam  wären.  Da  aber  durch  drei  solche  Punkte  die  Lage  einer  Ebene  bestimmt 
ist,  so  müssten  die  beiden  Ebenen  gegen  die  Voraussetzung  einander  deckea 

Hieraus  ergiebt  sich  ferner,  dass  bei  zwei  Ebenen  nur  die  folgenden  Lagen 
gegen  einander  zulässig  sind:  1.  .sie  haben  keinen  Punkt  gemeinsam,  2.  sie 
schneiden  einander  in  einer  Geraden,  3.  sie  fallen  zusammen.  —  Die  Möglich- 
keit des  ersten  Falles  bedarf  noch  des  Beweises. 

Im  Vorstehenden  sind  die  Geraden  und  Ebenen,  wie  selbstverständlich,  als  unb^pnut 
gedacht.  Eine  begrenzte  Ebene  könnte  beispielsweise  noch  bewegt  werden,  ohne  damit  xui:i- 
hören,  dieselben  drei,  nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  zu  enthalten.  Die<e  Bcwcgv*); 
würde  eine  gleitende  längs  der  eigenen  Erstreckung  der  Ebene  sein.  —  Jede  begrenzte  EU-r . 
lässt  sich  über  ihre  Grenzen  bis  in's  Unendliche  erweitem. 
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Erster  Abschnitt: 


Verbindungen  von  Geraden  oder  Ebenen 


Kapitel  1. 
Verbindung  einer  Ebene  mit  Geraden. 

§  1.     Senkrechte  Gerade. 

1.  Wir  nehmen  zunächst  den  Fall  an,  dass  eine  Gerade  AB  eine  Ebene  MN 
schneide.  Durch  den  Durchschnittspunkt  F^  welcher  auch  der  Fusspunkt  der 
Geraden  genannt  wird,  lassen  sich  unendlich  viele  in  der  Ebene  MN  liegende 
gerade  Linien  ziehen,  und  es  bietet  sich  der  Untersuchung  zunächst  die  Frage 
nach  der  Lage  der  Geraden  AB  gegen  diese  verschiedenen  Linien  dar. 

Denkt  man  sich  durch  die  Schenkel  eines  im  Räume  gegebenen  Winkels 
AFC  zwei  zusammenfallende  Ebenen  gelegt 
und  darauf  die  eine  derselben  um  einen  der 
Schenkel,  z.  B.  AF^  gedreht  und  in  einer  zweiten 
Lage  AFD  festgehalten,  so  lässt  sich  durch 
die  beiden  Schenkel  FC,  FD  eine  Ebene 
legen.  Die  in  ihrer  Lage  unverändert  gebliebene 
Gerade  AF  bildet  dann  mit  den  zwei  Geraden 
FC,  FD  dieser  Ebene  gleiche  Winkel.  War  ins- 
besondere der  ursprüngliche  Winkel  ein  rechter, 
so  steht  die  Gerade  AF  auf  zwei  Geraden  der 
Ebene  DFC  zugleich  senkrecht. 

Es  ist  also  möglich,  eine  Gerade  AB  und  eine  Ebene  MN%o  zu  construiren, 
dass  erstere  mit  zwei  durch  ihren  Fusspunkt  in  letzterer  gezogenen  Geraden  FC, 
FD  zugleich  rechte  Winkel  bildet.  Zieht 
man  in  diesem  Falle  eine  beliebige  dritte 
Gerade  FE  in  der  Ebene  durch  den  Fuss- 
punkt von  AB,  so  lässt  sich  beweisen, 
dass  AB  auch  auf  FE  senkrecht  stehen 
muss.  Denn  trägt  man  auf  AB  von  F  aus 
gleiche  Strecken  FG,  FH  ab,  schneidet 
ferner  die  drei  Geraden  FC,  FE,  FD 
durch  eine  vierte  Gerade  bezüglich  in  /, 
K,  L  und  verbindet  G  und  H  mit  diesen 
drei  Durchschnittspunkten,  so  ist  —  wie 
leicht  aus  den  betreffenden  planimetrischen  Sätzen  nachweisbar  — 

L  A  GFI^  A  HFI,  daher  GI^  HI, 

2.  ^GFL^  l\  HFL,  daher  GL  =  HL, 

3.  A  GIL  ^  A  HIL,  daher  Z  GLI=  Z  HLI, 

4.  A  GLK^  A  HLK,  daher  GK^  HK, 

5.  A  GFK^  A  HFK,  daher  Z  GFK^  Z  HFK, 

Da  nun  diese  letzteren  Winkel  zugleich  in  der  durch  GH  und  FK  bestimm- 
ten Ebene  Nebenwinkel  sind,  so  muss  jeder  derselben  ein  rechter  sein,  d.  h.  GF 
muss  senkrecht  auf  FK  stehen. 
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Dass  in  dem  vorstehenden  Beweise  die  congruenten  Dreiecke  nicht  in  derselben  Ebene 
liegen,  hindert  nicht  die  Anwendung  der  in  der  Planimetrie  bewiesenen  Congruenzsätze,  denn 
die  Gestalt  und  Grösse  der  Dreiecke  wird  durch  Verlegung  derselben  in  verschiedene  Ebenen 
nicht  beeinflusst 

Eine  Gerade,  welche  auf  zwei  Geraden  einer  Ebene  senkrecht 
steht,  steht  somit  auf  allen  durch  ihren  Fusspunkt  gehenden  Geraden 
dieser  Ebene  senkrecht  (1).  Eine  solche  Gerade  und  eine  solche  Ebene 
heissen  senkrecht  zu  einander.  Zum  Nachweis,  dass  eine  Gerade  zu  einer 
Ebene  senkrecht  stehe,  genügt  es  also  zu  zeigen,  dass  sie  auf  zwei  Geraden 
dieser  Ebene  senkrecht  ist  Jede  eine  Ebene  schneidende  Gerade,  welche  nicht 
senkrecht  zu  derselben  steht,  heisst  schief  zu  ihr. 

2.  Der  obige  Satz  gestattet  eine  Umkehrung:  Steht  eine  Gerade  AB 
senkrecht  zu  beliebig  vielen  Geraden,  welche  sie  sämmtlich  in  dem- 
selben Punkte  schneiden,  so  liegen  diese  letzteren  Geraden  in  einer 
und  derselben  Ebene  (2).    Denn  construirt  man  durch  zwei  beliebige  dieser 

j  Geraden,  FC  und  FD,  die  Ebene,  so  ist  nur 

zu  zeigen,  dass  jede  dritte  dieser  Geraden,  z.  B. 
^  FEf  in  diese  Ebene  fallen  muss.  Wäre  dies 
aber  nicht  der  Fall,  so  müsste  die  durch  AF 
und  FE  bestimmte  Ebene  die  Ebene  FCD 
in  einer  von  FE  verschiedenen  Geraden  FG 
schneiden.  DzAF  nun  zu  FC  und  FD  senk- 
recht ist,  und  mithin  auch  zu  der  Geraden  FG 
derselben  Ebene  senkrecht  stehen  müsste,  so 
gäbe  es  zwei  Gerade  FE  und  FG,  welche 
gleichzeitig  slu(  AF  in  demselben  Punkte  und  in  derselben  Ebene  AFG  senk- 
recht wären,  was  bekanntlich  nicht  möglich  ist. 

Auf  einer  Geraden  können  also  im  Räume  unzählig  viele  gerade  Linien  in  dem- 
selben Punkte  senkrecht  stehen.  Der  geometrische  Ort  derselben  ist  die  in  diesem 
Punkte  zu  der  ersten  Geraden  senkrechte  Ebene.  —  Dreht  man  die  Ebene  eines 
rechten  Winkels  um  einen  Schenkel  desselben  als  Achse,  so  beschreibt  der 
andere  Schenkel  eine  Ebene,  und  zwar  eine,  welche  zu  jener  Achse  senkrecht 
steht. 

3.  Ist  AB  eine  zu  einer  Ebene  MN  in  B  senkrecht  stehende  Gerade,  Cl> 
eine  zu  -^^  parallele  Gerade,  welche  MN  in  D  treffe,  und  C  ein  beliebiger 

Punkt  dieser  Parallelen,  so  kann  man  in 
der  durch  AB  und  CD  gehenden  Ebene 
die  Geraden  BC  und  BD  ziehen,  und  es 
ist  CD  als  Parallele  zu  AB  wie  diese  zu 
BD  senkrecht  Zieht  man  noch  in  MS 
die  Senkrechte  in  B  auf  BD,  giebt  der- 
selben die  Länge  BE^CD  und  zieht  DR 
und  CE,  so  ist  1.  t^BCD^  t^EBD 
und  folglich  BC  =s  DE,  daher  auch 
2.  A  AAC^^  A  EDC,  mithin  -  CDE^  ^  CBE,  Da  nun  EB  zu  AB  und 
A/>i  mithin  i\\  der  ganzen  durch  AB  und  BD  bestimmten  Ebene,  also  auch 
iw  der  dritten  Cicraden  BC  dieser  Ebene  senkrecht  ist,  so  folgt,  dass  auch  der 
WinWcl  Cl^K  ein  rechter  sein  muss.  CD  steht  somit  auf  zwei  Geraden  der 
Kbcuc  J/.V,  nilmüch  auf  BD  und  ED  senkrecht,  also  gilt  der  Sau: 
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Steht  eine  Gerade  senkrecht  zu  einer  Ebene,  so  steht  auch  jede  zu 
ihr  parallele  Gerade  auf  dieser  Ebene  senkrecht  (3). 

Setzt  man  umgekehrt  voraus,  dass  CD  ebenso  wie  AB  zw  MN  senkrecht 
stehe,  so  ergiebt  sich  durch  eine  ganz  entsprechende  Beweisführung  (in  umge- 
kehrter Ordnung)  oder  auch  auf  indirectem  Wege: 

Alle  geraden  Linien,   welche  zu  derselben  Ebene  senkrecht  stehen, 

sind  einander  parallel  (4). 

Im  letzteren  Satze  ist  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Senkrechten 
die  Ebene  in  verschiedenen  Punkten  treffen.    Das  Gegentheil  hiervon  ergiebt  sich 
als  unmöglich,  oder 
Auf  derselben  Ebene  lässt  sich  in  demselben  Punkte  nicht  mehr  als 

eine  einzige  Senkrechte  errichten  (5). 
Denn  ist  BA  in  B  ^xxi  MN  senkrecht  und  ^C  irgend  eine  zweite  Gerade,  welche 
MN  in  B  schneidet,  so  muss  die  durch  BA 
und  BC  bestimmte  Ebene  die  Ebene  MN  in 
einer  Geraden  BD  schneiden,  und  da  AB 
senkrecht  auf  BD  stehen  muss,  kann  die  in 
derselben  Ebene  liegende  -5  C  nicht  gleichzeitig 
auf  BD^  und  also  auch  nicht  auf  der  Ebene 
MN  senkrecht  stehen. 

4.  Hiermit  ist  freilich  noch  nicht  erwiesen, 
dass  sich  überhaupt  in  jedem  Punkte  einer  ge- 
gebenen Ebene  eine  senkrechte  Gerade  errichten    ^ 

lasse,  während  die  entgegengesetzte  Behauptung,  dass  sich  durch  jeden  Punkt  einer 
gegebenen  Geraden  eine  zu  dieser  senkrechte  Ebene  legen  lässt,  leicht  aus  dem  Frtihe- 
ren  folgt.  Indem  wir  uns  den  Beweis  für  die  erstere  Behauptung  vorbehalten,  wollen 
wir  zunächst  bemerken,  dass  sich  auch  durch  jeden  Punkt  einer  gegebenen 
Geraden  nicht  mehr  als  eine  einzige  zu  dieser  senkrechte  Ebene  legen  lässt, 
denn  anderenfalls  müssten  in  jeder  durch  diese  Gerade  gelegten  Ebene  zwei 
Linien  —  nämlich  die  Durchschnittslinien  der  Htilfsebene  mit  zwei  senkrechten 
Ebenen  —  gleichzeitig  in  demselben  Punkte  auf  der  Geraden  senkrecht  stehen. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  durch  einen  ausserhalb  einer  Ge- 
raden gegebenen  Punkt  stets  eine  und  nur  eine  einzige  senkrechte  Ebene  —  und 
ebenso  auch  nur  eine  einzige  senkrechte  Gerade  zu  jener  Geraden  gelegt  werden 
kann.  Durch  einen  ausserhalb  einer  Ebene  gegebenen  Punkt  ferner  lässt  sich 
nie  mehr  als  eine  einzige  zu  derselben  senkrechte  Linie  ziehen,  denn  ist  (Fig. 
S.  Z^\)AB  von  A  aus  senkrecht  auf  ^iVgefallt  und  ^Ceine  zweite  Gerade,  welche 
MN  in  C  treffe,  so  schneidet  die  durch  AB  und  ;^C  bestimmte  Ebene  die  Ebene 
MN  in  BC,  und  da  AB  senkrecht  auf  BC 
ist,  so  kann  nicht  in  derselben  Hülfsebene 
auch  AC  senkrecht  auf  BC  sein. 

Hiermit  ist  aber  ebenfalls  noch  nicht 
bewiesen,  dass  sich  von  jedem  ausser- 
halb einer  Ebene  gegebenen  Punkt  stets 
eine  senkrechte  Gerade  auf  die  Ebene 
fällen  lasse.  —  Um  diesen,  sowie  den 
oben  vorbehaltenen  Beweis  zu  liefern, 
seien  durch  einen  in  der  Ebene  MN 
gegebenen  Punkt  B  in  dieser  Ebene  zwei 
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beliebige  Gerade  unter  einem  rechten  Winkel  DBC  zu  einander  gezogen.  Dreht 
man  nun  die  Ebene  eines  mit  diesem  Winkel  zusammenfallenden  Winkels  um 
BC^  so  beschreibt  der  andere  Schenkel  eine  zu -^C  senkrechte  Ebene.  In  dieser 
letzteren  lässt  sich  die  Senkrechte  BA  auf  BD  errichten,  und  BA  muss  zugleich 
eine  der  Lagen  sein,  welche  der  die  Ebene  beschreibende  Schenkel  nacheinander 
einnahm;  mithin  steht  BA  zu  BC  und  zu  BI?  gleichzeitig,  also  auch  zu  MS 
senkrecht,  und  es  ist  somit  bewiesen,  dass  sich  in  jedem  Punkte  A  einer  Ebene 
eine  zu  dieser  senkrechte  Gerade  errichten  lässt.  Da  man  aber  durch  jeden 
ausserhalb  einer  Ebene  gegebenen  Punkt  zu  jeder  beliebigen  auf  der  Ebene  senk- 
recht errichteten  Geraden  die  Parallele  ziehen  kann,  so  folgt  mit  Hülfe  des 
Früheren  auch  die  Richtigkeit  der  zweiten  Behauptung. 

§  2.     Schiefe  Gerade. 

1.  Es  sei  AB  eine  Gerade,  welche  zu  einer  Ebene  AfJV  schief  stehe,  und 
F  ihr  FusspunkL     Von  zwei  beliebigen  Punkten  C,  E  der  Geraden  seien  die 

Senkrechten  CD,  EG  auf  MN  gefällt,  so  ist 
CD  0  EG,  daher  durch  CD  und  EG  eine  Ebene 
möglich,  welche  MN  in  der  durch  D  und  G 
gehenden  Geraden  schneiden  muss.  Da  in  dieser 
Ebene  die  beiden  Punkte  C  und  E  der  schiefen 
Geraden  liegen,  also  auch  diese  letztere  selbst 
ihrer  ganzen  Erstreckung  nach  in  diese  Ebene 
fallt,  so  muss  auch  F  in  letzterer,  und  somit  in 
der  Durchschnittslinie  DG  liegen.  Die  Punkte 
D,  G,  F  liegen  also  stets  in  gerader  Linie. 
Hieraus  folgt  leicht: 

Alle  von  Punkten  einer  schief  stehenden  Geraden  auf  die  be- 
treffende Ebene  gefällten  Senkrechten  liegen  in  einer  und  derselben 
Ebene;  ihre  Fusspunkte  liegen  in  einer  einzigen,  durch  den  Fusspunk: 
der  schiefen  Linie  gehenden  Geraden  (1). 

Die  von  einem  Punkt  auf  eine  Ebene  gefällte  Senkrechte  heisst  die  projici* 
rende  Linie  des  Punktes  in  Beziehung  auf  die  Ebene;  der  Fusspunkt  der  Senk- 
rechten heisst  die  Projection  des  Punktes  auf  die  Ebene.  Der  geometrische 
Ort  der  Projectionen  aller  Punkte  einer  Linie  auf  eine  Ebene  wird  die  Projection, 
der  geometrische  Ort  der  projicirenden  Linien  jener  Punkte  die  projicirende 
Fläche  dieser  Linien  genannt 

Die  projicirende  Fläche  einer  schiefen  Linie  auf  die  betreffende  Ebene  im 
also  selbst  eine  Ebene;  die  Projection  der  Linie  ist  eine  Gerade. 

Der  Winkel  zN\ischen  einer  schiefen  Linie  und  ihrer  Projection  heisst  der 
Neigungswinkel  jener  Linie  gegen  die  Ebene;  die  Projection  wird  auch  der 
Neigungsschenkel  genannt« 

tJ.  Werden  von  einem  Punkte  A  ausserhalb  einer  Ebene  MN  die  Senkrech'c 
.-//»  und  beliebige  schiefe  Linien  AC^  AD,  AE,  ...  gezogen,  so  ergtebt  «c^ 
thurh  die  mit  Hülfe  der  Verbindungslinien  BC^  BD,  BE,  ...  entstehenden  recht- 
winkeligen Dreiecke. 

\\  dass  die  Senkrechte  die  kürzeste  Linie  zwischen  A  und  MN  ist   . 
Drtlicr  nennt   man  die  Kinge  dieser  Senkrechten  den  Abstand  oder  die  Ent- 
loiiumg  des  Punktes  von  der  Ebene. 

*j^  Alle  schiefen  Linien  Ai,\  AD^  deren  Fusspunkte  gleich  weit  vom  Fusr 
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punkt  der  Senkrechten  abstehen,  sind  gleich  lang  und  haben  gleiche  Neigungs- 
winkel gegen  die  Ebene,  denn  die  Dreiecke 
AßCf  ABD  sind  congruent.  Umgekehrt 
haben  alle  von  A  nach  Punkten  von  MN 
gehenden  Geraden  von  gleicher  Länge  auch 
gleiche  Abstände  der  Fusspunkte  vom  Fuss- 
punkt  der  Senkrechten  (also  gleichlange  Pro- 
jectionen),  sowie  gleiche  Neigimgswinkel,  und 
Gerade  dieser  Art,  welche  gleiche  Neigungs- 
winkel gegen  die  Ebene  haben,  sind  gleichlang. 

3)  Je    grösser    der    Abstand    des   Fuss- 
punktes     einer     solchen    Linie     vom    Fuss- 

punkt  der  Senkrechten  ist,  desto  länger  ist  die  Linie  und  desto  kleiner  ihr  Neigungs- 
winkel gegen  die  Ebene.  Denn  ist  BE^  BD,  so  mache  man  BF=^BD  und 
ziehe  AF,  dann  i^X,  AF^=  AD,  und  der  Satz  auf  einen  bekannten  planimetrischen 
zurückgeführt     Auch  hier  gelten,  wie  leicht  ersichtlich,  zwei  Umkehrungen. 

Zwischen  der  Länge  /  der  Senkrechten  AB,  der  Länge  a  einer  beliebigen 
der  schiefen  Linien  und  der  Entfernung  r  der  Fusspunkte  beider  besteht  die 
Gleichung 

welche  die  Berechnung  einer  jeden  dieser  drei  Grössen  aus  den  übrigen  gestattet. 
Mit  Hülfe  derselben  können  auch  die  vorhergehenden  Sätze  unter  2)  und  3) 
bewiesen  werden. 

3.  Es  sei  FC  die  Projection  von  AB  auf  MN^  FD  eine  beliebige  andere 
von  F  ausgehende  Gerade  in  MN,  AC  senk- 
recht auf  MN  und  FD  =  FC  gemacht.  Ver- 
bindet man  noch  A  mit  D,  so  ist  nach  No.  2 
dieses  Paragraphen  AD  >  AC,  und  da  die 
Dreiecke  AFC,  AFD  in  den  beiden  anderen 
Seiten  übereinstimmen,  so  folgt,  aus  Planimetrie 
§  19.  (2),  dass  ^  AFD  >  ^  AFC  ist. 

Der  Neigungswinkel  ist  also  der 
kleinste  Winkel,  welchen  eine  zu  einer 
Ebene  schief  stehende  Gerade  mit  Linien 
dieser  Ebene  bildet  (3). 

4.  Ist  F£  eine  dritte  von  F  ausgehende  Gerade  in  MN,  welche  man  sich  auf 
der  anderen  Seite  von  FC  gezeichnet  denke,  Z  £FC=  ^  DFC,  F£=FD 
gemacht,  AC  wieder  senkrecht  auf  MN,  und  sind  AD  und  AB,  sowie  DC  und  FC 
gezogen,  so  folgt  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  DFC  und  FFC,  dass  DC=FC 
und  mithin  aus  No.  2  dieses  Paragraphen,  dass  AD  =  AB  ist.  Daher  sind  auch 
die  Dreiecke  AFD,  ÄFF  congruent,  also  ist  Z  AFD=  ^  AFE, 

Liegt  dagegen  FE  (auf  derselben  Seite  von  FC  oder  auf  verschiedener 
mit  FD)  so,  dass  wie  in  obiger  Figur  ^  EFC  >  DFC'rsX,  so  folgt  entsprechend 
aus  der  Nichtcongruenz  der  Dreiecke  DFC  und  EFC  [Plan.  §.  19,  (1)],  dass 
EC>  DC,  und  mithin  aus  No.  2  dieses  Paragraphen,  dass^^>^X>  ist.  Die 
Nichtcongruenz  der  Dreiecke  ^4  7^ A  AFE\?\BXi.  §  19,  (2)]  führt  damit  weiter  zu 
der  Folgerung,  dass  Z  AFE:>  AFD  ist. 

Zieht  man  auf  jeder  Seite  des  Neigungsschenkels  FC  von  F  aus  in  MN  eine 
Gerade  unter  einem  rechten  Winkel  gegen  FC,  so  müssen  nach  dem  Obigen 
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die  entstandenen  Winkel  AFE\  AFE  einander  gleich  sein.  Da  aber  jetzt  die 
Schenkel  FE\  FE  in  eine  und  dieselbe  Gerade  fallen  müssen,  so  sind  diese 
Winkel  in  der  durch  AF  und  EE  bestimmten  Ebene  Nebenwinkel  und  somit 
rechte.  Die  schiefe  Linie  steht  also  senkrecht  zu  derjenigen  Geraden 
der  Ebene,  welche  zu  ihrer  Projection  in  ihrem  Fusspunkt  senkrecht 
steht  (4). 

5.  Die  Zusammenstellung  der  vorstehenden  Sätze  ergiebt:  Denkt  man  sieb 
einen  von  F  ausgehenden  Strahl  in  MN  um  F  gedreht;  so  dass  derselbe  nach 
und  nach  die  Lagen  aller  möglichen  von  F  ausgehenden  Strahlen  der  Ebene 
erhält,  so  hat  der  Winkel  dieses  Strahls  mit  der  schiefen  Linie  AB  seinen 
kleinsten  Werth,  wenn  der  Strahl  mit  dem  Neigungsschenkel  zusammenfallt;  von 
da  an  wächst  jener  Winkel  und  bleibt  dabei  so  lange  ein  spitzer,  als  der 
Winkel  des  Strahls  und  des  Neigungsschenkels  ein  spitzer  ist;  er  ist  ein  rechter, 
wenn  auch  dieser  letztere  ein  rechter  ist,  und  wird  stumpf,  wenn  der  letztere 
stumpf  wird.  Er  erreicht  femer  seinen  grössten  Werth,  wenn  der  Strahl  mit 
der  Verlängerung  des  Neigungsschenkels  über  den  Fusspunkt  zusammenfallt,  nimmt 
dann  bei  fortgesetzter  Drehung  des  Strahls  wieder  ab  und  erhält  auf  der  anderen 
Seite  des  Neigungsschenkels  in  umgekehrter  Reihenfolge  nach  einander  dieselben 
Werthe,  wie  auf  der  ersten,  dergestalt,  dass  je  zwei  gleiche  Werthe  zu  gleichen 
Winkeln  des  Strahls  mit  dem  Neigungsschenkel  und  umgekehrt  gehören. 

Es  kann  hiemach  keine  Gerade  geben,  welche  eine  Ebene  schneidet  und 
nicht  auf  wenigstens  einer  durch  ihren  Fusspunkt  gehenden  Geraden  dieser 
Ebene  senkrecht  steht.  Es  kann  femer  keine  Gerade  geben,  welche  eine  Ebene 
schneidet  und  mit  mehr  als  zwei  von  ihrem  Fusspunkt  ausgehenden  Strahlen  der 
Ebene  gleiche  schiefe  Winkel  bildet,  vielmehr  muss  jede  Gerade,  welche  mit 
drei  oder  mehr  Geraden  einer  Ebene  gleiche  Winkel  bildet,  zu  der  Ebene  senk- 
recht stehen. 

Es  folgen  femer  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar  die  nachstehenden 
Sätze : 

Fällt  man  von  einem  Punkte  A  ausserhalb  einer  Ebene  MN  &\t 
senkrechte  Gerade  ^jF  auf  letztere  und  von  dem  Fusspunkt  /"dieser 
Geraden  die  Senkrechte  i^^  auf  eine  beliebige  in  der  Ebene  liegende 
Gerade  CZ>,  so  steht-die  Verbindungslinie  des  Fusspunktes  B  dieser 
letzteren  Senkrechten  und  des  ausserhalb  der  Ebene  angenommenen 
Punktes  A  senkrecht  zu  der  Geraden  CD  (5*). 

Es  ist  nämlich  in  diesem  Falle  CD  die  zu  der  Projection  FB  von  Aß  in 
B  senkrecht  stehende  Gerade. 

Fällt  man  umgekehrt  von  einem  Punktet  ausserhalb  einer  Ebene 
MN  die  senkrechte  Gerade  AF  auf  diese  Ebene  und  ausserdem  die 
Senkrechte  AB  auf  eine  beliebige  in  letzterer  liegende  Gerade  CD, 
so  steht  die  Verbindungslinie  FB  der  Fusspunkte  senkrecht  zu  der 
Geraden  CD  (5»»). 

Fällt  man  endlich  von  einem  Punkte  ausserhalb  einer  Ebene -iV-V 
die  Senkrechte  FB  auf  eine  beliebige  Gerade  CD  dieser  Ebene,  er- 
richtet in  letzterer  auf  C/>  die  Senkrechte  im  Fusspunkt  B  der  ersteren 
Senkrechten  und  fällt  endlich  von  ^  auf  die  zweite  Senkrechte  wieder 
die  Senkrechte  AF,  so  steht  dieses  dritte  Perpendikel  ^/*  senkrecht 
zu  der  Ebene  MN  {b^). 

Der  letztere  Satz  giebt  eine  Auflösung  für  die  Aufgabe:    Auf  eine  gegebene 
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Ebene  von  einem  ausserhalb  derselben  gegebenen  Punkte  die  senkrechte  Gerade 
zu  fällen,  sowie  auch  der  anderen,  eine  solche  Senkrechte  in  einem  gegebenen 
Punkte  der  Ebene  auf  dieser  zu  errichten. 

§  3.     Parallele  Gerade. 

1.  Legt  man  durch  eine  Gerade  AF^  welche  eine  Ebene  MN  schneidet, 
eine  beliebige  zweite  Ebene,  so  muss  die  letztere  die  erstere  schneiden,  und  die 
Durchschnittslinie  beider  Ebenen  muss  durch  den  Fusspunkt  F  jener  Geraden 
gehen.  Ist  eine  Gerade  AB^  durch  welche  eine  die  Ebene  MNm  CD  schneidende 
zweite  Ebene  gelegt  worden,  dieser  Durchschnittslinie  parallel,  so  kann  sie  auch 
die  Ebene  MN  nicht  schneiden.  Hiermit  ist  bewiesen,  dass  eine  gerade  Linie 
so  gegen  eine  Ebene  liegen  kann,  dass  sie  (in  ihrer  ganzen  Erstreckung)  keinen 
Punkt  mit  derselben  gemeinschaftlich  hat  Man  sagt  in  diesem  Falle,  die  Linie 
and  die  Ebene  seien  einander  parallel. 

Es  gilt  demnach  der  Satz:  Ist  eine  ausserhalb  einer  Ebene  liegende 
Gerade  einer  Geraden  dieser  Ebene  parallel,  so  ist  sie  der  Ebene 
selbst  parallel  (1). 

2.  Ist  umgekehrt  eine  Gerade  AB  einer  Ebene  J/iV  parallel,  und 
schneidet  eine  durch -/^^  gelegte  zweite  Ebene  die  erstere,  so  ist  die 
Durchschnittslinie  zu  AB  parallel  (2).  Da  nämlich  beide  Linien  in  der- 
selben Hülfsebene  liegen,  so  können  sie  einander  nicht  kreuzen,  hätten  sie  aber 
einen  Punkt  gemeinschaftlich,  so  müsste  AB  gegen  die  Voraussetzung  diesen 
Punkt  auch  mit  MN  gemeinschaftlich  haben. 

Aus  dem  Vorigen  ergiebt  sich  zugleich  die  Auflösung  der  Aufgabe:  Zu  einer 
gegebenen  Ebene  durch  einen  ausserhalb  derselben  gegebenen  Punkt  eine  parallele 
Gerade  zu  ziehen.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  unzählig  viele  solche  Parallelen 
möglich  sind. 

Umgekehrt  lassen  sich  auch  durch  jeden  ausserhalb  einer  Geraden  gegebenen 
Punkt  unzählig  viele  zu  dieser  Geraden  parallele 
Ebenen  legen,  denn  in  der  durch  die  Gerade  AB 
und  den  Punkt  C  bestimmten  Ebene  lässt  sich 
durch  C  die  zu  AB  parallele  Linie  MN  ziehen, 
und  jede  andere  durch  MN  gelegte  Ebene  muss 
zu  ^^  parallel  sein. 

Ist  eine  Gerade  AB  einer  Ebene  E  parallel, 
so  fällt  jede  Gerade  MN^  welche  durch  einen  Punkt 
C  dieser  Ebene  parallel  zu  ^^  gelegt  werden  kann, 
ihrer  ganzen  Erstreckung  nach  in  diese  Ebene,  denn  anderen  Falls  würde  die 
durch  AB  und  C  bestimmte  zweite  Ebene  E  in  einer  von  MN  verschiedenen 
Geraden  M N  schneiden,  die  dann  ebenfalls  zu  AB  parallel  sein  müsste,  so 
dass  zu  ^^  in  derselben  Hülfsebene  zwei  verschiedene  parallele  Gerade  MN 
und  M' N  durch  denselben  Punkt  C  gezogen  sein  würden. 

3.  Alle  von  Punkten  einer  Geraden  AB  nach  einer  ihr  parallelen 
Ebene  gezogenen  und  unter  sich  parallelen  Geraden  liegen  in  einer 
und  derselben  Ebene  (3),  denn  legt  man  durch  AB  und  eine  dieser  Geraden 
Z>C  die  Ebene,  so  muss  jede  andere  dieser  Geraden,  z.  B.  ^iW;  in  diese  Ebene 
fallen,  da  sonst  die  von  ihr  verschiedene  durch  die  Parallelen  AM  und  DC 
bestimmte  Ebene  gleichwol  mit  ihr  die  Gerade  AB  und  den  Punkt  C  gemein- 
schaftlich haben  würde,  was  nicht  möglich  ist 
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Die  Fusspunkte  der  genannten  parallelen  Geraden  in  E  liegen  also  in  geraden 
Linien  MN^  und  die  zwischen  AB  und  MN  liegenden  Strecken  der  Parallelen 
sind  gleich  lang. 

Insbesondere  liegen  also  auch  alle  von  Punkten  einer  zu  einer  Ebene  E 
parallelen  Geraden  AB  auf  diese  Ebene  geßlllten  Senkrechten  in  einer  Ebene 
und  sind  gleichlang,  oder  eine  zu  einer  Ebene  parallele  Gerade  hat  von  der 
Ebene  überall  dieselbe  Entfernung. 

4.  Jede  zu  einer  Ebene  parallele  Gerade  kreuzt  sich  mit  jeder  ihr  nicht 
parallelen  Geraden  dieser  Ebene.  Sind  umgekehrt  zwei  einander  kreuzende  Gerade 
AB  und  CD  gegeben,  so  lässt  sich  durch  jede  derselben  eine  zu  der  anderen 
parallele  Ebene  legen,  denn  construirt  man  zunächst  durch  CD  tmd  einen  be- 
liebigen Punkt  E  von  AB  eine  Hülfsebene,  zieht  in  dieser  durch  E  die  Parallele 

FG  zu  CD  und  legt  dann  die  Ebene  MS 
durch  AB  und  FGy  so  muss  MN  paraUel 
zu  CD  sein,  da  CD  parallel  ru  FG  ist. 
Nimmt  man  statt  des  beliebig  gewählten 
Punktes  E  auf  AB  irgend  einen  anderen 
Punkt  an,  so  erhält  man  dieselbe  Ebene 
MN  wie  vorher,  da,  wie  oben  gezeigt, 
jede  zu  CD  parallele,  durch  einen  Punkt 
von  MN  gehende  Gerade  gani  in  MS 
liegen  muss.  Es  ist  also  durch  AB  auch  nur  eine  einzige  zu  CD  parallele  Ebene 
möglich;  dieselbe  ist  der  geometrische  Ort  aller  durch  je  einen  Punkt  von  AB 
gehenden  und  zu  CD  parallelen  Geraden. 

Denkt  man  sich  femer  von  allen  Punkten  der  Geraden  CD  die  senkrechten 
Linien  auf  MN  gefüllt,  deren  geometrischer  Ort  nach  dem  Obigen  eine  Ebene, 
die  sog.  projicirende  Ebene  von  CD  aufil/iVist,  so  muss  die  Durchschnitts- 
linie  dieses  Ortes  mit  MN^  d.  i.  die  Projection  von  CD  sl\i(  MN,  die  kreu- 
zende Gerade  AB  in  einem  Punkte  E  schneiden.  Diejenige  von  einem  Punkte  N 
der  CD  auf  MN  gefällte  senkrechte  Linie,  deren  Fusspunkt  E  ist,  steht  n 
gleicher  Zeit  auf  beiden  sich  kreuzenden  Geraden  AB,  CD  senkrecht  und  ist 
die  einzige  Linie,  welche  diese  Eigenschaft  hat.  Dieselbe  ist  zugleich  die  küncste 
Linie,  welche  zwischen  den  sich  kreuzenden  Geraden  gezogen  werden  kann,  denn 
ist  BD  irgend  eine  andere  solche  Verbindungslinie,  so  ziehe  man  DG  parallel 
zu  I/E  und  kann  dann  leicht  zeigen,  dass  DB  grösser  als  DG,  DG  aber  gleich 
//E  ist.  Die  zu  zwei  einander  kreuzenden  Geraden  AB,  CD  gleichzeitig  senk- 
recht stehende  Verbindun£:sstrecke  von  Pimkten  derselben  wird  daher  der  Ab- 
stand  oder  die  Entfernung  jener  beiden  Geraden  von  einander  genannt.  Sie  im 
identisch  mit  dem  Abstand  jeder  dieser  Geraden  von  der  zu  ihr  parallelen  durch 
die  andere  gehenden  Ebene. 


Kapitel  2. 
Verbindung  einer  Ebene  mit  einer  anderen  Ebene. 

§  4.     Parallele  Ebenen, 
l.  Stehen  zwei  Ebenen  zu  einer  und  derselben  Geraden  senkrecht,  was  na«.*. 
R  l   nur  dann,  wenn  die  Ebenen  die  Gerade  in  verschiedenen  Punkten  treffen 
dann  aber  immer  möglich  ist.  so  würde  die  Annahme,  dass  die  beiden  EWnc- 
i-incn  Punkt  c'  gemeinschaftlich    hatten,    mit  Hülfe   der   durch   die  senkiwhre 
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Gerade  AB  und  den  Punkt  C  bestimmten  Ebene  auf  die  Folgerung  führen,  dass 
in  letzterer  zwei  gerade  Linien  AC^  ^C  mög- 
lich seien,  welche  beide  zu  derselben  Geraden 
senkrecht  wären  und  einan<Jer  gleichwol  in 
einem  Punkte  C  schnitten.  Da  dies  unmög- 
lich ist,  so  können  die  erstgenannten  Ebenen 
in  ihrer  ganzen  unendlichen  Erstreckung  keinen 
Punkt  gemeinsam  haben.  Hiermit  ist  die 
Möglichkeit  paralleler  Ebenen  erwiesen  und 
der  Satz  gefunden: 

Ebenen,  welche  zu  einer  und  der- 
selben Geraden  senkrecht  stehen,  sind 
parallel.     (1) 

2.  Setzt  man  nun  umgekehrt  voraus, 
dass  zwei  gegebene  Ebenen  MN  und  FQ 
parallel  seien,  und  zieht  man  in  jeder  derselben  eine  Gerade,  so  können 
diese  letzteren  nur  einander  parallel  sein  oder  einander  kreuzen,  denn  jeder 
gemeinschaftliche  Punkt  derselben  müsste  auch,  entgegengesetzt  der  Voraus- 
setzung, den  Ebenen  gemeinschaftlich  sein.  Das  Erstere  findet  statt,  wenn  durch  die 
beiden  Geraden  eine  dritte  Ebene  gelegt  werden  kann.    Man  hat  somit  den  Satz: 

Parallele  Ebenen  werden  von  jeder  sie  durchschneidenden  Ebene 
in  parallelen  Durchschnittslinien  geschnitten.     (2) 

Dagegen  kann  nicht  umgekehrt  behauptet  werden,  dass  Ebenen,  welche  von 
einer  anderen  Ebene  in  parallelen  Geraden  geschnitten  werden,  einander  parallel 
sein  mtissten,  da  es  offenbar  möglich  ist,  durch  jede  von  zwei  parallelen  Geraden 
einer  Ebene  und  einem  und  demselben  Punkt  ausserhalb  der  letzteren  eine 
Ebene  zu  legen. 

3.  Um  die  I-agen  einer  Geraden  gegen  zwei  parallele  Ebenen  allgemein  zu 
untersuchen,  nehmen  wir  zunächst  an,  dass  die  Gerade  ganz  in  der  einen  Ebene 
liege.  Es  ist  klar,  dass  sie  in  diesem  Falle  der  anderen  Ebene  parallel  sein 
muss,  und  dass  also  von  ihr  die  Sätze  gelten,  welche 
im  vorigen  Kapitel  von  den  zu  einer  Ebene  parallelen  ^ 
Geraden  bewiesen  sind.  Umgekehrt  muss  jede  Gerade, 
welche  durch  einen  Punkt  der  einen  von  zwei  parallelen 
Ebenen  parallel  zu  der  anderen  gelegt  wird,  ganz  in 
die  erstere  fallen,  denn  ist  A  ein  Punkt  der  zu  PQ  ^ 
parallelen  Ebene  MN^  AB  eine  zu  PQ  parallele 
Gerade,  und  legt  man  durch  AB  eine  Ebene,  welche 
PQ  in  CD  schneide,  so  ist  AB  parallel  zu  CD^  gleich- 
zeitig aber  auch  die  Durchschnittslinie  AE  der  Hülfs- 
ebene  und  der  Ebene  MN  parallel  zu  CD.     Da  aber 

in  dieser  Htilfsebene  durch  A  nur  eine  einzige  parallele  Gerade  zu  CD  gelegt 
werden  kann,   so  muss  AB  mit  AE  zusammenfallen. 

Da  sich  femer  durch  jeden  Punkt  A  ausserhalb  einer  Ebene  PQ  eine  zu 
der  von  A  auf  PQ  gefällten  senkrechten  Geraden  senkrechte,  also  eine  zu  PQ 
parallele  Ebene  legen  lässt,  so  folgt: 

der  geometrische  Ort  aller  Geraden,  welche  sich  durch  einen  Punkt 
ausserhalb  einer  Ebene  zu  dieser  parallel  ziehen  lassen,  ist  eine  zu 

ihr  parallele  Ebene  (3a). 
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Daher  muss  auch  die  Ebene  jeder  zwei  einander  schneidenden,  einer  und  der- 
selben zweiten  Ebene  parallelen  Geraden  dieser  letzteren  parallel  seiiL 

Insbesondere    sind   also  auch  die  Ebenen  zweier  Winkel,    deren 
Schenkel  paarweise  parallel  laufen,- einander  parallel  (3b). 

Sind  dabei  die  homologen  Schenkel  dieser  Winkel  einander  gleichgerichtet 
und  trägt  man  auf  jedem  Paar  derselben  vom  Scheitelpunkt  aus  gleiche  Streckea 

BA=^  ED,  BC-=  EF  ab,  so  kann  man  durch  Verbindui^ 
von  A  mit  C  und  von  D  mit  F  zwei  Dreiecke  ABQ  DBF 
erhalten,  femer  durch  BC  und  EF  einerseits  und  durch 
BA  und  ED  andererseits  je  eine  Ebene  legen  und  in  diesen 
bezüglich  die  Verbindungsstrecken  CF  und  AD,  so  wie  & 
ihnen  gemeinsame  Strecke  BE  ziehen.  Dann  sind  BCFE 
und  ^^ZPjS  Vierecke,  in  denen  bezüglich  zwei  Seiten  paiall^ 
und  gleich  sind,  also  Parallelogramme,  daher  ist  auch  CF 
'  parallel  und  gleich  BE,  und  AD  parallel  und  gleich  BE 
Hieraus  folgt  weiter,  dass  auch  CF  und  AD  unter  einander  parallel  und  glek± 
sind,  dass  also  ACFD  ebenfalls  ein  Parallelogramm  ist  Die  Seiten  AC  und 
DF  des  letzteren  sind  mithin  auch  einander  gleich,  also  die  in  den  drei  Seiten 
übereinstimmenden  Dreiecke  ABC,  DEF  congruent,  also  endlich  die  homologen 
Winkel  ABC  und  DEF  derselben  einander  gleich.    Man  hat  also  den  Satz: 

Winkel  im  Räume,  deren  Schenkel  paar- 
weise parallel  und  gleichgerichtet  sind,  sind 
einander  gleich  (3c). 

Sind  beide  Schenkelpaare  entgegengesetzt  ge- 
richtet, so  ist  jeder  dieser  Winkel  Scheitelwinkel  za 
einem  solchen,  dessen  Schenkel  paarweise  denen  des 
anderen  parallel  und  gleichgerichtet  sind,  also  gilt  in 
diesem  Falle  derselbe  Satz.  Sind  aber  die  Schenkel 
BA,  ED  des  einen  Paares  gleichgerichtet,  die  da 
anderen  Paares  BC^  EF  entgegengesetzt  gerichtet, 
so  ist  ABC  Nebenwinkel  eines  dem  Winkel  DEF 
gleichen,  beide  ergänzen  also  einander  zu  zwei  Rechten. 

4.  Es  sei  femer  eine  Gerade  angenommen. 
welche  die  eine  von  zwei  parallelen  Ebenen  MS, 
Jff  FQ  schneide.  Dieselbe  muss  daim  auch  <fie 
andere  Ebene  schneiden,  denn  wäre  sie  derselben 
parallel,  so  müsste  sie,  wie  gezeigt,  ganz  in  der 
ersteren  liegen.  Es  sei  nun  zunächst  die  Gerade 
AB  senkrecht  zu  MN  in  B  imd  treflfc  PQ  in  C 
Man  ziehe  in  MN  durch  B  zwei  beliebige  Gerade 
BE,  BF,  lege  durch  AD  und  BE,  sowie  durch 
AD  und  BF  je  eine  Ebene,  bestimme  die  Dnich- 
schnittslinien  CG,  CH  dieser  Ebenen  mit  PQ^  so 
ist  CG  parallel  zu  BE,  CH  parallel  zu  BF. 

Da  nun  BE  und  BF  beide  zu  AB  senkrecht 
stehen,  da  ^^  senkrecht  auf  MN  ist,  so  mttssen 
auch  CG  und  CH  beide  zu  ^C  senkrecht  sein,  und  hieraus  folgt  wieder,  dass 
AC  auch  senkrecht  zu  der  Ebene  PQ  ist    Der  so  gefundene  Satz: 


c^--J{/ 
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Steht  eine  Gerade  senkrecht  zu  einer  Ebene,  so   steht  dieselbe 
auch  senkrecht  zu  jeder  der  letzteren  parallelen  Ebene    (4a) 

ist  die  Umkehrung  des  an  der  Spitze  dieses  Paragraphen  stehenden  Satzes  (1). 
Ist  femer  AD  schief  zu  MN  in  B  und  trifft 

die  zu  MN  parallele  Ebene  in  C,  so  kann  man 

von  einem  beliebigen  Punkte  A  dieser  Gexaden  die 

Senkrechte  AE  auf  MN  fällen,  welche  dann  nach 

dem  vorigen  Satze   (in   ihrer  Verlängerung)   auch 

senkrecht   zu   PQ   stehen   muss.     Legt   man   nun 

durch  AD  und  AE  die  Ebene,  so  sind  die  einander  "^' 

parallelen  Durchschnittslinien  BE^    CF  derselben 

mit  MN  und  PQ  die  Neigungsschenkel  von  AC 

gegen  diese  Ebenen,  und  die  Neigungswinkel  ABE, 

ACF    sind    als    correspondirende    an    parallelen 

Linien  einander  gleich. 

Jede  Gerade,   welche  parallele  Ebenen 

schneidet,  bildet  also  mit  letzteren  gleiche  Neigungswinkel  (4b). 

5.  Zieht  man  mehrere  zwei  parallele  Ebenen  schneidende  Gerade  und 
betrachtet  man  die  zwischen  den  Ebenen  liegenden  Abschnitte  derselben,  so 
findet  man  zunächst,  dass 

parallele  Gerade  zwischen  parallelen  Ebenen  gleich  lang  sind  (5a), 
denn  durch  je  zwei  solche  Gerade  lässt  sich  eine  Ebene  legen,  welche  die 
parallelen  Ebenen  in  parallelen  Linien  schneiden  muss,  so  dass  ein  Parallelo- 
gramm entsteht,  in  welchem  jene  ersteren  Geraden  Gegenseiten  sind.  Da  nun 
alle  auf  einer  Ebene  senkrechten  Geraden  einander  parallel  sind,  so  erhält  man 
insbesondere  den  Satz:  Senkrechte  Gerade  zwischen  parallelen  Ebenen  sind 
gleich  lang,  oder 
parallele  Ebenen  haben  überall  denselben  Abstand  von  einander  (5b). 

Die  senkrechten  Geraden  zwischen  parallelen  Ebenen  sind  zugleich  die 
kürzesten  Strecken,  welche  man  zwischen  diesen 
ziehen  kann,  denn  ist  AB  eine  solche  senkrechte, 
CD  eme  beliebige  schiefe  Strecke  zwischen  zwei 
parallelen  Ebenen,  wobei  AB  und  CD  in  einer 
Ebene  li^en  oder  auch  einander  kreuzen  können, 
so  falle  man  von  C  die  Senkrechte  CE  auf  die 
andere  Ebene,  dann  ist  CD  >  CE,  CE  ^=AB,  also 
CD  >  AB. 

Bezeichnet   a  die  Länge   von  AB   oder  den 
Abstand  der  parallelen  Ebenen,  b  die  Länge  und  a  den  Neigungswinkel  {CDE) 
von  CD  gegen  diese  Ebenen,  so  ist 

b  •  sin  a  =  a, 

6.  Damit  Strecken  zwischen  parallelen  Ebenen  gleich  lang  sind,  ist  umgekehrt 
nicht  nöthig,  dass  dieselben  parallel  seien,  sondern  nur,  dass  dieselben  gleiche 
Neigungswinkel  mit  den  Ebenen  bilden,  wie  sich  leicht  durch  Congruenz  von 
Dreiecken  beweisen  lässt.  Beide  Forderungen  sind  nicht  identisch.  Zwar  gilt 
der  Sau: 

Parallele  Linien  haben  gegen  eine  und  dieselbe  sie  schneidende 

Ebene  gleiche  Neigungswinkel  (6), 
denn  fallt  man  von  beliebigen  Punkten  A,  B  der  parallelen  Geraden  die  Senk- 
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rechten  AC,    BD  auf  die  Ebene  MN,    so  sind  die  Winkel  DBE,  CAF  als 

Winkel    mit    parallelen    und    gleichgerichteten 
^  Schenkeln  einander  gleich,  und  mithin  gilt  das- 

\  selbe   von   ihren  Complementen,    den  anderen 

^  spitzen  Winkeln  der  rechtwinkeligen  Dreiecke 
ACF%  BDE^  d.  i.  den  Neigungswinkeln  AFC, 
BED.  Aber  auch  jede  Gerade,  welche  von  A 
nach  einem  Punkte  des  mit  CF  um  C  in  der 
Ebene  MN  beschriebenen  Kreises  gezogen  wrd, 
bildet  nach  §  2  mit  dieser  Ebene  einen  gleichen  Neigungswinkel  wie  AF^  ohne 
mit  BE  parallel  sein  zu  können. 

7.  Es  sei  endlich  eine  Gerade  AB  einer  von  zwei  parallelen  Ebenen  JAV, 
PQ  parallel.  Da  bereits  gezeigt  worden,  dass  dieselbe,  wenn  sie  in  diesem  Falle 
mit  der  anderen  Ebene  einen  Punkt  gemeinsam  hat,  ganz  in  dieser  liegen  rauss, 
so  bleibt  ausserdem  nur  noch  die  Möglichkeit,  dass  sie  auch  der  anderen 
parallel  ist. 

Eine  Gerade,  welche  einer  von  zwei  parallelen  Ebenen  parallel 
ist,  und  nicht  in  der  anderen  liegt,  ist  also  dieser  letzteren  ebenfalls 
parallel  (7). 

§  5.     Sich  schneidende  Ebenen. 

1.  Schneiden  zwei  Ebenen  einander,  so  ist  bereits  bekannt,  dass  ihre  Durch- 
schnittslinie eine  gerade  sein  muss.  Man  kann  in  diesem  Falle  jede  der  beiden 
Ebenen  durch  Drehung  um  diese  Durchschnittslinie  in  die  Lage  der  anderen 
gebracht  denken,  und  die  Grösse  dieser  Drehung  ist  nach  der  Verschiedenheit 
dieser  gegenseitigen  Lage  eine  verschiedene.  Es  liegt  hier  also  ein  ähnlicher 
Fall  vor,  wie  in  der  Planimetrie  bei  zwei  einander  schneidenden  Geraden,  deren 
Richtungsunterschied  durch  die  Grösse  der  entsprechenden  Drehung  gemessen 
und  ein  Winkel  genannt  wurde.  In  gleicher  Weise  kann  man  hier  von  einem 
Winkel  der  beiden  Ebenen  reden,  und  man  unterscheidet  einen  solchen  Winkel 
zweier  Flächen  von  einem  Winkel  zweier  Geraden  in  der  Ebene,  indem  mar 
jenen  einen  Flächen  winke  1,  diesen  einen  ebenen  Winkel  nennt  l>eT 
Flächenwinkel  wird  von  manchen  Schriftstellern  auch  ein  Keil  genannt  Die 
Durchschnittslinie  der  beiden  Flächen  heisst  die  Kante  desselben.  Errichtet 
man  auf  der  Kante  eines  Flächenwinkels  in  einem  beliebigen  Punkte  derselben 
in  jeder  der  beiden  Ebenen  die  Senkrechte,  so  bilden  diese  Senkrechten 
einen  ebenen  Winkel,  welcher  der  Neigungswinkel  des  Flächen wnkels 
(oder  der  Neigungswinkel  der  einen  Ebene  gegen  die  andere)  genannt  wird  und 
dessen  Ctrösse  zu  derjenigen  des  Flächenwinkels  in  enger  Beziehung  steht  Zu- 
nächst ist  klar,  dass  dieser  Neigungswinkel  ftir  denselben  Flächenwinkel  immer 
dieselbe  (>rösse  haben  muss,  an  welchem  Punkte  der  Kante  er  auch  construirt 
gedacht  sein  mag,  denn  die  Schenkel  zweier  so  construirten  Winkel  sind  iitiroer 
paarNVcise  einander  parallel  und  gleichgerichtet  Femer  gilt  der  Satz,  dass  ni 
gleichen  Flächenwinkeln  stets  gleiche  Neigungswinkel  gehören,  und  umgekehrt 
denn  denkt  man  sich  zwei  Flächenwinkel  so  zusammengestellt,  dass  eine  Ebene 
i)i«N  einen  eine  Ebene  des  anderen  deckt,  dass  femer  die  beiden  Kanten  zusammer- 
Ittlirn  \\\\A  endlich  beide  Flächenwinkel  auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlicher. 
|<'.)ii*no  liefen,  und  denkt  man  sich  dann  in  demselben  Punkte  der  Kante  zu  jedem 
l'tHthenwinkcl   den  Neigungswinkel  construirt,  so  lässt  sich  leicht  zeigen,  das» 
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bei  gleichen  Flächenwinkeln  auch  die  beiden  anderen  Ebenen  und  ebenso  die 
homologen  Schenkel  der  Neigungswinkel  einander  decken.  Werden  umgekehrt 
die  Neigungswinkel  als  gleich  vorausgesetzt,  so  zeige  man  zuerst,  dass  ihre 
Schenkel,  und  dann  dass  auch  die  zweiten  Ebenen  der  Flächenwinkel  einander 
decken  müssen. 

Denkt  man  sich  nun  die  Neigungswinkel  zweier  beliebigen  Flächenwinkel 
durch  ein  gemeinsames  Maass  getheilt  und  durch  jede  Theilungslinie  und  die 
zugehörige  Kante  die  Ebene  gelegt,  so  werden  die  beiden  Flächenwinkel  in  eben 
so  viele  Theile  getheilt,  wie  bezüglich  ihre  Neigungswinkel,  und  die  Theile  der 
letzteren  sind  die  Neigungswinkel  der  Theile  der  Flächenwinkel.  Mithin  sind 
die  letzteren  ebenfalls  unter  einander  gleich,  und  man  kann  die  gegebenen  ganzen 
Flächenwinkel  ebenfalls  als  durch  ein  gemeinsames  Maass  gemessen  betrachten. 
Somit  ergiebt  sich,  da  sich  dieser  Beweis  in  bekannter  Weise  auch  auf  irrationale 
Verhältnisse  erweitem  lässt,  der  allgemeinere  Satz: 

Flächenwinkel  verhalten  sich  zu  einander  wie  ihre  Neigungs- 
winkel   (1). 

2.  Die  Neigungswinkel  von  Flächenwinkeln  können  daher  statt  letzterer  zum 
Vergleichen  und  Messen  derselben  benutzt  werden,  und  zahlreiche  Sätze  der 
Planimetrie  über  ebene  Winkel  lassen  sich  mittelst  der  Neigungswinkel  ohne 
Weiteres  auf  Flächenwinkel  übertragen.  Auch  die  Eintheilung  der  Flächenwinkel 
kann  entsprechend  derjenigen  der  ebenen  Winkel  geschehen.  Hiernach  heissen 
Flächenwinkel  gestreckte,  hohle,  überstumpfe,  rechte,  stumpfe  oder  spitze,  je  nach- 
dem ihre  Neigungswinkel  gestreckte,  hohle  u.  s.  w.  sind;  alle  gestreckten  Flächen- 
Kinkel,  und  ebenso  alle  rechten  sind  einander  gleich,  und  jeder  rechte  Flächenwinkel 
wird  in  90  Grad  u.  s.  w.  eingetheilt  Zwei  Flächenwinkel  heissen  Nebenwinkel, 
wenn  ihre  Neigungswinkel  Nebenwinkel  sind,  und  die  Summe  derselben  ist  dann 
gleich  zwei  Rechten.  Zwei  Flächenwinkel  heissen  Scheitelwinkel,  wenn  ihre 
Neigungswinkel  Scheitelwinkel  sind,  und  dieselben  sind  dann  gleich.  —  Selbst- 
verständlich lassen  sich  alle  diese  Erklärungen  und  Sätze  über  Flächenwinkel  auch 
unmittelbar,  ohne  die  Anwendung  der  Neigungswinkel,  in  ähnlicher  Weise,  wie 
es  bei  den  ebenen  Winkeln  seinerzeit  geschehen,  aufstellen  und  beweisen. 

Aus  der  Construction  des  Neigungswinkels  folgt  unmittelbar,  dass  die  Ebene 
desselben  senkrecht  zur  Kante  des  Flächenwinkels  steht  (2),  und  umge- 
kehrt kann  man  den  Neigungswinkel  durch  eine  solche  Ebene  construiren. 

3.  Ist  der  Neigungswinkel  insbesondere  ein  rechter,  so  sagt  man,  dass  beide 
Ebenen  senkrecht  zu  einander  stehen.  Für  diesen  Fall  sind  noch  folgende  Sätze 
von  Wichtigkeit: 

Errichtet  man  auf  der  Kante  eines  rechten  Flächenwinkels  in 
einer  der  Schenkelebenen  des  letzteren  eine  senkrechte  Gerade,  so 
steht  diese  senkrecht  zu  der  anderen  Schenkelebene  (3a).  Dieselbe  ist 
nämlich  der  eine  Schenkel  des  an  dem  betreffenden  Punkte  der  Kante  zu  con- 
stniirenden  Neigungswinkels  und  als  solcher  senkrecht  zu  dem  anderen  Schenkel 
dieses  Winkels.  Da  sie  ausser  auf  dem  letzteren  auch  auf  der  Kante  also  auf 
zwei  Geraden  der  zweiten  Schenkelebene  senkrecht  steht,  so  ist  sie  senkrecht  zu 
dieser  Ebene. 

Umgekehrt  muss  jede  auf  der  einen  Schenkelebene  eines  rechten 
Flächenwinkels  in  einem  Punkte  derKante  senkrecht  stehende  Gerade 
ganz  in  die  andere  Schenkelebene  fallen  (3b),  denn  wäre  dies  nicht  der 
Fall,  so  Hesse  sich  nach  Anleitung  des  vorigen  Satzes  durch  denselben  Punkt 
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der  Kante  eine  zweite  Gerade  construiren,  welche  ebenfalls  auf  der  enteitB 
Ebene  senkrecht  stehen  müsste. 

Ebenso  muss  jede  von  einem  Punkte  in  der  einen  Schenkelebene 
eines  rechten  Winkels  auf  die  andere  Ebene  gefällte  senkrechte  Ge- 
rade ganz  in  die  erstere  fallen  (3c),  ihren  Fusspunkt  also  in  der  Kante  habea 

Endlich  ist  jede  Ebene,  welche  durch  eine  auf  einer  anderea 
Ebene  senkrecht  stehende  Gerade  gelegt  wird,  auch  senkrecht  zc 
dieser  Ebene  (3d),  denn  jene  Gerade  ist  als  Senkrechte  zur  Ebene  auch  senk- 
recht zu  der  Kante  beider  Flächen,  mithin  der  eine  Schenkel  eines  Neiguogs- 
winkeis,  und  da  sie  auch  auf  dem  anderen  Schenkel  desselben,  weil  auf  der 
ganzen  betreffenden  Ebene,  senkrecht  steht,  so  ist  dieser  Neigungswinkel  da 
rechter. 

§  6.    Verbindung  dreier  Ebenen  mit  einander. 

1.  In  Betreff  der  Lagen  dreier  Ebenen  gegen  einander  können  zunächst  <fie 
folgenden  Fälle  als  möglich  unterschieden  werden:  a)  alle  drei  Ebenen  and 
einander  parallel,  b)  zwei  Ebenen  sind  parallel,  die  dritte  schneidet  eine  dersdbeo, 
c)  keine  Ebenen  sind  parallel. 

In  Betreff  dreier  parallelen  Ebenen  findet  man  leicht,  dass  wenn  zvä 
Ebenen  E^,  E^  derselben  dritten  Ebene  E^  parallel  sind,  sie  auch  unter  emander 
parallel  sein  müssen,  denn  construirt  man  eine  zu  E^  senkrechte  Gerade,  so  ist 
diese  auch  auf  der  zu  E^  parallelen  Ebene  E^^  und  ebenso  auch  auf  E^  senk- 
recht; die  zu  einer  und  derselben  Geraden  senkrechten  Ebenen  Ey^  E^  müssen 
also  einander  parallel  sein. 

Es  folgt  hieraus,  dass  nicht  zwei  einander  schneidende  Ebenen  gleichzeit^ 
einer  und  derselben  dritten  parallel  sein  können,  oder  dass  eine  Ebene,  welche 
eine  von  zwei  parallelen  Ebenen  schneidet,  auch  die  andere  schneiden  mus& 
Es  ist  früher  gezeigt  worden,  dass  sich  durch  jeden  ausserhalb  einer  Ebene  ge^ 
gebenen  Punkt  und  durch  jede  dieser  Ebenen  parallele  Gerade  eine  zu  der- 
selben parallele  Ebene  legen  lässt;  aus  dem  vorstehenden  Satze  geht  hervor, 
dass  es  jedesmal  auch  nur  eine  einzige  solche  Ebene  giebt. 

p  Zieht     man    zwischen    drei    beliebigeu 

parallelen  Ebenen  zwei  Gerade,  sostehendie 
einander  entsprechenden,  durch  ihreDurch- 
schnittspunkte  mit  den  Ebenen  gebildeten 
Abschnitte  zu  einander  in  gleichen  Verhält- 
nissen (1).  Sind  nämlich  AB,  CD  die  beiden 
Geraden,  E^  F,  G  und  H,  /,  K  bezüglich  deren 
Durchschnittspunkte  mit  den  parallelen  Ebenen» 
und  zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  A  der 
einen  Geraden  die  Parallele  zu  CD,  welche  diese 
Ebenen  bezüglich  in  i?,  S,  T  schneiden  möge»  so 
muss  die  durch  AB  und  AT  bestimmte  Ebene  die 
parallelen  Ebenen  in  den  parallelen  Durchschnitis- 
linien  RE^  SF,  TG  schneiden,  und  nach  einen 
Satz  von  den  parallelen  Transversalen  ist 
RS :  EF^  ST:  FG  =  RT\  EG. 
Nun  ist  aber  RS  =  BI  als  Parallele  zwischen 
parallelen  Ebenen  und  ebenso  ST=^IK,  RT^HK,  also  ist  auch 
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HI\  EF^  IK\  FG  =  HK\  EG. 

Die  HülfsUnie  AT  würde  bei  diesem  Beweise  überflüssig  sein,  wenn  man 
voraussetzen  dürfte,  dass  sich  durch  AB  und  CD  unmittelbar  eine  Ebene  legen 
lasse;  dieselbe  ist  also  nur  durch  die  Möglichkeit,  dass  AB  und  CD  einander 
kreuzen,  bedingt. 

2.  Werden  zwei  parallele  Ebenen  von  einer  dritten  geschnitten,  so  ist  be- 
reits früher  gezeigt  worden,  dass  die  Durchschnittslinien  einander  parallel  sind. 
Die  drei  Ebenen  bilden  in  diesem  Falle  acht 
hohle  Flächenwinkel,  deren  gegenseitige  Lagen 
denjenigen  der  Winkel  an  zwei  von  einer  dritten 
geschnittenen  Geraden  in  der  Ebene  entsprechen, 
und  welche  daher  auch  in  gleicher  Weise  wie 
jene  benannt  werden.  Da  die  Durch  schnittslinien 
der  Ebenen  einander  parallel  sind,  so  kann  man 
eine  vierte  Ebene  construirt  denken,  welche  gleich- 
zeitig auf  beiden  Kanten  senkrecht  steht  und 
daher  durch  ihre  Durchschnittslinien  mit  den 
drei  ersteren  Ebenen  die  Neigungswinkel  sämmt- 
licher  acht  Flächenwinkel  in  einer  einzigen  ebenen 
Figur  liefert  Diese  Figur  muss  femer  diejenige 
zweier  von  einer  dritten  Geraden  geschnittener 
Parallelen  sein,  und  hieraus  folgt  unmittelbar, 
dass  auch  bei  parallelen  Ebenen  je  zwei  corre- 
s[)ondirende  und  je  zwei  Wechsel winkel  gleich 
sind  und  je  zwei  Gegenwinkel  zusammen  zwei 
Rechte  betragen. 

Die  Umkehrung  dieser  Sätze  kann  jedoch  nicht  unmittelbar  in  der  Weise 
behauptet  werden,  dass  die  Gleichheit  zweier  correspondirenden  Winkel  u.  s.  w. 
den  Parallelismus  der  geschnittenen  Flächen  zur  Folge  habe;  vielmehr  ist  hierfür 
der  Voraussetzung  noch  die  weitere  Bedingung  hinzuzufllgen,  dass  die  beiden 
von  der  dritten  geschnittenen  Flächen  mit  dieser  einander  parallele  Durch- 
schnittslinien  haben,  denn  nur  in  diesem  Falle  können  wieder  die  Neigungswinkel 
der  acht  Flächenwinkel  mittelst  einer  auf  beiden  Kanten  senkrechten  Ebene  in 
derselben  ebenen  Figur  construirt  werden,  so  dass  also  auch  nur  in  diesem 
Falle  die  entsprechenden  planimetrischen  Umkehrungssätze  angewendet  werden 
können. 

Entsprechend  lässt  sich  zeigen,  dass  bei  nicht  parallelen  Ebenen,  welche  von 
einer  dritten  Ebene  geschnitten  werden,  in  dem  Falle,  dass  die  Durchschnitts- 
linien  parallel  sind,  je  zwei  correspondirende  Winkel  und  je  zwei  Wechselwinkel 
ungleich  sind  und  die  Summe  je  zweier  Gegenwinkel  nicht  zwei  Rechte  beträgt. 
Besteht  umgekehrt  eine  der  letzteren  Ungleichheiten,  so  sind  die  geschnittenen 
Ebenen  in  allen  Fällen  nicht  parallel.  In  dem  besonderen  Fall,  dass  die  acht 
Flächenwinkel  rechte  sind,  hat  man  zwei  zu  einer  dritten  senkrechte  Ebenen. 
Man  kann  hiernach  mittelst  des  Vorstehenden  leicht  beweisen,  dass  wenn  von 
parallelen  Ebenen  eine  zu  einer  anderen  Ebene  senkrecht  steht,  alich  alle  anderen 
zu  dieser  senkrecht  sein  müssen,  dagegen  kann  nicht  behauptet  werden,  dass 
Ebenen,  die  zu  derselben  Ebene  senkrecht  stehen,  parallel  sein  müssen;  dieses 
ist  vielmehr  nur  dann  der  Fall,  wenn  auch  die  Durchschnittslinien  der  senkrechten 
Ebenen   mit   der  dritten  einander  parallel  sind;  ist  letzteres  nicht  der  Fall,  so 
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müssen   die   senkrechten  Ebenen  einander  schneiden,   und  für  diesen  Fall  giU 
der  Satz: 

Schneiden  zwei  zu  einer  dritten  senkrechte  Ebenen  einander,  so 

ist  ihre  Durchschnittslinie  ebenfalls 
zu  der  dritten  Ebene  senkrecht  (2i. 
Zum  Beweise  dieses  Satzes  hat  man  nur 
Jil  nötbig,  auf  der  dritten  Ebene  MN  in  dem 
Durchschnittspunkte  C  der  beiden  Kanten 
ACf  BC  die  senkrechte  Gerade  zu  errichten; 
-Äy  es  folgt  dann  aus  §  5  (3^),  dass  diese  Gerade 

in    jeder    der    beiden    senkrechten    Ebenen 


H^ 


liegen,  mithin  die  Durchschnittslinie  derselben  sein  muss. 

3.  Ist  von  den  drei  Ebenen  keine  einer  der  anderen  parallel,  so  muss  jeder 
Punkt,  welchen  die  Durchschnittslinien  einer  derselben  mit  den  beiden  anderen 
unter  sich  gemeinschaftlich  haben,  auch  ein  Punkt  der  Durchschnittslinie  dieser 
letzteren  sein,  denn  ist  P  ein  Punkt,  welcher  sowol  auf  der  Durchschnittslinie 
der  Ebenen  A  und  B^  als  auch  auf  derjenigen  der  Ebenen  A  und  C  liegt,  so 
ist  er  einerseits  ein  gemeinsamer  Punkt  von  A  und  B,  andererseits  ein  solcher 
von  A  und  C  und  mithin  gleichzeitig  ein  Punkt  von  B  und  C. 

Hieraus  folgt,  dass  drei  einander  schneidende  Ebenen  nur  folgende  ver- 
schiedene Arten  von  Lagen  gegen  einander  haben  können:  Ent^'eder  Jallen 
ihre  Durchschnittslinien  in  eine  einzige  zusammen,  oder  dieselben  schneiden 
einander  in  einem  und  demselben  Punkte,  oder  dieselben  sind  einander  sämmtlich 
parallel. 

Drei  Ebenen,  welche  einander  in  einer  gemeinsamen  Durchschnittslinie 
schneiden,  bilden  zwei  aneinander  liegende  Flächenwinkel  und  bieten  keinen 
besonderen  Anlass  zu  weiteren  Untersuchungen. 

Drei  Ebenen,  deren  drei  Durchschnittslinien  einander  parallel  sind,  kann 
man  erhalten,  wenn  man  durch  je  zwei  von  drei  einander  parallelen,  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  Geraden  die  durch  sie  bestimmte  Ebene  legt.  Das  ent- 
stehende Gebilde  heisst  ein  offener  dreiseitiger  prismatischer  Raum. 

Drei  Ebenen,  deren  drei  Durchschnittslinien  durch  einen  gemeinschaftlichen 
Punkt  gehen,  können  ebenfalls  erhalten  werden,  indem  man  zuerst  drei  in  dieser 
Weise  liegende  gerade  Linien  und  dann  durch  je  zwei  derselben  die  Ebene  con- 
struirt.  Das  entstehende  Gebilde  heisst  ein  offener  dreiseitiger  pyramidaler 
Raum  oder  eine  dreiseitige  Ecke. 

4.  Die  drei  vorstehenden  Fälle  können  auf  mehr  als  drei  einander  schnei- 
dende Ebenen  ausgedehnt  werden;  es  können  also  beliebig  viele  Ebenen  einander 
so  schneiden,  dass  alle  Durchschnittslinien  zusammenfallen,  oder  dass  sie  alle 
parallel  sind,  oder  dass  sie  alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen.  Im 
zweiten  Falle  entsteht  ein  mehrseitiger  offener  prismatischer  Raum,  im  dritten  ein< 
mehrseitige  Ecke.  Bei  mehr  als  drei  Ebenen  erschöpfen  jedoch  diese  drei  Lagen 
nicht  alle  möglichen  Fälle,  und  die  Untersuchung  noch  anderweiter  Lagen  der- 
selben zu  einander  muss  also  vorbehalten  bleiben. 

Von  den  prismatischen  Räumen  soll  aus  Zweckmässigkeitsgründen  an  einer 
späteren  Stelle  gehandelt  werden.  Zunächst  sei  die  Aufgabe  gestellt,  die  für 
die  weitere  Ent^icklimg  der  Stereometrie  besonders  wichtigen  EigenschaAen 
^r  Ecken  zu  untersuchen. 
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§  7.    Fortsetzung:     Die  dreiseitige  Ecke. 

1.  Drei  Ebenen,  deren  Durchschnittslinien  einander  in  einem  Punkte  schneiden, 
theilen  den  Raum  im  Ganzen  in  acht  Theile. 
Sie  bilden  also  acht  dreiseitige  Ecken  im 
engeren  Sinne,  denn  unter  einer  solchen  versteht 
man  dasjenige  Raumgebilde,  welches  eitsteht, 
wenn  man  von  einem  Punkte  aus  drei  beliebige 
nicht  in  einer  Ebene  liegende  Strahlen  und  « 
zwischen  je  zweien  derselben  das  durch  sie  be- 
stimmte Ebenenstück  legt  Im  Folgenden  soll 
der  Begriff  der  Ecke  stets  in  diesem  engeren 
Sinne  benutzt  werden. 

Jede  dreiseitige  Ecke  hat  drei  Ebe- 
nen, deren  Durchschnittslinien  die  Kanten  -^ 
der  Ecke  heissen;  der  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  der  letzteren 
wird  der  Scheitel  oder  die  Spitze  der  Ecke  genannt.  Je  zwei  Kanten  bilden 
mit  einander  einen  ebenen  Winkel  und  je  zwei  Flächen  einen  Flächenwinkel. 
Die  dreiseitige  Ecke  hat  hiemach  drei  ebene  Winkel  und  drei  Flächenwinkel, 
welche  insbesondere  häufig  auch  die  sechs  Stücke  der  Ecke  genannt  werden. 
Jedem  ebenen  Winkel  liegen  zwei  Flächenwinkel  an  und  einer  gegenüber,  und 
umgekehrt. 

In  gleicher  Weise  hat  jede  »-seitige  Ecke  einen  Scheitel,  n  Kanten,  n  ebene 
Winkel  und  n  Flächenwinkel. 

Beschreibt  man  um  den  Scheitel  einer  Ecke  in  jeder  der  Ebenen  derselben  mit  einem  und 
demselben  Radius  je  einen  Kreisbogen  zwischen  den  betreffenden  Kanten,  so  entsteht  eine  von 
Kreisbogen  gebildete  «-eckige  Figur  im  Räume.  Die  ebenen  Winkel  der  Ecke  werden  durch 
die  Seiten  dieser  Figur,  d.  h.  durch  jene  Kreisbogen,  deren  Centriwinkel  sie  sind,  gemessen; 
die  Winkel  dieser  Figur,  d,  h.  die  Winkel  der  in  jedem  Eckpunkt  an  die  Seiten  gelegten  Tan- 
genten, sind  die  Neigungswinkel  der  Flächenwinkel  der  Ecke.  Diese  Beziehung  zwischen  der 
Ecke  und  der  zugehörigen  krummlinigen  Figur  wird  dazu  verhelfen,  die  Analogie  zu  verdeutlichen, 
welche  im  Folgenden  zwischen  Eigenschaften  von  Ecken  und  solchen  ebener,  geradliniger  Figuren, 
insbesondere  zwischen  denjenigen  der  dreiseitigen  Ecke  und  des  geradlinigen  Dreiecks  bestehen, 
und  bei  welchen  die  ebenen  Winkel  der  ersteren  den  Seiten,  die  Flächenwinkel  der  ersteren 
den  Winkeln  des  Dreiecks  entsprechen. 

Die  ebenen  Winkel  einer  Ecke  und  ebenso  die  Flächenwinkel  einer  solchen 
können  hohle  und  überstumpfe  sein.  So  gehört  z.  B.  zu  jeder  Ecke  eine  zweite, 
welche  denselben  Scheitel  und  dieselben  Kanten  wie  diese  hat,  und  deren  Raum 
denjenigen  der  ersteren  zum  gesammten  Raum  ergänzt.  Jeder  ebene  Winkel 
einer  dieser  Ecken  beträgt  mit  dem  entsprechenden  ebenen  Winkel  der  anderen, 
und  jeder  Flächenwinkel  der  ersteren  beträgt  mit  dem  entsprechenden  Flächen- 
winkel der  letzteren  zusammen  vier  Rechte  und  ist  also  überstumpf,  wenn  jener 
hohl  ist  Erweitert  man  aber  jede  Seitenfläche  einer  Ecke  zur  vollständigen 
Ebene,  so  wird  dieselbe,  falls  nicht  alle  ihre  Stücke  hohle  Winkel  waren,  in  zwei 
bis  sieben  einzelne  Ecken  zerlegt,  deren  ebene  Winkel  und  deren  Flächenwinkel 
sämmtlich  kleiner  als  180°  sind.  Die  so  überhaupt  entstehenden  acht  Ecken 
stehen  zu  einander  in  einfachen  Beziehungen:  Jeder  derselben  liegen  drei  andere 
so  an,  dass  sie  mit  ihr  eine  Seitenfläche  und  also  einen  ebenen  Winkel  gemein- 
sam haben,  so  z.  B.  der  Eoife  0{ABC)  die  Ecken  0{ACD\  0(JBCF),  0{ABE). 
Dieselben  mögen  Nebenecken  der  ursprünglichen  heissen.     Sie  stimmen  mit 
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der  letzteren  auch  in  einem  Flächenwinkel  tiberein,  nämlich  in  demjenig[en, 
welcher  dem  gemeinsamen  ebenen  Winkel  gegenüberliegt.  Die  anderen  Flachen- 
winkel und  die  anderen  ebenen  Winkel  beider  Ecken  sind  paarweise  Neben- 
winkel zu  einander.  Drei  andere  Ecken  0{ADE),  0{BEF),  0{DCI')  lieger. 
so  gegen  die  ursprüngliche,  dass  jede  derselben  einen  Flächenwinkel  hat,  welcher 
Scheitelwinkel  eines  Flächenwinkels  der  letzteren  ist.  Auch  die  diesen  Flächei)- 
winkeln  gegenüberliegenden  ebenen  Winkel  sind  Scheitelwinkel  zu  einander, 
während  die  anderen  Stücke  wieder  paarweise  supplementär  sind.  Diese  Ecken 
mögen  Scheitelecken  der  ursprünglichen  genannt  werden.  Endlich  ist  noc: 
eine  Ecke  0{pEF)  vorhanden,  deren  ebene  Winkel  und  Flächenwinkel  sämmtlic 
Scheitelwinkel  eines  entsprechenden  Stücks  der  ursprünglichen  sind.  Dieselk 
liegt  der  letzteren  so  gegenüber,  dass  ihre  Kanten  die  Verlängerungen  der  bomt»- 
logen  Kanten  derselben  sind;  sie  heisse  die  Gegenecke  dieser  ursprünglicheD 
Ecke. 

Wegen  dieser  Theilbarkeit  jeder  Ecke  mit  überstumpfen  Winkeln  cR<i 
dieser  Beziehungen  der  Theil- Ecken  zu  einander  ist  es  gestattet,  im  Folgender 
der  Einfachheit  wegen  nur  solche  Ecken  vorauszusetzen,  deren  sechs  Stücle 
sämmtlich  kleiner  als  180°  sind. 

2.  Um  zunächst  die  Summe  zweier  ebenen  Winkel  einer  dreiseitigen  Ecke 
O  mit  dem  dritten  zu  vergleichen,  seien  auf  zwei  Kanten  der  Ecke  beliebi:? 
Strecken  OA^  OB  abgeschnitten  und  A  mit  B  verbunden.  Femer  sei  von  den 
Winkel  AOB  ein  Winkel  AO D  abgetragen,  welcher  dem  anderen  an  de' 
Kante  OA  liegenden  und  kleiner  als  AO B  vorausgesetzten  ebenen  Winkel  der 

Ecke  gleich  sei;  der  Punkt  D  liege  auf  AT^ 
Endlich  sei  auf  der  dritten  Kante  die  Streckt 
OC  gleich  OD  abgetragen  und  C  mit  A  und  h 
verbunden.  Dann  stimmen  die  Dreiecke  AÖC 
AOD  in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossetufr 
Winkel  überein,  und  es  sind  also  AC  und  A£' 
gleich  gross  als  homologe  Stücke  congiuentci 
Dreiecke.  Da  nun  im  Dreieck  ABC  die  Sei:i 
B  C grösser  sein  muss  als  die  Differenz  AB  —  AC 
der  anderen  Seiten,  also  auch  grösser  als  BD, 
so  sind  OBC,  OBD  zwei  Dreiecke,  welche  ir 
zwei  Seitenpaaren,  aber  nicht  in  dem  driner. 
übereinstimmen.  Daher  ist  auch  der  Winke! 
CO  Bf  welcher  der  gröseren  Seite  gegenüberliegt,  grösser  als  der  der  kleinerer 
gegenüberliegende  BOD^  oder  da  letzterer  gleich  der  Differenz  von  AOB  un*: 
AOC  ist,  so  ist  der  Satz  bewiesen : 

Die  Differenz  zweier  ebenen  Winkel  einer  dreiseitigen  Ecke  i>t 
stets  kleiner  als  der  dritte  ebene  Winkel.     (1) 

Die  Annahme,  dass  AOC  kleiner  als  AOB  sei,  hindert  nicht  die  Allpe- 
meinheit  dieses  Satzes,  denn  sind  diese  Winkel  gleich  gross,  so  ist  ihre  Diffcnen? 
gleich  Null;  der  Satz  bedarf  also  in  diesem  Falle  keines  Beweises.  Derselbe 
Satz  ergiebt,  dass 

Z  BOC-^  Z  COA^  Z  BOD-^  Z  DOA,  d.  i.  >  Z  AOB 
ist  und  kann  demnach  auch  in  der  folgenden  Form  ausgesprochen  werden: 

Die  Summe  je  zweier  ebenen  Winkel  eiffcr  dreiseitigen  Ecke  i^t 
grösser  als  der  dritte  (2). 
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3.  Schneidet  man  die  Kanten  einer  dreiseitigen  Ecke  O  durch  eine  belie- 
bige Ebene,  welche  nicht  durch  den  Scheitel  geht,  so  entsteht  an  jedem  Durch- 
üchnittspunkte  A^  B^  C,  eine  neue  dreiseitige  Ecke.  Nach  dem  vorigen  Satze 
ist  dann 

^  OCA-^  ^  OCB>  Z  ACB, 

Z  OBC  -h  ^  OBA  >  /L  CBA, 
Z  OAB^  Z  OAC>  Z  BAQ 
mithin  auch   Z  OCA-^r  Z  OCB -[-  Z  O'BC-^  Z  OBA  -¥  Z  OAB^  Z  (9^C 
>  ^  ACB  -f-  Z  C^^  -h  Z  ^^C 

Die  drei  Winkel  auf  der  rechten  Seite  dieser  Ungleichung  sind  die  Winkel 
des  ebenen  Dreiecks  ABQ  also  ist  die  Summe  der  sechs  Winkel  auf  der  linken 
Seite  grösser  als  zwei  Rechte.  Von  diesen  sechs  Winkeln  liegen  aber  je 
zwei  mit  einem  ebenen  Winkel  der  Ecke  O  in  demselben  Dreieck  und  be- 
tragen also  mit  letzterem  zusammen,  z.  B.  OCB  und  OBC  mit  COB^  zwei 
Rechte.  Die  Summe  der  sechs  Winkel  und  der  drei  ebenen  Winkel  der  Ecke 
beträgt  mithin  sechs  Rechte,  und  da  die  Summe  der  ersteren  grösser  als  vier 
Rechte  ist,  mithin  flir  die  Summe  der  letzteren  nach  Abzug  der  ersteren  weniger 
als  vier  Rechte  übrig  bleiben  müssen,  so  ist  der  Satz  bewiesen: 

Die  Summe  der  drei  ebenen  Winkel  einer  jeden  dreiseitigen 
Ecke  ist  kleiner  als  vier  Rechte  (3). 

Dieser  Satz  lässt  sich  in  ganz  entsprechender  Weise  auch  für  die  Summe 
der  ebenen  Winkel  einer  jeden  mehrseitigen  Ecke  beweisen.  Schneidet  man  all- 
gemein die  Kanten  einer  /iseitigen  Ecke  durch  eine  Ebene,  so  dass  ein  ebenes 
«-Eck  entsteht,  so  beträgt  die  Summe  der  «ebenen  Winkel  der  Ecke  und  der 
2  Ä  Winkel,  welche  mit  denselben  in  den  Seitendreiecken  liegen,  2«  Rechte,  die 
Summe  der  letzteren  ist  grösser  als  die  der  Winkel  des  «-Ecks,  mithin  die  Summe 

der  ersteren  kleiner  als 

2«  —  (2«  —  4)  oder  4  Rechte. 

Man  kann  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  auch  populär  dadurch  veranschau- 
lichen, dass  man  die  Flächen  von  «Winkeln,  deren  Summe  360°  beträgt,  an 
demselben  Scheitelpunkt  neben  einander  legt;  die  Flächen  fallen  dann  in  eine 
einzige  Ebene,  indem  sie  den  um  den  gemeinschaftlichen  Punkt  herumliegenden 
\Mnkelraum  von  vier  Rechten  gerade  ausfüllen.  Ist  die  Summe  der  Winkel 
grosser  als  vier  Rechte,  so  bleibt  nicht  Raum  genug,  dieselben  vollständig  zu- 
sammenzubringen, und  nur  bei  einer  Winkelsumme  von  weniger  als  vier  Rechten 
legen  sich  die  Winkelebenen  zu  einer  Ecke  aneinander. 

4.  Um  ferner  auch  die  Summen  von 
Flächenwinkeln  einerEcke  zu  untersuchen, 
sei  auf  jeder  Kante  der  letzteren  in 
einem  beliebigen  Punkt,  jedoch  nicht 
im  Scheitel,  eine  senkrechte  Ebene 
errichtet  Die  auf  der  Kante  OA  in  A  0, 
senkrechte  Ebene  liefert  durch  ihre 
Durchschnittslinien  mit  den  anliegenden 
Flächen  der  Ecke  O  den  Neigungs- 
winkel EAD  des  Flächenwinkels  an  OA^ 

und  entsprechend  erhält  man  die  Neigungs-  ß 

Winkel  EBF,  DCF  an  OB  und  OC, 

Da  nun  OA  senkrecht  zur  Ebene  EAD,  so  sind  auch  die  durch  OA  gehen- 
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den  Flächen  AOB,  AOC  senkrecht  zu  ADE\  ebenso  sind  AOB  und  BOC 
senkrecht  zu  EBF^  BOC  und  COA  senkrecht  zu  DCF,  Umgekehrt  stehen 
also  auch  je  zwei  der  neu  errichteten  Ebenen  senkrecht  zu  einer  und  derselben 
Ebene  der  Ecke  ö,  z.  B.  EAD  und  EBF  gleichzeitig  senkrecht  zu  AOB, 
woraus  endlich  folgt,  dass  auch  die  Durchschnittslinie  PE  dieser  beiden  Ebenen 
senkrecht  zu  AOB  steht  Ebenso  ist  PF  senkrecht  zu  BOC,  FD  senkrecht 
zu  AOC, 

Die  drei  auf  je  einer  Kante  der  Ecke  O  senkrecht  errichteten  Ebenen 
bilden  also  eine  neue  Ecke  P,  so  dass  zwischen  beiden  Ecken  folgende  Be- 
ziehungen bestehen: 

Jede  Kante  irgend  einer  der  beiden  Ecken  steht  senkrecht  zu  einer  Ebene 
der  anderen,  jede  Ebene  einer  derselben  senkrecht  zu  zwei  Ebenen  der  anderen, 
und  jede  Ebene  einer  derselben  schneidet  die  zu  ihr  senkrechten  Ebenen  der 
anderen    in   den  Schenkeln   eines  Neigungswinkels   an   der  zu  ihr  senkrechten 

Kante. 

Zwei  Ecken,  welche  in  diesen  Beziehungen  zu  einander  stehen,  heissen 
Supplementar-Ecken. 

Dass  die  zu  OA^  OB,  OC  senkrechten  Ebenen  einander  schneiden  und  eine  Ecke  bilden 
müssen,  lässt  sich  dadurch  zeigen,  dass  man  zunächst  beweist,  dass  Ebenen,  die  auf  nicht 
parallelen  Geraden  senkrecht  stehen,  nicht  parallel  sein  können,  und  dann,  dass  auch  die  dre: 
Durchschnittslinicn  nicht  zusammenfallen  und  nicht  parallel  sein  können.  Da  nMmItcb  die 
Durchschnittslinien  AR,  BE  v^  Senkrechte  auf  convergirenden  Geraden  OA,  OB  in  derselbeo 
Ebene  einander  in  einem  Punkte  E  schneiden  müssen,  so  müssen  auch  die  zugehörigen  Ebenes 
DAE,  FBE  einander  in  einer  durch  E  gehenden,  und  da  sie  beide  zu  OAB  senkrecht  sind, 
in  der  zu  OAB  senkrechten  Geraden  EP  schneiden,  u.  s.  w. 

Man  kann  umgekehrt  zu  jeder  gegebenen  Ecke  O  eine  Supplementar-Ecke 
dadurch  constniiren,  dass  man  im  Innern  der  ersteren  einen  beliebigen  Punkt  P 
annimmt,  von  diesem  auf  jede  der  Seitenflächen  von  O  eine  senkrechte  Gerade 
fällt  und  durch  je  zwei  dieser  Geraden  eine  Ebene  legt  Es  ist  dann  leicht,  in 
entsprechender  Weise  wie  vorher  zu  beweisen,  dass  auch  die  übrigen  der  aufge- 
stellten Beziehungen  beider  Ecken  zu  einander  bestehen. 

Im  Viereck  PEAD  ist  DPE  ein  ebener  Winkel  der  Ecke  P,  DAR  der 
zugehörige  (d.  i.  an  der  zur  Ebene  von  DPE  senkrechten  Kante  liegende' 
Neigungswinkel  eines  Flächenwinkels  der  Ecke  O,  während  die  beiden  anderen 
Winkel  dieses  Vierecks  Rechte  sind.  Da  nun  die  Summe  der  Winkel  eines  jeden 
ebenen  Vierecks  \'ier  Rechte  beträgt,  so  ist 

Z  DPE -h  Z  DAE^^R, 

Ebenso  ist  AEB  Neigungswinkel  an  der  Kante  PE  der  Ecke  P,  AOB  der 
zugehörige  ebene  Winkel  der  Ecke  O,  und  die  beiden  anderen  Winkel  des  Vier* 
ecks  AOBE  sind  rechte,  also  ist  die  Summe  der  beiden  ersteren  Winkel  gleich 
zwei  Rechten.     Es  gilt  hiemach  der  Satz: 

Sind  zwei  Ecken  Supplementar-Ecken  zu  einander,  so  bcträct 
die  Maasszahl  jedes  ebenen  Winkels  irgend  einer  derselben  mit 
der  Maasszahl  des  zugehörigen  Flächenwinkels  der  anderen  immer 
180  Grad.     (4) 

Durch  diesen  Satr.  erklärt  sich  die  Wahl  des  Namens  Supplementar-Ecke 

Die  Willktlr,  welche  bei  der  Construction  einer  Supplementar-Ecke  P  w 
einer  gegebenen  Ecke  O  darin  besteht,  dass  man  fiir  /'jeden  beliebigen  Tunk* 
mnerhalb  des  Raumes  der  letzteren  wählen  kann,  hat  demnach  nur  auf  die  Ij«« 
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der  constniirten  Supplementar-Ecke,  nicht  aber  auf  die  Grössen  ihrer  sechs  Stücke 
Einfluss,  denn  sind  0,  b^  r,  a,  ß,  7  bezüglich  die  Maasszahlen  der  ebenen  und 
der  Flächenwinkel  der  Ecke  (7,  so  sind  entsprechend  180°  —  0,  180°  —  ^,  180°  —  c^ 
ISO*"— a,  180°— ß,  180°  — 7  die  Maasszahlen  der  Flächen-  und  der  ebenen 
Winkel  der  Ecke  P\  diese  haben  also  fllr  jede  Lage  von  P  dieselben  fest  bestimm- 
ten Werthe. 

Die  durch  verschiedene  Annahmen  des  Punktes  P  entstehenden  Supplementar- 
Ecken  der  Ecke  O  können  daher  als  verschiedene  Lagen  einer  und  derselben 
Ecke  angesehen  werden,  in  welche  dieselbe  nach  einander  durch  geeignete  Ver- 
schiebung gebracht  werden  kann.  Denkt  man  sich  bei  einer  solchen  Verschiebung 
den  Punkt  P  fortwährend  dem  Scheitel  O  genähert,  so  kann  man  schliesslich 
,  auch  P  mit  O  zusammenfallen  lassen.  Es  ändert  sich  dann  nichts,  als  dass  die 
Kanten  von  P  nicht  mehr  als  vom  Punkte  P  senkrecht  auf  die  Ebenen  von  O 
gefallt,  sondern  als  auf  diesen  senkrecht  errichtet  erscheinen.  Die  so  gewonnene 
Lage  beider  Ecken  zu  einander  ist  dadurch  bemerkenswerth,  dass  diese  dabei 
einen  gemeinschaftlichen  Scheitelpunkt  haben.  In  dieser  Lage  heisst  jede  der 
beiden  Ecken  die  Polar-Ecke  der  anderen. 

Die  vorstehenden  Sätze  und  Beweise  über  Supplementär-  und  Polar-Ecken 
gelten  für  mehrseitige  Ecken  in  gleicher  Weise  wie  für  dreiseitige.  Jede  Ecke 
hat  eine  und  nur  eine  Polar-Ecke. 

5.  Die  Summe  der  Maasszahlen  der  drei  Flächenwinkel  einer  dreiseitigen 
Ecke  muss  nach  dem  obigen  Satze  mit  der  Summe  der  Maasszahlen  der  drei 
ebenen  Winkel  ihrer  Polar-Ecke  zusammen  sechs  Rechte  betragen.  Da  nun  die 
letztere  jedenfalls  grösser  als  Null  und  nach  (3)  dieses  Paragraphen  kleiner  als 
vier  Rechte  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Die  Summe  der  Flächenwinkel  einer  jeden  dreiseitigen  Ecke  be- 
trägt weniger  als  sechs  Rechte  und  mehr  als  zwei  Rechte.     (5) 

Aus  diesem  Satze  geht  hervor,  dass  in  einer  dreiseitigen  Ecke  alle  drei 
Flächenwinkel  stumpfe  sein  können;  es  können  ferner  zwei  derselben  stumpf, 
der  dritte  ein  rechter,  oder  alle  drei  rechte,  oder  zwei  rechte  und  der  dritte 
stumpf  oder  spitz  sein,  u.  s.  w. 

Man  nennt  insbesondere  eine  dreiseitige  Ecke  eine  rechtwinkelige,  wenn 
dieselbe  einen  oder  mehrere  rechte  Flächenwinkel  hat. 

Eine  Ecke  mit  drei  rechten  Flächenwinkeln,  d.  i. 
eine  sogenannte  dreifach  rechtwinkelige  Ecke  erhält  man, 
wenn  man  zu  zwei  auf  einander  senkrechten  Ebenen 
eine  dritte  construirt,  welche  zu  der  Kante  der  ersteren 
senkrecht  ist.  Da  in  derselben  jede  Kante  als  Durch- 
schnittslinie zweier  zur  dritten  senkrechten  Ebenen  auf 
dieser  dritten  und  also  auch  auf  den  beiden  anderen 
Kanten  senkrecht  stehen  muss,  so  folgt  der  Satz: 

Sind  in  einer  Ecke  alle  drei  Flächenwinkel  rechte,  so  sind  auch  alle  drei 
ebenen  Winkel  rechte. 

Ebenso  ergiebt  sich  leicht,  dass  auch  die  Umkehnmg  dieses  Satzes  gelten 
muss:  Sind  in  einer  Ecke  alle  drei  ebenen  Winkel  rechte,  so  sind  auch  alle 
drei  Flächenwinkel  rechte. 

Hat  eine  Ecke  zwei  rechte  Flächenwinkel,  z.  B.  diejenigen  an  den  Kanten 
OA^  OB,  so  steht  die  dritte  Kante  CO  zu  der  Ebene  BOA,  und  also  auch  zu 
den  Kanten  OA,  OB  senkrecht.     Hieraus  folgt,  dass  in  jeder  zweifach  recht- 
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winkeligen  Ecke  auch  die  den  rechten  Flächenwinkeln  gegenüberliegenden  ebenen 

fi  Winkel  rechte  sind,  und  dass  der  dritte  ebene  Winkel 
der  Neigungswinkel  des  dritten  Flächenwinkels  ist  Auch 
dieser  Satz  lässt  sich  umkehren.  Die  früheren  Sätze  über 
dreifach  rechtwinkelige  Ecken  sind  besondere  Fälle  der 
vorstehenden. 

In  jeder  einfach  rechtwinkeligen  Ecke  wird  der  dem 
rechten  Winkel  gegenüberliegende  ebene  Winkel  auch 
die  Hypotenuse  der  Ecke  genannt;  die  beiden  anderen  ebenen  Winkel  heissen 
dann  die  Katheten.  In  einer  mehrfach  rechtwinkeligen  Ecke  können  dieselben 
Benennungen  mit  Beziehung  auf  irgend  einen  der  rechten  Flächenwinkel  gebraucht 
werden.  • 

6.  Zur  Untersuchung  der  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen  den  ebenen 
und  den  Flächen- Winkeln  einer  und  derselben  Ecke  findet  zunächst  die  folgende 
Construction  zweier  Neigungswinkel  Anwendung: 

Fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  A  einer  Kante  einer  dreiseitigen 
Ecke  0{ABC)  die  senkrechte  Gerade  AD  auf  die  gegenüberliegende  Seiten- 
fläche, dann  vom  Fusspunkt  D  dieser  Linie  die  senkrechten  Geraden  DE,  DF 
auf  die  beiden  anderen  Kanten  und  verbindet  man  schliesslich  die  Fusspunkt«: 
J5,  F  der  letzteren  Perpendikel  mit  A^  so  müssen  die  Verbindungslinien  AE, 

AF  nach  §  2,  (5)  bezüglich  2m{  OB  wmA  OC 
senkrecht  stehen.  Sind  nun  die  beiden  Flächen- 
winkel aji  OB  und  OC  spitz,  so  liegt  D  inner- 
halb des  Winkels  BOQ  und  die  Winkel  AED, 
AFD  sind  bezüglich  die  Neigungswinkel  jener 
Flächenwinkel.  Ist  der  Flächenwinkel  an  ÖC  ein 
rechter,  so  fallt  D  in  die  Kante  OC,  und  AF 
fallt  mit  AD  zusammen;  man  hat  auch  dann  in 
dem  rechtwinkeligen  Dreieck  AED  die  beiden 
Neigungswinkel.  Sind  beide  Flächenwinkel  rechte, 
so  fallen  AD,  AF  und  AE  unter  einander  und 
mit  AO  zusammen;  die  Kante  AO  steht  dann 
senkrecht  zur  Ebene  COB,  Ist  ferner  der  Flächenwinkel  an  OC  ein 
stumpfer,  so  fallt  D  ausserhalb  des  Winkels  BOC,  und  der  Winkel  AFD 
ist  der  Nebemvinkel  des  Neigimgswinkels  jenes  Flächenwinkels.  Dassell»c 
findet  für  den  Flächem^inkel  an  OB  statt,  wenn  dieser  ein  stumpfer  ist;  bei 
zwei  stumpfen  Flächenwinkeln  liegt  D  innerhalb  des  Scheitel  winkeis  von  BOC 
bei  nur  einem  stumpfen  und  einem  spitzen  innerhalb  eines  Nebenwinkels  v<)0 
BOC,  bei  einem  stumpfen  und  einem  rechten  auf  der  Verlängerung  eines  der 
Schenkel  von  BOC  über  O.  In  allen  diesen  Fällen  lässt  sich  die  angegebene 
Construction  zur  Untersuchung  der  Beziehungen  zwischen  den  Flächenwinkeln, 
bezw.  den  Neigungswinkeln  und  den  ebenen  Winkeln  benutzen.  Diese  Tnicr 
suchung  filhrt  zu  den  folgenden  allgemein  gültigen  Säuen: 

Sind  zwei  ebene  Winkel  AOB,  AOC g\t\c\\  gross,  so  sind  die  rechtwinkeli^'en 
Dreiecke  OAF,  OAE  congruent,  daher  ist  ^/'gleich  AE,  und  hierdurch  ergicb* 
sich  die  Congruenz  der  Dreiecke  AFD,  AED,  aus  welcher  endlich  die  Gleich- 
heit der  Winkel  AFD,  AED  folgt.     Somit  erhält  man  den  Satz: 

Gleichen  ebenen  Winkeln  einer  dreiseitigen  Ecke  liegen  gleiche 
Flächcnwinkel  gegenüber  (^t>aV 
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Umgekehrt  kann  man  aus  der  vorausgesetzten  Gleichheit  der  Flächenwinkel 
an  OB  und  OC  und  also  auch  der  Winkel  AFD^  AED  zuerst  die  Congruenz 
der  Dreiecke  AFD^  AED^  aus  dieser  dann  die  Gleichheit  der  Seiten  AF^  AE, 
mittelst  letzterer  femer  die  Congruenz  der  Dreiecke  AO  F,  AOE  folgern,  so  dass 
also  auch  der  Satz  gilt: 

Gleichen  Flächenwinkeln  einer  dreiseitigen  Ecke  liegen  gleiche 
ebene  Winkel  gegenüber  (6b). 

Setzt  man  dagegen  voraus,  dass  der  Flächenwinkel  an  OA  grösser  sei  als 
der  Flächenwinkel  an  OB,  so  kann  man  A 

von  ersterem  einen  Theil  O,  BAD  ab- 
schneiden, welcher  dem  letzteren  gleich 
ist;  die  theilende  Ebene  AOD  treffe 
BOG  in  OD,  Dann  liegen  in  der 
Ecke  O  {ABD)  den  gleichen  Flächen- 
Winkeln  an  OA  und  OB  gleiche  ebene 
Winkel  BOD,  AOD  gegenüber.  Da 
femer  in  der  Ecke  O  (ACD)  die 
Sunmie  der  ebenen  Winkel  COD  und 
AOD  grösser  als  der  dritte  AOC  sein 
muss,  so  ist  auch 

C0D-^DOB>A0C,  oder 
COB>AOC, 
d.  h.   in  jeder   dreiseitigen    Ecke  B 

liegt  dem  grösseren  von  zwei  Flächenwinkeln  ein  grösserer  ebener 
Winkel  gegenüber  (6c). 

Endlich  beweist  man  noch  mit  Hülfe  der  beiden  letzten  Sätze  auf  indirektem 
Wege  leicht  den  folgenden: 

In  jeder  dreiseitigen  Ecke  liegt  dem  grösseren  von  zwei  ebenen 
Winkeln  ein  grösserer  Flächenwinkel  gegenüber  (6d). 

^lan  kann  die  beiden  vorstehenden  Sätze  tiber  ungleiche  Stücke  einer  Ecke  auch  mittelst 
der  zum  Beweis  der  beiden  entsprechenden  über  gleiche  StUckc  benutzten  Construction  und  in 
analoger  Weise  wie  diese  beweisen,  indem  man  statt  der  Congruenzen  der  Dreieckspaare  die 
Nicht-CoDgruenzen  derselben  benutzt.  Diese  Beweise  haben  Jedoch  das  Missliche,  dass  sie  je 
nach  der  Annahme  spitzer  oder  stumpfer  Winkel  in  Folge  der  verschiedenen  Lagen  des  Fuss- 
pimktes  D  zu  weitläufigeren  Erörterungen  nöthigen,  wenn  sie  allgemein  gültig  sein  sollen. 

Als  Zusätze  der  vier  obigen  Sätze  tiber  die  Beziehungen  zwischen  ebenen 
und  Flächen -Winkeln  einer  dreiseitigen  Ecke  ergeben  sich  aus  denselben  ohne 
Weiteres  die  folgenden: 

Sind  die  drei  ebenen  Winkel  einer  Ecke  gleich  gross,  so  sind  auch  die  drei 
Flächenwinkel  einander  gleich. 

Sind  die  drei  Flächenwinkel  einer  Ecke  gleich  gross,  so  sind  auch  die  drei 
ebenen  Winkel  einander  gleich. 

Dem  grössten  ebenen  Winkel  einer  Ecke  liegt  der  grösste  Flächenwinkel 
gegenüber. 

Dem  grössten  Flächenwinkel  einer  Ecke  liegt  der  grösste  ebene  Winkel 
gegenüber. 

§  8.     Fortsetzung:    Von  der  Congruenz  der  Ecken. 

1.  Vergleicht  man  die  sechs  Stücke  einer  Ecke  mit  denjenigen  ihrer  Gegen- 
ecke, so  findet  man,  dass  je  zwei  entsprechende  ebene  Winkel  und  ebenso  je 
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zwei  entsprechende  Flächenwinkel  beider  Ecken  als  Scheitelwinkel  gleich  gro^ 
sind,  und  dass  auch  die  gleichen  Stücke  in  gleicher  Reihenfolge  aneinander 
liefen.  Trotz  dieser  Uebereinstimmung  in  allen  homologen  Stücken  können  jedoch 
die  beiden  Ecken  im  Allgemeinen  nicht  zur  Deckung  gebracht  werden,  denn  würde 
man  z,  B.  OA'  in  die  Richtung  von  OA,  OB'  in  die  von  OB  bringen,  so  i»iirdcn 

die  Ecken   auf  verschiedene 
Seiten  der  gemeinschaftlichen 
Flächen    AOB  fallen;    leg: 
man  aber  die  eine  Ecke  ^ 
auf    die    andere,    dass   die 
gleichen  Winkel  ÄOB  und 
AOB  einander  decken  und 
beide  Ecken    auf  derselben 
Seite   von  AOB  liegen,  so 
fällt    OA*    in    die   Richtunr 
von  OBf  OB'  in  die  Richtung  von  OAf  und  die  homologen  Flächenwinkel  Mcn 
also  nicht  zusammen.    Der  Unterschied  beider  Ecken,  welcher  diese  Unmöglich- 
keit, dieselben  zur  Deckung  zu  bringen,   zur  Folge  hat,  besteht  darin,  dass  die 
homologen  Stücke  in  beiden  in  umgekehrter  Ordnung  auf  einander  folgen  und 
ist   also    demjenigen  entsprechend,    welcher  zwischen  rechter  Hand  imd  linker 
Hand  oder  zwischen  der  Gestalt  eines  Körpers  und  derjenigen  seines  Bildes  im 
Spiegel  besteht.     Könnte  man  die  eine  der  beiden  Ecken  so  umstülpen,   da» 
die   inneren  Flächenseiten   derselben  die  äusseren  würden,    so  würde  sich  die 
Ordnung    der  Stücke    umkehren    und   beide  Ecken  würden   congruent  werden. 
Man  nennt  zwei  Raumgebilde  überhaupt,  und  also  auch  insbesondere  zwei 
Ecken,  die  in  allen  homologen  Stücken  übereinstimmen  und  bei  denen  die  homo- 
logen Stücke  zwar  in  gleicher  Reihenfolge  aber  in  umgekehrter  Ordnung  anein- 
anderliegen,  symmetrisch. 

Jede  Ecke  ist  also  ihrer  Gegenecke  symmetrisch.  Sind  zwei  Ecken  symme- 
trisch, so  ist  jede  derselben  der  Gegenecke  der  anderen  congruent,  und  tibcrhaup»: 
zwei  Ecken,  die  derselben  dritten  symmetrisch  sind,  müssen  unter  einander  con- 
gruent sein. 

Stimmen  zwei  dreiseitige  Ecken  in  den  drei  ebenen  Winkeln 
paarweise  überein,  so  sind  auch  je  zwei  homologe  Flächenwinkel 
derselben  einander  gleich,  und  die  Ecken  sind  also  congruent  oder 
symmetrisch,    (1) 

denn  construirt  man  in  jeder  dieser  beiden  Ecken  O^  O'  zwei  Neigungswinkel 
nach  8  7,  Nr.  6,  indem  man  OA^O'Ä  macht,  die  Senkrechten  AD,  AD  au» 
die  gegenüberliegenden  Flächen  fallt  und  in  dieser  Weise,  wie  dort  gezeigt,  ion- 
fährt,   so  folgt  aus  der  Gleichheit  der  ebenen  Winkel  AOE,  Ä  O* E  die  Con 
gruenz    der   in   den  Hypotenusen   übereinstimmenden  recht^^inkeligen  Dreiecke 
AOR,  ÄO'E  und  aus  dieser,  dass  AE^ÄE,  OE^O'E  ist<     In  gleicher   j 
Weise  ist  AAOE^  A  A'O'E,  also  AF^A'E,  OF^O'E\    Nun  kann  mar 
die  Vierecke  FOED,  FO'EU   mit  den  gleichen  Winkeln  FO E,  FOE  a. 
einander  gelegt  denken,    sodass  die  gleichen  Schenkel   OF,   O' F  und  eben* 
OR,  O'E  einander  decken,  mithin  auch  die  auf  denselben  stehenden  Senkrechter 
FD,  FD  und  ebenso  ED,   E D\  also  die  ganzen  Vierecke  zusammenfallen 
Da  hiemach  diese  Vierecke  congruent  sind,  also  FD^FD,  ED^E D  i< 
so  folgt  weiter  die  Congruenz  der  Dreiecke  AFD,  ÄFD\  sowie  die  der  Dret 
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ecke  AED,  Ä  E  U  und  hieraus  die  Gleichheit  der  Neigungswinkel  AFD^ 
ÄFiy,  sowie  die  von  AED  und  Ä E D\  Da  auch  für  die  Winkel  an  OA 
und  0* Ä  derselbe  Beweis  geführt  werden  kann  —  denn  die  Senkrechte  AD 
kann  auch  statt  von  A  von  einem  Punkte  einer  anderen  Kante  aus  auf  die  dieser 
gegenüberliegende  Fläche  gefallt  werden  —  so  ist  bewiesen,  dass  alle  homologen 
Flächenwinkel  der  beiden  Ecken  gleich  gross  sind. 

2.  Stimmen  zwei  dreiseitige  Ecken  in  zwei  ebenen  Winkeln  und 
in  dem  von  diesen  eingeschlossenen  Flächenwinkel  überein,  so  sind 
auch  je  zwei  andere  homologe  Stücke  derselben  einander  gleich, 
und  die  Ecken  sind  also  congruent  oder  symmetrisch.     (2) 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  in  ähnlicher  Weise  wie  der  des  vorigen,  also 
durch  Construction  von  Neigungswinkeln  und  die  Congruenz  entstehender  Drei- 
ecke gefuhrt  werden.  Man  kann  ausserdem  zeigen,  dass  irgend  eine  der  beiden 
Ecken  sich  mit  der  anderen  oder  mit  der  Gegenecke  derselben  zur  Deckung 
bringen  lässt  Denkt  man  sich  nämlich  diese  betreffenden  Ecken  so  zusammen- 
gestellt, dass  der  Scheitel  O'  auf  den  Scheitel  O,  die  Kante  O'  Ä  in  die  Rich- 
tung der  Kante  OA  fallt,  wobei  angenommen  wird,  dass  an  diesen  Kanten  die 
als  gleich  vorausgesetzten  Flächenwinkel  liegen,  so  muss  femer  in  Folge  dieser 
Gleichheit  die  eine  Ecke  so  zur  anderen  gelegt  werden  können,  dass  die  Schenkel- 
ebenen ÄO' E  und  AOß  einerseits  und  die  Schenkelebenen  A'O'C  und  AOC 
andererseits  zusammenfallen.  In  Folge  der  Gleichheit  der  homologen  einschliessen- 
den  ebenen  Wnkel  fallt  dann  O'E  in  die  Richtung  von  OB,  O'C  in  die 
Richtung  von  OC,  und  es  muss  also  auch  die  Ebene  O'B'C  die  Ebene  OBC 
decken. 

3.  Stimmen  zwei  dreiseitige  Ecken  in  zwei  ebenen  Winkeln  und 
in  dem  einem  der  fetzteren  gegenüberliegenden  Flächenwinkel  über- 
ein, so  kann  noch  nicht  behauptet  werden,  dass  die  Ecken  congruent 
oder  symmetrisch  seien. 

Legt  man  nämlich  die  eine  Ecke  mit  der  anderen  (oder  mit  der  Gegenecke 
der  letzteren)  so  zusammen,  dass  wie  vorhin  die  Scheitel  und  die  gleichen 
Flachenwinkel  einander  decken,  so  müssen  auch  die  den  letzteren  anliegenden 
als  gleich  vorausgesetzten  ebenen  Winkel 
in  AOC  einander  decken^  da  aber  nicht 
bekannt  ist,  ob  die  Flächenwinkel  a,n  OC 
gleich  seien,  so  kann  auch  nicht  gefolgert 
werden,  dass  die  Fläche  O'CB'  3,\\(  OCB 
falle,  vielmehr  muss  die  Möglichkeit  gelten 
gelassen  werden,  dass  eine  derselben, 
z.  B.  OCB*  innerhalb  des  Flächenwinkels 
der  anderen  an  OC,  und  also  auch  die 
Kante  OB*  nicht  auf  OB,  sondern  inner- 
halb des  ebenen  Winkels  AOB  falle. 
Findet  dies  nun  statt,  so  entsteht  eine 
Ecke  0{BEC),  in  welcher  der  Voraus- 
setzung zufolge  die  ebenen  Winkel  BOC, 
i^'ÖCund  mithin  auch  die  ihnen  gegenüber- 
liegenden Flächenwinkel  an  OE  und  OB  gleich  gross  sind.  Da  nun  der  Flächen- 
winkel der  Ecke  0{AEC)  an  der  Kante  OE  der  Nebenwinkel  des  einen  der 


412  Stereometrie. 

vorigen  ist,  so  ergiebt  sich,   dass  derselbe  in  diesem  Falle  zu  dem  homologen 
Flächenwinkel  der  Ecke  0{ABC)  an  OB  supplementär  sein  muss. 

Sind  also  zwei  dreiseitige  Ecken,  welche  in  den  vorher  genannten 
Stücken  übereinstimmen,  nicht  congruent  oder  symmetrisch,  so  müssen 
die  nicht  als  gleich  vorausgesetzten  der  den  ebenen  gegenüber- 
liegenden Flächenwinkel  zusammen  zwei  Rechte  betragen,  und  die 
Congruenz  oder  Symmetrie  der  beiden  Ecken  kann  also  behauptet 
werden,  falls  die  weitere  Bedingung  erfüllt  ist,  dass  die  Summe  der 
anderen  gegenüberliegendenFlächenwinkel  nicht  gleich  zweiRechicn 
sei  (3). 

Insbesondere  kann  man  also  die  Uebereinstimmung  der  beiden  Ecken  in 
je  zwei  homologen  der  noch  übrigen  Stücke  schon  dann  behaupten,  wenn  die 
im  Allgemeinen  leicht  zu  erkennende  Bedingung  erfüllt  ist,  dass  die  anderen 
gegenüberliegenden  Winkel  gleichartig,  d.  h.  dass  sie  gleichzeitig  spitze  oder 
gleichzeitig  stumpfe,  bezw.  rechte  sind. 

4.  Stimmen  zwei  dreiseitige  Ecken  in  zwei  Flächenwinkeln  und  in 
dem  einen  der  letzteren  gegenüberliegenden  ebenen  Winkel  überein. 
so  kann  ebenfalls  die  Congruenz  oder  Symmetrie  der  Ecken  nur  unter 
der  ferneren  Bedingung  behauptet  werden,  dass  die  anderen  gegen- 
überliegenden ebenen  Winkel  nicht  zusammen  zwei  Rechte  be- 
tragen (4). 

Es  müssen  nämlich  in  diesem  Falle  die  Polarecken  der  beiden  Ecken  in 
zwei  ebenen  Winkeln  und  einem  der  gegenüberliegenden  Flächenwinkel  überein- 
stimmen; diese  Polarecken  sind  also  nach  dem  vorigen  Satze  congruent  oder 
symmetrisch,  wenn  ihre  anderen  gegenüberliegenden  Flächenwinkel  nicht  zusammer. 
zwei  Rechte  betragen,  und  dieses  letztere  muss  wieder  de^  Fall  sein,  wenn  dic*e 
Bedingimg  in  den  ursprünglichen  Ecken  für  die  entsprechenden  ebenen  Winke! 
erfüllt  ist.  Da  nun  in  diesem  Falle  die  Polarecken  auch  in  ihren  übrigen  hoirn»- 
logen  Stücken  übereinstimmen,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  der  letzteren  wieder 
rtickwärts  die  Gleichheit  ihrer  Supplemente,  also  der  noch  übrigen  homologen 
Stücke  der  ursprünglichen  Ecke. 

5.  Stimmen  zwei  dreiseitige  Ecken  in  zwei  Flächenwinkeln  unt^ 
dem  von  ihnen  eingeschlossenen  ebenen  Winkel  überein,  so  sinii 
dieselben  congruent  oder  symmetrisch  (5). 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  in  ähnlicher  Weise  w^e  der  des  vorhergehen- 
den mittelst  der  Polarecken  geführt  werden.  Bezeichnen  wir  der  Kürze  halber 
die  ebenen  Winkel  einer  Ecke  durch  bez.  a,  b,  c  und  die  ihnen  gegenüberliegen 
den  Flächenwinkel  der  Reihe  nach  durch  a,  %  7,  sowie  entsprechend  die  Stücke 
einer  zweiten  Ecke  durch  a\  //,  u.  s.  w.,  so  folgt  aus  der  Voraussetzung, 

dass  auch  180"  —  a^  180°  —  a\  180°  —  ß  =  180°  —  3',  180°  —  7  =  180"*  —  7*  w. 
dass  somit  die  beiden  Polarecken  in  einem  Flächenwinkel  und  den  ihn  ein- 
schliessenden  ebenen  Winkeln  übereinstimmen  und  also  congruent  oder  symmctn<- 
sind.  Aus  der  somit  folgenden  Gleichheit  je  zweier  homologen  übrigen  Stucke 
der  Polarecken,  oder  aus 

180''  —  n  =  180°  —  «',   180°  —  /^  =  180°  —  b\  180°  —  r  =  180°  —  / 
aber  folgt  a  =  «',  b  =  b\  c  =  c\ 

die  ursprünglichen  Ecken  stimmen  also  in  allen  homologen  Stücken  überein. 
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6.  Stimmen  zwei  dreiseitige  Ecken  in  den  drei  Flächenwinkeln 
überein,  so  sind  dieselben  congruent  oder  symmetrisch  (6). 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  wieder  mittelst  der  Polarecken  geführt  werden. 
Letztere  müssen  in  den  ebenen  Winkeln  übereinstimmen,  daher  sind  auch  je  zwei 
homologe  Flächenwinkel  derselben  gleich  gross,  und  hieraus  folgt  wieder  rück- 
wärts die  Gleichheit  auch  je  zweier  homologen  ebenen  Winkel  der  ursprünglichen 
Ecken. 

Durch  die  sechs  nunmehr  aufgestellten  Congruenzsätze  für  dreiseitige  Ecken 
sind  alle  hierbei  möglichen  Fälle  erschöpft.  Dieselben  sind  einander  paarweise 
zugeordnet,  so  dass  der  Beweis  eines  jeden  mit  Hülfe  des  ihm  zugeordneten 
Satzes  und  der  Polarecke  geführt  werden  kann,  sobald  dieser  letztere  Satz  als 
vorher  bewiesen  gelten  kann.  So  kann  man  beispielsweise  den  fünften  der  vor- 
stehenden Sätze  auch  leicht  unmittelbar  durch  Deckung  beweisen  und  dann  aus 
ihm  den  zweiten  mittelst  der  Polarecken  ableiten. 

7.  Die  Congruenzsätze  der  Ecken  zeigen  eine  grosse  Analogie  mit  den 
Congnienzsätzen  für  Dreiecke  in  der  Planimetrie,  ebenso  wie  mehrere  der  anderen 
im  Vorigen  bewiesenen  Eigenschaften  der  Ecken  solchen  des  Dreiecks  entsprechen. 
Daneben  zeigen  sich  aber  auch  erhebliche  Unterschiede,  unter  denen  derjenige 
besonders  hervorragt,  dass  die  Summe  der  Flächenwinkel  einer  dreiseitigen  Ecke 
nicht,  wie  diejenige  der  Winkel  eines  Dreiecks,  zwei  Rechte  beträgt,  überhaupt 
keinen  bestimmten,  sich  gleich  bleibenden  Werth  hat,  sondern  zwischen  den 
Grenzen  von  zwei  Rechten  und  sechs  Rechten  schwankt  Daher  fallen  bei  der 
Ecke  auch  alle  Folgerungen  weg,  welche  denjenigen  entsprechen  würden,  die 
bei  den  Dreiecken  aus  der  constanten  Winkelsumme  hervorgehen.  So  beruht 
es  hierauf,  dass  bei  den  Ecken  auch  der  Congruenzsatz  von  den  drei  Flächen- 
winkeln aufzustellen  war,  da  nicht  durch  je  zwei  der  letzteren  der  dritte  bestimmt 
ist  Ebenso  zog  der  Congruenzsatz  von  einem  ebenen  Winkel  und  den  beiden 
anli^enden  Flächenwinkeln  (der  fünfte  obige)  nicht  denjenigen  von  einem  ebenen 
W'mkel,  einem  anliegenden  und  dem  gegenüberliegenden  Flächenwinkel  (d.  i.  den 
vierten  obigen)  als  Folge  nach  sich,  und  es  konnte  bei  letzterem  sogar  die 
Erfüllung  einer  weiteren  Bedingung  nothwendig  werden. 

Die  Congruenzsätze  für  dreiseitige  Ecken  zeigen,  entsprechend  denen  für 
Dreiecke,  dass  durch  drei  der  sechs  Stücke  einer  Ecke  im  Allgemeinen  die  drei 
übrigen  bestimmt  sind.  Man  kann  daher  die  Aufgabe  stellen,  aus  drei  gegebenen 
solchen  Bestimmungsstücken  die  übrigen  zu  ermitteln,  und  zwar  entweder,  wenrt 
jene  durch  Zeichnung  gegeben  sind,  mittelst  Construction  oder,  wenn  jene  durch 
ihre  Maasszahlen  gegeben  wurden,  mittelst  Rechnung.  Die  Aufgabe  im  letzteren 
Falle  löst  die  sphärische  Trigpnometrie ;  für  den  ersteren  Fall  soll  dieselbe  hier 
noch  kurz  behandelt  werden. 

Denkt  man  sich  zu  einer  Ecke  O  die  in  §  7  No.  6  angegebene  Construction 
zweier  Neigungswinkel  ausgeführt,  und  seien  (Fig.  S.  414)  ABD,  ACD  diese  Neigungs- 
winkel, so  kann  man  sich  jedes  der  Dreiecke  OAB^  OAQ  ABD,  A  CD  um  seine 
in  der  Ebene  O  CDB  liegende  Seite  so  gedreht  denken,  dass  es  in  diese  Ebene 
fallt  Es  mögen  dann  OA^B,  OA^Q  BDA^,  CDA^  der  Reihe  nach  die  neuen 
Lagen  dieser  Dreiecke  bezeichnen.  Dann  müssen  Ay^B  und  BD,  und  ebenso 
A^C  und  CD  in  je  eine  Gerade  fallen,  femer  muss  0A<^  gleich  O  A^  und  DA^ 
gleich  DA^y  BA^  gleich  BA^,  CA^  gleich  CA^,  DA^  senkrecht  auf  DB  und 
DA^  senkrecht  auf  CD  sein,  und  A^BD,  A^CD  sind  den  Neigungswinkeln  der 
Ecke   an   den  Kanten  OB,    OC  bezüglich  gleich.     Sind  nun  die  drei  ebenen 


414 


Stereometrie. 


Winkel  ö,  b^  c,  gegeben,  so  sind  bei  beliebiger  Annahme  der  Länge  von  OA^ 

=  0A^  die  rechtwinke- 
ligen Dreiecke  OA^B, 

OA^C  nebst  dem 
zwischen  ihnen  Uzen- 
den Winkel  COB  be- 

/  \ \  M    Stimmt;      durch     Vcr- 

/      ^..^"^"^^  IZ^  *  längerungvon-^j-öund 

ö/^"^""^  nV^-^"'''^^^       1     A^C    erhält   man  den 

Punkt  Z>,  durch  die  in 
^  D  auf  DB  und  DC 
errichteten  Senkrechten 
und  die  mit  CA^  um 
C  und  mit  BA^  um  B 
beschriebenen  Kreis- 
bogen ergeben  sich  die 
Punkte  A^^  A^  und 
somit  die  den  zwei  gesuchten  Neigungswinkeln  ß,  7  bezüglich  gleichen  Winkel 
A^CDf  A^BD,  In  entsprechender  Weise  kann  auch  der  dritte  Neigungswinkel 
gefunden  werden. 

Sind  zwei  ebene  Winkel  «,  b  und  der  eingeschlossene  Flächenwinkel  7 
gegeben,  so  kann  man  nach  derselben  Figur  wie  vorher  zunächst  das  recht- 
winkelige Dreieck  OBA^  mit  beliebig  gewählter  Hypotenuse  beschreiben,  dann 
mittelst  des  an  die  Verlängerung  von  A^B  in  B  angelegten,  dem  gegebenen 
Winkel  7  gleichen  Winkels,  dem  Schenkel  BA^-^BA^  und  der  Senkrechten 
A^D  den  Punkt  D  bestimmen,  femer  an  OB  den  Winkel  BOC'==^  a  anlc^a 
von  D  dMi  OC  die  Senkrechte  fallen,  dieselbe  über  ihren  Fusspunkt  C  verlängern 
und  mittelst  eines  um  O  mit  OA^  beschriebenen  Kreisbogens  den  Punkt  A^ 
finden.  Hierdurch  erhält  man  den  Winkel  A^OC  gleich  dem  gesuchten  dritten 
ebenen  Winkel  c  und  kann  weiterhin  wie  in  der  vorigen  Aufgabe  verfahren. 

Sind  zwei  ebene  Winkel  ^,  c  und  einer  der  gegenüberliegenden  Flächcn- 
winkel  y  gegeben,  so  kann  man  wie  vorher  zunächst  das  Dreieck  OA^B^  dann 
das  Dreieck  BA^D  und  ausserdem  ein  dem  Dreieck  OA^C  congnicntes 
zeichnen.  Durch  letzteres  erhält  man  die  Länge  von  OC^  und  zieht  man  OD, 
beschreibt  über  OD  als  Durchmesser  den  Kreis,  so  findet  man  mittelst  eine« 
um  O  mit  jener  Länge  beschriebenen  Kreisbogens  den  Punkt  C,  worauf  alles 
Uebrige  sich  entsprechend  den  vorigen  Fällen  leicht  ergiebt  Die  Möglichkeit 
zweier  brauchbaren  Durchschnittspunkte  des  über  OD  beschriebenen  Kreises 
und  des  um  O  beschriebenen  Kreisbogens,  wobei  der  dritte  ebene  Winkel  a  das 
einemal  als  Summe,  das  anderemal  als  Differenz  zweier  Winkel  entsteht»  iei|r 
auch  hier  die  Unbestimmtheit  des  Falles  und  erläutert  dieselbe  näher  dahin, 
dass  derselbe,  falls  die  oben  angegebene  Bedingung  nicht  erftillt  ist,  zweideutig  ist. 
Die  drei  noch  übrigen  Fälle  können  mit  Hülfe  der  vorstehenden  und  der 
Polarecken  in  leicht  ersichtlicher  Weise  gelöst  werden. 

8.  In  den  beiden  zweideutigen  Fällen  sind  die  Bedingungen,  unter  wekhcn 
die  Ecken  vollständig  bestimmt  sind,  von  der  Kenntniss  solcher  Stücke  abhlngijs 
gewcHen,  welche  nicht  zu  den  gegebenen  gehören.  Um  auch  solche  zu  finden, 
welche  die  Entscheidung  der  Frage  bloss  aus  der  Kenntniss  der  drei  gegebenen 
HcNiimmungRstücke  gestatten,  denke  man  sich,  dass  eine  Ecke  aus  xwei  ebenen 
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Winkeln  b^  c  und  einem  gegenüberliegenden  Flächenwinkel  7  im  Räume  construirt 
werden  solle.  Man  kann  dann  zeigen,  das3  nur  eine  einzige  Ecke  erhalten  wird, 
wenn  c  zwischen  b  und  180°  —  b  liegt,  während  es  im  anderen  Falle  im  Allge- 
meinen zweierlei  der  Aufgabe  genügende  Ecken  giebt.  In  entsprechender  Weise, 
bezw.  durch  die  Polarecke  findet  man  fiir  den  anderen  Fall,  dass  ß,  y  und  c 
gegeben  sind,  die  Bedingung,  dass  7  zwischen  ß  und  180°  —  ß  liege.  Eine  nähere 
Ausführung  der  Begründung  dieser  Sätze  möge  hier,  ebenso  wie  eine  weitere 
Untersuchung  der  Eigenschaften  dreiseitiger  Ecken,  unterbleiben,  da  das  bisherige 
für  die  Folge  genügt,  und  die  Behandlung  sphärischer  Dreiecke  Gelegenheit 
geben  wird,  auf  die  Ecken  zurückzukommen.  Nur  der  Begriff  und  die  wichtigsten 
Eigenschaften  regelmässiger  «-seitiger  Ecken  finden  zweckmässig  noch  hier  Er- 
örterung. 

§  9.    Regelmässige  Ecken. 

1.  Unter  einer  regelmässigen  Ecke  versteht  man  eine  solche  Ecke, 
welche  lauter  gleiche  ebene  Winkel  und  lauter  gleiche  Flächenwinkel  hat.  Jede 
dreiseitige  Ecke,  deren  drei  ebene  Winkel  gleich  gross  sind,  ist  also  beispiels- 
weise eine  regelmässige,  dagegen  kann  bei  mehrseitigen  Ecken  nicht  aus  der 
blossen  Gleichheit  aller  ebenen  Winkel  auf  die  der  Flächenwinkel  oder  umge- 
kehrt geschlossen  werden. 

Es  sei  5  eine  regelmässige  «-seitige  Ecke,  und  man  habe  die  an  zwei  benach- 
barten Kanten  SA,  SB  liegenden  Flächenwinkel  hal- 
birt,  so  müssen  die  Halbirungsebenen  einander  in  einer 
durch  S  gehenden  Geraden  5  J/ schneiden.  Es  ist  hier- 
durch eine  dreiseitige  Ecke  S{ABM)  entstanden, 
deren  an  SA  und  SB  liegende  Flächenwinkel  als 
Hälften  zweier  nach  Voraussetzung  gleicher  Winkel  ^ 
einander  gleich  sind.  Hieraus  folgt,  dass  auch  die 
ebenen  Winkel  ASM,  BSM  gleich  gross  sein 
müssen.  Construirt  man  nun  die  durch  SM  und  die  auf  SB  folgende 
Kante  SC  bestimmte  Ebene,  so  sind  in  den  beiden  dreiseitigen  Ecken 
S(ABM),  S(BCM)  der  Voraussetzung  zufolge  die  ebenen  Winkel  ASB,  BSC, 
femer  die  Flächenwinkel  an  SB  gleich  gross,  und  der  ebene  Winkel  BSM  ist 
beiden  gemeinschaftlich.  Demnach  muss  auch  der  Flächenwinkel  der  Ebenen 
MSC,  BSC  dem  Flächenwinkel  von  MSB,  ASB  gleich  sein,  woraus  hervor- 
geht, dass  ersterer  ebenfalls  die  Hälfte  des  Flächenwinkels  yon  BSC  und  DSC 
ist.  Nunmehr  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise  wie  vorher,  dass  in  der  Ecke 
SißMC)  der  ebene  Winkel  MSC  gleich  dem  ebenen  Winkel  MSB  ist.  Man 
lege  nun  eine  neue  Ebene  durch  SM  und  SD,  beweise  wie  vorher,  dass  die 
Ecken  S(MCD)  und  S(MBC)  in  zwei  ebenen  Winkeln  und  dem  eingeschlossenen 
Flächenwinkel  übereinstimmen  und  beweise  daraus  durch  ganz  entsprechende 
Schlussfolgerungen  wie  vorher,  dass  der  ebene  Winkel  MSD  gleich  MSC  ist. 
Da  sich  diese  Beweisführung  für  jede  etwa  noch  folgende  durch  SM  und  eine 
Kante  der  Ecke  S  gehende  Ebene  wiederholen  lässt,  so  ergiebt  sich,  dass  die 
(lerade  SM  mit  allen  Kanten  der  Ecke  gleiche  Winkel  bildet  Gleichzeitig  ist 
gefunden  worden,  dass  die  durch  SM  und  je  eine  Kante  gehenden  Ebenen 
die  Fläcbenwinkel  der  Ecke  halbiren,  und  es  müssen  daher  auch  umgekehrt  die 
Halbirungsebenen  der  sämmtlichen  Flächenwinkel  durch  SM  gehen.  Somit  hat 
man  den  Satz: 
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Die  Halbirungsebenen  der  Flächenwinkel  einer  regelmässigen  Ecke  schneiden 
einander  sämmtlich  in  einer  einzigen,  durch  den  Scheitel  der  Ecke  gehenden 
Geraden;  diese  Gerade  bildet  mit  allen  Kanten  der  Ecke  gleiche  Winkel.  Die- 
selbe heisst  die  Achse  der  Ecke. 

2.  Legt  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  M  von  SM  die  zyx  SM  senk- 
rechte Ebene,  welche  die  Kanten  der  Ecke  bezüglich  in  A,  B,  Q  Z>,  .  .  .  schneide, 
so  sind  die  Dreiecke  SMA,  SMB,  SMC  u.  s.  w.  sämmtlich  congruent,  daher 
ist  MA  =  MB  =  MC ....  und  SA  =  SB  =  SC ....  Fällt  man  femer  von 
M  auf  irgend  eine  der  Seiten  des  Polygons  AB  CD  .  .  .  ,  z.  B.  auf  ^jff,  die  senk- 
rechte Gerade  MG^  so  muss  G  die  Seite  AB  halbiren  und  zu  ihr  senkrecht 
stehen.  Zieht  man  noch  SG^  so  halbirt  SG  den  Winkel  ASB  und  steht  senk- 
recht auf  AB,  Die  Ebene  5 6^ J/ steht  senkrecht  zur  Kante  AB  und  somit  auch 
senkrecht  zu  der  durch  dieselbe  gehenden  Ebene  ASB,  Da  man  die  gleichen  Con- 
structionen  und  Folgerungen  auf  jede  der  Ebenen  der  Ecke  S  anwenden  und  da 
man  femer  die  letzteren  umkehren  kann  (weil  jede  Ebene,  wie  SGM,  die  ein/ige 
sein  muss,  welche  die  betreffenden  Eigenschaften  in  Beziehung  auf  die  zuge- 
hörigen Linien  und  Flächen  hat),  so  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

Die  durch  die  Achse  und  je  eine  der  Halbirungslinien  der  ebenen  Winkel 
einer  regelmässigen  Ecke  gehenden  Ebenen  stehen  senkrecht  zu  der  Ebene  dc> 
zugehörigen  ebenen  Winkels,  und  umgekehrt  schneiden  sich  die  auf  den  Fläcb.cn 
in  den  Halbirungslinien  der  ebenen  Winkel  errichteten  senkrechten  Ebenen  in 
einer  einzigen  Geraden,  nämlich  in  der  Achse  der  Ecke. 

Aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  SGM  u.  s.  w.  folgt  dann  noch,  dass  die 
Achse  auch  mit  allen  Halbirungslinien  der  ebenen  Winkel  der  Ecke  glei«  he 
Winkel  bildet. 


Zweiter  Abschnitt: 

Von    den    Körpern. 


Kapitel  3. 
Von  den  Körpern  überhaupt  und  den  Linien  und  Figuren  an  denselben. 

§  10.    Die  Pyramide. 

1.  Die  Verbindung  von  vier  oder  mehr  Ebenen  mit  einander  fiihit  neben 
Wiederholungen  früher  behandelter  Raumgebilde  auf  ein  neues,  nämlich  auf  den 
ringsum  durch  Ebenen  begrenzten  Raumtheil  oder  den  ebenflächigen  Körper 

Die  Untersuchung  der  möglichen  Lagen  dreier  Ebenen  gegen  einander 
zeigte,  dass  sich  mit  letzteren  kein  Raumtheil  vollständig  begrenzen  lässt,  xugleii*. 
aber  auch,  dass  die  Hinzunahme  einer  vierten  Ebene  zu  diesem  Zwecke  genthct 
denn  nimmt  man  auf  jeder  Kante  einer  dreiseitigen  Ecke  einen  Punkt  an  idcr 
nicht  der  Scheitel  sein  darf),  so  bildet  die  durch  diese  drei  Punkte  bestimmte 
Ebene  mit  den  drei  Ebenen  der  Ecke  die  Begrenzung  eines  Körpers. 

Jeder  solche  von  vier  Ebenen  begrenzte  Körper  heisst  ein  Tetraeder 
Dasselbe  ist  ein  besonderer  Fall  einer  allgemeinen  Körperform,  welche  entsteht 
wenn  die  sämmtlichen  Kanten  einer  beliebig  vielseitigen  Ecke  durch  eine  EImtik 
geschnitten  werden.    Jeder  derartige  Körper  wird  eine  Pyramide  genannt 

Eine  Pyramide  ist  also  ein  Körper,  welcher  von  drei  oder  mehr  Ebenen. 
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deren  Durchschnittslinien  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  und  durch 
eme  diese  Ebenen  schneidende  Ebene  begrenzt  wird.  Man  kann  eine  solche 
dadurch  erzeugt  denken,  dass  man  einen  beliebigen  Punkt  ausserhalb  der  Ebene 
eines  Polygons  mit  allen  Eckpunkten  des  letzteren  verbindet  und  durch  je  zwei 
benachbarte  dieser  Verbindungslinien  die  zugehörige  Ebene  legt.  Diejenigen 
Flächen  einer  Pyramide,  deren  Kanten  durch  den  gemeinsamen  Punkt  gehen, 
heissen  die  Seitenflächen,  ihre  Durchschnittslinien  mit  einander  die  Seiten- 
kanten, der  gemeinschaftliche  Punkt  der  letzteren  die  Spitze  oder  der  Scheitel 
der  Pyramide.  Die  Ebene,  welche  alle  Seitenkanten  schneidet,  wird  die  Grund- 
fläche, ihre  Durchschnittslinien  mit  den  Seitenflächen  werden  die  Grundkanten 
genannt 

Jede  Pyramide  hat  eben  so  viele  Seitenflächen  als  Seitenkanten  und  als 
Grundkanten.  Nach  der  Anzahl  derselben  oder,  was  wieder  dasselbe  ist,  nach 
der  Anzahl  der  Eckpunkte  der  Grundfläche  unterscheidet  man  dreiseitige,  vier- 
seitige, fünfseitige  u.  s.  w.,  allgemein  «-seitige  Pyramiden.  Die  Namen  Tetraeder 
und  dreiseitige  Pyramide  sind  also  gleichbedeutend. 

Die  von  der  Spitze  S  einer  Pyramide  auf  die  Grundfläche  (oder  deren  Er- 
weiterung) gefällte  senkrechte  Gerade  5JJ/ heisst  die  Höhe  der  Pyramide.  Lässt 
sich  um  die  Grundfläche  ein  Kreis  beschrei- 
ben, und  ist  der  Fusspunkt  M  der  Höhe  der 
Mittelpunkt  dieses  Kreises,  so  sind  nach  §  2 
die  sämmtlichen  Seitenkanten  gleichlang  und 
haben  gegen  die  Grundfläche  gleiche  Neigungs- 
winkel, auch  bilden  dieselben  gleiche  Winkel 
mit  der  Höhe.  Umgekehrt,  sind  alle  Seiten- 
kanten einer  Pyramide  gleich  lang,  so  sind 
alle  Eckpunkte  ihrer  Grundfläche  gleichweit 
vom  Fusspunkt  der  Höhe  entfernt.  Jede 
Pyramide,  deren  Seitenkanten  sämmtlich 
gleichlang  sind,  heisst  eine  gerade,  jede  andere  eine  schiefe.  Hat  die  Grund- 
fläche einer  Pyramide  einen  von  allen  Eckpunkten  der  ersteren  gleichweit  ent- 
fernten Punkt  M,  so  heisst  die  Verbindungslinie  dieses  Mittelpunktes  mit  der 
Spitze  in  allen  Fällen  die  Achse  der  Pyramide.  Man  kann  daher  auch  sagen, 
eine  gerade  Pyramide  sei  eine  solche,  deren  Achse  senkrecht  zur  Grundfläche 
stehe,  oder  deren  Höhe  mit  der  Achse  zusammenfalle. 

In  jeder  geraden  Pyramide  sind  alle  Seitenflächen  gleichschenkelige  Dreiecke, 
in  der  schiefen  Pyramide  sind  entweder  alle  Seitenflächen  ungleichseitige  Drei- 
ecke, oder  es  sind  nur  einzelne  derselben  'gleichschenkelig.  In  jeder  geraden 
Pyramide  haben  alle  Seitenkanten  gleiche  Neigungswinkel  zur  Grundfläche,  in  einer 
schiefen  können  diese  höchstens  zum  Theil  von  gleicher  Grösse  sein.  Dagegen 
sbd  die  Neigungswinkel  der  Seitenflächen  gegen  die  Grundfläche  auch  in  der 
geraden  Pyramide  im  Allgemeinen  nicht  gleich;  damit  dies  der  Fall  sei,  muss 
der  Fusspunkt  der  Höhe  zugleich  von  allen  Grundkanten  gleichweit  entfernt,  also 
Mittelpunkt  eines  Kreises  sein,  der  sich  der  Grundfläche  einbeschreiben  lässt 

Eine  Pyramide  heisst  regelmässig,  wenn  ihre  Grundfläche  eine  regelmässige 
Figur  ist  Ist  eine  Pyramide  gleichzeitig  regelmässig  und  gerad,  so  sind  alle 
Seitenflächen  derselben  einander  congruent  und  haben  gleiche  Neigungswinkel 
2UT  Grundfläche.  Die  Ecke  an  der  Spitze  5  ist  dann  eine  regelmässige,  und  die 
Achse  SM  der  Pyramide  ist  zugleich  die  Achse  dieser  Ecke. 
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2.  Jeder  ebene  Schnitt  durch  eine  Pjramide,  welcher  durch  die  Spitze  S  der 
letzteren  gelegt  ist,  liefert  als  Schnittfigur  ein  Dreieck.  Geht  ein  solcher 
Schnitt  zugleich  durch  die  Achse,  so  heisst  er  ein  Achsenschnitt. 

Jeder  ebene  Schnitt  durch  eine  Pyramide,  welcher  nicht  durch  die  Spitze 
S  der  letzteren  gelegt  ist,  schneidet  alle  Seitenflächen  oder  deren  Erweiterungen 
über  die  Grundkanten;  die  Schnittfigur  einer  «-seitigen  Pyramide  ist  in  diesem 
Falle  ein  n  -  Eck. 

Sind  ABC  DBF,  ÄECUEF  zwei  solche  Schnittfiguren  einer  und  der- 
selben Pyramide,  deren  Ebenen  einander 
parallel  sind,  so  sind  je  zwei  in  derselben 
Seitenfläche  liegende  Seiten  AB^  AB  oder 
BC^  B*C*  u.  s.  w.  nach  §  4  (2)  einander 
parallel.  Hieraus  folgt  nach  §  4  (3  c 
weiter,  dass  je  zwei  homologe  Winkel  ABC 
und  AB'C\  BCD  und  B*CD'  u.  s.  w. 
in  beiden  Figuren  einander  gleich  sind» 
sowie  nach  der  planimetrischen  Lehre  von 
den  parallelen  Transversalen  eines  Drei- 
ecks, dass 

AB.ÄB^SBxSB'^ 
BC\B'C=SBiSB\ 
also  auch        AB :  AB'  =  BC :  B'C\ 
und    in    dieser  Weise   weiter,    dass   allgemein  je  zwei  homologe  Seiten  beider 
Figuren  zu  einander  in  demselben  Verhältniss  stehen.     Beide  Eigenschaften  der 
parallelen  Schnittfiguren  vereinigt  fuhren  zu  dem  Satz: 

Alle  nicht  durch  die  Spitze  gehenden  Schnittfiguren  eines  pyra- 
midalen Raumes,  deren  Ebenen  einander  parallel  sind,  sind  einander 
ähnlich.     (1) 

Zugleich  hat  sich  ergeben,  dass  von  den  Seitenkanten  der  Pyramide  durch 
je  zwei  solche  Schnitte  Strecken  abgeschnitten  werden,  welche  fiir  alle  jene 
Kanten  dasselbe  Verhältniss  zu  einander  haben,  und  dass  dieses  Verhältnis^ 
gleich  demjenigen  zweier  homologen  Seiten  der  Schnittfiguren  ist  Zieht  man 
femer  durch  die  Spitze  S  der  Pyramide  eine  beliebige,  die  beiden  Schnittebenen 
oder  deren  Erweiterungen  bezüglich  in  F  und  F  schneidende  Gerade,  so  ist  auch 
das  Verhältniss  SFiSF  der  auf  letzterer  entstandenen  Abschnitte  dem  elien 
genannten  Verhältniss  gleich,  denn  construirt  man  z.  B.  die  durch  SF  und  .S'*^ 
bestimmte  Ebene,  so  sind  die  Durchschnittslinien  AF^  Ä  F  der  letzleren  mit 
den  Schnittebenen  einander  parallel,  und  es  ist  daher 

SFiSF^SA:  SA'  =  AB :  A'B*. 
Insbesondere  verhalten  sich  daher  auch  je  zwei  homologe  Seiten  der  parallelen 
Schnittfiguren  zu  einander,  wie  die  auf  der  Höhe  gemessenen,  also  senkrechten 
Abstände  ihrer  Ebenen  von  der  Spitze. 

Da  die  Flächeninhalte  ähnlicher  Figuren  sich  zu  einander  wie  die  Quadrate 
homologer  Seiten  verhalten,  so  folgt  weiter,  dass  die  Flächen  zweier  paralle- 
len Schnittfiguren  einer  Pyramide  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die 
Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  Spitze  (2),  denn  aus 

AB:A'B'  =  SF:SF 
folgt  AB^  :  A'B^  =  SF» :  SFK 

Als  die  eine  der  beiden  Schnittfiguren  kann  auch  die  Grundfläche  der  Vyn- 
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mide  dienen;  die  vorstehenden  betreffenden  Sätze  gelten  also  insbesondere  auch 
für  die  Grundfläche  und  jeden  derselben  parallelen  Schnitt  einer  Pyramide. 

3.  Jeder  zwischen  zwei  solchen  parallelen  Schnittebenen  eines  pyramidalen 
Raumes  eingeschlossene  Theil  des  letzteren  wird  eine  abgestumpfte  Pyramide 
oder  ein  Pyramidenstumpf  genannt,  und  man  bezeichnet  in  der  Regel  die 
grössere  der  beiden  Schnittflächen  als  die  untere  Grundfläche  oder  die  Grund- 
fläche schlechthin,  die  kleinere  als  die  obere  Grundfläche  oder  die  Declcfläche. 
Der  senkrechte  Abstand  der  beiden  Grundflächen  heisst  die  Höhe  des  Pyramiden- 
stumpfes. 

Kann  ein  Pyramidenstumpf  als  ein  Theil  einer  geraden  Pyramide  angesehen 
werden,  deren  Grundfläche  eine  der  Gnmdflächen  des  Stumpfes  ist,  so  heisst  der 
letztere  ein  gerader,  und  man  findet  mit  Hülfe  früherer  Sätze  leicht  folgende 
Eigenschaften  eines  solchen.|  Alle  Seitenkanten  eines  geraden  Pyramidenstumpfes 
sind  gleich  lang  und  bilden  mit  beiden  Grundflächen  gleiche  Neigungswinkel, 
Alle  Seitenflächen  eines  geraden  Pyramidenstumpfes  sind  gleichschenkelige  Trapeze. 

Jeder  Pyramidenstumpf  kann  durch  Erweiterung  seiner  Seitenflächen  zu  einer 
vollständigen  Pyramide  ergänzt  werden.  Diejenige  hierbei  entstehende  Pyramide, 
welche  ihn  zur  vollständigen  ergänzt,  heisst  seine  Ergänzungspyramide. 

4.  Man  kann  sich  die  Seitenflächen  einer  jeden  Pyramide  durch  Bewegung 
einer  Geraden  beschrieben  denken,  welche  beständig  durch  einen  und  denselben 
Punkt  S  und  ausserdem  in  stetiger  Aufeinanderfolge  nach  und  nach  durch  alle 
Punkte  des  Umfangs  eines  gegebenen  n  -  Ecks  geht.  Die  hierbei  als  unendlich 
lang  zu  denkende  Gerade  beschreibt  dann  die  Begrenzung  des  ganzen  unend- 
lichen p3rramidalen  Raumes,  von  dem  die  Ebene  jenes  n  -  Ecks  eine  Pyramide 
abschneidet  Da  diese  Gerade  auch  über  den  Punkt  5  hinaus  in's  Unendliche 
verlängert  gedacht  werden  kann,  so  erhält  man  zu  jenem  pyramidalen  Raum 
einen  zweiten,  welcher  die  Spitze  S  mit  dem  ersteren  gemeinschaftlich  hat,  und 
dessen  Seitenkanten  mit  je  einer  Seitenkante  des  ersteren  in  gerader  Linie  liegen. 
Die  im  Vorigen  über  ebene  Schnitte  durch  einen  pyramidalen  Raum  entwickel- 
ten Sätze  gelten  allgemein,  auch  wenn  beide  Schnitte  in  verschiedenen  der  zwei 
zusammengehörigen  Räume  liegen. 

§  11.    Der  Kegel. 

1.  Wird  bei  der  eben  angegebenen  Construction  eines  pyramidalen  Raumes 
der  als  Leitlinie  dienende  Umfang  des  «-Ecks  durch  eine  krumme  Linie 
ersetzt,  so  beschreibt  die  bewegte  Gerade  eine  Fläche,  welche  eine  Kegel  fläche 
genannt  wird.  Eine  jede  solche  Kegelfläche  besteht  wieder  aus  zwei  durch  den 
festen  Punkt  S  der  beschreibenden  Geraden  getrennten,  zu  einander  gehörigen 
Theilen. 

Ist  die  Leitlinie  ein  Kreis,  so  erhält  man  eine  gemeine  Kegel  fläche.  In 
der  Elementar-Mathematik  kann  nur  diese  letztere  behandelt  werden,  und  daher 
soll  im  Folgenden  unter  einer  Kegelfläche  schlechthin  stets  eine  gemeine  ver- 
standen werden.  Ueber  eine  solche  ergeben  sich  aus  ihrer  Entstehungsweise 
leicht  folgende  Sätze: 

Die  Kegelfläche  besteht  aus  zwei  congruenten  Theilen,  von  denen  jeder 
einen  nach  einer  Seite  offenen  unendlichen  Raum  umschliesst«  Ein  solcher 
oflfcner  kegelförmiger  Raum  kann  als  ein  unendlich  vielseitiger  pyramidaler 
Raum  betrachtet  werden.  —  Durch  jeden  Punkt  einer  Kegelfläche  lässt  sich  in 
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dieser  eine  Gerade  legen,  denn  die  beschreibende  Gerade  muss  bei  ihrer  Be- 
wegung einmal  durch  jenen  Punkt  gegangen  sein.  Diese  Geraden,  welche  dem- 
nach alle  durch  einen  und  denselben  Punkt,  den  festen  Punkt  der  beschreiben- 
den Geraden,  gehen,  sollen  die  Seitenlinien  der  Kegelfläche  heissen;  ihr 
Durchschnittspunkt  wird  auch  hier  die  Spitze  oder  der  Scheitel  der  Flache 
genannt.  Jede  Seitenlinie  des  einen  der  beiden  zusammengehörigen  Theile  einer 
vollständigen  Kegelfläche,  welche  die  Spitze  gemeinschaftlich  haben,  ist  in  ihrer 
Verlängerung  über  die  Spitze  zugleich  Seitenlinie  des  anderen  Theils.  Umge- 
kehrt muss  jede  gerade  Linie,  welche  die  Spitze  einer  Kegelfläche  mit  einem 
anderen  Punkt  der  letzteren  verbindet,  ihrer  ganzen  Erstreckung  nach  in  diese 
Fläche  fallen. 

2.  Jede  andere  gerade  Linie,  welche  zwei  Punkte  einer  Kegelfläche  verbindet, 
hat  mit  der  letzteren  nur  diese  beiden  Punkte  gemein,  denn  sind  zunächst  A^  B 

zwei  solche  auf  verschiedenen  Seitenlinien  und  auf  dem- 
selben der  beiden  Theile  der  Kegelfläche  liegende  Punkte, 
so  kann  man  durch  jeden  derselben  eine  Seitenlinie  SA, 
SB  legen,  und  die  durch  diese  beiden  Seitenlinien  be- 
stimmte Ebene  muss  die  Gerade  AB  ihrer  ganzen  Er- 
streckung nach  enthalten.  Sie  muss  femer  die  Ebene 
des  als  Leitlinie  dienenden  Kreises  M  in  einer  Geraden 
schneiden,  welche  durch  die  Fusspunkte  C,  D  jener 
Seitenlinien  in  dieser  Ebene  geht,  also  eine  Secante  i>t. 
Hätte  nun  die  Gerade  AB  mit  der  Kegelfläche  irgend 
einen  dritten  Punkt  E  gemeinsam,  so  müsste  auch  die 
durch  S  und  E  bestimmte  Seitenlinie  ganz  in  die 
Schnittebene  SCD  fallen,  und  der  Fusspunkt  dieser 
Seitenlinie  in  der  Ebene  von  M  müsste  ein  dritter  Punkt  sein,  welchen  die  Se- 
cante CD  mit  dem  Kreise  M  gemeinschaftlich  hätte,  was  bekanntlich  unmöglich 
ist.  —  Man  erkennt  gleichzeitig,  dass  das  von  A  und  B  begrenzte  Stück  der 
durch  diese  Punkte  gehenden  Geraden  ganz  iimerhalb  des  kegelförmigen  Raumes 
fallen  muss,  während  die  Verlängenmgen  der  Geraden  über  A  und  B  ganz 
ausserhalb  dieses  Raumes  liegen.  —  Liegen  femer  A  und  B  auf  verschiedenen 
Hälften  der  Kegelfläche,  so  lässt  sich  der  Beweis  in  ganz  entsprechender  Art 
führen;  nur  erkeimt  man  hier,  dass  die  Strecke  AB  ganz  ausserhalb  der  kegel- 
förmigen Räume  und  jede  der  Verlängerungen  ganz  innerhalb  eines  derselben 
liegt 

Aus  dem  vorigen  Satze  folgt,  dass  ausser  den  Seitenlinien  keine  geraden 
Linien  in  einer  Kegelfläche  gezogen  werden  können,  durch  jeden  Punkt  der 
letzteren,  welcher  nicht  die  Spitze  ist,  also  nur  eine  einzige  Gerade  in  der  Flüche 
möglich  ist  Die  Kegelfläche  ist  also  in  keinem  Theil  derselben  eben;  sie  u»t 
eine  in  sich  zurückkehrende  krumme  Fläche. 

3.  Jede  durch  die  Spitze  einer  Kegelfläche  gelegte  Ebene  muss,  wenn  sie 
mit  der  Kegelfläche  noch  einen  Punkt  gemeinsam  hat,  die  ganze  Seitenlinie 
dieses  Punktes  mit  ihr  gemeinsam  haben;  jede  durch  die  Spitze  gehende  Schnitt- 
ebene einer  Kcgelfläche,  welche  also  durch  irgend  einen  Punkt  innerhalb  des 
Kegelraums  geht,  schneidet  die  Kegelfläche  in  zwei  Seitenlinien.  Ausser  diesen 
Seitenlinien  kann  sie  mit  der  Kegelfläche  keinen  Punkt  gemeinsam  haben.  I>w 
Richtigkeit    dieser  Behauptungen  ergiebt  sich  leicht  aus  der  vorhergegangenen 
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Beweisführung  mittelst  der  Secante  CJ9,  welche  die  Durchschnittslinie  der  Schnitt- 
ebenen mit  der  Ebene  des  Leitkreises  M  sein  muss. 

Die  gerade  Linie,  welche  durch  die  Spitze  S  und  den  Mittelpunkt  M  des 
Leitkreises  geht,  heisst  die  Achse  der  Kegelfläche.  Jeder  ebene  Schnitt  der  letz- 
teren, welcher  durch  diese  Achse  geht,  heisst  ein  Achsenschnitt.  Steht  die  Achse 
senkrecht  zur  Ebene  des  Leitkreises,  so  heisst  die  Kegelfläche  eine  gerade,  im 
anderen  Fall  wird  sie  eine  schiefe  genannt. 

Jede  durch  die  Spitze  S  gehende  Ebene,  welche  die  Ebene  des  Leitkreises 
in  einer  Tangente  des  letzteren  schneidet,  hat  mit  der  Kegelfläche  nur  die  durch 
den  Berührungspunkt  der  Tangente  gehende  Seitenlinie  gemeinschaftlich  und  heisst 
deshalb  eine  Berührungs-Ebene  (Tangential -Ebene)  der  Kegelfläche.  Jene 
Seitenlinie  wird  ihre  Berührungslinie  genannt.  Der  Beweis  des  Satzes  folgt  im 
Wesentlichen  daraus,  dass  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  beider  Flächen  ausser- 
halb jener  Seitenlinie  auch  eine  zweite  gemeinschaftliche  Seitenlinie  zur  Folge 
haben  würde,  wodurch  eine  Secante  als  Durchschnittslinie  der  Ebene  mit  der- 
jenigen des  Leitkreises  bedingt  sein  würde. 

Jede  durch  die  Spitze  S  gehende  Ebene,  welche  die  Ebene  des  Leitkreises 
in  einer  ganz  ausserhalb  des  letzteren  liegenden  Geraden,  also  weder  in  einer 
Secante  noch  in  einer  Tangente  schneidet,  hat  mit  der  Kegelfläche  ausser  der 
Spitze  keinen  Punkt  gemeinsam. 

4.  Jede  eine  Kegelfläche  schneidende  Ebene,  welche  nicht  durch  die  Spitze 
geht,  liefert  eine  krumme  Durchschnittslinie,  denn  wäre  irgend  ein  Theil  der- 
selben gerad,  so  müsste  die  durch  diesen  Theil  und  die  Spitze  gehende  Ebene 
alle  die  durch  diesen  Theil  gehenden  Seitenlinien  enthalten,  was  nach  dem 
Vorigen  nicht  möglich  ist.  Die  Durchschnittslinien  von  Ebenen  mit  Kegel- 
flachen ftlhren  den  Namen  Kegelschnitte.  Trifit  der  Schnitt  sämmtliche 
Seitenlinien,  «o  muss  die  Schnittlinie  eine  in  sich  selbst  zurückkehrende  Curve 
(Ellipse)  sein,  ist  jener  einer  einzigen  Seitenlinie  parallel,  so  erhält  man  eine 
aus  zwei  in*s  Unendliche  auseinander  laufenden  Aesten  bestehende  Curve  (Para- 
bel), bt  endlich  die  Schnittebene  zwei  Seitenlinien  parallel,  so  durchschneidet 
sie  jeden  der  beiden  Theile  der  Kegelfläche  und  die  Schnittfigur  besteht  aus 
zwei  getrennten  Theilen,  von  denen  jeder  mit  zwei  Aesten  in's  Unendliche  ver- 
lauft (Hyperbel).  Schon  hieraus  geht  hervor,  dass  es  verschiedene  Arten  von 
Kegelschnitten  giebt,  und  dass  die  Behandlung  derselben  sich  im  Wesentlichen 
der  Elementar-Mathematik  entzieht,  da  diese  yon  allen  krummen  Linien  nur  den 

Kreis  behandelt.  Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  bildet 
dagegen  einen  der  wichtigsten  Theile  der  höheren  Geo- 
metrie. 

In  dem  besonderen  Falle  jedoch,  in  welchem  die  Schnitt- 
ebene der  Ebene  des  Leitkreises  parallel  ist,  kann  eine 
elementar-mathematische  Behandlung  stattfinden,  denn  eine 
solche  Schnittfigur  ist  ebenfalls  ein  Kreis.  Ist  nämlich  C 
der  Punkt,  in  welchem  die  Achse  der  Kegelfläche  die 
Schnittebene  trifft,  M  der  Mittelpunkt  des  Leitkreises  der 
letzteren  und  AC  die  Verbindungslinie  des  Punktes  C  mit 
einem  beliebigen  Punkte  A  der  Schnittlinie,  so  kann  man 
^  eine  Ebene  durch  SM  und  CA  legen,  welche  die  Kegel- 

fläche in  einer  Seitenlinie  SB  und  die  Ebene  des  Leitkreises  in  einem  zu  CA 
parallelen  Radius  MB  desselben  schneiden  muss.    Daher  ist 
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CAiMB^SCiSM. 
Für  jede  andere  Verbindungslinie  von  C  mit  einem  Punkte  D  der  Schnitt- 
linie erhält  man  in  gleicher  Weise,  wenn  ME  der  zu  CD  parallele  Radius  ist, 

CDiME^SCiSM. 

Daher  ist  auch  CA  :  MB  =  CD  :  ME,  und  da  MB  =  ME,  so  ist  auch 
CA  =  CD,  d.  h.  jede  andere  derartige  Verbindungslinie  ist  der  ersten  CA  gleich. 
Hiermit  ist  nicht  nur  die  obige  Behauptung  bewiesen,  dass  die  Schnittlinie  ein 
Kreis  sei,  sondern  ausserdem  auch,  dass  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kreise 
auf  der  Achse  liegen  und  dass  der  Radius  eines  solchen  zum  Radius  des  I^it- 
kreises,  oder  —  was  in  gleicher  Weise  sich  ergiebt  —  dass  die  Radien  je  zweier 
solcher  Kreise  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die  Abstände  der  zugehörigen 
Mittelpimkte  von  der  Spitze.  In  derselben  Weise  wie  bei  den  parallelen  Schnitten 
eines  pyramidalen  Raumes  ergiebt  sich,  dass  man  fiir  das  letztere  Verhältniss 
auch  dasjenige  der  betreffenden  Abschnitte  jeder  anderen  von  5  durch  die  bei- 
den Ebenen  gezogenen  Geraden  und  insbesondere  auch  dasjenige  der  Ab- 
schnitte einer  Seitenlinie  SB :  SA  sowie  dasjenige  der  senkrechten  Abstände 
der  beiden  Flächen  von  der  Spitze  setzen  kann.  Die  Flächen  je  zweier  Kreise 
verhalten  sich  zu  einander,  \vie  die  Quadrate  dieser  Abstände. 

5.  Jede  der  Ebene  des  Leitkreises  parallele  Schnittlinie  einer  K^elfläche 
kann  an  Stelle  des  ersteren  als  Leitlinie  bei  Erzeugung  dieser  Kegelfiäche  dienen. 
Jeder  durch  eine  Kegelfläche  und  die  Ebene  eines  solchen  Kreises  begrenzter 
Köri)er  heisst  ein  Kegel  (Conus),  jeder  durch  eine  Kegelfläche  und  die  Ebenen 
zweier  solcher  einander  parallelen  Kreise  begrenzter  Körper  ein  abgestumpfter 
Kegel  oder  ein  Kegelstumpf.  Der  einen  Kegel  oder  einen  Kegelstumpf  be- 
grenzende Theil  einer  Kegelfläche  heisst  auch  der  Mantel  des  Kegels  oder  Stumpfs, 
die  zugehörigen  Kreisflächen  heissen  die  Grundflächen  und  werden  bei 
dem  Kegelstumpf  als  obere  und  untere  Grundfläche  oder  als  Grundfläche 
und  Deckfläche  unterschieden.  Die  Begriffe  Spitze,  Achse,  Seitenlinie,  Achsen- 
schnitte eines  Kegels  oder  Kegelstumpfs  erklären  sich  durch  die  entsprechenden 
der  Kegelfläche.  Die  Höhe  eines  Kegels  ist  der  senkrechte  Abstand  der  Spitre 
von  der  Grundfläche,  die  Höhe  eines  abgestumpften  Kegels  der  senkrechte  Ab- 
stand der  beiden  Grundflächen.  Jeder  abgestumpfte  Kegel  hat  einen  Ei- 
gänzungskegel,  welcher  ihn  zum  vollständigen  Kegel  ergänzt 

Ein  gerader  Kegel  oder  Kegelstumpf  ist  ein  solcher,  dessen  Achse  senkrecht 
zur  Grimdfläche  steht,  also  mit  der  Höhe  zusammenfällt  Für  gerade  Kegel 
findet  man  leicht  folgende  Lehrsätze: 

Alle  Seitenlinien  eines  geraden  Kegels  sind  gleich  lang  und  haben  gegen 
die  Grundfläche  gleiche  Neigung.  Umgekehrt  ist  jeder  Kegel,  dessen  Seitenlinien 
gleich  lang  sind  oder  gegen  die  Grundfläche  gleiche  Neigung  haben,  ein  gerader. 
Alle  Achsenschnitte  eines  geraden  Kegels  sind  congruente  gleichschenkeltge 
Dreiecke.  Jedes  derselben  wird  durch  die  Höhe  des  Kegels,  welche  zugleich 
die  Höhe  des  Dreiecks  ist,  in  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke  getheilt;  alle  diese 
rerhtwinkeli<5en  Dreiecke  sind  congruent  Man  kann  sich  daher  einen  geraden 
Kegel  durch  Rotation  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  um  eine  Kathete  des 
letzteren  beschrieben  denken;  dabei  beschreibt  die  Hypotenuse  den  Kegelmantel 
Denkt  man  sich  dieselbe  über  beide  Endpunkte  bis  in's  Unendliche  verlängert, 
so  criiält  man  den  Satz:  Jede  Gerade,  welche  um  eine  sie  schneidende  Gerade 
als  Umdrehungsachse  rotirt,  beschreibt  eine  gerade  Kegelfläche.     Zwischen  der 
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I^nge  a  der  Achse,  derjenigen  des  Radius  t  der  Grundfläche  und  derjenigen 
der  Seitenlinie  s  eines  geraden  Kegels  besteht  die  Gleichung 
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welche   die  Berechnung   einer  jeden    dieser   drei  Grössen   aus  den  gegebenen 
anderen  ermöglicht. 

ö.  Bei  einem  schiefen  Kegel  ist  die  Achse  SC  stets  grösser  als  die  Höhe 
SP,  Die  durch  die  Achse  und  je  eine  Seiten- 
linie bestimmten  Dreiecke  stimmen  auch  hier  in 
zwei  Seiten  überein,  dagegen  sind  die  von  ihnen 
eingeschlossenen  Winkel  zwischen  der  Achse 
und  den  Radien  der  Grundfläche  nach  §  2  im 
Mgemeinen  verschieden.  Die  in  diesem  §  2 
über  die  betreffenden  Winkel  entwickelten  Sätze 
lassen  sofort  die  folgenden  Eigenschaften  schiefer 
Kegel  erkennen: 

Von  allen  Seitenlinien  eines  schiefen  Kegels 
ist  diejenige  die  kleinste,  welche  durch  den  End- 
punkt des  mit  dem  Neigungsschenkel  der  Achse 
gegen  die  Grundfläche  zusammenfallenden  Ra- 
dius geht,  und  diejenige  die  grösste,  welche  durch  den  Endpunkt  des 
die  Verlängenmg  des  vorigen  bildenden  Radius  geht.  Der  durch  die 
Achse  und  die  Höhe  gehende  ebene  Schnitt  des  Kegels  schneidet  also 
den  Mantel  des  letzteren  in  der  kürzesten  und  in  der  längsten  Seitenlinie.  Dieser 
Achsenschnitt,  welcher  zur  Grundfläche  senkrecht  steht  und  den  Neigungswinkel 
der  Achse  gegen  die  Grundfläche  enthält,  ist  ein  Dreieck,  dessen  dritte  Seite 
ein  Durchmesser  der  Grundfläche  ist;  dasselbe  wird  das  charakteristische 
Dreieck  des  Kegels  genannt  Von  je  zwei  anderen  Seitenlinien  ist  diejenige 
die  grössere,  für  welche  der  nach  ihrem  Fusspunkt  in  der  Grundfläche  gehende 
Radius  den  grösseren  Winkel  mit  dem  Neigungsschenkel  der  Achse  bildet,  und 
je  zwei  zu  verschiedenen  Seiten  des  durch  die  Höhe  gehenden  Achsenschnitts 
liegende  Seitenlinien,  für  welche  diese  Winkel  gleich  gross  sind,  haben  gleiche 
Längen.  Zu  allen  diesen  Sätzen  lassen  sich  richtige  Umkehrungen  bilden.  Kein 
schiefer  Kegel  kann  drei  oder  mehr  gleich  lange  Seitenlinien  haben,  oder  ein 
Kegel  mit  drei  gleichen  Seitenlinien  ist  ein  gerader.  Entsprechendes  gilt  von 
Seitenlinien,  welche  gleiche  Neigungswinkel  zur  Grundfläche  haben. 

Bei  einem  Kegelstumpf  verbindet  die  Achse  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Grundflächen.  Ist  der  Kegelstumpf  ein  gerader,  so  sind  alle  Seitenlinien  des- 
selben gleich  lang,  sie  haben  ferner  gegen  die  Grundflächen  gleiche  Neigung, 
und  alle  Achsenschnitte  sind  congruente  gleichschenkelige  Trapeze  und  umge- 
kehrt Zwischen  den  Längen  der  Achse  a,  der  Seitenlinie  s  und  der  Radien  R, 
r  der  Grundflächen  besteht  die  Beziehungsgleichung 
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Bei  dem  schiefen  Kegelstumpf  gelten  in  Betreff  der  Seitenlinien  und  Achsen- 
schnitte entsprechende  Sätze  wie  bei  dem  vollständigen  schiefen  Kegel.  An  die 
Stelle  des  charakteristischen  Dreiecks  tritt  hier  ein  charakteristisches  Trapez. 

7.  In  jeden  Kegel  lassen  sich  beliebig  viele  Pyramiden  einbeschreiben,  so 
dass  die  Spitze  einer  solchen  Pyramide  mit  der  Spitze  des  Kegels  zusammen- 
fallt und  die  Grundfläche  der  Pyramide  eine  der  Grundfläche  des  Kegels  einbe- 
schriebene Figur  ist    Die  Kanten  einer  solchen  Pyramide  sind  Seitenlinien  des 
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Kegels,  die  Seitenflächen  der  Pyramide  Schnittflächen  des  Kegels.    Die  Pyramide 
ist  gerade,  wenn  der  Kegel  ein  gerader  ist  und  umgekehrt. 

Um  jeden  Kegel  lassen  sich  beliebig  viele  Pyramiden  beschreiben,  so  dass 
die  Spitze  einer  solchen  Pyramide  mit  der  Spitze  des  Kegels  zusammenfallt  und 
die  Grundfläche  der  Pyramide  eine  der  Grundfläche  des  Kegels  imibeschriebene 
Figur  ist.    Die  Seitenflächen  der  Pyramide  sind  Berührungsebenen  des  Kegels. 

Jeder  Kegel  kann  als  die  Grenze  betrachtet  werden,  welcher  sich  eine  regel- 
mässige Pyramide  bei  unendlicher  Zunahme  ihrer  Seitenzahl  ohne  Ende  nähert 
In  diesem  Sinne  kann  der  Kegel  eine  unendlich  vielseitige  Pyramide  genannt 
werden. 

Den  ein-  und  umbeschriebenen  Pjnramiden  eines  Kegels  entsprechen  in  ganz 
gleicher  Weise  ein-  und  umbeschriebene  Pyramidenstumpfe  bei  einem  abgestumpften 
Kegel. 

8.  Schliesslich  verdient  noch  eine  Eigenschaft  der  Kegelflächen  als  bemerkens- 
werth  Erwähnung,  welche  darin  besteht,  dass  jede  solche  Fläche  sich  in  eine 
Ebene  aufwickeln  lässt.  (Abwickelbare  oder  devellopable  Flächen.)  Diese  Eigen- 
schaft ist  eine  Folge  der  Entstehung  der  Kegelfläche  durch  Bewegung  einer  Ge- 
raden in  solcher  Weise,  dass  durch  jede  zwei  aufeinanderfolgende  Lagen  dieser 
Geraden  eine  Ebene  gelegt  gedacht  werden  kann.  Man  kann  daher  auch  umge- 
kehrt eine  Kegelfläche  durch  geeignetes  Zusammenrollen  einer  Ebene  bilden. 
Handelt  es  sich  bei  der  Abwicklung  nur  um  denjenigen  Theil  einer  Kegelfläche, 
welcher  den  Mantel  eines  Kegels  bildet,  so  entsteht  bei  einem  geraden  Kegel, 
da  hier  alle  Seitenlinien  gleichlang  sind,  ein  Kreissector,  dessen  Radius  den 
Seitenlinien  und  dessen  Bogen  dem  Umfang  der  Grundfläche  des  Kegels  gleich 
ist.  Umgekehrt  kann  daher  ein  Kreissector  zu  einem  geraden  Kegelmantel 
zusammengerollt  werden.  Bei  schiefen  Kegeln  dagegen  legt  sich  in  Folge  der 
ungleichen  Länge  der  Seitenlinien  bei  der  Abwicklung  des  Mantels  der  Umfang 
der  Grundfläche  nicht  in  Gestalt  eines  Kreisbogens  in  die  Ebene,  vielmehr  ent- 
steht eine  krumme  Linie,  deren  Beschaffenheit  hier  nicht  näher  erörtert  werden 
kann. 

Denkt  man  sich  die  Spitze  einer  Pyramide  oder  eines  Kegels  bei  unveränderter 
Lage  und  Grösse  der  Grundfläche  beweglich,  und  lässt  man  dieselbe  sich  bis 
in's  Unendliche  entfernen,  so  gehen  die  Seitenkanten  der  Pyramide  und  die  Seiten- 
linien des  Kegels  in  einander  parallele  Linien  über  und  man  gelangt  zu  den 
neuen  Körperformen  des  Prismas  und  des  Cylinders,  welche  im  Folgenden  zunächst 
unabhängig  von  dieser  Entstehungsweise  besprochen  werden  sollen. 

§  12.    Das  Prisma. 

1.  Zieht  man  durch  jeden  Eckpunkt  eines  gegebenen  »-Ecks  ausserhalb  der 
Ebene  desselben  eine  Gerade,  so  dass  alle  diese  Geraden  einander  parallel  sind« 
so  lässt  sich  durch  je  zwei  dieser  Parallelen  und  eine  Seite  des  M-Ecks  eine  Ebene 
legen.  Diese  Ebenen,  welche  also  einander  in  parallelen  Geraden  schneiden, 
schliessen  einen  offenen  /i-seitigen  prismatischen  Raum  ein.  Wird  letzterer  durch 
zwei  jene  Ebenen  schneidende  und  einander  parallele  Ebenen  geschlossen,  ^ 
erhalt  man  einen  ringsum  begrenzten  Raum.  Jeder  solche  Körper  hetsst  eui 
TriHma. 

Diejenigen  Grenzflächen  eines  Prismas,  welche  einander  in  parallelen  Linien 
//.'/',  h H  u.  8.  w.  schneiden,  heissen  die  Seitenflächen,  die  einander  parallelen 
(iton/llttchcn  AliCD  .  .  .  ,  AECH  ...  die  Grundflächen  des  Prismas,    l»« 
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einander  parallelen  Durchschnittslinien  der  Seitenflächen  unter  sich  werden  die 
Seitenkanten,  die  Durchschnittslinien  der  Seiten- 
flächen mit  den  Grundflächen  die  Grundkanten 
genannt;  der  senkrechte  Abstand  der  Grundflächen 
von  einander  heisst  die  Höhe  des  Prismas. 

Die  Anzahl  der  Seiten  jeder  Grundfläche  eines 
Prismas  ist  gleich  der  Anzahl  der  Seitenkanten 
und  gleich  der  Anzahl  der  Seitenflächen.  Diese 
Anzahl  ist  mindestens  drei.  Nach  derselben 
unterscheidet  man  dreiseitige,  vierseitige  u.  s.  w., 
allgemein  ii-seitige  Prismen. 

Aus  früheren  Lehrsätzen  (§  4)  folgen  unmittel- 
bar nachstehende  Eigenschaften  der  Prismen :  Alle  T' 
Seitenkanten  eines  Prismas  sind  gleich  lang.  Die- 
selben haben  femer  sämmtlich  gleiche  Neigungs- 
winkel gegen  jede  der  beiden  Grundflächen. 
Daher  stehen  sie  entweder  sämmtlich  senkrecht  oder  sämmtlich  schief  zu  den 
Grundflächen,  und  man  kann  hiemach  die  Prismen  in  gerade  und  schiefe  ein- 
theilen.  Femer  sind  je  zwei  in  derselben  Seitenfläche  liegende  Grundkanten 
eines  Prismas  parallel  und  gleich  lang;  alle  Seitenflächen  sind  Parallelogramme, 
und  an  geraden  Prismen  insbesondere  Rechtecke.  Dagegen  können  bei  einem 
schiefen  Prisma  nur  einzelne  der  Seitenflächen  Rechtecke  sein;  sind  zwei  an- 
einanderstossende  Seitenflächen  rechtwinkelig,  so  ist  das  Prisma  jedenfalls  ein 
gerades. 

Je  zwei  an  derselben  Seitenkante  liegende  Winkel  der  beiden  Grundflächen 
sind  gleich  gross,  denn  ihre  Schenkel  sind  paarweise  parallel  und  gleichgerichtet. 
Da  auch  je  zwei  homologe  Seiten  der  beiden  Figuren  einander  gleich  sind,  so 
folgt  der  Satz:  Die  beiden  Grundflächen  eines  jeden  Prismas  sind  con- 
gruent  (1),  Dieser  Satz  gilt  allgemein  von  allen  unter  einander  parallelen  ebenen 
Schnitten  eines  prismatischen  Raumes,  also  auch  von  einer  Grundfläche  und 
emem  ihr  parallelen,  sowie  von  je  zwei  einander  parallelen,  zur  Gnmdfläche 
geneigten  Schnitten  eines  Prismas,  denn  es  können  stets  zwei  solche  parallele 
Flächen  als  Gmndflächen  eines  Prismas  angesehen  werden.  Dagegen  sind 
nicht  parallele  ebene  Schnitte  eines  prismatischen  Raumes  im  Allgemeinen  nicht 
congruent 

Da  jeder  ebene  Schnitt  eines  Prismas,  welcher  den  Seitenkanten  nicht 
parallel  ist,  die  nöthigenfalls  erweiterten  Seitenflächen  des  Körpers  sämmtlich 
schneiden  muss,  so  bleiben  von  den  ebenen  Schnitten  der  Prismen  ausser 
den  vorher  besprochenen  nur  noch  diese  den  Seitenkanten  parallelen,  bezw. 
durch  eine  oder  durch  zwei  Seitenkanten  gehenden  übrig.  Jeder  solche  Schnitt 
ist  ein  Parallelogramm,  wie  unmittelbar  aus  betreflenden  früheren  Sätzen  folgt 
Ist  das  Prisma  ein  gerades,  so  ist  jeder  solche  Schnitt  ein  Rechteck. 

Sind  die  Grundflächen  eines  Prismas  Figuren,  um  welche  sich  ein  Kreis 
beschreiben  lässt,  so  heisst  die  Verbindungslinie  der  beiden  Mittelpunkte  die 
Achse  des  Prismas.  Dieselbe  ist  den  Seitenkanten  und  den  Seitenflächen 
parallel,  steht  also  bei  geraden  Prismen  senkrecht  zu  den  Grundflächen  und  ist 
hier  der  Höhe  gleich.  Bei  schiefen  Prismen  ist  sie  länger  als  die  Höhe,  und 
in  allen  Fällen  ist  sie  mit  den  Seitenkanten  von  gleicher  Länge.    Sind  insbesondere 
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die  Grundflächen  regelmässige  Figuren,  so  heisst  das  Prisma  ein  regelmässiges. 
Ist  dasselbe  zugleich  gerad,  so  sind  alle  Seitenflächen  congniente  Rechtecke. 

2.  Eine  besondere  Wichtigkeit  besitzen  diejenigen  vierseitigen  Prismen,  deren 
Grundflächen   Parallelogramme  sind,    und   welche  demnach  nur  von  Parallelo- 

grammen  begrenzt  werden.  Man  nennt 
ein  solches  Prisma  ein  Parallelepipe- 
*^don.  Es  seien  ABCD,  EFGH  die 
Grundflächen  eines  solchen  Körpers,  so 
sind  EFBA  und  HG  CD  zwei  Seiten- 
flächen, deren  Ebenen  ebenfalls  einander 
parallel  sind,  da  EF  zu  HG  und  FB 
ZM  GC  parallel  ist  Die  Seitenflächen 
EFBA,  HG  CD  sind  femer  einander 
congruent,  denn  es  kt  EF  =  HG, 
Z  EFB=^  Z  HGC,  FB^  GC,  u.  s,  w. 
Da  endlich  die  nicht  in  diesen  beiden 
Flächen  liegenden  Kanten  EH,  FG,  BC, 
AD  einander  parallel  sind,  so  kann  man  den  Körper  auch  als  ein  Prisma 
ansehen,  das  jene  beiden  Flächen  zu  Grundflächen  hat  Entsprechendes  gih 
von  den  Flächen  FGBC  und  EH  DA,  Somit  ergeben  sich  folgende  Eigen- 
schaften der  Parallelepipeda: 

Die  sechs  Grenzflächen  eines  jeden  Parallelepipedons  bilden  drei  Paare,  so 
dass  die  Flächen  eines  jeden  Paares  einander  gegenüberliegen,  der  I^age  nach 
parallel,  und  einander  congruente  Figuren  sind.  Jedes  dieser  Paare  kann  als  die 
Grundfläche  des  Parallelepipedons  angenommen  werden.  Die  zwölf  Kanten  des 
Körpers  bilden  entsprechend  drei  Gruppen,  so  dass  die  vier  Kanten  einer  jeden 
Gruppe  unter  sich  parallel  und  gleich  sind;  mittelst  eines  beliebigen  ebenen 
Schnitts  durch  das  Parallelepipedon,  welcher  zu  vier  solchen  Kanten  senkrecht 
steht  und  als  Schnittflgur  ein  Parallelogramm  liefern  muss,  dessen  Winkel  bezüg- 
lich die  Neigungswinkel  der  an  den  betreffenden  Kanten  liegenden  Flächenwinkel 
sind,  erkennt  man,  dass  je  zwei  von  den  zwölf  Flächenwinkeln  des  Parallel- 
epipedons, welche  an  einander  gegenüberliegenden  parallelen  Kanten  liegen,  gleich 
gross,  imd  je  zwei  an  benachbarten  parallelen  Kanten  liegende  zu  einander 
supplementär  sein  müssen.  Die  acht  Ecken  eines  Parallelepipedons  endlich  bilden 
vier  Paare  A  und  G,  B  und  H,  C  und  E,  D  und  F  einander  diametral  gegen- 
überliegender Ecken,  und  je  zwei  solche  stimmen  in  den  ebenen  Winkeln  und 
in  den  homologen  Flächenwinkeln  überein.  Dabei  folgen  die  einander  ent- 
sprechenden Stücke  in  umgekehrten  Ordnungen  auf  einander;  die  beiden  Ecken 
sind  also  symmetrisch. 

Je  zwei  gegenüberliegende  Eckpunkte,  z.  B.  A,  G,  eines  Parallelepipedon 
lassen  sich  durch  eine  ganz  innerhalb  des  Körpers  fallende  Gerade  verbinden 
Die  vier  so  entstehenden  Geraden  sollen  die  Diagonalachsen  des  Parallel  - 
e[>ipedon  genannt  werden.  Durch  je  zwei  einander  gegenüberliegende  parallele 
Kanten,  z.  ^,  AE  und  CG,  femer  lässt  sich  ein  ebener  Schnitt  legen,  welcher 
jede  von  zwei  parallelen  Grenzflächen  (ABCD,  EFGH)  in  einer  Diagonale 
schneiden  muss.  Die  beiden  betreffenden  Diagonalen  {AC,  EG)  sind  einandci 
parallel  und  gleich,  die  Schnittflgur  ist  ein  Parallelogramm  und  ihre  Diagonalen 
»ind  r.wei  Diagonalachsen  des  Körpers.  Jeder  der  sechs  auf  diese  Art  möglichtm 
Schnitte  eines  Parallelepipedon  heisst  ein  Diagonalschnitt  des  Ictitcrtn.    D* 
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jede  der  vier  Diagonalachsen  Diagonale  in  drei  solchen  Schnitten  zugleich  sein 
muss,  z.  B.  AG  in  ACGE,  AFGD  und  GBAH,  und  die  beiden  Diagonalen 
eines  Parallelogramms  einander  stets  halbiren,  so  folgt  leicht,  dass  alle  vier  Diago- 
nalachsen einander  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden,  und  dass  sie 
einander  in  diesem  Punkte  halbiren.  In  demselben  Punkte  müssen  die  sechs 
Diagonalschnitte  einander  durchschneiden;  die  Durchschnittslinien  je  zweier  der- 
selben sind  die  Verbindungslinien  der  Durchschnittspunkte  der  Diagonalen  je  zweier 
einander  parallelen  Grenzflächen  und  die  Diagonalachsen.  Die  ersteren  Verbin- 
dungslinien sind  drei  Gerade,  welche  einander  ebenfalls  in  dem  gemeinschaft- 
lichen Durchschnittspunkt  der  Diagonalachsen  schneiden  und  halbiren.  Jede  der- 
selben ist  zwei  Paaren  paralleler  Grenzflächen  und  den  vier  einander  parallelen 
Durchschnittskanten  der  letzteren  parallel  und  mit  diesen  Kanten  von  gleicher 
Länge.     Diese  drei  Linien  heissen  ebenfalls  Achsen  des  Parallelepipedon. 

In  jedem  Eckpunkt  eines  Parallelepipedon  stossen  drei  Kanten  aneinander, 
z.  B.  in  A  die  Kanten  AB^  AD,  AE,  welche  im  Allgemeinen  nicht  als  einander 
gleich  anzunehmen  sind,  und  welche  bezüglich  je  einer  der  drei  Gruppen  unter 
sich  paralleler  und  gleicher  Kanten  angehören.  Jede  derselben  ist  einer  der  drei 
zuletzt  genannten  Achsen  parallel. 

3.  Die  dreierlei  Flächenwinkel,  welche  an  den  Grenzflächen  eines  Parallel- 
epipedon vorkommen,  können  gleichzeitig  alle  drei  schief,  oder  es  kann  eine  Art 
derselben  aus  rechten  Winkeln  bestehen,  oder  es  sind  zwei  derselben  oder  end- 
lich alle  drei  rechte.  Es  können  also  beispielsweise  zwei  parallele  von  den  als 
Seitenflächen  angenommenen  Grenzflächen  zur  Grundfläche  senkrecht  stehen, 
während  die  beiden  anderen  schief  zu  derselben  sind;  ist  auch  das  zweite  Paar 
Seitenflächen  senkrecht  zu  den  Gnmdflächen,  so 
ist  das  Parallelepipedon  ein  gerades;  ist  endlich 
die  Grundfläche  eines  geraden  Parallelepipedon  ein 
Rechteck,  so  stehen  auch  je  zwei  aneinander- 
stossende  Seitenflächen  zu  einander  senkrecht,  und 
das  Parallelepipedon  heisst  ein  rechtwinkeliges. 
In  einem  solchen  sind  alle  Grenzflächen  Recht- 
ecke, und  jede  drei  in  einer  Ecke  zusammen- 
stossende  Kanten  stehen  senkrecht  zueinander; 
alle  Ecken  des  Körpers  sind  also  dreifach  recht- 
winkelig. Sind  a,  b,  c  die  Längen  der  Kanten  eines 
rechtwinkeligen  Parallelepipedon,  so  ergiebt  sich 
mittelst  rechtwinkeliger  Dreiecke  AGC,  ABC  aus 

AG^  ^AC^  -f.  CG^,  Aa  =  AB^  -+-  BC^, 

dass  die  Länge  einer  jeden  Diagonalachse  gleich 


ya^  -f-  ^2  -h  ^2 

ist    Alle  vier  Diagonalachsen  sind  einander  gleich. 

Setzen  wir  die  Fundamentallehren  der  Trigonometrie  an  dieser  Stelle  als 

bekannt   voraus,    so   kann   noch    der   folgende  bemerkenswerthe  Satz  über  die 

Winkel,  welche  eine  durch  den  Scheitel  A  einer  dreifach  rechtwinkeligen  Ecke 

innerhalb    der   letzteren  gezogene  beliebige  Gerade  mit  den  Kanten  der  Ecke 

büdety  entwickelt  werden:     Da 

AB         ^  AE  ^  .r^      ^^ 

cos  GAB=  ~Jr»  ^^^  GAE  =  ~j7^t  cos  GAD  =  ~Jq% 
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«^.«           •^.r.           .^.^       AB*  -\rAE^-^AD^ 
so  ist  cos^  GAB  4-  cos^  GAE  -{-  cos^  GAD  = ~Äc^ 

g»  -4-  ^»  -4-  ^f 

also  r£?52  <7^^  -h  cos*  GAE  4-  r£?j»  (^^^i?  =  1. 

Ist  insbesondere  die  Grundfläche  eines  rechtwinkeligen  Parallelepipedon  ein 
Quadrat,  und  sind  gleichzeitig  die  Seitenkanten  den  Grundkanten  gleich,  sind 
also  alle  Kanten  des  Körpers  von  gleicher  Länge  und  alle  Seitenflächen  con- 
gruente  Quadrate,  so  heisst  der  Körper  ein  Würfel  oder  Cubus. 

§  13.    Der  Cylinder. 

1.  Man  kann  sich  einen  prismatischen  Raum  durch  Bewegung  einer  Geraden 
beschrieben  denken,  welche  in  continuirlicher  Aufeinanderfolge  durch  alle  Punkte 
des  Umfangs  eines  gegebenen  »-Ecks  geht  und  dabei  beständig  ihrer  anfang- 
lichen, die  Ebene  des  Polygons  schneidenden  Lage  parallel  bleibt  Wird  bei 
dieser  Construcdon  der  Umfang  des  n-Ecks  durch  eine  krunune  Linie  eiseczt, 
welche  also  als  Leitlinie  der  einer  beliebigen  Richtung  parallel  bleibenden 
beschreibenden  Geraden  <iient,  so  heisst  die  entstehende  Fläche  eine  Cylinder- 
fläche.  Ist  insbesondere  die  Leitlinie  ein  Kreis,  so  erhält  man  die  gemeine 
Cylinderfläche,  von  welcher  im  Folgenden  allein  die  Rede  ist 

Durch  jeden  Punkt  einer  solchen  Cylinderfläche  lässt  sich  eine  Gerade  legen, 
da  die  beschreibende  Gerade  bei  ihrer  Bewegung  einmal  durch  diesen  Punkt 
gegangen  sein  muss.  Diese  Geraden,  welche  alle  einander  parallel  sind,  heissen 
die  Seitenlinien  der  Cylinderfläche. 

Die  durch  den  Mittelpunkt  des  als  Leitlinie  dienenden  Kreises  gehende,  den 
Seitenlinien  parallele  Gerade  wird  die  Achse  der  Cylinderfläche  genannt  Umge- 
kehrt muss  jede  durch  einen  Punkt  einer  Cylinderfläche  parallel  zu  der  Achse 
gelegte  Gerade  ihrer  ganzen  Erstreckung  nach  in  die  Cylinderfläche  fallen. 

Jede  andere  gerade  Linie,  welche  zwei  Punkte  einer  Cylinderfläche  vcibindet 
hat  mit  dieser  nur  jene  beiden  Punkte  gemeinsam,  denn  sind  A^B  zwei  solche 
Punkte,  so  kann  man  durch  jeden  derselben  eine  Seitenlinie  CC,  DD'  l^en, 

und  die  durch  diese  beiden  Geraden  bestimmte 
Ebene  muss  die  Gerade  AB  ihrer  ganzen  Er- 
streckung nach  enthalten.  Sie  muss  femer  die 
Ebene  des  als  Leitlinie  dienenden  Kreises  M 
in  einer  Geraden  schneiden,  welche  durch  die 
Fusspunkte  CD  jener  Seitenlinien  in  dieser 
Ebene  geht,  also  eine  Secante  des  Kreises  M 
ist.  Hätte  nun  die  Gerade  AB  mit  der 
Cylinderfläche  irgend  einen  dritten  Punkt  E 
gemeinsam,  so  müsste  die  durch  E  bestimmte 
Seitenlinie  zugleich  gailz  in  die  Schnittebetie 
CDD'C  fallen,  und  der  Fusspunkt  dieser 
Seitenlinie  in  der  Ebene  von  M  müssle  ein 
Punkt  sein,  welchen  die  Secante  CD  neben  den 
Punkten  C  und  D  mit  dem  Kreise  M  gemein 
M  liaftllch  hllttc,  was  bekanntlich  unmöglich  ist  —  Man  sieht  zugleich,  dass  die 
Villi  //  und  }i  begrenzte  Strecke  der  betreffenden  Geraden  ganz  innerhalb  und 
jMftn  lluor  Verlängerungen  ganz  ausserhalb  des  cylindrischen  Raumes  fallen  muss 
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Hiemach  kann  ausser  den  Seitenlinien  keine  gerade'l.inie  in  einer  Cylinder- 
flache  gezogen  werden,  vielmehr  ist  durch  jeden  Punkt  der  letzteren  nur  eine 
einzige  Gerade  in  ihr  möglich.  Die  Cylinderfiächen  sind  also  in  keinem  ihrer 
Theile  eben;  sie  sind  in  sich  zurückkehrende  krumme  Flächen. 

2.  Jede  durch  einen  cylindrischen  Raum  gelegte,  einer  Seitenlinie  oder  der 
Achse  parallele  Ebene  muss  die  Cylinderfläche  in  zwei  Seitenlinien  schneiden, 
denn  wäre  eine  krumme  Durchschnittslinie  oder  wäre  ausser  zwei  Seitenlinien 
noch  irgend  ein  anderer  Punkt  beiden  Flächen  gemeinsam,  so  müssten  auch  die 
sämmtlichen  durch  die  Punkte  der  krummen  Linie,  bezw.  die  durch  den  anderen 
Punkt  gehende  Seitenlinie  ihrer  ganzen  Länge  nach  in  die  Schnittebene  fallen, 
und  somit  auch  der  Fusspunkt  jeder  solchen  Seitenlinie  in  der  Ebene  des  Leit- 
kreises M  ein  dritter  Punkt  sein,  welchen  die  Secante  CD  mit  dem  Kreise  M 
gemeinschaftlich  hätte. 

Geht  ein  solcher  Schnitt  durch  die  Achse  selbst,  so  heisst  derselbe  ein 
Achsenschnitt  der  Cylinderfläche. 

Jede  Ebene,  welche  durch  eine  Seitenlinie  einer  Cylinderfläche  und  durch 
eine  Tangente  des  Leitkreises  geht,  hat  mit  der  Cylinderfläche  nur  diese  Seiten- 
linie gemeinsam,  und  liegt  sonst  ganz  ausserhalb  des  cylindrischen  Raumes,  denn 
läge  irgend  ein  Punkt  der  Ebene  ausser  jener  Seitenlinie  in  der  Cylinderfläche, 
oder  läge  ein  solcher  Punkt  innerhalb  des  cylindrischen  Raumes,  so  müsste  diese 
Ebene  die  Ebene  des  Leitkreises  in  einer  Secante  schneiden.  Eine  solche  Ebene, 
welche  mit  einer  Cylinderfläche  nur  eine  einzige  Gerade  gemeinsam  hat,  heisst 
eine  Berührungs-Ebene  (Tangential-Ebene)  der  Cylinderfläche,  und  diese 
Gerade  heisst  ihre  Berührungslinie. 

Jede  eine  Cylinderfläche  schneidende  Ebene,  welche  einer  Seitenlinie  oder 
der  Achse  nicht  parallel  ist,  muss  sämmtliche  Seitenlinien  schneiden  und  daher 
eine  in  sich  zurückkehrende  krumme  Durchschnittslinie  liefern.  Ist  die  Ebene 
eines  solchen  Schnittes  der  Ebene  der  Leitlinie  parallel, 
so  ist  die  Durchschnittslinie  ein  Kreis,  denn  ist  C  der 
Durchschnittspunkt  der  Achse  mit  der  Ebene  des  Schnitts, 
und  verbindet  man  diesen  Punkt  mit  beliebigen  Punkten 
Ä^  E  der  Durchschnittslinie,  so  kann  man  durch  jede 
der  Geraden  CA\  CB*  und  durch  die  Achse  einen 
Schnitt  legen,  welcher  die  Cylinderfläche  in  einer  Seiten- 
linie ÄA,  BB  und  die  Ebene  des  Leitkreises  in  einem 
Radius  MA^  MB  schneiden  muss.  Da  nun  in  Folge  des 
Parallelismus  der  Ebenen  C  und  M  je  zwei  zusammen- 
gehörige Durchschnittslinien  CA  und  MA^  CB'  und 
MB  parallel,  imd  ausserdem  CM  jeder  der  Linien  AA, 
BB  paraUel  ist,  die  Vierecke  CA  AM,  CB'BM  also 
Parallelogramme  sind,  so  muss  CA  =  MA,  CB'  =  MB, 
und  da  endlich  MA  =  MB  ist,  auch  CA  =  CB  sein. 

Der  Punkt  C  ist  also  von  allen  Punkten  der  Durchschnittslinie  gleich  weit  ent- 
fernt, diese  letztere  ist  mithin  ein  Kreis. 

Durch  den  vorstehenden  Beweis  ist  gleichzeitig  dargethan,  dass  alle  durch  zu 
der  Ebene  des  Leitkreises  parallele  Schnittebenen  entstehenden  Kreise  unter  sich 
und  dem  Leitkreise  congruent  sind,  und  dass  ihre  Mittelpunkte  sämmtlich  auf 
der  Achse  liegen. 

3.  Jeder  durch   eine   Cylinderfläche   und  die   einander  parallelen  Ebenen 


■ 
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zweier  Schnittkreise  derselben  begrenzte  Körper  heisst  ein  Cy linder,  der  den- 
selben begrenzende  Theil  der  Cy linderfläche  sein  Mantel,  die  beiden  begren- 
zenden Ebenen  die  Grundflächen  (obere  und  untere  Grundfläche  oder  Grund- 
fläche und  Deckfläche)  des  Cylinders.  Die  Höhe  des  Cylinders  ist  der  senkrechte 
Abstand  seiner  Grundflächen  von  einander. 

Eine  Cylinderfläche  und  ebenso  ein  Cylinder  heissen  gerad,  wenn  die  Achse 
senkrecht  zur  Ebene  des  Leitkreises,  bezw.  zu  den  Grundflächen  steht;  im 
anderen  Falle  heissen  dieselben  schief.  Im  geraden  Cylinder  ist  die  Achse 
(d.  h.  das  zwischen  den  Grundflächen  liegende  Stück  der  Achse  der  Cylinder- 
fläche, oder  die  Verbindungsstrecke  der  Mittelpunkte  der  Grundflächen)  gleich 
der  Höhe,  im  schiefen  ist  sie  grösser  als  diese.  Für  alle  Cylinder  gelten  folgende, 
nach  dem  Vorhergegangenen  leicht  zu  beweisende  Sätze: 

Alle  Seitenlinien  eines  Cylinders  sind  unter  einander  und  mit  dcf  Achse  von 
gleicher  Länge  und  haben  sämmtlich  gegen  jede  der  beiden  Grundflächen  den- 
selben Neigungswinkel  wie  die  Achse.  Alle  Achsenschnitte  eines  Cylinders  sind 
Parallelogramme,  deren  eines  Seitenpaar  durch  Seitenlinien  und  deren  anderes 
durch  Durchmesser  der  Grundflächen  gebildet  wird.  In  jeden  Cylinder  lassen 
sich  beliebig  viele  Prismen  einbeschreiben,  so  dass  die  Kanten  eines  solchen 
Prismas  Seitenlinien  des  Cylinders  und  die  Grundflächen  des  ersteren  den  Grund- 
flächen des  letzteren  einbeschriebene  Figuren  sind.  Um  jeden  Cylinder  lassen 
sich  beliebig  viele  Prismen  beschreiben,  so  dass  die  Seitenflächen  des  Prismas 
Berührungsebenen  der  Cylinderfläche  und  die  Grundflächen  desselben  den  Grund- 
flächen des  Cylinders  umbeschriebene  Figuren  sind.  In  beiden  Fällen  sind  die 
Prismen  gerad  oder  schief,  je  nachdem  der  Cylinder  gerad  oder  schief  ist. 
Jeder  Cylinder  lässt  sich  als  die  Grenze  betrachten,  welcher  sich  ein  regel- 
mässiges Prisma  bei  unendlicher  Zunahme  seiner  Seitenzahl  ohne  Ende  nähert 

Für  die  geraden  Cylinder  insbesondere  gelten  folgende  Sätze:  Alle  Seiten- 
linien eines  geraden  Cylinders  stehen  senkrecht  zu  beiden  Grundflächen,  und  ts: 
eine  Seitenlinie  eines  Cylinders  senkrecht  zu  einer  Grundfläche,  so  ist  der  Cy- 
linder ein  gerader.  Alle  der  Achse  parallele  Schnitte  eines  geraden  Cylinders 
und  insbesondere  auch  alle  Achsenschnitte  desselben  sind  Rechtecke;  die  letzteren 
sind  einander  congruent.  Man  kann  sich  daher  einen  geraden  Cylinder  durch 
Rotation  eines  Rechtecks  um  eine  seiner  Seiten  entstanden  denken;  dabei 
beschreibt  die  der  Umdrehungsachse  parallele  Seite  den  CylindermanteL  Denkt 
man  sich  diese  Seite  über  beide  Endpunkte  bis  in*s  Unendliche  verlängert,  so 
erhält  man  den  Satz:  Jede  Gerade,  welche  um  eine  ihr  parallele  Gerade 
rotirt,  beschreibt  eine  gerade  Cylinderfläche.  —  Jede  Berühningsebene 
eines  geraden  Cylinders  steht  senkrecht  zu  dem  durch  ihre  Berühningsünie 
gehenden  Achsenschnitt.  Umgekehrt  ist  jede  auf  einem  Achsenschnitt  eines 
geraden  Cylinders  in  einer  der  zu  ihm  gehörigen  Seitenlinien  senkrecht  stehende 
Ebene  eine  Berührungsebene  des  Cylinders,  die  auf  einer  solchen  Berührui^- 
ebene  in  ihrer  Berührungslinie  senkrecht  errichtete  Ebene  geht  durch  die  Achse, 
und  die  durch  die  Achse  senkrecht  zu  einer  Berührungsebene  gelegte  Ebene 
geht  durch  die  Berührungslinie.  —  Die  Aufstellung  und  der  Beweis  noch  anderen 
sich  in  grosser  Anzahl  ergebender  Sätze  über  Berührungs-  und  Schnittebenen 
gerader  Cylinder,  welche  planimetrischen  Sätzen  über  Tangenten  und  Sehnen  von 
Kreisen  entsprechen,  kann  hier  dem  Leser  Überlassen  werden.  Man  hüte  skh 
jedoch  diese  Sätze  ohne  Weiteres  auch  auf  schiefe  Cylinder  zu  Übertragen,  vit 
welche  dieselben  im  Allgemeinen  nicht  richtig  sind. 
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Für  schiefe  Cylinder  sind  die  durch  die  Achse  und  je  eine  Seitenlinie 
bestimmten  Parallelogramme  im  Allgemeinen  in  den  Winkeln  verschieden,  und 
nur  je  zwei  derselben,  deren  in  einer  Grundfläche  liegende  Seiten  mit  dem 
Keigungsschenkel  der  Achse  gegen  diese  Grundfläche  gleiche  Winkel  bilden,  sind 
cpngnient.  Entsprechendes  gilt  von  den  ganzen  Achsenschnitten.  Der  kleinste 
der  letzteren  ist  derjenige,  welcher  durch  jenen  Neigungsschenkel,  oder  was  das- 
selbe ist,  welcher  durch  die  vom  Mittelpunkte  der  einen  Grundfläche  auf  die 
andere  gefällte  Höhe  geht,  und  dessen  Ebene  also  senkrecht  zu  den  Grundflächen 
steht  Das  Parallelogramm  dieses  Schnitts  heisst  das  charakteristische 
Parallelogramm  des  Cylinders. 

4.  Schliesslich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  auch  jede  Cy linderfläche  sich  in 
eine  Ebene  aufwickeln  lässt,  weil  je  zwei  aufeinander  folgende  Seitenlinien 
parallel  sind  und  also  durch  dieselben  eine  Ebene  gedacht  werden  kann.  Der 
Mantel  eines  geraden  Cylinders  liefert  bei  diesem  Aufwickeln  in  der  Ebene  ein 
Rechteck,  und  umgekehrt  lässt  sich  jedes  Rechteck  zu  einem  geraden  Cylinder- 
mantel  zusammenrollen.  Das  eine  Seitenpaar  eines  solchen  Rechtecks  ist  gleich 
dem  Umfang  der  Grundflächen,  das  andere  gleich  den  Seitenlinien  des  Cylinders. 
Bei  einem  schiefen  Cylindermantel  bilden  die  abgewickelten  Umfange  der  Grund- 
flächen keine  geraden,  sondern  krumme  Linien,  deren  Beschaffienheit  hier  nicht 
erörtert  werden  kann.  —  Aus  dem  Satze  über  die  den  Grundflächen  parallelen 
Schnitte  eines  Cylinders  geht  femer  hervor,  dass  man  sich  jede  Cylinderfläche 
auch  durch  Bewegung  eines  Kreises  von  unveränderlicher  Grösse  beschrieben 
denken  kann,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Kreises  sich  auf  einer  Geraden  bewegt 
und  die  Ebene  desselben  beständig  ihrer  ursprünglichen  Lage  parallel  bleibt. 
Beschreibt  die  Kreislinie  auf  diese  Art  einen  Cylindermantel,  so  beschreibt  die 
zugehörige  Kreisfläche  den  Cylinder.  —  Dass  endlich  jeder  Cylinder  als  ein 
Kegelstumpf  betrachtet  werden  kann,  dessen  Spitze  im  Unendlichen  liegt,  ebenso 
wie  jedes  Prisma  als  ein  Pyramidenstumpf  mit  unendlich  entfernter  Spitze,  ist 
schon  bemerkt  worden.  Hierdurch  erklärt  sich  die  Analogie  vieler  Eigenschaften 
der  betreffenden  Körper-Arten. 

§  14.    Die  regelmässigen  Polyeder. 

1.  Jeder  nur  von  ebenen  Flächen  begrenzte  Körper  wird  ein  Polyeder 
genannt  Ausser  den  in  den  Anwendungen  am  häutigsten  vorkommenden  Arten 
von  Polyedern,  den  bereits  besprochenen  Pyramiden  und  Prismen,  ist  noch  eine 
Gruppe  solcher  Körper  von  besonderem  Interesse,  welche  man  regelmässige 
Polyeder  genannt  hat  Unter  einem  solchen  versteht  man  jeden  ebenflächigen 
Körper,  welcher  von  lauter  congruenten  und  regelmässigen  Figuren  begrenzt  wird, 
die  in  congruenten  Ecken  aneinanderstossen.  Dass  es  solche  Polyeder  giebt, 
zeigt  das  Beispiel  des  schon  früher  erwähnten  Würfels. 

Da  die  Summe  der  ebenen  Winkel  einer  Ecke  kleiner  als  360  Grad  sein 
mass,  so  kann  man  nicht  sechs  oder  mehr  gleichseitige  Dreiecke  zur  Bildung 
einer  Ecke  aneinanderlegen,  da  schon  bei  sechs  solchen  Dreiecken  die  Summe 
der  betreffenden  ebenen  Winkel  gleich  6  •  60°  =  360°  sein  würde.  Regelmässige 
Polyeder,  deren  Grenzflächen  Dreiecke  sind,  können  also  nur  dreiseitige  Ecken 
(mit  der  Winkelsumme  3 -60°  =180°)  oder  vierseitige  (Winkelsumme  4-60° 
■=  240"*),  oder  fünfseitige  (W.  S.  300°)  haben.  Um  femer  aus  regelmässigen  Vier- 
ecken eine  Ecke  zusammenzusetzen,  kann  man  nur  drei  Flächen  benutzen,  in 
vekhem  Falle   die   betreffende  Winkelsumme    3  «90°  =  270°   beträgt;    für  vier 
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Flächen  würde  dieselbe  bereits  360°  für  mehr  afe  vier  Flächen  also  mehr  als  360' 
betragen.  In  gleicher  Weise  kann  ein  von  Fünfecken  begrenztes  regelmässiges 
Polyeder  nur  dreiseitige  Ecken  (mit  der  Winkelsumme  3  •  108°  =  324°)  haben.  Aus 
lauter  regelmässigen  Sechsecken  lässt  sich  auch  nicht  eine  dreiseitige  Ecke  zusam- 
mensetzen, denn  drei  Winkel  solcher  Sechsecke  betragen  zusammen  schon 
3  •  120°  =  360°.  Noch  weniger  ist  dies  der  Fall  mit  mehr  als  sechsseitigen  regel- 
mässigen Polygonen,  da  die  Winkel  der  regelmässigen  n-Ecke  mit  zunehmenden 
Werthen  von  n  immer  grösser  werden.  Es  können  also  an  regelmässigen  Poly- 
edern nur  flinf  verschiedene  Arten  von  Ecken  vorkommen,  und  es  entsteht  nun  die- 
Frage,  ob  zu  jeder  dieser  Arten  auch  ein  regelmässiges  Polyeder,  bezw.  ob  zu 
derselben  mehrere  solcher  Polyeder  möglich  sind. 

2.  Bildet  man  aus  drei  congruenten,  regelmässigen  Dreiecken  y^^  C,  ABD, 
ADC  eine  Ecke  A^  so  begrenzen  die  drei  freien  Seiten  BC^  CD,  DB  der  Drei- 
ecke ein  viertes,  den  ersteren  congruentes  Dreieck,  dessen  Ebene  mit  denen  der 

ersteren  einen  Körper  einschliesst  Die  an  den  Punkten 
B,  C,  D  entstehenden  Ecken  sind  der  Ecke  A  con- 
gruent,  und  es  ist  nicht  möglich,  mittelst  einer  anderen 
Ebene  als  BCD  solche  congruente  Ecken  an  jenen 
Punkten  zu  erzeugen.  Es  giebt  also  einen  und  nur 
einen  von  regelmässigen  Dreiecken  begrenzten  regel- 
mässigen Körper,  dessen  Ecken  dreiseitig  sind.  Der- 
selbe heisst  ein  regelmässiges  Tetraeder,  hat  >ier 
Flächen,  vier  Ecken  und  sechs  gleich  lange  Kanten. 
C  Es  ist  eine  regelmässige,  gerade,  dreiseitige  P3rTamide. 
deren  Seitenflächen  der  Grundfläche  congnient  sind. 

3.  Bildet  man  aus  vier  congruenten,  regelmässigen  Dreiecken  ABC^  ACD, 
ADE,  AEB  eine  Ecke  A\  so  stossen  an  jedem  der  Punkte  B,  C,  D,  £  zwo 
dieser  Dreiecke  unter  demselben  Flächenwinkel  aneinander,  wie  im  Punkte  A, 
und  es  müssen  sich  also  an  jedem  der  ersteren  Punkte  noch  zwei  eben 
solche  Dreiecke  zu  einer  der  Ecke  A  congruenten  Ecke  anlegen  lassen.  Jede^ 
dieser  letzteren  Dreiecke  nimmt  an  der  Bildung  zweier  dieser  congruenten  Eck<rr. 
zugleich  Theil,  denn  es  muss  z.  B.  das  in  C  an  CD  angelegte  Dreieck  CDF  m 

D  an  CD  unter  demselben  Flächenwinkel,  wie  in 
C  anliegen.  Man  hat  also  vier  neue  Dreiecke, 
welche  ausserdem  zu  je  zweien  in  einer  Kante, 
z.  B.  CDF  und  BCF  in  CF,  aneinanderüegen. 
und  daher  alle  vier  einen  gemeinschaftlichen  Eck- 
punkt F  haben  müssen.  An  diesem  Punkte  entsteht 
^l'  nun  durch  das  Zusammentreffen  der  vier  Dreiecke 
eine  neue  vierseitige  Ecke,  welche  dieselbe  ebenen 
Winkel  und  dieselben  Flächenwinkel  wie  die  ande- 
ren  hat  Somit  giebt  es  auch  hier  eine  bestimmte 
Art  regelmässiger  Polyeder.  Diese  von  Dreiecken 
begrenzten  regelmässigen  Körper,  deren  Ecken 
vierseitig  sind,  heissen  regehnässige  OctaCder  uni 
haben  acht  Flächen,  sechs  Ecken  und  zwölf  gleiche  Kanten. 

4.  Bildet  man  aus  fünf  congruenten,  regelmässigen  Dreiecken  eine  Ecke  A.  s^ 
erhält  man  fünf  Punkte  B,  C,  D,  £,  F,  an  deren  jedem  zwei  Flächen  der  Ecke  J 
unter  demselben  Neigungswinkel  wie  im  Punkte  A  aneinander  stossen.    Daher 
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müssen  sich  zu  diesen  zwei  Flächen  jedesmal  noch  drei  weitere  zu  einer  der  Ecke  A 
congruenten  Ecke  hinzufügen  lassen.  Man  erhält  auf  diese  Weise  im  Ganzen 
zehn  neue  Dreiecke,  welche  wieder  fünf  freie  Eckpunkte  G,  H,  I,  Ky  L  liefern. 
An  jedem  der  letzteren  stossen  bereits  drei  Dreiecke  unter  denselben  Flächen- 
winkeln wie  an  den  bisher  gebildeten  Ecken 
zusammen,  und  durch  Hinzufügung  von  je  zwei 
weiteren  Dreiecken  an  jedem  dieser  Eckpunkte, 
d.  h.  im  Ganzen  von  fünf  neuen  Dreiecken 
erhalt  man  an  jenen  Punkten  noch  fünf  den 
früheren  congruente  Ecken.  Die  neu  ange- 
legten Dreiecke  endlich  stossen  in  je  einer 
Kante  so  zusammen,  dass  sie  einen  gemein- 
schaftlichen Eckpunkt  M  haben  müssen,  an 
welchem  endlich  noch  eine  Ecke  derselben 
Art  entsteht  Es  giebt  also  eine  bestimmte  Art 
von  durch  regelmässige  congruente  Dreiecke  be- 
grenzten Körpern,  welche  fünfseitige  congruente 
Ecken  haben.  Ein  solcher  Körper  hat  20  Flächen, 
12  Ecken,   30  gleich  lange  Kanten  und  heisst  ein  regelmässiges  Ikosaeder. 

5.  Legt  man  drei  congruente  Quadrate  zu  einer 
Ecke  A  zusammen,  so  erhält  man  wieder  in  den 
Endpunkten  B,  C,  D  der  Kanten  derselben  Punkte, 
in  denen  durch  Hinzufügung  je  einer  neuen  Fläche 
eine  congruente  Ecke  gebildet  werden  kann.  Die 
drei  neuen  Flächen  bilden  unter  einander  wieder  eine 
ebensolche  Ecke  und  schliessen  mit  den  vorher- 
gehenden einen  Würfel  ein.  Die  Würfel,  auch 
regelmässige  Hexaeder  genannt,  sind  also  die 
einzigen  von  Quadraten  begrenzten  regelmässigen 
Polyeder.  Ihre  wichtigsten  Eigenschaften  sind  schon 
früher  besprochen  worden. 

6.  Legt  man  an  ein  ebenes  regelmässiges  Fünfeck  ABC  DE  in  einem  seiner 
Eckpunkte  A  zwei  ihm  congruente  Fünfecke  zu  einer  dreiseitigen  Ecke  an,  so 
kann  jedes  der  letzteren  zugleich  zur  Bildung  einer 
ebensolchen  Ecke  an  einem  der  anliegenden  Eck- 
punkte By  E  dienen,  und  man  erhält  überhaupt 
durch  Anlegen  von  je  einem  Fünfeck  an  jede  Seite 
von  ABC  DE  fünf  derartige  congruente  Ecken. 
In  jedem  der  freien  Endpunkte  einer  der  Kanten 
dieser  Ecken,  z.  B.  in  F,  stossen  zwei  der  Fünf- 
ecke unter  demselben  Flächenwinkel,  wie  an  dem 
anderen  Endpunkt  A  an  einander,  und  es  muss  sich 
daher  in  F  durch  Einfügung  eines  weiteren  solchen 
Fünfecks  eine  der  Ecke  A  congruente  Ecke  bilden  (m.  t9i.) 
lassen.  Auf  diese  Art  erhält  man  im  Ganzen  fünf  neue  Fünfecke,  welche  wieder 
paarweise  mit  einer  Seite  zusammenstossen,  und  deren  freie  Seite  ein  dem  vorigen 
congruentes  Fünfeck  begrenzen.  Durch  Hinzufügung  der  Ebene  des  letzteren  müssen 
wieder  fünf  den  früheren  congruente  Ecken  entstehen,  und  der  Körperraum  wird 
durch  diese  Ebene  geschlossen.  Es  giebt  also  eine  Art  von  durch  Fünfecke  begrenzten 
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regelmässigen  Poly^denL  Dieselben  heissen  regelmässige  Pentagonaldode- 
kaeder, haben  12  Grenzflächen,  20  dreiseitige  Ecken  und  30  gleichlange  Kanten. 
Es  giebt  also  im  Ganzen  fünf  und  nicht  mehr  Arten  regelmässiger  Polyeder. 
Aus  den  vorstehenden  Entwicklungen  erkennt  man  noch  leicht,  dass  jedes  regel- 
mässige Tetraeder  oder  Oktaeder,  Ikosaeder  u.  s.  w.  durch  die  Länge  einer 
Kante  der  Grösse  nach  vollständig  bestimmt  ist,  sodass  zwei  regelmässige  Polyeder 
derselben  Art,  welche  in  der  Länge  einer  ELante  übereinstimmen,  congiuent  smd 

§  15.    Die  Kugel. 

1.  Während  in  der  Planimetrie  die  den  regelmässigen  Polyedern  analogen 
regelmässigen  Polygone  mit  jeder  beliebigen  Seitenzahl  vorkommen  konnten,  und 
es  daher  auch  möglich  war,  mittelst  eines  angenommenen  Wachsthums  dieser 
Seitenzahl  bis  in's  Unendliche  einen  Uebergang  zu  dem  Kreise  zu  finden,  ist  in 
Folge  der  beschränkten  Anzahl  von  Arten  regelmässiger  Polyeder  ein  entsprechen- 
des Verfahren  in  der  Stereometrie  nicht  möglich.  Dagegen  kann  man  durch 
Rotation  eines  Kreises  um  einen  seiner  Durchmesser  eine  dem  Kreise  analog 
Fläche,  die  Kugelfläche  oder  Sphäre  erhalten.  Es  genügt  zu  diesem  Zwecke 
schon  die  Drehung  eines  Halbkreises  um  den  ihn  begrenzenden  Durchmesser 
bis  zur  Rückkehr  in  seine  ursprüngliche  Lage.  Die  hierbei  von  dem  Halbkreis 
beschriebene  Fläche  hat  die  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Punkte  von  einem  und 
demselben  anderen  Punkte,  dem  bei  der  Rotation  in  unveränderter  Lage  geblie- 
benen Mittelpunkt  des  erzeugenden  Halbkreises,  denselben  Abstand  hat.  Umge- 
kehrt muss  jeder  Punkt  des  Raumes,  welcher  von  jenem  festen  Punkt  denselben, 
dem  Radius  des  rotirenden  Halbkreises  gleichen  Abstand  hat,  auf  der  Kugelflache 
liegen.  Diese  letztere  schneidet  daher  jede  von  jenem  Punkte  aus  nach  bebe- 
biger  Richtung  gezogene  Gerade;  sie  schliesst  für  sich  einen  Körperraum  voll- 
ständig ein.    Jeder  von  einer  Kugelfläche  begrenzte  Körper  heisst  eine  Kugel 

Der  von  allen  Punkten  der  begrenzenden  Fläche  einer  Kugel  gleich  wer 
entfernte,  im  Irmem  der  letzteren  liegende  Punkt  heisst  der  Mittelpunkt  oder 
das  Centrum,  jede  Gerade,  welche  denselben  mit  einem  Punkte  der  Kugelfläche 
verbindet,  ein  Radius  oder  Halbmesser,  jede  durch  den  Mittelpunkt  gehende, 
von  zwei  Punkten  der  Kugelfläche  begrenzte  Strecke  ein  Diameter  oder  Durch- 
messer der  Kugel  oder  der  Kugelfläche. 

Zufolge  der  Erklärung  der  Kugel  sind  alle  Radien  einer  und  derselben 
Kugel  gleich  lang.  Femer  geht  aus  dem  Vorstehenden  unmittelbar  hervor,  dsss 
jeder  Durchmesser  doppelt  so  lang  als  jeder  Radius  ist,  und  dass  somit  auch  ille 
Durchmesser  einer  Kugel  einander  gleich  sind.  Jeder  Punkt  des  Raumes,  dessen 
Abstand  vom  Mittelpunkt  einer  Kugel  grösser  ist  als  ein  Radius  derselben,  hegt 
ausserhalb,  jeder  Punkt,  für  welchen  dieser  Abstand  kleiner  ist  als  ein  Radius, 
liegt  innerhalb  der  Kugel.  . —  Alle  Kugeln,  welche  gleiche  Radien  haben,  sind 
congruent,  denn  denkt  man  sich  zwei  solche  Kugeln  so  zusammengestellt,  das 
ihre  Mittelpunkte  zusammenfallen,  so  muss  zufolge  der  Gleichheit  der  Radien 
jeder  Punkt  einer  der  beiden  Kugelflächen  gleichzeitig  auf  der  anderen  liegest 

2.  Jede  durch  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  gelegte  Ebene  muss  die  KugeJ- 
fläche  in  einem  Kreise  schneiden,  und  der  Radius  dieses  Kreises  ist  gleich  dexs 
Radius  der  Kugel.  Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  unmittelbar  daraus,  djs> 
die  Abstände  aller  Punkte  der  Kugelfläche  vom  Mittelpunkte  dem  Kogelradiu^ 
gleich  sind.  Alle  die  verschiedenen  Schnittkreise,  welche  durch  den  MittelponL: 
einer  Kugel  gelegt  werden  können,  sind  congruent 
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Auch  jede  nicht  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Schnittebene  einer  Kugel 
schneidet  die  Kugelfläche  in  einem  Kreise,  denn  fallt  man  vom  Mittelpimkte  M 
der  Kugel  die  senkrechte  Gerade  MC  auf  die  Schnittebene,  verbindet  den  Fuss- 
punkt  C  dieser  Senkrechten  mit  beliebigen  Punkten  A^  B  des  Umfangs  der 
Schnittfigur  und  zieht  endlich  die  Kugelradien  MA^  MB,  so  stimmen  die  Drei- 
ecke MAC,  MBC  ausser  in  letzteren  in  den  rechten  Wi^ji^eln  b^^  ^  ^i^^  ^^ 
der  gemeinschaftlichen  Kathete  MC  überein  und  sind 
also  congruent;-  hieraus   folgt,    dass   die  homologen  ^^        ~^-^^ 

Seiten  CA,  CB  einander  gleich  sind,  und  dass  also        /L -- — -0\ 

der  Punkt  C  von  allen  Punkten  der  Schnittlinie  gleich      /^^cr^'s^^vv^l^^ 
weit  entfernt  ist    Hiermit  ist  nicht  nur  die  Richtig-     /         ^-v^i,^  \ 

keit  der   obigen   Behauptung   bewiesen,    sondern   es     l  JH  I 

ergeben  sich  auch  folgende  Zusätze:  V  / 

Der  Mittelpunkt  jedes  Schnittkreises  einer  Kugel       \  / 

liegt  in  der  zu  seiner  Ebene  senkrechten,  durch  den  v^,^^ ^y^ 

Kugelmittelpunkt   gehenden   Geraden.  —   Umgekehrt  (m.  iw.) 

muss  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunkts  einer  Kugel  mit  dem  Mittel- 
punkt eines  Schnittkreises  derselben  senkrecht  zur  Ebene  des  letzteren  stehen, 
und  die  auf  der  Ebene  eines  Schnittkreises  in  dem  Mittelpunkt  desselben  errich- 
tete senkrechte  Gerade  geht  stets  durch  den  Kugelmittelpunkt.  — 

Zwischen  dem  Abstand  CM^=  d  eines  Schnittkreises  einer  Kugel  vom  Mittel- 
punkte der  letzteren,  dem  Radius  r  des  Schnittkreises  und  dem  Kugelradius  R 
besteht  durch  den  pythagoreischen  Lehrsatz  die  Beziehungsgleichung 

i?a  =  r»  4-  ^^ 
welche  die  Berechnung  jeder  der  drei  Grössen  i?,  r,  d  aus  den  gegebenen 
beiden  andern  gestattet.  Diese  Berechnung  führt  noch  unmittelbar  zu  folgen- 
den Sätzen,  welche  sich  übrigens  auch  unschwer  mittelst  der  Congruenz  oder 
Nichtcongruenz  von  Dreiecken  beweisen  lassen,  die  nach  Analogie  des  oben 
benutzten  Dreiecks  ^  C^  construirt  werden  können: 

Schnittkreise  einer  Kugel,  deren  Ebenen  gleiche  Abstände  vom  Kugelmittel- 
punkte haben,  sind  gleich. 

Umgekehrt  haben  gleiche  Schnittkreise  einer  und  derselben  Kugel  (oder 
auch  congruenter  Kugeln)  gleiche  Abstände  vom  zugehörigen  Kugelmittelpunkt 

Von  zwei  ungleichen  Schnittkreisen  einer  Kugel  hat  der  grössere  einen 
kleineren  Abstand  vom  Kugelmittelpunkt,  und  umgekehrt,  je  näher  ein  Schnitt- 
kreis diesem  Mittelpunkt  liegt,  desto  grösser  ist  er. 

Insbesondere  sind  alle  durch  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  gehenden  Schnitt- 
kretse  derselben  grösser  als  jeder,  dessen  Ebene  nicht  durch  jenen  Mittelpunkt 
geht  Daher  nennt  man  die  ersteren  grösste  Kreise,  die  anderen  kleinere 
Kreise  der  Kugel. 

3.  Damit  eine  Ebene  eine  Kugel  durchschneide,  muss  der  Abstand  derselben 
vom  Mittelpunkt  der  letzteren  kleiner  als  ein  Radius  sein,  denn  der  Fusspunkt 
des  vom  Mittelpunkt  M  der  Kugel  auf  eine  Ebene  gefällten  Perpendikels  ist 
deijenige  Punkt  dieser  Ebene,  welcher  die  kleinste  Entfernung  von  ^hat;  dieser 
Punkt  muss  aber  innerhalb  der  Kugel  liegen,  wenn  dieselbe  von  der  Ebene  ge- 
schnitten werden  soll.  Ist  die  Entfernung  MC  einer  Ebene  vom  Mittelpunkt  M 
der  Kugel  grösser  als  ein  Radius  der  letzteren,  so  liegt  C,  und  umsomehr  jeder 
andere  Punkt  der  Ebene  ausserhalb  der  Kugel.  Ist  endlich  il/C  gleich  einem  Radius, 
so  liegte*  auf  der  Kugelfläche  und  jeder  andere  Punkt  der  Ebene  ausserhalb  derKugel. 

a8* 
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Jede  Ebene  also,  welche  auf  einem  Kugelradius  in  seinem  auf  der  Kugel- 
fläche liegenden  Endpunkte  senkrecht  steht,  hat  mit  dieser  Kugelfläche  nur  diesen 
Punkt  gemeinsam  und  liegt  sonst  ganz  ausserhalb  der  Kugel. 

Jede  Ebene,  welche  diese  letzteren  Eigenschaften  hat,  heisst  eine  Berührungs- 
ebene (Tangentialebene)  der  Kugel,  und  der  beiden  Flächen  gemeinsame  Punkt 
heisst  ihr  Berührungspunkt 

Auf  indirektem  Wege  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  umgekehrt  jede  Be- 
rührungsebene einer  Kugel  aiif  dem  nach  ihrem  Berührungspunkte  gehenden  Ra- 
dius senkrecht  steht,  dass  femer  die  vom  Mittelpunkte  einer  Kugel  auf  eine  Be- 
rührungsebene derselben  gefällte  senkrechte  Gerade  die  letztere  im  Berührungs- 
punkte trifft,  und  dass  die  auf  einer  Berührungsebene  in  ihrem  Berührung^unkte 
errichtete  senkrechte  Gerade  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht 

4.  Drei  Punkte  einer  Kugelfläche  können  niemals  in  gerader  Linie  liegen, 
denn  durch  drei  solche  Punkte  muss  sich  stets  eine  Ebene  legen  lassen,  und  da 
diese  die  Kugelfläche  in  einem  Kreise  schneidet,  auf  welchem  jene  drei  Punkte 
gleichzeitig  liegen  müssten,  so  ist  die  Unmöglichkeit  des  Gegentheils  der  vor- 
stehenden Behauptung  klar.  Auf  einer  Kugelfläche  lässt  sich  daher  keine  gerade 
Linie  ziehen;  die  Kugelfläche  ist  eine  krumme  Fläche,  welche  sich  von  den 
früher  behandelten  krummen  (Cylinder-  oder  Kegel-)  Flächen  dadurch  wesent- 
lich unterscheidet,  dass  sich  durch  keinen  ihrer  Punkte  auch  nur  eine  Gerade 
in  der  Fläche  ziehen  lässt  Dieselbe  kann  daher  auch  nicht,  wie  diese,  durch 
Bewegung  einer  Geraden  beschrieben  gedacht  werden  und  lässt  sich  auch  nicht 
in  eine  Ebene  aufwickeln. 

Dagegen  lässt  sich  durch  jede  drei  auf  einer  Kugelfläche  gegebene  Punkte 
ein  Kreis  in  derselben  ziehen,  denn  durch  drei  solche  Punkte  ist  stets  eine  und 
nur  eine  einzige  Schnittebene  der  Kugel  bestimmt  Dieser  Kreis  ist  im  Allge- 
meinen ein  kleinerer  Kreis,  denn  ein  grösster  Kreis  ist  schon  durch  zwei  Punkte 
der  Kugelfläche  und  den  Mittelpunkt  bestimmt,  oder  durch  zwei  auf  einer  Kugel- 
fläche gegebene  Punkte  lässt  sich  stets  ein  grösster  Kreis  derselben  legen,  und 
zwar  nur  ein  einziger,  falls  nicht  jene  beiden  Punkte  mit  dem  Mittelpunkte  in 
einer  Geraden  liegen,  also  Endpunkte  eines  Durchmessers  sind.  Durch  einen 
einzigen  gegebenen  Punkt  auf  einer  Kugelfläche  lassen  sich  unzählig  viele  grösste 
Kreise  legen,  deren  Ebenen  einander  sämmtlich  in  dem  durch  jenen  Punkt  gehen- 
den Durchmesser  schneiden  müssen.  Ueberhaupt  müssen  zwei  grösste  Kreise 
einer  Kugel  einander  immer  in  den  beiden  Endpunkten  eines  Durchmessen 
schneiden,  und  es  halbiren  also  sowol  die  Umfange  als  die  Flächen  derselben  einander. 

Zu  jedem  grössten  Kreise  einer  Kugel  giebt  es  unzählig  viele  kleinere  Kreise, 
deren  Ebenen  der  Ebene  des  ersteren  parallel  sind.  Die  Mittelpunkte  aller  dieser 
Kreise  liegen  in  einer  Geraden;  diese  ist  ein  Durchmesser  der  Kugel  und  stdit 
zu  den  Ebenen  der  Kreise  senkrecht  Diesen  Durchmesser  nennt  man  die  Achse« 
und  seine  Endpunkte  die  Pole  des  Systems  jener  Kreise,  und  insbesondere  auch 
des  diesem  System  angehörigen  grössten  Kreises.  Die  Ebenen  aller  durch  die 
beiden  Pole  eines  grössten  Kreises  gehender  grössten  Kreise  derselben  Kugel 
stehen  senkrecht  zur  Ebene  des  ersteren,  ihre  Bogen  von  je  einem  Pol  bis  tn 
jenem  grössten  Kreis  betragen  90  Grad.  (Meridiane,  Aequator,  Paralldkicse.^ 
Jeder  Durchmesser  einer  Kugel  kann  als  die  Umdrehungsachse  eines  Halbkreises 
dienen,  durch  dessen  Rotation  die  Kugel  beschrieben  wird;  der  beschreibeode 
Halbkreis  erhält  dabei  nach  einander  die  Lagen  sämmtlicher  durch  die  Pole 
des  zur  Achse  senkrechten  grössten  Kreises  gehenden  grössten  Halbkreise. 
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5.  Jeder  von  Bogen  grösster  Kreise  einer  Kugel  eingeschlossene  Theil  ihrer 
Oberfläche  heisst  eine  sphärische  Figur;  die  betreffenden  Kreisbogen  werden  die 
Seiten  derselben  genannt. 

Die  einfachste  sphärische  Figur  ist  das  sphärische  Zweieck,  d.  h.  ein 
von  Hälften  zweier  grössten  Kreise  begrenzter  Theil  der  Kugelfiäche.  Die  Ebenen 
dieser  Kreise  bilden  an  dem  Durchmesser,  welcher  ihre  Durchschnittsachse  ist, 
einen  Flächenwinkel,  und  der  Neigungswinkel  des  letzteren  heisst  der  Centn- 
Winkel  oder  schlechthin  der  Winkel  des  Zweiecks.  Zieht  man  durch  einen  der 
Eckpunkte  des  Zweiecks,  d.  h.  durch  einen  Durchschnittspunkt  der  beiden  Halb- 
kreise, an  jeden  der  letzteren  die  Tangente,  so  ist  der  Winkel  dieser  Tangenten 
zugleich  der  Winkel  des  Zweiecks,  denn  seine  Schenkel  stehen  auf  dem  gemein- 
schaftlichen Durchmesser  senkrecht.  Der  Winkel  eines  sphärischen  Zweiecks 
kann  jeden  möglichen  Werth  zwischen  0°  und  360®  haben. 

Construirt  man  zu  jedem  von  zwei  grössten  Kreisen  PDQ,  FCQ  die  Pole 
A,  A*  und  B^  B^  so  lässt  sich  durch  dieselben  ein 
dritter  grösster  Kreis  legen,  dessen  Ebene  senkrecht 
zu  den  Ebenen  der  beiden  ersteren  Kreise  steht  und 
dieselben  in  den  Schenkeln  von  Neigungswinkeln  der 
zugehörigen  Flächenwinkel  schneidet.  Es  kann  daher 
der  Bogen  CD  dieses  Kreises,  welcher  zwischen  den 
zwei  Seiten  irgend  eines  der  durch  die  ersteren  Kreise 
gebildeten  sphärischen  Zweiecks  liegt,  zur  Messung 
des  Wnkels  dieses  Zweiecks  dienen. 

Solange  nur  von  einem  einzigen  grössten  Kreise 
die  Rede  ist,  kann  zwischen  den  beiden  Polen 
desselben  im  Allgemeinen  kein  Unterschied  gemacht  werden;  so  bald 
aber  ein  zweiter  grösster  Kreis  zu  demselben  tritt,  und  ein  bestimmter  Flächen- 
winkel, oder  ein  bestimmtes  sphärisches  Zweieck  PDCQ  in*s  Auge  gefasst 
wird,  kann  man  die  beiden  Pole  eines  jeden  der  Kreise  dadurch  imterscheiden, 
dass  immer  einer  derselben  mit  jenem  Zweieck  auf  derselben  durch  diesen  Kreis 
gebildeten,  der  andre  auf  der  entgegengesetzten  Halbkugel  liegt  Jener  möge 
dem  Zweieck  oder  dem  zugehörigen  Flächenwinkel  zugewandt,  dieser  demselben 
abgewandt  heissen.  Es  gilt  dann  der  Satz:  Der  Bogen  des  grössten  Kreises 
zwischen  einem  zugewandten  und  einem  abgewandten  Pol  ist  dem  Winkel  des 
Zweiecks  gleich,  der  Bogen  zwischen  den  beiden  zugewandten  oder  zwischen  den 
beiden  abgewandten  Polen  ergänzt  diesen  Winkel  zu  180  Grad.  Sind  nämlich 
A  und  B  die  dem  Zweieck  PDCQ  zugewandten,  also  A  und  B  die  ihm  abge- 
wandten Pole,  so  ist 

Bogen  AC-^  CD  =  Bogen  BA -hAC=  90°,  also 
Bogen  CZ>=  Bogen  BA, 
und  Bogen  ADB  =  180°  —  BA=  180°  —  CD, 
6.  Jede  von  drei  Bogen  grösster  Kreise  einer  Kugel  begrenzte  sphärische 
Figur  heisst  ein  sphärisches  Dreieck.    Dasselbe  hat  also  drei  Seiten;  die 
Durchschnittspunkte  derselben  sind  seine  Eckpunkte,  die  in  den  Eckpunkten 
an  die  Seiten  gelegten  Tangenten  bilden  seine  Winkel.    Ergänzt  man  jede  Seite 
eines  sphärischen  Dreiecks  zum  vollständigen  Kreise,  so  wird  die  ganze  Kugel- 
fläche in  acht  sphärische  Dreiecke  getheilt,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  jede 
Seite  kleiner  als  ein  Halbkreis  und  jeder  Winkel  kleiner  als  ein  gestreckter  ist. 
Jedes  sphärische  Dreieck  anderer  Art  kann  also  durch  Erweiterung  einer  oder 
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mehrerer  seiner  Seiten  in  solche  Dreiecke  zerlegt  werden,  in  denen  diese  Be- 
dingungen erfllUt  sind,  und  es  dürfen  daher  im  Folgenden  ausschliesslich  Drei- 
ecke der  letzteren  Art  vorausgesetzt  werden.  In  diesem  Falle  gehört  zu  jeden 
sphärischen  Dreieck  eine  einfache  Ecke  am  Mittelpunkte  der  Kugel,  deren  Ebenen 
die  Ebenen  der  Seiten  des  Dreiecks  sind  und  deren  ebene  Winkel  als  Ccntii- 
winkel  durch  die  zugehörigen  Seiten  gemessen  werden,  während  die  Winkel  des 
Dreiecks  die  Neigungswinkel  der  Flächenwinkel  der  Ecke  sind.  Man  kann  daher 
die  in  §  7  und  8  über  die  Stücke  dreiseitiger  Ecken  aufgestellten  Sätze  ohne 
Weiteres  auf  die  entsprechenden  Stücke  sphärischer  Dreiecke  übertragen,  und  es 
gelten  also  insbesondere  für  letztere  die  folgenden  Sätze: 

Gleichen  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  liegen  gleiche  Winkel  gegenüber, 
oder  die  Winkel  an  der  Grundlinie  eines  gleichschenkeligen  sphärischcB 
Dreiecks  sind  einander  gleich.  In  jedem  gleichseitigen  sphärischen  Dreieck 
sind  also  alle  drei  Winkel  gleich  gross. 

Umgekehrt  liegen  gleichen  Winkeln  eines  sphärischen  Dreiecks  gleiche 
Seiten  gegenüber;  sind  alle  drei  Winkel  gleich  gross,  so  ist  das  Dreieck  gleichsetfig. 

Dagegen  liegt  der  grösseren  von  zwei  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  ein 
grösserer  Winkel  und  umgekehrt  dem  grösseren  von  zwei  Winkeln  eine  giüssot 
Seite  gegenüber.  Der  grössten  von  allen  drei  Seiten  liegt  also  der  grösste  Winkd 
und  dem  grössten  Winkel  die  grösste  Seite  gegenüber. 

Die  Summe  je  zweier  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  ist  grösser,  die 
Differenz  je  zweier  Seiten  kleiner  als  die  dritte  Seite.  —  Die  Summe  aller  dra 
Seiten  ist  kleiner  als  ein  vollständiger  Kreis  (als  vier  Rechte). 

Zu  jedem  sphärischen  Dreieck  gehört  ein  zweites  auf  derselben  KugelflächCp 
dessen  Eckpunkte  Pole  der  Seiten  des  ersteren  sind,  und  für  welches  die  Maass- 
zahlen  seiner  Seiten  die  des  jedesmal  entsprechenden  Winkels  des  ursprünglichen 
Dreiecks  zu  180  Grad  ergänzen.  Dieses  Dreieck  soll  das  Polardreieck  des 
ursprünglichen  genannt  werden.  Die  zu  demselben  und  dem  urspriinglichen  ge- 
hörigen Ecken  am  Mittelpunkte  sind  Polarecken  zu  einander.  Hieraus  eiUäit 
sich  auch  die  Entstehung  des  schon  früher  gebrauchten  Namens  PoUrecke. 
Jedes  sphärische  Dreieck  ist  selbst  Polardreieck  zu  seinem  Polardreieck,  und  die 
Maasszahlen  seiner  Seiten  betragen  mit  der  Maasszahl  des  jedesmal  entsprechendes 
Winkels  des  letzteren  zusammen  180  Grad. 

Die  Summe  der  Winkel  eines  jeden  sphärischen  Dreiecks  ist  kleiner  als  secbs 
und  grösser  als  zwei  Rechte. 

Von  den  sieben  sphärischen  Dreiecken,  welche  zu  einem  gegebenen  durch 
Erweiterung  seiner  Seiten  zu  vollständigen  Kreisen  entstehen,  liegen  drei  so,  da» 
sie  mit  dem  gegebenen  je  eine  Seite  gemeinsam  haben;  dieselben  sollen  Nebeu- 
dreiecke  des  ursprünglichen  heissen.  Drei  andere  besitzen  je  einen  Winkd 
welcher  Scheitelwinkel  zu  einem  solchen  des  ersten  Dreiecks  ist  und  sollen 
Scheiteldreiecke  desselben  genannt  werden.  Das  siebente  liegt  so,  dass  jeder 
semer  Eckpunkte  mit  einem  Eckpunkt  des  ursprünglichen  auf  demselben  Durch- 
messer liegt;  es  stimmt  mit  diesem  in  je  zwei  Seiten  und  in  je  zwei  homologen  Winkeis 
überem,  denn  dieselben  sind  paarweise  Scheitelwinkel.  Die  homologen  Stücke  folgen 
jedoch  m  umgekehrter  Ordnung  auf  einander,  und  die  beiden  Dreiecke  sind  daher 
nicht  congruent,  sondern  symmetrisch.  Dieselben  sollen  Gegendreiecke  hcissai 
Kuffel  ^  r""^^  Dreiecke,  welche  auf  derselben  Kugel  (oder  auf  congiuenfen 
1  in  d  /^^*  ^*"^  congruent  oder  symmetrisch,  wenn  sie  übereinstiinineB 
en  drei  Seiten  oder  2.  in  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winket 
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3.  in  zwei  Seiten  und  einem  gegenüberliegenden  Winkel,  falls  die  anderen  gegen- 
überliegenden Winkel  nicht  zusammen  zwei  Rechte  betragen,  4.  in  zwei  Winkeln 
und  einer  gegenüberliegenden  Seite,  falls  die  anderen  gegenüberliegenden  Seiten 
nicht  zusammen  einem  grössten  Halbkreis  gleich  sind,  5.  in  zwei  Winkeln  und 
der  eingeschlossenen  Seite,  6.  in  den  drei  Winkeln. 

7.  Wir  fügen  diesen  Sätzen  zur  Vervollständigung  noch  die  nachstehenden 
zu,  die  sich  dann  in  umgekehrter  Weise  auch  vom  sphärischen  Dreiecke  auf  die 
dreiseitige  Ecke  übertragen  lassen,  um  neben  dem  bisher  befolgten  Gang  auch 
den  umgekehrten  als  möglich  an  Beispielen  auszuführen. 

Jedes  gleichschenkelige  sphärische  Dreieck  wird  durch  denjenigen  grössten 
Kreis,  welcher  durch  seine  Spitze  geht  und  den  Winkel  an  derselben  halbirt,  in 
zwei  sjnnmetrische  Dreiecke  getheilt,  denn  die  beiden  entstehenden  Dreiecke 
ACD^  BCD  stimmen  bei  umgekehrter  Ordnung  der  homologen  Stücke  in  zwei 
Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  überein.  Daher  halbirt  der  winkel- 
balbirende  Bogen  auch  die  Grundlinie  des  Dreiecks  und  steht  senkrecht  auf  der- 
selben. —  Umgekehrt  muss,  wie  ebenfalls  mit  Hülfe  der 
Symmetrie  der  entstehenden  Dreiecke  leicht  bewiesen 
werden  kann,  der  von  der  Spitze  C  eines  gleichschenke- 
ligen  ^häiischen  Dreiecks  senkrecht  zur  Grundlinie  AB 
gezogene  grösste  Kreisbogen  die  Grundlinie  und  den 
Winkel  an  der  Spitze  halbiren,  femer  der  grösste  Kreis- 
bogen, welcher  die  Spitze  mit  dem  Halbirungspunkt  der 
Grundlinie  verbindet,  zur  Grundlinie  senkrecht  stehen 
und   den  Winkel   an   der  Spitze  halbiren  ^  und  endlich  B  j^ 

lässt  sich  indirekt  beweisen,  dass  der  auf  der  Grundlinie  (m.  194.) 

m  ihrem  Halbirungspunkt  senkrechte  grösste  Kreis  durch  die  Spitze  geht  und  den 
Winkel  an  derselben  halbirt. 

Die  Spitzen  aller  gleichschenkeligen  sphärischen  Dreiecke,  welche  dieselbe 
Grundlinie  haben,  liegen  hiemach  ai\f  dem  zu  dieser  Grundlinie  senkrechten 
und  dieselbe  halbirenden  grössten  Kreise.  Umgekehrt  ist  jeder  Punkt  dieses 
Kreises  von  den  beiden  Endpunkten  A,  B  der  gegebenen  Gmndlinie  gleichweit 
entfernt,  wenn  man  unter  der  Entfernung  zweier  Punkte  einer  Kugelfläche  einen 
(im  Allgemeinen  den  kleineren)  zwischen  diesen  Punkten  liegenden  Bogen  des 
durch  dieselben  gehenden  grössten  Kreises  versteht,  oder  jener  grösste  Kreis  ist 
der  geometrische  Ort  der  von  den  gegebenen  Punkten  A^  B  gleichweit  entfernten 
Punkte  der  Kugelfläche.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  folgt,  ähn- 
lich wie  im  entsprechenden  Falle  bei  dem  ebenen  Dreieck,  dass  die  auf  je  einer 
der  drei  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  in  dem  Halbirungspunkt  derselben 
senkrechten  grössten  Kreise  einander  in  einem  einzigen  Punkte  schneiden,  welcher 
von  den  drei  Eckpunkten  des  Dreiecks  gleichweit  entfernt  ist.  Dieser  Punkt  heisse 
der  sphärische  Mittelpunkt,  und  sein  Abstand  von  einem  der  Eckpunkte  (in  Bogen- 
maass)  der  sphärische  Radius  des  dem  Dreieck  umbeschriebenen,  d.  i.  durch 
seine  drei  Eckpunkte  gehenden  Kreises. 

Die  grössten  Kreise,  welche  die  von  zwei  anderen  grössten  Kreisen  gebilde- 
ten sphärischen  Winkel  halbiren,  bilden  den  geometrischen  Ort  der  von  den 
letzteren  Kreisen  gleich  weit  entfernten  Punkte  der  Kugelfläche,  denn  die  von 
irgend  einem  Punkte  eines  der  halbirenden  Kreise  senkrecht  zu  den  anderen 
Kreisen  gezogenen  Bogen  müssen  in  Folge  der  Symmetrie  der  entstehenden 
rechtwinkeligen  Dreiecke  gleich  sein,  und  umgekehrt  sind  diese  Bogen  gleich, 


440  Stereometrie. 

so  muss  durch  den  entsprechenden  Kreis  der  betreffende  Winkel  halbirt  weideiL  — 
Hieraus  ergiebt  sich  weiter,  dass  die  grössten  Kreise,  welche  die  drei  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks  halbiren,  einander  in  einem  einzigen  Punkte  schneiden,  wckho 
von  den  drei  Seiten  des  Dreiecks  gleich  weit  entfernt  ist.  Diese  Entfernung  nennt 
man  den  sphärischen  Radius  des  dem  Dreieck  einbeschriebenen  Kreises.  —  Dnrck 
Halbirimg  der  Aussenwinkel  des  Dreiecks  erhält  man  noch  drei  entsprechende  Punkte. 
Noch  andere  Sätze  über  das  sphärische  Dreieck,  welche  solchen  vom  ebenen 
Dreieck  analog  sind  und  auch  in  entsprechender  Weise  bewiesen  werden  könne& 
lassen  sich  in  grosser  Anzahl  aufstellen.  Besondere  Erwähnung  verdienen  vcn 
denselben  noch  die  folgenden  Nicht-Congruenz-Sätze: 

Stimmen  zwei  sphärische  Dreiecke  einer  Kugel  in  zwei  Seiten,  aber  nick 
in  den  eingeschlossenen  Winkeln  überein,  so  liegt  dem  grösseren  Winkel  dne 
grössere  Seite  gegenüber.  —  Stimmen  zwei  sphärische  Dreiecke  einer  Kugel  in 
zwei  Seiten,  aber  nicht  in  den  dritten  Seiten  überein,  so  liegt  der  grösseren  Säst 
ein  grösserer  Winkel  gegenüber. 

8.  Die  grosse  Mehrzahl  derjenigen  Eigenschaften  sphärischer  Dreiecke,  m 
welchen  die  Analogie  mit  Eigenschaften  ebener  Dreiecke  nicht  besteht,  kann  ais 
eine  Folge  davon  betrachtet  werden,  dass  die  Summe  der  Winkel  bei  den  ersteica 
nicht,  wie  bei  den  letzteren,  einen  bestimmten  Werth  hat  Daher  ist  zanäcbsi 
eine  Eintheilung  der  sphärischen  Dreiecke  nach  den  Winkeln  in  derselben  Weise 
wie  bei  den  ebenen  Dreiecken  nicht  mö^ich;  es  kann  ein  sphärisches  Dreieck 
zwei  oder  drei  rechte  Winkel,  oder  gleichzeitig  einen  rechten  und  einen  stumpfen 
Winkel  haben,  u.  dgl.  m.  Doch  nennt  man,  entsprechend  wie  bei  den  Ecken 
geschehen,  solche  sphärische  Dreiecke  rechtwinkelige,  welche  mindcstos 
einen  rechten  Winkel  haben,  und  stellt  ihnen  die  schiefwinkeligen  als  sokbe 
gegenüber,  in  denen  kein  Winkel  ein  rechter  ist 

Ueber  rechtwinkelige  sphärische  Dreiecke  ergiebt  sich  aus  dem  an  enc* 
sprechender  Stelle  bei  den  Ecken  Gesagten,  dass  in  jedem  Dreieck,  welches 
drei  rechte  Winkel  hat,  alle  Seiten  Quadranten  sind,  also  ebenfalls  in  Gradnuas 
90°  betragen,  und  dass  umgekehrt  in  jedem  Dreieck,  dessen  drei  Seiten  Qua- 
dranten sind,  auch  alle  drei  Winkel  rechte  sein  müssen.  Femer  müssen  allge- 
mein in  jedem  Dreieck,  welches  zwei  rechte  Winkel  hat,  die  diesen  gegenüber- 
liegenden Seiten  Quadranten  sein,  und  die  dritte  Seite  giebt  dann  das  Boges- 
maass  des  dritten  Winkels.     Auch  dieser  Satz  lässt  sich  umkehren. 

Hiemach  darf  man  bei  der  Untersuchung  der  besonderen  Eigenschafcer 
rechtwinkeliger  Dreiecke  namentlich  solche  in's  Auge  fassen,  die  einen  einzig 
rechten  Winkel  haben,  da  alle  übrigen  durch  die  eben  angegebenen  besondoec 
Eigenschaften  ausgezeichnet  sind. 

Um  nun  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  ABC  ßi 
construiren,  fth*  welches  ein  Winkel  A  durch  i^e 
einander  schneidende  grösste  Kreise  gegeben  ist,  hai 
man  durch  die  Achse  PP'  eines  dieser  Kreise  irgend 
einen  dritten  grössten  Kreis  PCB  zu  legeiL  Es  sä 
femer  PDE  der  zu  den  beiden  ersten  gleichzein: 
senkrechte  grösste  Kreis,  also  DE  das  Bogenma^^s 
des  Winkels  DAE,  so  ist  für  einen  spitzen  Winkel 
A  dieser  Bogen  kleiner  als  90  Grad.  Jeder  andere 
auf  AE  senkrechte  Bogen  CB  aber  ist  klca*? 
als    DEf     denn    PMD    ist    der    Neigungswinkel 
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von  PM  gegen  die  Ebene  DCMy  und  also  kleiner  als  der  Winkel  PMC, 
^thin  ist  der  Bogen  CB  umsomehr  kleiner  als  90°.  Ist  dagegen  der  Winkel  A 
ein  stumpfer,  so  ergiebt  eine  entsprechende  Untersuchung,  dass  der  Bogen  DF^ 
welcher  zum  Maass  desselben  dient,  grösser  als  90°  und  kleiner  als  jeder  andere 
in  Frage  kommende  Bogen,  die  dem  Winkel  A  gegenüberliegende  Kathete  also 
jedenfalls  grösser  als  90°  ist     Somit  ergiebt  sich  der  Satz: 

In  jedem  rechtwinkeligen  sphärischen  Dreieck  ist  jede  Kathete  mit  dem 
gegenüberliegenden  Winkel  gleichartig,  d.  h.  zugleich  kleiner  oder  grösser  als  90°. 
Soll  femer  bei  einem  spitzen  Winkel  A  eines  rechtwinkeligen  sphärischen 
Dreiecks  ABC  nicht  bloss  die  Kathete  BCy  sondern  auch  die  Kathete  BA  kleiner 
als  90°  sein,  so  muss  B  zwischen  A  und  E^  also  C  zwischen  A  und  D  liegen,  also 
die  Hypotenuse  AC  ebenfalls  kleiner  als  90°  sein.  Für  eine  zweite  Kathete, 
welche  grösser  als  90°  ist,  ergiebt  sich  entsprechend  auch  eine  Hypotenuse, 
welche  grösser  als  Z>^  oder  ebenfalls  grösser  als  90°  ist.  Wenn  femer  der 
Winkel  A  als  stumpf  angenommen  wird,  so  wird  in  gleicher  Weise  die  Hypote- 
nuse kleiner  oder  grösser  als  90°,  je  nachdem  die  andere  Kathete  stumpf  oder 
spitz  ist    Man  hat  also  folgenden  Satz  gefunden: 

Sind  die  Katheten  eines  rechtwinkeligen  sphärischen  Dreiecks  gleichartig, 
so  ist  die  Hypotenuse  kleiner  als  90°,  sind  dieselben  ungleichartig,  so  ist  die 
Hypotenuse  grösser  als  90°,  oder  mit  anderen  Worten: 

Ist  eine  Kathete  kleiner  als  90°,  so  ist  die  andere  mit  der  Hypotenuse  gleichartig, 
ist  eine  Kathete  grösser  als  90°,  so  ist  die  andere  mit  der  Hypotenuse  ungleichartig. 
Mit  Hülfe  der  Polardreiecke  lassen  sich  aus  den  vorstehenden  Sätzen  ent- 
iprechende  für  sphärische  Dreiecke  ableiten,  in  denen  eine  Seite  ein  Quadrant  ist 
Jedes  schiefwinkelige  sphärische  Dreieck  lässt  sich  durch  einen  grössten  Kreis* 
bogen,  welcher  von  einem  beliebigen  Eckpunkt  des  Dreiecks  aus  senkrecht  zur 
gegenüberliegenden  Seite  gezogen  wird,  als  Summe  oder  Differenz  zweier  recht- 
winkeligen Dreiecke  darstellen.  Aus  den  vorstehenden  Sätzen  folgt  unmittelbar, 
dass  der  Fusspunkt  dieses  senkrechten  Bogens  (der  Höhe  des  Dreiecks)  auf  die 
g^enüberliegende  Seite  selbst  oder  auf  deren  Verlängerung  fallt,  je  nachdem 
die  dieser  Seite  anliegenden  Winkel  gleichartig  oder  ungleichartig  sind. 

In  derselben  Weise,  wie  oben  die  Begriffe  des  sphärischen  Dreiecks  und 
semer  Stücke,  lassen  sich  diejenigen  sphärischer  Vierecke  und  Polygone  aufstellen. 
Eine  besondere  Erwähnung  verdienen  unter  den  letzteren  die  regelmässigen 
sphärischen  Polygone,  d.  h.  diejenigen,  deren  Seiten  sämmtlich  einander  und 
deren  Winkel  sämmtlich  einander  gleich  sind,  denen  also  regelmässige  Ecken  am 
Mittelpunkt  der  Kugel  entsprechen.  In  jedem  solchen  Polygon  befindet  sich  ein 
Punkt,  dessen  (auf  Bogen  grösster  Kreise  gemessenen)  Entfernungen  von  allen 
Seiten  einander  gleich  sind.  Derselbe  Punkt  ist  in  gleicher  Weise  von  allen  Eck- 
punkten des  Polygons  gleich  weit  entfemt 


Anhang  zum  3.  Kapitel. 

Der   Euler'sche   Satz. 

Unter  einem  convexen  oder  EuLER'schen  Polyeder  versteht  man  ein 
solches,  welches  nur  hohle  Flächenwinkel  hat,  dessen  Flächen  also  auch  bei  beliebiger 
Erweiterung  das  Polyeder  nicht  durchschneiden.  Zu  denselben  gehören  also 
beispielsweise   die   sämmtlichen  im  §  14   behandelten   regelmässigen   Polyeder, 
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femer  alle  Prismen   and  Pyramiden,   deren  Grundflächen  keinen  ttberstumpien 
Winkel  haben,  u.  dgL  m. 

Ein  solches  Polyeder  lässt  sich  stets  in  dreiseitige  Pyramiden  acerlegt  denken, 
deren  gemeinschaitliche  Spitze  ein  Punkt  im  Innern  des  Körpers  ist,  und  von 
denen  jedes  zur  Grundfläche  eine  der  Grenzflächen  des  Polyeders  oder  einen 
dreieckigen  Theil  einer  solchen  Grenzfläche  hat.  Umgekehrt  kann  man  sich  das 
Polyeder  auch  durch  Aneinanderl^en  solcher  Psriamiden  zusammengesetzt  denken. 
Jede  einzelne  solche  Pyramide  hat  nun  4  Eckpunkte,  4  Seitenflächen  und  6  Kanten, 
und  es  ist  also  für  dieselbe,  wenn  überhaupt  die  Anzahl  der  Eckpunkte  eines 
Körpers  durch  e^  die  seiner  Seitenflächen  durch  /  und  die  seiner  Kanten  durch  k 
bezeichnet  wird. 

Denkt  man  sich  nun  an  eine  solche  Pyramide  eine  zweite  so  angelegt,  dass 
zwei  congruente  Seitenflächen  zusanmien£ülen,  so  wachst  dadurch  die  Anzahl 
der  Eckpunkte  um  1,  die  der  Grenzflächen  —  da  eine  der  früheren  in's  Innere 
fällt  und  drei  neue  hinzukommen  —  um  2,  endlich  die  der  Kanten  um  3;  es  ist 
also  jetzt  ^  =  5,  /==  6,  k^=%  mithin  wieder  t H-/=  it -h  2.  In  gleicher  Weise 
wächst  durch  jede  weitere  HinzufÜgung  einer  neuen  Pyramide,  falls  sonst  keine 
Flächen  zusammenfallen,  die  Zahl  der  Ecken  um  1,  die  der  Flächen  um  %  die 
der  Kanten  um  3,  so  dass  immer  die  Summe  t  +/  um  2  grösser  bleiben  muss 
als  ^.  —  Fallen  femer  die  Grundflächen  zweier  Psrramiden  in  eine  und  dieselbe 
Ebene,  so  wächst  zwar  die  Zahl  der  Flächen  nur  um  1,  aber  gleichzeitig  ver- 
schwindet auch  die  eine  Kante,  in  welcher  die  Grundflächen  zusammenstosseo, 
und  der  Satz  muss  also  auch  dann  seine  Gültigkeit  behalten.  Hat  endlich  eine 
angelegte  Pjrramide  noch  mit  einer  anderen  der  vorbeigehenden  eine  Grenzfläche 
gemeinschaftlich,  so  fallen  die  betrefienden  beiden  Grenzflächen  in's  Innere  des 
Körpers,  es  verändert  sich  also  /  nicht,  während  e  und  k  um  je  1  wachsen 
Fallen  endlich  —  bei  der  letzten  Pyramide  —  alle  drei  Seitenflächen  mit  solchen 
früherer  Pyramiden  zusammen,  so  vermindert  sich  /  um  2  und  zugleich  fiült  die 
Spitze  der  Pyramiden  als  Eckpunkt  fort,  zugleich  aber  vermindert  sich  auch  die 
Zahl  der  Kanten  um  3.  Durch  diese  Betrachtungen  überzeugt  man  sich,  dass 
die  Summe  ^+/  mit  der  Anzahl  k  der  Kanten  immer  dieselbe  Differenz  3 
behalten  muss,  oder  dass  der  obige  Satz  e  +/ss  ^  -4-  2  für  alle  convexen  Polyeder 
gelten  muss. 

Dieser  Satz  heisst  nach  seinem  Entdecker  der  EuLBR*sche  Lehisats. 


Kapitel  4. 
Die  Berechnung  der  Oberflächen  der  Körper. 

§  16.    Oberflächen  von  Polyedern. 

Die  Berechnung  des  Inhalts  der  Oberfläche  eines  Polymers  erfordert  keine 
besonderen  stereometrischen  Sätze,  denn  dieselbe  kann  durch  Addition  der  nach 
den  betreffenden  Sätzen  der  Planimetrie  berechneten  Maasszahlen  der  einzelnen 
Flächen  geschehen. 

So  ist  z.  B.  der  Inhalt  der  Oberfläche  einer  beliebigen  dreiseitigen  Pyramide 
gleich  der  Summe  der  Inhalte  von  vier  Dreiecken.  Sind  also  beispielsweise  die 
•ämmtlichen  Kanten  eines  solchen  Körpers  gemessen,  und  bezeichnen  tf»  A,  '. 
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bezüglich  die  Maasszahlen  der  Gnindkanten,  a\  h\  c'  die  der  Seitenkanten,  so  dass 
die  zu  a'  gehörige  mit  der  zu  a  gehörigen  keinen  Punkt  gemeinsam  hat,  und 
ebenso  die  Kanten  b^  b*  und  r,  c'  einander  gegenüberliegen,  so  erhält  man  für 
a^U,b=\b,  ^  =  13,  a'  =  37,  ^  =  40,  ^'  =  44    den   Inhalt   der   Grundfläche 

nach  der  Formel  i^=  ^s  (s  —  a)  (s  —  b)  (s  —  c)  gleich  84  und  ebenso  diejenigen 
der  Seitenflächen  gleich  105  )/?,  264,  240,  also  die  gesuchte  Oberfläche  gleich 

5S8  +  105  1/7  =  865,  8  .  .  . 

Die  Oberfläche  eines  regelmässigen  Tetraeders  wird  erhalten,  wenn  man  den 
Inhalt  einer  Seitenfläche  mit  4  multiplicirt.  Ist  nun  die  Kante  des  Körpers  gleich 
a  gegeben,  so  ist  die  Höhe  eines  der  Dreiecke  zufolge  des  pythagoreischen  Lehr- 
satzes gleich  ^|/3i  mithin  der  Inhalt  des  Dreiecks  gleich  j- ö*  y^  und  die  Ober- 
flache des  Tetraeders  gleich  2a^  "/S.  In  gleicher  Weise  findet  man  für  die  Ober- 
fläche eines  regelmässigen  Oktaeders  2a^Y^»  ^^  ^^^  eines  regelmässigen  Ikosa- 
eders  5a^Y^'  ^^  einen  Würfel  erhält  man  den  Inhalt  einer  Seitenfläche  gleich 
a',  also  die  gesammte  Oberfläche  gleich  ßa^.  Für  ein  regelmässiges  Pentagonal- 
dodekaMer  berechne  man  den  Inhalt  eines  der  Fünfecke  nach  Planim.  §  56, 

und  man  erhält  durch  Multiplicadon  desselben  mit  12,  0^=  Sa^V^b  +  10  y^. 
Anders  als  mit  den  ebenflächigen  Körpern  verhält  es  sich  mit  den  krumm- 
fiächigen;  für  diese  bietet  die  Planimetrie  allein  nicht  die  Möglichkeit  der  Ober- 
flächenberechnung, und  die  letztere  soll  daher  im  Folgenden  für  die  in  den 
Elementen  vorkommenden  krummen  Flächen  im  Anschluss  an  speciellere  Regeln 
für  ebenflächige  Körper  gelehrt  werden. 

§  17.    Oberflächen  der  Prismen  und  Cylinder. 

1.  Bei  einem  Prisma  findet  man  die  Summe  der  Seitenflächen,  wenn  man 
die  Maasszahl  einer  Seitenkante  mit  der  Maasszahl  des  Umfangs  eines  zu  den 
Seitenkanten  senkrechten  ebenen  Schnittes  muldplicirt.  Ist  das  Prisma  ein 
gerades,  regelmässig- »seidges  und  a  die  Maasszahl  einer  Grundkante,  b  die  einer 
Seitenkante,  so  ist  die  Summe  seiner  Seitenflächen  gleich  nab.  Für  die  gesammte 
Oberfläche  ist  in  allen  diesen  Fällen  zu  der  Summe  der  Seitenflächen  noch  die 
der  Grundflächen  zu  addiren. 

Diese  Sätze  müssen,  in  so  weit  sie  unabhängig  sind  von  der  Anzahl  der  Seiten- 
flächen, auch  fllr  die  Grenze  des  Prismas  bei  unendlichem  Wachsthum  der  An- 
zahl seiner  Seiten  gelten.  Hiemach  erhält  man  für  die  krumme  Oberfläche  oder 
den  sogenannten  Mantel  eines  geraden  Cylinders  die  Formel 

M=2ri:'Ä,  (1) 

wenn  A  seine  Höhe,  r  den  Radius  seiner  Grundfläche  bedeutet  Den  Mantel 
eines  schiefen  Cylinders  kann  man  mit  den  Hülfsmitteln  der  Elementar-Mathe- 
matik  nicht  berechnen,  da  sich  der  Umfang  des  zu  den  Seitenlinien  senkrechten 
Schnittes  nicht  bestimmen  lässt. 

Dieselben  Folgerungen  ergeben  sich  mittelst  Abwicklung  der  Cylinderfläche 
in  eine  Ebene. 

Die  gesammte  Oberfläche  eines  geraden  Cylinders  ist  hiemach 

O  =  2  r IT  A  -h  2  r>ir  =  2  rit  (A  -h  r).  (2) 

Es  sei  beispielweise  der  Mantel  eines  geraden  Cylinders  zu  berechnen,  dessen 
Höhe  A=  15,4  cm,  und  dessen  Grundflächen -Radius  r=  22,6  cm  ist,  so  hat 
man   Mss  3  •  22,6  •  15,4  •  1:   Cubikcentimeter    auszurechnen.     Wählt   man,  für  ic 
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behufs  einer  bloss  ungefähren  Berechnung  den  Näherungswerth  34>  so  erhält  man 

2  •  22.6  •  15,4  •  22 

'    ^    '  =  2  .  22,6  .  2,2  .  22  =  2187,68   c.  cm. 

Rechnet  man  mit  fünfstelligen  Logarithmen  und  setzt  dem  entsprechend 
IC  =  3,14159,  so  erhält  man 

/^^45,2=r  1,65514 

7^^15,4  =  1,18752 

log    IT    =0,49715 

log  M  =3,33981;  iJ/=  2186,80  c.  cm. 
Man  ersieht  hieraus,  dass  das  erste  Resultat  um  mehr  als  1  Cubikcentimeter 
fehlerhaft  war.  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  für  r  und  h  gegebenen  Wcrthe 
absolut  genau  seien;  in  der  Praxis  wird  jedoch  anzunehmen  sein,  dass  die  bis 
auf  Zehntel  eines  Centimeters  angegebenen  Zahlen  bis  zur  Hälfte  eines  solchen 
Zehntels  fehlerhaft  sein  können;  in  diesem  Falle  ist  das  Produkt  2 rieh  um  last 
12  Cubikcentimeter  unsicher,  so  dass  die  Rechnung  mit  genauerem  Werthe 
von  IC  nutzlos  ist,  und  man  als  Resultat  in  runder  Zahl  2180  anzunehmen  hat 
Es  sei  als  zweites  Beispiel  der  Mantel  eines  Cylinders  zu  berechnen,  do 
einem  gegebenen  Würfel  umbeschrieben  ist,  wenn  man  die  iJlnge  der  Kante  des 
letzteren  gleich  a  kennt.  In  diesem  Falle  ist  der  Durchmesser  der  Grundfläche 
des  Cylinders  gleich  der  Diagonale  eines  Quadrats,  dessen  Seite  gleich  a  ist, 

also  gleich  cC^^  und  die  Höhe  des  Cylinders  gleich  a.    Demnach  erhält  man 

il/=  a  |/2ic  •  a  s  a>  >^2  •  IC. 
Die  Gesammt-Oberfläche  dieses  Cylinders  ist 

0==ö»y^.ic-+-2-i(a>/2)>ic==tf»y2-ic-ha>ic==a>ic(>/2  4-  1). 

2.  Die  obigen  Gleichungen  für  M  und  O  können  als  Beziehungsgleichoogcn 
zwischen  diesen  Werthen  und  denen  von  r  und  h  allgemein  zur  Berechnung 
irgend  eines  derselben  dienen,  wenn  die  dazu  erforderlichen  anderen  gegeben  sind 

Um  z.  B.  die  Dimensionen  eines  Rechtecks  zu  bestimmen,  mit  welchen  man 
die  krumme  Fläche  eines  geraden  Cylinders  bekleiden  kann,  der  mit  eincin 
geraden  quadratischen  Prisma  gleiche  Gesammt-Oberfläche  und  gleiche  Höhe  hat, 
wenn  die  Grundkanten  des  letzteren  gleich  a  und  die  Seitenkanten  desselben 
gleich  h  gegeben  sind,  hat  man  ^  =  ^  und  O  =  2a'  +  4a^;  also  ist 

2  a»  -h  4  a^  =  2  ric  (^  -♦-  r), 
woraus  r*  -h  ^  r  = » 


_^l/fl«-h2a^      h^      b 


folgt  Von  den  beiden  Werthen  für  r,  welche  so  gefimden  sind,  ist  der  eine 
negativ  und  daher  bei  der  Anwendung  der  quadratischen  Gleichung  auf  die  vor- 
liegende eingekleidete  Aufgabe  nicht  zu  gebrauchen.  Die  gesuchten  Seiten  dei 
Rechtecks  sind  also  bezüglich  gleich  b  und  2rn  = 

1^4  (a»  -h  2  Ä^)  it  -h  ^>  it«  —  3ic. 

3.  Auch  jeder  Theil  des  Mantels  eines  geraden  Cylinders,  welcher  swischco 
zwei  Seitenlinien  desselben  eingeschlossen  ist,  lässt  sich  in  entsprechender  Weise, 
z.  B.  durch  Aufrollen  in  eine  Ebene,  berechnen.  Derselbe  ist  gleich  einem 
Rechtecke,  dessen  Seiten  bezüglich  der  Seitenlinie  des  Cylinders  und  dem  n 
ihm  gehörigen  Bogen  des  Grundkreises  gleich  sind. 

Es  sei  beispielsweise  die  gesammte  Oberfläche  eines  durch  einen  Achsen- 
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schnitt  von  emem  geraden  Cylinder  abgeschnittenen  Halbcylinders  zu  berechnen, 
so  hat  man 

0  =  ric->l-+-2-ir>ir-l-  2rh  =  r  [(A  -h  r)  ir  H-  2^]. 

Soll  femer  die  krumme  Fläche  eines  Ausschnitts  eines  geraden  Cylinders 
berechnet  werden,  welcher  zwischen  zwei  unter  36°  gegen  einander  geneigten 
Acfasenschnitten  liegt,  so  hat  man 

Wild  endlich  ein  gerader  Cylinder  durch  eine  der  Grundfläche  nicht  parallele, 
jedoch  dieselbe  nicht  schneidende  Ebene  durch- 
schnitten, so  kann  man  durch  die  (oberen)  End- 
punkte der  längsten  und  der  kürzesten  Seitenlinie 
eines  abgeschnittenen  Theils  je  eine  der  Grundfläche 
parallele  Ebene  legen.  Diese  Ebenen  schliessen  dann 
einen  Cylinder  zwischen  sich,  dessen  durch  die 
Schnittebene  entstehenden  Theile  mit  einander  zur 
Deckung  gebracht  werden  können.  Hieraus  folgt,  dass 
der  Schnitt  den  Mantel  dieses  letzteren  Cylinders 
halbixt,  und  man  erhält  somit  für  die  krumme  Ober- 
fläche des  schief  abgeschnittenen  geraden  Cylinder- 
stumpfs,  wenn  a  und  b  bezüglich  die  Maasszahlen  der 
längsten  und  der  kürzesten  Seitenlinie  desselben  sind, 
i/=  2ric  •  ^  -h  I  •  2rir  (a  ■—  ^)=  ric  (2^  -h  ö  —  ä) 

=  rir  (ä  -H  ^) 

a  -h  d 


(M.  196.) 


oder 


i/=2riü . 


d.  h.  die  gesuchte  Fläche  ist  gleich  dem  Mantel  eines  vollständigen  geraden 
Cylinders  mit  derselben  Grundfläche,  dessen  Höhe  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  aus  der  längsten  und  der  kürzesten  Seitenlinie  ist. 


§  18.     Oberflächen  der  Pyramiden  und  Kegel. 

1.  Die  Summe  der  Seitenflächen  einer  Pyramide  ist,  wenn  alle  Seitenflächen 
dieselbe  Höhe  haben,  also  beispielsweise  bei  einer  geraden,  regelmässigen 
Pyramide,  gleich  der  Hälfte  des  Produkts  aus  dieser  Höhe  und  dem  Umfange 
der  Grundfläche.  Bei  unendlicher  Zunahme  der  Seitenzahl  muss  diese  Regel 
unveränderlich  gültig  bleiben;  hieraus  folgt,  dass  die  krumme  Oberfläche  oder 
der  Mantel  eines  geraden  Kegels  durch  die  Formel  M=^s  *2ri:  oder 

M^rsr:  (1) 
berechnet  werden  kann,  wo  s  die  Maasszahl  einer  Seitenlinie  und  r  die  des 
Grundflächen-Radius  bedeutet  Der  Mantel  eines  schiefen  Kegels  lässt  sich  mit 
den  Hfllfsmitteln  der  Elementar-Mathematik  nicht  berechnen.  Die  Ableitung  der 
obigen  Formel  kann  auch  durch  Berechnung  des  Flächeninhalts  des  Sectors 
geschehen,  welcher  durch  Abwicklung  des  geraden  Kegelmantels  in  eine  Ebene 
entsteht 

Die  gesammte  Oberfläche  eines  geraden  Kegels  wird  hiemach  mittelst  der 

Formel 

O  =  rsv  ■+-  r^it  =  rit  (j  -h  r) 
berechnet 

Es   sei    beispielsweise   r  =  0,33m,    A  =  9,64m   gegeben,    so   ist   zunächst 
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s  =  yTälfT^  zu  berechnen.   Man  erhält  s  ==  9,645  und  hieraus  if«  0,S3  •  S,645c 
=  10  Cubikmeter. 

Es  sei  femer  beispielsweise  die  Oberfläche  eines  Körpers  zu  beredmea 
welcher  aus  einem  geraden  Cylinder  und  zwei  auf  seinen  Grundflächen  stebcodo 
geraden  Kegeln  zusammengesetzt  ist,  deren  Höhen  den  Radien  der  Gnmdfläcba 
gleich  sind.  Ist  A  die  Höhe,  r  der  Grundflächen  -  Radius  des  Cffindets,  » 
erhält  man 

O  ^2rKh  -h  2ric -/r»  H-  r>  =  2rit  {h-hr  l/2). 
Den  Inhalt  des  von  zwei  Seitenlinien  eingeschlossenen  Theiles  des  Muleb 
eines  geraden  Kegels  erhält  man  in  entsprechender  Weise  wie  in  dem  ähnlkbc 
Falle  bei  dem  Cylinder.    I3t  d  die  Länge  des  zugehörigen  Bogens  der  Gnsi- 
fläche,  so  ist  ^ds  zu  berechnen. 

Dass  man  umgekehrt  r  aus  M  und  s  oder  s  aas  ^ 
und  M,  oder  r  aus  O  und  s  u.  dgl.  m.  berechnen  kis. 
bedarf  keiner  näheren  Ausflihrung. 

2.  Der  Mantel  eines  abgestumpften  gerade: 
Kegels  kann  als  Differenz  der  Mäntel  des  zugehörige 
vollständigen  und  des  Ergänzungskegels  berechnet  werde 
Ist  die  Seitenlinie  des  Kegelstumpfes  gleich  f,  der  Ra^ii 
der  grösseren  Grundfläche  gleich  ^,  der  Radius  de 
kleineren  Grundfläche  gleich  r  und  die  Seitenlinie  de 
Ergänzungskegels  a,  so  erhält  man  hiemach  für  de 
Mantel  des  Kegelstumpfs 

J/=  I^(s  -h  0)1:  —  rait. 
In  dieser  Formel  ist  jedoch  die  an  dem  Kegelsrtir 
selbst  nicht  messbare  und  von  den  Grössen  H,  r,  s  i:- 
hängige  Grösse  c  als  unbekannt  zu  betrachten.    Nach  §  II  kann  dieselbe nrittcj: 
der  Gleichung 

<j :  (<j  -h  j)  =  r :  J? 

bestimmt  werden,  welche  durch  Auflösung 


(M.  197.) 


rs 


liefert.    Die    Substitution    dieses    Werthes    für  9  in    die    obige    Formel  fm  ^ 
fiihrt  zu 


STz,     d.  i. 


R{R^r)'^Rr'^r^  R^  —  r^ 

-  R^^  ^""^    R-r 

M^{R-^r}s7z.     (2) 
Legt  man  in  gleichem  Abstand  von  beiden  Grundflächen  einen  zu  denselbfl 
parallelen  ebenen  Schnitt  durch  den  Kegelstumpf,    so  ist  der  Radius  p  dioß 
Schnittkreises  zufolge  Planimetrie,   §  25,  (3)  gleich  HR -¥■  r),  mithin  lässr  sä 
die  vorstehende  Gleichung  in 

umformen. 

Die  gesammte  Oberfläche  des  geraden  Kegelstumpfes  ist 

ö  =  (^  4.  r>  IT -h  ^ » IC -f.  r  >  IC  =  [^(^ -h  x) -+.  r(r -h  x)] «. 

Als  em  Beispiel  für  die  Anwendung  dieser  Gleichungen  diene  die  AvSff^ 
Oie  Höhe  eines    abgestumpften  geraden  Kegels  zu  berechnen,    dessen  M««^ 
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M=252  ist,  wenn  ausserdem  die  Peripherien  der  beiden  Grundflächen  i'=  25, 
/=17  gegeben  sind.     Da  /*=  2^ir,  /=  2rir.  so  ist  (-^-Hr)ic  =  — ^^,   also 

M  =  — x-^  •  s.    Hieraus  folgt  zunächst  j  =  ^  .    ..    Mittelst  eines  Achsenschnitts 
des  Kegelstumpfs  erhält  man  femer 

>l=ryx«-(J?-r)>,also>l=  K(/>H-/)3^      4/ 

2  •  252      252 
Für  das  Zahlenbeispiel   hat  man  s  =      .^     "^"oT  ^^  ^2' 


^  —  r=^  =  -,  ^  =  1/144  —  1=1 1,932  . . . 
2ir       7:  '  w* 


§  19.    Oberflächen  der  Kugeln. 

1.  Für  die  Berechnung  der  Oberfläche  einer  Kugel  lässt  sich  nicht  in  gleicher 
Weise,  wie  in  der  Planimetrie  von  den  regelmässigen  Polygonen  zum  Kreise,  ein 
Uebergang  von  den  regelmässigen  Polyedern  finden,  da  die  Anzahl  der  Flächen 
der  letzteren  nicht  bis  in's  Unendliche  zunehmen  kann.  Dagegen  erhält  man 
durch  Rotation  der  Hälfte  eines  regelmässigen  Polygons  um  eine  durch  seinen 
Mittelpunkt  und  einen  Eckpunkt,  bezw.  die  Mitte  einer  Seite  gehende  Achse 
einen  Körper,  dessen  aus  vollständigen  oder  abgestumpften  Kegel-  bezw.  Cylinder- 
Mänteln  bestehende  krumme  Oberfläche  in  eine  Kugelfläche  als  Grenze  übergeht, 
wenn  man  das  Polygon  mit  in's  Unendliche  wachsender  Seitenzahl  in  den  ihm 
einbeschriebenen  Kreis  tibergehen  lässt. 

Es  sei  ^i?  eine  die  Umdrehungs-Achse  in  ihrem  Endpunkt  A  schneidende, 
also  bei  der  Rotation  einen  vollständigen  Kegel- 
mantel beschreibende  Seite  der  rotirenden  Hälfte 
des  Polygons,  M  der  Mittelpunkt  des  einbeschriebe- 
nen Kreises,  JF  der  Berührungspunkt  dieses  Kreises 
mit  AB  und  BG  senkrecht  auf  AM.  Dann  ist 
der  Inhalt  des  von  AB  beschriebenen  Kegelmantels 
gleich  AB  •  BG  •  ir.  Zieht  man  nun  FM,  so 
stimmen  die  Dreiecke  ABG  und  AFM  ausser  in 
dem  gemeinschaftlichen  Winkel  bei  A  in  den  rechten 
Winkeln  AGB  und  AFM  überein  und  sind  also 
ähnlich.  Hieraus  folgt 
BG.AG  =  FM :  AF  oder  AFBG^  FM-  AG. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  des  Radius  FM 
durch  r,  setzen  AF=s^AB und  multipliciren  noch 
beide  Seiten  der  vorhergehenden  Gleichung  mit  2ir, 
so  erhalten  wir 

AB'BG'i:^2r7:'AG, 

d.  h.  der  oben  angegebene  Inhalt  des  Kegelmantels  ist  gleich,  dem  Inhalt  eines 
geraden  Cylindermantels,  welcher  den  Radius  des  einbeschriebenen  Kreises  zum 
Grundflächen-Radius  \md  die  Höhe  AG  des  Kegels  zur  Höhe  hat 

Es  sei  femer  BC  eine  der  Seiten  des  Polygons,  welche  abgestumpfte  Kegel- 
mantel beschreiben,  1/  ihr  Berührungspunkt,  If/  senkrecht  zur  Drehungsachse 
AM,  und  BX  senkrecht  zu  If/,  so  ist  If/  der  Radius  des  mittleren  Durch* 


(M.  19&) 
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schnittskreises  des  Kegelstumpfes,  und  daher  der  Mantel  des  letzteren  gleich 
2  •  HI>  IC  •  BC,  Zieht  man  noch  MH^  so  eigänzt  jeder  der  Winkel  HBK  und 
IHM  den  Winkel  BHK  zu  einem  Rechten,  also  sind  jene  Winkel  gleich  und 
mithin  die  rechtwinkeligen  Dreiecke  BHK  und  HMI  ähnlich,  woraus 

BK\  BH^  HIi  HM  oder  HI-  BH^  r .  BK 
folgt     Sind  noch  BG  und  CL  senkrecht  zu  AM^  so  vstBK^^GI^^^L^  und 
setzt   man  ausserdem   vorher  BH ^^\BC  und   multiplicirt   beide    Seiten  der 
Gleichung  mit  4  t:,  so  erhält  man 

2  •  ^/- IC .  ^C  =  2ric .  6?Z, 

d.  h.  der  oben  angegebene  Inhalt  des  abgestumpften  Kegelmantels  ist  ebenfalls 
gleich  dem  Inhalt  eines  geraden  Cylindermantels,  welcher  den  Radius  des  ein- 
beschriebenen  Kreises  zum  Grundflächen-Radius  und  die  Höhe  des  Kegelstumpfes 
zur  Höhe  hat 

Ist  eine  Seite  CD  des  Polygons  der  Drehungsachse  parallel,  so  beschreibt 
sie  den  diesem  Satze  entsprechenden  Cylindermantel  selbst 

Ist  eine  Seite  des  Polygons  senkrecht  zur  Drehungsache,  so  beschreibt  sie 
eine  Kreisfläche,  welche  für  sich  zu  berechnen  ist 

Hiermit  sind  alle  bei  der  Rotation  des  Polygons  möglichen  Fälle  erschöpft, 
und  es  ergiebt  sich,  da  die  genannten  Cylindermantel  sämmtlich  denselben 
Grundflächen-Radius  besitzen,  dass  die  Summe  beliebig  vieler  von  Seiten 
des  Polygons  beschriebener  krummer  Flächen  gleich  dem  Mantel 
eines  einzigen  Cylinders  ist,  welcher  jenen  Radius  hat,  und  dessen 
Höhe  gleich  der  Summe  der  Höhen  der  einzelnen  Theilkörper  ist  (1^ 

Insbesondere  ist  also  die  krumme  Oberfläche  des  gesammten  durch  die  Ro- 
tation des  Polygons  entstehenden  Körpers  gleich  dem  Mantel  eines  geraden 
Cylinders,  dessen  Grundflächen-Radius  gleich  dem  Radius  des  einbeschriebenen 
Kreises,  und  dessen  Höhe  gleich  dem  innerhalb  des  Körpers  liegenden  Abschnin 
der  Rotationsachse  ist 

2.  Wird  für  das  rotirende  Polygon  der  einbeschriebene  Kreis  gesetzt,  so 
wird  dieser  Abschnitt  ein  Durchmesser  der  Kugel,  in  welche  der  Rotationskörper 
übergeht,  und  es  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Oberfläche  einer  Kugel  ist  gleich  dem  Mantel  eines  geraden  Cylinders, 
dessen  Grundflächen-Durchmesser  und  dessen  Höhe  dem  Durchmesser  der  Kugel 
gleich  sind. 

Ist  r  die  Maasszahl  des  Radius  der  Kugel,  so  erhält  man  hieraus  flir  die 
Oberfläche  O  der  letzteren  die  Formel 

0  =  4r«ic    (2) 

Die  Oberfläche  einer  Kugel  ist  also  viermal  so  gross  als  der  Flächeninhah 
eines  grössten  Kreises  derselben,  und  so  gross  als  der  Flächeninhalt  eines  Kreises, 
dessen  Radius  gleich  dem  Durchmesser  der  Kugel  ist 

Um  beispielsweise  die  Oberfläche  der  Erde  zu  berechnen,  wenn  diese  als 
eine  Kugel  betrachtet  wird,  deren  Durchmesser  1719  Meilen  beträgt,  hat  man 
2r=l719,  also  C?==:  1719>ic  =  9280000  Quadratmeilen. 

Als  zweites  Beispiel  soll  die  Oberfläche  einer  Kugel  berechnet  werden, 
welche  einem  Würfel  umbeschrieben  ist,  weim  man  die  Länge  der  Kante  de* 
letzteren  a  =:  10,8034  kennt    Der  Radius  dieser  Kugel  ist  die  Hälfte  der  Diagonal- 

achse  des  Würfels,  und  da  diese  letztere  gleich  fl>/3  ist,  so  ergiebt  sich  (7  »  3« >  s. 
und  für  das  Zahlenbeispiel: 


4.   Die  Berechnung  der  Oberflächen  der  Körper.  449 

log  a  =  1,03356 
Ä?^fl«  =  2,06712 
log^  =0,47712 
logT.    ==0,49715 


log  O  =  3,04139;  O  =  1100,0. 

3.  Die  Berechnung  des  Flächeninhalts  von  Theilen  einer  Kugelfläche,  welche 
durch  eine  einzige  ebene  Schnittfläche  von  derselben  abgeschnitten  werden, 
eigiebt  sich  ebenfalls  aus  der  Entwicklung  in  No.  1  dieses  Paragraphen.  Man 
nehme  zu  diesem  Zwecke  zur  Rotationsachse  den  zu  jener  Schnittfläche  senk- 
rechten Durchmesser  der  Kugel  und  denke  sich  statt  sämmtlicher  von  den  Seiten 
des  Polygons  beschriebener  krummen  Flächen  nur  diejenigen  addirt,  welche  zu 
dem  abgeschnittenen  Theil  der  Kugel  gehören. 

Man  neimt  einen  solchen  Theil  der  Kugelfläche  eine  Kugelmütze  oder  eine 
Calotte  und  den  innerhalb  des  zugehörigen  Körperstücks  liegenden  Theil  der 
Drehungsachse  die  Höhe  der  Calotte.    Hiernach  hat  man  den  Satz: 

Der  Flächeninhalt  M  einer  Calotte  ist  gleich  dem  Mantel  eines  geraden 
Cylinders,  dessen  Grundflächenradius  gleich  dem  Radius  r  der  Kugel,  und 
dessen  Höhe  gleich  der  Höhe  h  der  Calotte  ist,  oder 

j|/=2ri:.^     (3a) 

Ein  von  zwei  einander  parallelen  Schnittebenen  einer  Kugel  abgeschnittener, 
von  den  Schnittkreisen  begrenzter  Theil  der  Kugelfläche  heisst  eine  Zone  der 
letzteren;  der  senkrechte  Abstand  der  beiden  Schnittflächen  von  einander  ist  die 
Höhe  der  Zone.  Durch  eine  entsprechende  Entwicklung  wie  bei  der  Calotte 
erhält  man  für  den  Flächeninhalt  einer  Zone  denselben  Lehrsatz  wie  vorher, 
so  dass  auch  flir  sie  die  Formel 

ir/=2rir.i4    (3b) 
gilt  —  Die  Calotte  kann  als  eine  Zone  betrachtet  werden,  deren  einer  Grund- 
kreis auf  einen  Punkt  reducirt  ist,  und  demnach  können  auch  die  beiden  vor- 
stehenden Lehrsätze  in  einen  einzigen  zusammengefasst  werden. 

Dieser  Lehrsatz  zeigt,  dass  bei  einer  und  derselben  Kugel  der  Flächeninhalt 
emer  Zone  nur  von  ihrer  Höhe  abhängig  ist,  dass  also  Zonen  von  gleicher  Höhe 
in  derselben  Kugel  stets  gleich  gross  sind,  einerlei  ob  sie  näher  am  Mittelpunkt 
oder  femer  von  demselben  herausgeschnitten  werden.  Theilt  man  also  z.  B.  einen 
Durchmesser  einer  Kugel  in  n  gleiche  Theile  und  legt  durch  jeden  Theilpunkt 
die  zu  dem  Durchmesser  senkrechte  Ebene,  so  wird  auch  die  Oberfläche  der 
Kugel  in  «gleiche  Theile  getheilt 

Will  man  den  Flächeninhalt  einer  Zone  aus  den  Radien  p,  p'  ihrer  Grund- 
flächen und  dem  Kugelradius  r  berechnen,  so  sind 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  die  beiden  X^^^----P^^^\ 

Gnindflächen   nach   derselben  Seite   oder   nach   ver-        /C^.^_       J  _^ 
schiedenen  Seiten  vom  Mittelpunkte  aus  liegen.    Im      L-'  |     lV~~--v^\ 

eisteren  Falle  ergiebt  sich  h  ==|/r»  —  p»  —  y^r»—  p'»,      N-^ ~y^^'j:::y\ 

im    letzteren    h  =  yr»  —  p«  -f-  yr*— p'>,    also    ist     U'            \         — - J 
M=  2ric  [yr«  —  p>  =F  '/''*  —  p'H  \ / 

Geht  insbesondere   die  eine  Schnittebene  durch  ^•^--..^..^-'-^^^^ 

den  Mittelpunkt,  so  ist  p'  =  r,  also  -Af  =  2rit'i/r*  —  p*.  (m.  199.) 

Wild  die  Zone  zur  Calotte,  ist  also  p  =  0,  so  ist  M^  2r7: [r  =p  yr»— p'*]. 

Scnunonusf,  Handlmch  der  Mathematik.    Bd.  z.  29 
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4.  Der  Flächeninhalt  eines  sphärischen  Zweiecks  ist  durch  den  KDgdndias 
und  den  Winkel  des  Zweiecks  bestimmt  Dass  sphärische  Zweiecke  denelben 
Kugel  congruent  sind,  wenn  sie  gleiche  Winkel  haben,  lässt  sich  nnmittribar 
durch  Deckung  derselben  beweisen.  Theilt  man  femer  die  Winkel  zweier  b^ 
liebigen  sphärischen  Zweiecke  derselben  Kugel  durch  ein  gemeinschafdiches 
Maass  in  gleiche  Theile,  so  müssen  die  theilenden  grössten  Halbkreise  andi  die 
Zweiecke  ini  bezüglich  eben  so  viele  kleinere  Zweiecke  theilen,  und  man  erhalt 
daher  den  allgemeineren  Satz: 

die  Flächen  von  sphärischen  Zweiecken  derselben  Kugel  verhalten  sich  zu  ein- 
ander wie  die  Winkel  der  Zweiecke. 

Daher  muss  sich  der  Flächeninhalt  eines  sphärischen  Zweiecks  auch  zqt 
ganzen  Kugelfläche  verhalten,  wie  der  Winkel  des  Zweiecks  zu  360"".  Die  Pro- 
portion Fl  4r*ic  =  a  :  360°  führt  zu 


F=^ 


r'ic  •  a 


90' 


(4) 


5.  Um  den  Flächeninhalt  eines  sphärischen  Dreiecks  zu  berechnen,  bedan 
man  zunächst  des  Lehrsatzes,  dass  die  Flächen  je  zweier  Gegendreiecke  glekh 
gross  sind.  Wie  früher  (§  15,  No.  7)  gezeigt  wurde,  hat  jedes  sphärische  Drei- 
eck einen  Punkt,  welcher  so  liegt,  dass  die  Bogen  grösster  Kreise,  welche  den- 
selben mit  je  einem  Eckpunkt  verbinden,  gleich  gross  sind;  durch  diese  Bogen 
wird  also  das  Dreieck  in  drei  gleichschenkeltge  sphärische  Dreiecke  zeriegt 
Jener  Mittelpunkt  des  Dreiecks  ist  der  eine  Endpunkt  eines  Durchmessers,  in 
welchem  sich  drei  Ebenen  schneiden,  die  auf  den  Flächen  der  zum  Dreiecke 
gehörigen  Ecke  bezüglich  senkrecht  stehen,  und  jedesmal  die  betreffende  Seite 
des  Dreiecks  halbiren.  Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Mittelpunkte  zweier  Gegen- 
dreiecke  Endpunkte  eines  und  desselben  Durchmessers  sind,  und  dass  daher 
auch  die  gleichschenkeligen  Dreiecke,  in  welche  jedes  derselben  durch  die 
sphärischen  Radien  zerlegt  wird,  paarweise  Gegendreiecke  sind.  Gleichschenkelip; 
sphärische  Dreiecke,  welche  zu  einander  symmetrisch  sind,  müssen  aber  auch 
in  Folge  der  Uebereinstimmung  der  beiden  Schenkel  sowie  der  ihnen  gegenüber- 
liegenden Winkel  unter  einander  congruent  sein,  denn  die  homologen  Stücke 
können  in  beiden  Aufeinanderfolgen  angenommen  werden.  Da  nun  congruente 
sphärische  Dreiecke  gleiche  Flächen  haben  müssen,  so  erscheinen  die  beiden 
ursprünglichen  sphärischen  Dreiecke  als  aus  gleich  vielen  einander  paarweise 
gleichen  Theilen  zusammengesetzt,  und  dieselben  sind  mithin  selbst  von  gleicher 
Grösse.  —  Allgemein  haben  die  Flächen  je  zweier  symmetrischer  sphä- 
rischer Dreiecke  gleiche  Inhalte,  denn  diese  Dreiecke  können  immer  in 
die  Lage  von  Gegendreiecken  zu  einander  gebracht  gedacht  werden. 

Denkt  man  sich  nun  ein  beliebiges  sphärische» 
Dreieck  ABC  durch  jedes  seiner  Nebendreiecke  zu 
einem  sphärischen  Zweieck  ergänzt,  so  ist  jeder 
Winkel  des  Dreiecks  zugleich  der  Winkel  eines  der 
Zweiecke.  Es  seien  a,  ß,  7  bez.  die  Massxahlen  der 
Winkel  A,  B,  C  des  Dreiecks  ABC,  so  erhält  man 
hiemach 

l^ABC^CBD^ 


t^ABC-^  ACEr=z 


90**  ' 
90**   • 
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folglich  3  •  A  ABC-\-  CBD  4-  ACE  H-  ABF=  ^  (« -4-  ß  4-  t). 

Setzt  man  nun  statt  des  Inhalts  des  Nebendreiecks  ACE  den  Inhalt  des  ihm 
gleichen  Gegendreiecks  BDF  desselben  und  berücksichtigt,  dass  die  Summe  der 
vier  Dreiecke  ^i9C,  CBD,  BDF,  ^^i^  gleich  der  Halbkugelfläche,  also  gleich 
2  r>  r  ist,  so  erhält  man 

2  .  A  ABC'\'  2  r»ic  =  ^(a  -f-  ß  -f-  t)» 
woraus  t^ABC=  ^g^(a  "+-  P  "+-  t)  —  ^*^» 


oder  ^^^C=^(a-hß-+-7-180°)     (5^ 

folgt  Den  Ueberschuss  der  Winkelsumme  a  +  ß  -f-  7  eines  sphärischen  Dreiecks 
über  180°  nennt  man  den  sphärischenExcess  des  Dreiecks.  Bezeichnet  man 
denselben  durch  e,  so  hat  nlan  kürzer 

t^ABC^r^e^  ■^.    (5^) 

Als  Beispiel  der  Berechnung  des  Flächeninhalts  eines  sphärischen  Dreiecks 
diene  diejenige  des  Dreiecks  Brocken-Hohehagen-Inselsberg,  dessen  direkt 
gemessene  Winkel  den  sphärischen  Excess  e  =  14",  853  ergaben.  Nimmt  man 
den  Erddurchmesser  zu  1716,96  Meilen  an,  so  erhält  man 

r  =  858,48;  log  r  =  2,93373 
log  r»  =  5,86746 
löge    =1,17182 

7,03928 

180° 
log  p  =  5,31443;  (p  =  -jp  •  60  .  60) 


logF=z  1,72485;  F^  53,070  D  Meilen. 

Bei  Dreiecken  auf  der  Erdoberfläche  hat,  wie  in  dem  vorstehenden  Beispiel, 
der  sphärische  Excess  in  der  Regel  einen  kleinen  Werth,  da  solche  Dreiecke, 
deren  drei  Wnkel  durch  unmittelbare  Messung  bestimmt  werden  sollen,  nur 
verhältnissmässig  kleine  Seiten  haben  können  und  daher  von  einem  ebenen  Drei- 
eck wenig  abweichen.  Bei  derartigen  Dreiecken  kann  man  nach  einem  Satze 
von  Legendre  jeden  Winkel  um  den  dritten  Theil  des  sphärischen  Excesses  ver- 
mindern und  dann  das  Dreieck  als  ein  ebenes  berechnen,  dessen  Winkel  die  so 
erhaltenen  Differenzen  sind.  Näheres  über  die  Berechnung  sphärischer  Dreiecke 
findet  man  in  der  sphärischen  Trigonometrie. 

Auch   der  Inhalt   der  Fläche    eines   sphärischen  Polygons   kann  nach  der 

Formel  /*=  r^e  •  j^  berechnet  werden,  wenn  man  unter  e  den  Ueberschuss  der 

^Vinkelsumme  des  sphärischen  ;i-Ecks  über  (2  n — 4)  R,  also  über  die  Winkelsumme 
eines  ebenen  n-Ecks  versteht.  Man  erhält  diesen  Satz  leicht,  wenn  man  das 
«-Eck  durch  Diagonalbogen  in  Dreiecke  zerlegt,  die  Flächen  der  letzteren, 
wie  vorher  gezeigt,  einzeln  berechnet  und  dann  dieselben  addirt 
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Kapitel  5: 
Die  DcfechnuDg  der  Rauminhalte  der  Korper. 

§  SOl    Rauminhalte  von  Prismen  und  Cylindern. 

1.  Den  Rauminhalt  oder  das  Volumen  eines  Körpers  bestimmen,  heisst  axh 
geben,  wie  oft  ein  bestimmter,  als  Einheit  dienender  Körperraum  in  demjenigen 
des  gegebenen  Körpers  enthalten  ist,  oder  mit  anderen  Worten,  das  Verhältniss 
des  räumlichen  Inhalts  dieses  Körpers  zu  demjenigen  des  Maasses  angeben. 

Als  Einheit  oder  Maass  für  Körpermessungen  hat  man  wegen  seiner  einfachen 
Beziehungen  zu  dem  Längenmaass  und  dem  Flächenmaass  einen  Würfel  ange- 
nommen, dessen  Kante  gleich  der  Längen-Einheit,  dessen  Grenzfläche  also  glekh 
der  Flächen-Einheit  ist  Der  Würfel  empfiehlt  sich  als  Maass  auch  durch  seine 
eingehe  Gestalt,  die  senkrechten  Stellungen  der  Kanten  und  der  Flächen  il 
einander,  und  dadurch,  dass  er  durch  eine  einzige  Strecke  bestimmt  ist.  Je  nach 
der  Wahl  der  zu  Grunde  gelegten  Längen-Einheit  nennt  man  einen  solchen 
Würfel  ein  Kubikmeter,  einen  Kubikdecimeter,  eine  Kubikmeile  u.  dgl.  m. 

Der  Kubikdecimeter  ist  gleich  dem  Rauminhalt  eines  Liters.  Ein  Kubikdec- 
meter  reinen  Wassers  wiegt  bei  einer  Temperatur  von  4°C  ein  Kilogranun.  em 
Kubikcentimeter  ein  Gramm. 

Wegen  dieses  Gebrauchs  eines  Würfds  oder  Kubus  als  Raummaasses  neimt 
man  die  Maasszahl  des  Volumens  eines  Körpers  auch  den  Kubikinhalt  desselben 
Die  leichteste  Vergleichung  mit  einem  solchen  Maasse  gestatten  die  Volumini 
derjenigen  Körper,  welche  mit  demselben  am  nächsten  verwandt  sind,  nämik'i 
die  rechtwinkeligen  Parallelepipeda.  Denkt  man  sich  jede  der  drei  in  eineft» 
Eckpunkt  zusammenstossenden  Kanten  eines  solchen  durch  ein  gemeinschaftliche^ 

Maass  in  bezüglich  m,  n,  /  gleiche  Theik 
getheilt  und  durch  jeden  Theilpunkt  die  zur 
Ebene  der  beiden  anderen  Kanten  paraDele 
Ebene  gelegt,  so  zerfällt  das  Parallelepipedan 
in  !»•«•/  gleich  grosse  (congniente)  Wüiicl 
Ist  jeder  der  Theile  der  Kanten  gleich  der 
Längeneinheit,  so  sind  diese  Würfel  gleich 
der  Raumeinheit,  und  das  Produkt  m*m^f 
der  Maasszahlen  der  drei  Kanten  ist  cn- 
mittelbar  die  Maasszahl  des  Parallelepipedoo. 
Ist  aber  die  Kante  des  als  Körpennaass 
dienenden  Würfels  kein  Maass  jeder  der  drei  Kanten  des  Parallelepipedoa 
kann   man   sich   aber   diese   drei   Kanten   und   ebenso  die  des  Würfels  durd 

ein  den  vier  Strecken  gemeinsames  Maass  getheilt  denken. 
so  sei  q  die  Anzahl  der  Theile  einer  Würfelkante.  Duici 
das  gleiche  Verfahren  wie  das  vorher  bei  dem  Parallelepipedan 
angewendete  zerfällt  dann  der  Würfel  in  ^  •  ^  •  f  =  ^>  kleineiv. 
den  Theilen  des  Parallelepipedon  gleiche  Würfel,  und  es  bi 
daher  das  Verhältniss  des  zu  messenden  Körpers  zum  Maasse 


Aw-/////// 
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M.uiMni'Hhlcn  der  drei  Kanten  des  Parallelepipedon,  also  hat  man  wieder  den  Sau 
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Der  Kubikinhalt  eines  rechtwinkeligen  Parallelepipedon  ist 
gleich  dem  Produkt  (der  Maasszahlen)  der  drei  Kanten  desselben.  (1) 

Ist  die  Kante  des  als  Maass  dienenden  Würfels  nicht  mit  allen  drei  Kanten 
des  Parallepipedon  commensurabel,  so  erhält  man  durch  eine  Grenz-Betrachtung, 
ähnlich  den  in  entsprechenden  Fällen,  z.  B.  bei  der  Bestimmung  der  Flächen- 
inhalte von  Rechtecken  (Planimetrie,  §  40)  angestellten,  denselben  Satz  als  gültig 
bestätigt 

Man  findet  diesen  Satz  auch  dahin  ausgesprochen,  dass  der  Inhalt  eines  jeden 
rechtwinkeligen  Parallelepipedon  gleich  dem  Produkt  aus  seiner  Länge,  Breite  und 
Höhe  sei 

Sind  also  a,  d,  c  die  Maasszahlen  der  drei  Kanten  eines  solchen  Körpers, 
so  ist  sein  Volumen  allgemein 

F=  abc,    (1«) 

Sind  zwei  der  ICanten  einander  gleich,  ist  der  Körper  also  eine  gerade 
quadratische  Säule,  so  erhält  man  die  Formel  V=a^b,  Sind  alle  drei  Kanten 
einander  gleich,  ist  der  Körper  also  ein  Würfel,  so  erhält  man  die  Formel 

Hieraus  erklärt  sich  die  Benennung  Kubus  fiir  dritte  Potenz  und  Kubikwurzel 
für  dritte  Wurzel  in  der  Arithmetik. 

Ist  also  die  Kante  eines  Würfels  doppelt  so  gross  als  die  eines  anderen,  so 
ist  jener  Würfel  8 mal  so  gross  als  dieser;  ist  die  Kante  des  ersteren  3  mal  so 
gross  als  die  des  letzteren,  so  ist  jener  27  mal  so  gross  als  dieser,  u.  s.  w. 

Ein  Kubikmeter  enthält  1000  Kubikdecimeter,  und  1000-  1000  ===  1000  OOCT 
Kubikcentimeter  u.  s.  w. 

2.  Von  der  Berechnung  rechtwinkeliger  Parallelepipeda  gelangt  man  zu  der- 
jenigen von  schiefwinkeligen  durch  folgende  Sätze: 

a)  Jedes  Parallelepipedon  mit  schiefwinkeliger  Grundfläche  lässt  sich  in  ein 
gldchgrosses  mit  gleicher  Grundfläche  und  gleicher  Höhe  verwandeln,  in  welchem 
die  Grundfläche  rechtwinkelig  ist  Ist  nämlich  ABCDEFGH  das  gegebene 
Parallelepipedon,  so  verwandele  man  zunächst  seine  Grundfläche  ABCD  in  das 
ihr  gleiche  Rechteck  ABIK,  lege  durch  AK 
und  die  Seitenkante  AE,  so  wie  durch  BI 
und  die  Seitenkante  BE  )e  eine  Ebene  und 
erweitere  die  betreflenden  Gnmdflächen  des 
gegebenen  Parallelepipedon,  so  dass  das 
Parallepipedon  ABIKEFLM  über  der 
Gmndfläche  ABIK  entsteht,  welches  mit 
jenem  dieselbe  Höhe  hat  Dann  kann  man 
sich  das  neue  Parallelepipedon  dadurch  aus 
dem  ursprünglichen  entstanden  denken,  dass 
von  letzterem  ein  dreiseitiges  Prisma  BCIFGL 
abgeschnitten  und  dafür  ein  anderes  dreiseitiges 
Prisma  ADKEHM  angesetzt  wurde.  Diese  beiden  Prismen  stimmen  aber  mit 
einander  in  allen  homologen  Stücken  überein,  sind  also  congruent  und  daher 
auch  gleich  gross.  Hieraus  folgt,  dass  auch  die  beiden  Parallelepipeda  gleiche 
Volumina  haben  müssen. 

b)  Jedes  Parallelepipedon,  in  welchem  zwei  einander  parallele  Seitenflächen 
nicht  senkrecht  zu  den  Grundflächen  stehen,  kann  in  ein  gleichgrosses  über  der- 
selben Grundfläche  und  mit  derselben  Höhe  verwandelt  werden,  in  welchem  die 


(M.30S.) 
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jenen  Seitenflächen  entsprechenden  Ebenen  senkrecht  zu  den  Grundflächen  stehen 
während  die  Neigungswinkel  der  beiden  anderen  Seitenflächen  gegen  die  Gnmd 

flächen  in  beiden  Körpern  die  gleichen  sind. 
Sind  nämlich  AB  FE,  DCGH  die  beiden  als  k 
den  Grundflächen  schiefstehend  vorausgesetzter 
Seitenflächen  des  gegebenen  Körpers,  so  errichte 
man  in  den  Kanten  AB,  DC  der  Grundfläche  die 
zu  dieser  senkrechten  Ebenen  und  erweitere  die 
betreflenden  anderen  Flächen  des  tursprünglicber 
Parallelepipedon .  so  dass  der  neue  Körper 
ABCDIKLM  entsteht,  welcher  dieselbe  Grund 
fläche  und  dieselbe  Höhe,  wie  jener  hat  und  aus 
ihm  dadurch  entstanden  gedacht  werden  v^n« 
dass  das  dreiseitige  Prisma  DMHCLG  abf^ 
schnitten  und  dafür  das  congruente  (weil  in  jeden 
homologen  Stücken  mit  ihm  übereinstünmende 
(M.  201)  AIEBKF  angesetzt  wurde. 

c)  Jedes  Parallelepipedon,  in  welchem  keine  Seitenfläche  zur  Grundfläche 
senkrecht  steht,  kann  mittelst  zweimaliger  Anwendung  des  unter  b)  angegebenes 
Verfahrens  in  ein  ihm  gleiches  mit  derselben  Grundfläche  und  derselben  Höbe 
verwandelt  werden,  in  welchem  jede  Seitenfläche  zur  Grundfläche  senkrecht  ist 
Aus  diesen  Sätzen  folgt,  dass  allgemein  jedes  schiefwinkelige  Parallelepip^ 
don  sich  in  ein  rechtwinkeliges  von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe  verwandeji 
lässt.  Sind  nun  a,  h  die  Maasszahlen  der  Grundkanten,  und  ist  c  die  Maasszakl 
der  Seitenkanten  des  letzteren,  so  ist  sein  liihalt,  imd  also  auch  derjenige  des 
schiefwinkeligen  Parallelepipedon  gleich  ahc.  Hierbei  ist  c  gleich  der  Höhe  i 
des  letzteren  und  a  •  h  zufolge  der  Gleichheit  der  Grundflächen  gleich  dem  In- 
halt G  der  Grundfläche  des  letzteren.  Somit  gilt  für  alle  möglichen  Panllei- 
epipeda  der  Satz: 

Das  Volumen   eines  Parallelepipedons    ist    gleich   dem  Produkt 

(der  Maasszahlen)   seiner  Grundfläche 
G  und  seiner  Höhe  h,    (2) 

3.  Jedes  Parallelepipedon  wird  durd- 
jeden  seiner  Diagonalschnitte  in  zwei  symme 
trische  dreiseitige  Prismen  getheilt.  Ist  du 
Parallelepipedon  9  und  sind  also  auch  der 
entsprechend  die  beiden  Prismen  gerade,  sc 
ist  leicht  ersichtlich,  dass  die  letzteren  aud 
congruent  und  demnach  gleich  gross  sbd 
Sind  dagegen  Parallelepipedon  und  Prismec 
schief,  so  kann  man  mittelst  der  zu  einr 
Seitenkante  AE  in  ihren  Endpunkten  senk- 
rechten Ebenen  ein  gerades  Parallelepipedcc 
)^  construiren,  dessen  Seitenflächen  mit  denec 
des  ersteren  bezüglich  in  denselben  Ebenf? 
liegen.  Nun  ist  das  dreiseitige  Prisnu 
AILEMO  die  Hälfte  des  geraden  Parailei 
epipedon;  dieses  letztere  ist  dem  urspnin^ 
(M.206.)  liehen  gleich,  da  der  abgeschnittene  Körper 


^ 
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EMNGH6.^m  angesetzten  ^/i^TC/?  gleich  ist;  entsprechend  ist  jenes  dreiseitige 
Prisma  dem  Pnsma  ABDEFH  gleich.  Hieraus  folgt,  dass  das  letztere  gleich 
der  Hälfte  von  ABCDEFGH  ist 

Umgekehrt  kann  jedes  dreiseitige  Prisma  mittelst  zweier  zu  Seitenflächen 
desselben  paralleler  Ebenen  und  Erweiterung  seiner  Grundflächen  zu  einem 
Parallelepipedon  ergänzt  werden,  welches  einen  doppelt  so  grossen  Inhalt  als  das 
Prisma  sowie  eine  doppelt  so  grosse  Grundfläche  und  die  gleiche  Höhe  hat.  Ist 
also  G  die  Maassz^hl  der  Grundfläche,  h  die  der  Höhe  des  Prismas,  so  ist 
der  Inhalt  des  Parallelepipedon  gleich  2d7*^,  und  mit- 
hin  der  des   Prismas  gleich  Gh, 

Es  gilt  also  auch  flir  jedes  dreiseitige  Prisma  der 
Satz,  dass  sein  Rauminhalt  gleich  dem  Produkt  aus  seiner 
Grundfläche  und  Höhe  ist 

Jedes  mehrseitige  Prisma  lässt  sich,  z.  B.  durch 
Diagonalschnitte,  in  dreiseitige  zerlegen.  Bezeichnen 
^1»  Si»  S%* '  •  •  ^cr  Reihe  nach  die  Maasszahlen  der  Grund- 
flächen dieser  Theilprismen,  G  die  der  Grundfläche  des 
ganzen  Prismas  und  A  die  der-  gemeinschaftlichen  Höhe 
dieser  Körper,  so  erhält  man  für  den  Inhalt  des  »-seidgen 
Prismas  durch  Summirung  seiner  Theile: 

d.  i.  F=  Gh.       (3) 

Es  ist  also  der  Inhalt  eines  jeden  Prismas  gleich  dem  Produkt  aus  seiner 
Grundfläche  und  Höhe. 

4.  Dieser  Satz  ist  unabhängig  von  der  Anzahl  der  Seiten  des  Prismas  und 
muss  desshalb  auch  bei  unendlichem  Wachsen  dieser  Anzahl  gültig  bleiben,  also 
auch  fllr  das  Volumen  eines  Cylinders  gelten.  Setzt  man  dann  noch  für  die 
Gnmdfläche  G  den  aus  ihrem  Radius  r  berechneten  Werth,  so  erhält  man,  das 
Volumen  eines  Cylinders  ist 

K=r»iiÄ.     (4) 

Dieser  Satz  gilt  in  gleicher  Weise  für  schiefe,  wie  für  gerade  Cylinder. 

Beispiele:  1.  Wieviel  Kubikmeter  Sauerstoff  enthält  die  Luft  eines  recht- 
winkeligen Zimmers,  welches  9,34  m  lang^  5,82  m  breit  und  4,73  m  hoch  ist, 
wenn  in  100  Theilen  Luft  21  Theile  Sauerstoff  enthalten  sind? 

Man  erhält  9,34  •  5,82  •  4,73  •  0,21  =  54  Kubikmeter,  mit  einer  Unsicherheit 
von  weniger  als  ^  Kubikmeter,  wenn  die  Messungen  der  Seiten  bis  auf  0,005  m 
genau  waren. 

2.  Man  soll  einen  Körper  von  der  Gestalt  eines  rechtwinkeligen  Parallel- 
epipedon anfertigen,  so  dass  das  Volumen  desselben  2080  Kubikdecimeter,  seine 
Oberfläche  996  Quadratdecimeter,  und  der  Umfang  seiner  Grundfläche  58  Deci- 
roeter  betrage.    Wie  lang  sind  die  Kanten  desselben  zu  machen? 

Zur  Auflösung  dieser  Aufgabe  erhält  man  die  drei  Gleichungen: 

xyz  =  2080 
xy  -+-  xz  -i-yz  =  J .  996  =  498 
x-\-y=:^i'5S    =29. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt 

xy  H-  (x  -i-y)z  =  498, 
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2080 
und  setzt  man  in  diese  jc -+->'  =  29  aus  der  dritten,  xy^= aus  der   enten 

ein,  so  erhält  man  die  Gleichung 

2080       „^ 

h29a:=  498, 


deren  Auflösung  auf  z  zu 


249  ±41       ,^     ^      208 
z  = 7^ =  10  oder 


29  29 

führt.    Der  erste  dieser  Werthe  von  z  führt  mittelst  der  Gleichungen 

xy=  208,  xH->'  =  29 
in   bekannter  Weise  auf  jc=  16,  >'=  13  oder  jc=  13,  >>=  16,  der  zweite  führt 
mittelst  xy  =  290,  :r  -h  j/  =  29  auf  imaginäre  Werthe  von  x  und  y,  und  ist  also 
nicht  brauchbar.    Somit  sind  die  gesuchten  Kanten  bezüglich  16,    13  und  10 
Decimeter  lang. 

3.  In  einem  geraden  dreiseitigen  Prisma  seien  alle  Kanten  gleich  a\  man 
berechne  seinen  Kubikinhalt,    a  =  13,2181  cm. 

Da   die  Grundfläche    ein   gleichseitiges  Dreieck  mit  der  Seite  a,    also  die 

Höhe  derselben  gleich  i/ö»— ^ä»  =  ^|/3  ist,  so  ist  ihr  Inhalt  gleich  \a^^\ 

die  Höhe  des  Prismas  ist  gleich  a,  also  der  gesuchte  Kubikinhalt  gleich  \b!^^^ 
Zur  Berechnung  desselben  für  den  angegebenen  Zahlenwerth  sollen  die  Loga- 
rithmen ange^yendet  werden: 

log  3  =  0,47712  loga^  1,12116    (7) 

log  yj  ==  0,23856       log  (a»)  =  3,36350 
log  4  =  0,60206    log  \  }/3"=  0,63650  —  1 

log  V=  3,00000        ;  F=  1000  Cub.  chl 

4.  Ein  aus  einem  Stoffe,  von  welchem  jeder  Kubikcentimeter  0,5  KilogramiD 
wiegt,  verfertigtes  Prisma  wiege  200,8  Kilogramm  und  habe  eine  Höhe  tod 
4  Decimeter.    Wie  gross  ist  seine  Grundfläche? 

Beträgt  die  Grundfläche  x  Quadratcentimeter,  die  Höhe  4  Decimeter  oder 
40  Centimeter,  so  ist  das  Volumen  des  Prismas  gleich  40  x  Kubikcentimeter,  and 
letzteres  wiegt  also  40  jc  •  0,5  =  20  :t  Kilogramm.  Man  hat  also  die  Gleichung 
20  ;p  =  200,8,  woraus  x  =  10,04  Quadratcentimeter  folgt 

5.  Eine  Röhre  von  Kupfer  ist  a  =  1,2  m  lang  und  wiegt  /  =  90  Kilogramm. 
Ihr  äusserer  Durchmesser  beträgt  ^r=0,75  Meter.  Wie  jdick  ist  die  Wandung 
derselben,  wenn  das  specifische  Gewicht  des  angewendeten  Kupfers  j  =  9  ist, 
und  wieviel  Kilogramm  Wasser  kann  die  Röhre  aufnehmen? 

Ist  die  Wandung  x  Meter  dick,  so  ist  der  Radius  der  Höhlung  gleich 
\d  —  X,  Das  Volumen  der  Röhre  ist  gleich  der  Differenz  zweier  Cylinder,  welche 
dieselbe  Höhe  gleich  a  haben  und  deren  Radien  bez.  \d  und  \d — x  sind 
Dasselbe  ist  also  gleich 

\d^i^a  —  {\d  —  xy  iza  =  aiz (\d^  —  J^  h-  ^^r  —  x^)  =  arcx (d^  x). 

Da  nun  jedes  Kubikdecimeter  Wasser  ein  Kilogramm,  jedes  Kubikmeter 
Wasser  also  1000  Kilogramm,  und  jedes  Kubikmeter  eines  Stoffes,  dessen  sped- 
fisches  Gewicht  gleich  s  ist,  1000  •  s  Kilogramm  wiegt,  so  ist 

ai:x{d—x)'  1000  •x=^ 

woraus  x^  —  dx  =  —  .^^w^^ — - 

1000 17  IC  i 
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folgt  Hierbei  ist  jedoch  nur  das  untere  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  brauchbar, 
da  die  Dicke  der  Wandung  einer  Röhre  nicht  mehr  als  die  Hälfte  des  äusseren 
Durchmessers  betragen  kann. 

Der  Inhalt  der  Höhlung  der  Röhre  beträgt  {\d  —  sc)'^ -rü  -  1000  Kubikdeci- 
meter,  und  dieselbe  kann  daher  eben  so  viele  Kilogramm  Wasser  aufnehmen. 
Setzt  man  hier  noch  für  x  den  gefundenen  Werth  ein,  so  erhält  man 

r=250ö^2ic  —  ^. 

s 

Für  das  angegebene  Zahlenbeispiel  liefert  die  Ausrechnung  x  =  0,00355  m, 
F=  520,14  Kg.*) 

5-  Aus  dem  für  die  Berechnung  der  Volumina  von  Prismen  gefundenen 
Satze  folgen  unmittelbar  die  nachstehenden  Sätze: 

Prismen  mit  gleichen  Grundflächen  und  gleichen  Höhen  haben  gleiche  Volu- 
mina. 

Es  kann  aber  nicht  umgekehrt  behauptet  werden,  dass  zur  Gleichheit  der 
Volumina  zweier  Prismen  die  Gleichheit  ihrer  Grundflächen  und  die  ihrer  Höhen 
erforderlich  sei,  sondern  es  genügt  hierfür  die  Gleichheit  der  Produkte  der 
Grandflachen  und  Höhen,  oder 

Prismen,  deren  Grundflächen  sich  zu  einander  umgekehrt  wie  ihre  Höhen 
Terhalten,  haben  gleiche  Volumina. 

Die  Volumina  von  Prismen,  deren  Grundflächen  gleich  sind,  verhalten  sich 
zu  einander  wie  die  zugehörigen  Höhen. 

Die  Volumina  von  Prismen,  deren  Höhen  gleich  sind,  verhalten  sich  zu  ein- 
ander wie  die  zugehörigen  Grundflächen. 

Die  Volumina  von  Prismen  überhaupt  verhalten  sich  zu  einander  wie  die 
Produkte  aus  Grundfläche  und  Höhe. 

Alle  diese  Sätze  bleiben  gültig,  wenn  statt  eines  oder  mehrerer  Prismen 
Cjlinder  gesetzt  werden. 

§  21.    Rauminhalte  von  Pyramiden  und  Kegeln. 

1.  Zur  Berechnung  der  Volumina  von  Pyramiden  kann  man  durch  folgende 
Sätze  gelangen: 

Werden  Pyramiden,  welche  gleiche  Grundflächen  und  gleiche  Höhen  haben, 
in  gleichen  Abständen  von  den  Grundflächen  durch  je  eine  Ebene  parallel  zu 
der  Grundfläche  durchschnitten,  so  haben  die  Schnittfiguren  gleiche  Flächen- 
inhalte, denn  sind  x^y  die  Flächeninhalte  dieser  Figuren  für  zwei  Pyramiden  und 
ist  G  der  für  beide  gleiche  Flächeninhalt  der  Grundflächen,  h  die  ebenfalls  für 
beide  gleiche  Maasszahl  der  Höhen,  endlich  p  der  wieder  übereinstimmende 
Abstand  jeder  Schnittfigur  von  der  zugehörigen  Spitze,  so  ist 

X :  G  =/» :  h^  und  y :  G  ==/> :  ^^ 
woraus  x  =y  folgt 

Theilt  man  femer  die  Höhe  einer  Pyramide  in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher 
Theile  und  legt  durch  jeden  Theilpunkt  die  der  Grundfläche  parallele  Schnitt- 

*}  Ans  Reidt,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  aus  der  Trigonometrie  und 
Stereometrie,  2.  AufL  Leipzig,  B.  G.  Teubner,  woselbst  sich  eine  grössere  Auswahl  hierher 
g«fa<iriger  Auigaben  findet 
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ebene,  so  kann  man  über  der  Grundfläche  und  über  jeder  der  Schnittfiguren  l 
Grundfläche  ein  Prisma  construiren,  dessen  Höhe  einer  der  Theile  der  gan» 
Höhe  ist,  und  welches  den  mit  ihm  zwischen  denselben  parallelen  Ebenen  Uegeiuk 
Theil  der  Pyramide  einschliesst.  In  gleicher  Weise  lässt  sich  zu  jeder  Sdab 
figur  als  oberer  Grundfläche  ein  Prisma  construiren,  welches  zwischen  zwei  zi 

einanderfolgenden  der  parallelen  Elc 
nen  liegt  und  ganz  von  dem  zwkhr 
denselben  Ebenen  liegenden  Theä  is 
Pyramide  umschlossen  wird.  Ds 
Rauminhalt  der  Pyramide  muss  (Lz 
kleiner  als  die  Summe  der  äussee 
und  grösser  als  die  Simime  derinnenr 
Prismen  sein.  Nun  haben  diese  Pr.- 
men  aber  sämmtlich  gleiche  Höbei 
und  jedes  innere  hat  die  untere  Gm^ 
fläche  eines  äusseren  zur  obere* 
Grundfläche,  demnach  ist  jedes  ms: 
dem  entsprechenden  äusseren  gldc^ 
Während  aber  zu  jedem  inneren  e: 
gleiches  äussere  gehört,  ist  unter  de: 
letzteren  eins,  nämlich  das  auf  er 
Grundfläche  der  Pyramide  stekeait 
welchem  kein  inneres  entspricht.  Somit  ist  die  Summe  der  äusseren  Prismen  «nc:. 
Volumen  dieses  ersten  grösser  als  die  Summe  der  inneren,  und  das  derPyiamidesocii: 
von  jeder  der  Prismen-Summen  um  weniger  verschieden,  als  der  Rauminhalt  ätc^ 
ersten  Prismas  beträgt  —  Die  Anzahl  der  Theile  der  Pyramidenhöhe  warbk? 
bei  willkürlich.  Je  grösser  dieselbe  angenommen  wird,  desto  kleiner  vinl& 
Höhe  des  ersten  Prismas,  während  die  Grundfläche  desselben  immer  diese^^ 
bleibt,  desto  kleiner  wird  daher  auch  der  Grenzwerth,  welcher  zwischen  (ks 
Volumen  der  Pjrramide  und  denjenigen  der  Prismensummen  gefunden  vsik 
Denkt  man  sich  die  Anzahl  der  Theile  der  Höhe  bis  in*s  Unendliche  zunehmod 
die  einzelnen  Theile  also  verschwindend  klein  werdend,  so  nähert  sich  auch  er 
Rauminhalt  der  Pjrramide  denjenigen  der  Prismensummen  bis  in's  UncndBcrt 
d.  h.  der  Unterschied  derselben  kann  kleiner  gemacht  werden  als  jeder  nodss 
klein  angegebene  Körperraum.  —  Man  kann  diesen  Satz  kurz  dahin  aussprechei^ 
dass  jede  Pyramide  als  eine  Summe  unendlich  vieler  Prismen  betrachtet  weitJff 
dürfe. 

Haben  nun  zwei  Pyramiden  gleiche  Grundflächen  und  gleiche  Höhen,  d«i- 
man  sich  femer  die  Höhen  beider  in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Theile  gctbß- 
und  dann,  wie  vorher,  zu  diesen  Theilen  und  jeder  der  beiden  PyiamideBcr 
äusseren  oder  die  inneren  Prismen  construirt,  so  haben  je  zwei  homologe  Priane- 
der  beiden  Körper  nicht  nur  gleiche  Höhen,  sondern  zufolge  des  ersten  der»* 
stehenden  Sätze  auch  gleiche  Grundflächen.  Es  sind  also  je  zwei  h(wnoK\' 
Prismen  und  mithin  auch  die  beiden  Prismensummen  an  Rauminhalt  aia^ 
gleich.  Hieraus  folgt,  indem  man  die  Theile  der  Höhe  als  unendlich  Uff 
werdend  annimmt,  dass  auch  die  Pyramiden  gleich  gross  sind.  Man  bata.^ 
den  Satz: 

Pyramiden  mit  gleichen  Grundflächen  imd  gleichen  Höhen  haben  fißf^ 
Rauminhalte. 
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WSrcn  nimlich  die  beiden  Pyramiden  nicht  gleich  gross,  so  müssten  ihre  Kubikinhalte  eine 
bcstiminte  Differenz  D  haben.  Nun  ist  gezeigt  worden,  dass  man  durch  Annahme  hinreichend 
kleiner  Theile  der  Höhen  die  Unterschiede  der  Pyramiden  und  der  Prismensummen  kleiner  als 
jede  angegebene  gleichartige  Grösse,  also  auch  kleiner  als  D  machen  könne.  Sind  nun  P^^ 
P^  die  Kubikinhalte  der  Pyramiden  und  ist  K  der  für  beide  gleiche  Kubikinhalt  der  Prismen- 
summen, so  kann  jedenfalls  -P,  =Ar-hx,/*,  =Ar-|-y  gesetzt  werden,  wobei  x  <  />  und  y  <i  D 
sein  soU.  Dann  ist  aber  Pj  —  Py=x  —  y,  also  um  so  mehr  kleiner  als  D,  was  der  Annahme 
P,  —  P^  =  />  widerspricht. 

Jedes  dreiseitige  Prisma  kann  durch  zwei  ebene  Schnitte  in  drei  gleich 
grosse  dreiseitige  Pyramiden  zerlegt  werden. 
Legt  man  nämlich  den  ersten  Schnitt  durch 
eine  Grundkante  AB  und  den  nicht  in  der- 
selben Seitenfläche  liegenden  Eckpunkt  F 
der  anderen  Grundfläche  des  Prismas,  so  wird 
eine  dreiseitige  Pyramide  abgeschnitten,  welche 
zur  Grundfläche  die  Grundfläche  ABC  des  Pris- 
mas hat,  und  deren  Höhe  gleich  der  Höhe  des 
letzteren  ist  Der  übrig  bleibende  Körper  kann 
als  eine  vierseitige  Pyramide  angesehen  werden, 
deren  Spitze  der  Punkt  F,  und  deren  Grundfläche 
die  Seitenfläche  ABED  des  Prismas  ist  Diese 
Pyramide  kann  mittelst  eines  durch  F  und  eine 
Diagonale  DB  ihrer  Grundfläche  gelegten  Schnittes 
in  zwei  dreiseitige  Pyramiden  zerschnitten  werden,  ^ 
deren  Gnmdflächen  DEB^  DAB  einander  gleich 
sind,  und  welche  dieselbe  Spitze  F^  also  auch 
gleiche  Höhen  haben.  Diese  beiden  Pyramiden 
smd  also  inhaltsgleich.  Die  eine  derselben  kann 
aber  auch  als  eine  Pyramide  betrachtet  werden, 
welche  die  Grundfläche  DBF  des  Prismas  zur 
Grundfläche  und  ihre  Spitze  in  B^  also  auch  gleiche 
Höhe  mit  dem  Prisma  hat  In  diesem  Falle  hat  JP 
diese  Pyramide  mit  der  zuerst  abgeschnittenen 
gleiche  Grundfläche  und  gleiche  Höhe  und  ist 
also  auch  derselben  inhaltsgleich.  Somit  haben 
alle  drei  Pyramiden  denselben  Kubikinhalt 

(M.  209.) 

Umgekehrt  kann  jede  dreiseitige  Pyramide  ABCF  als  der  dritte  Theil  eines 
dreiseitigen  Prismas  betrachtet  werden,  von 
welchem  sie  durch  eine  Ebene  abgeschnitten 
wild,  und  welches  mit  ihr  dieselbe  Grundfläche 
ABC  und  dieselbe  Höhe  hat  Ist  G  der  Inhalt 
der  Grundfläche,  h  die  Maasszahl  der  Höhe,  so 
ist  Gh  der  Kubikinhalt  des  Prismas,  also  \  Gh 
derjenige  der  Pyramide. 

Jede  mehrseitige  Pyramide  lässt  sich,  z.  B 
durch  ebene  Schnitte,  welche  durch  ihre  Spitze 
und  Diagonalen  der  Grundfläche  gehen,  in  drei- 
seitige Pyramiden  mit  derselben  Höhe  h  zerlegen. 
^®d  ^i,  g^,  gif't'  bezüglich  die  Inhalte  der  (m. 2ia) 
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einzelnen  Grundflächen  dieser  letzteren  Körper,  so  eigiebt  sich  durch  Sununining 
der  Rauminhalte  derselben  das  Volumen  der  mehrseitigen  Pyramide  gleich 

l^i^-^if8^^-|^3^H =1  (^1  -+-^f -^^s-^ )*,oder 

y^ig^      (1) 
wenn  ^  den  Inhalt  der  Grundfläche  der  ganzen  Pyramide  bedeutet 

Der  Kubikinhalt  einer  jeden  Pyramide  ist  also  gleich  dem  dritteo 
Theile  des  Produkts  aus  ihrer  Grundfläche  und  ihrer  Höhe. 

2.  Dieser  Satz  gilt  für  jede  Seitenzahl  der  Pjrramide,  also  auch  bei  unend- 
lichem Wachsen  derselben,  und  somit  insbesondere  auch  für  jeden  Kegel.  Setzt 
man  für  den  Inhalt  der  Grundfläche  des  letzteren  den  mittelst  des  Radius  r 
berechneten  Werth,  so  erhält  man  für  das  Volumen  eines  Kegels  die  Formel 

y^ir^nA,       (2) 

Diese  Formel  gilt  für  gerade  und  für  schiefe  Kegel. 

Beispiele:  1.  Man  soll  den  Kubikinhalt  einer  Pyramide  berechnen»  deren 
Grundfläche  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  1,45  m,  0,25  m  und  1,50  m,  und  deren 
Höhe  gleich  3,12  m  ist 

Für  den  Inhalt  der  Grundfläche  hat  man  gemäss  der  Formel 

den  Werth  yi,60  •  0,15  •  1,35  •  0,10  =  0,18  qm,  also  ist  der  Kubikinhalt  gleich 
I  •  0,18  •  3,12  =  0,06  •  3,12  =  0,1872  cbm,  wofür  abgekürzt  0,19  cbm  zu  setzen  ir- 

2.  Eine  Pyramide  aus  Gusseisen,  dessen  speciflsches  Gewicht  7,5  ist,  wi^ 
1012,5  Kilogramm;  ihre  Grundfläche  sei  ein  Quadrat,  dessen  Seite  45  Centimeter 
lang  ist    Wie  hoch  ist  die  Pyramide? 

Ist  h  die  gesuchte  Höhe  in  Centimetem,  so  ist  das  Volumen  der  PyTamide 
gleich  I  •  45  •  45  A= 675  •  A  cbcm,  und  die  Pyramide  wiegt  675  A-  7,  goder  0,675  •  Ifik 

kg,  also  ist 

10125 
0,675  -  7,5  •  il  =  1012,5;  h  =  - ,    ^  g- ,  =  200  cm. 

3.  Bei  einem  geraden  Kegel  von  A  =s  24  Centimeter  Höhe  verhalte  sich  die 
Grundfläche  zur  Mantelfläche  wie  m  :  »  =  7  :  25.  Welchen  körperlichen  Inhalt 
hat  dieser  Kegel? 

Die  Gleichung  r'it  :rsK^=m:n  liefert  r:s^=m:n,  und  da  i  =  Yr*  -f-  k*  ist 

so  hat  man  

mYr^  -hA^  ^nr\    m^r^  -h  m^A^  «=  «V^ 

also   K==4r>i:A  =  r-^-= rr, 

'  3(«'  —  m^y 

und  für  das  Zahlenbeispiel: 

49  -  24  '  24  >  24  « 7g        49 -24  »24    24' it  49  -  8  >  22 

^"~3(25  4-7)(25  — 7)""        3.32.18-        -  49  -  8  -  it  -         ^ 

=  7  •  8  .  22  =  1232  Cubikcentimeter. 

Aus  dem  für  den  Rauminhalt  einer  Pyramide  gefundenen  Satz  folgt  femer 

Jede  Pyramide  ist  gleich  dem  dritten  Theile  jedes  Prismas  mit  gleicher  GniDd 
fläche  und  gleicher  Höhe. 

Pyramiden  mit  gleichen  Grundflächen  imd  gleichen  Höhen  haben  gleiche 
Rauminhalte. 

Allgemeiner  gilt  der  Satz:  Pyramiden,  deren  Grundflächen  sich  zu  einander 
umgekehrt  wie  ihre  Höhen  verhalten,  haben  gleiche  Rauminhalte. 
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Pyramiden  mit  gleichen  Grundflächen  verhalten  sich  wie  ihre  Höhen. 

Pyramiden  mit  gleichen  Höhen  verhalten  sich  wie  ihre  Grundflächen. 

Die  Rauminhalte  von  Pyramiden  überhaupt  verhalten  sich  wie  die  Produkte 
ihrer  Grundflächen  und  Höhen. 

In  allen  diesen  Sätzen  kann  für  jede  vorkommende  Pyramide  auch  ein  Kegel 
gesetzt  werden. 

3.  Der  Rauminhalt  eines  Pyramidenstumpfes  kann  gefunden  werden,  indem 
man  denselben  zu  einer  vollständigen  Pyramide  ergänzt  und  von  dem  Kubikin- 
halt der  letzteren  den  der  Ergänzungspyramide  subtrahirt  Es  sei  zu  diesem 
Zweck  G  die  Maasszahl  der  unteren,  g  die  der  oberen  Grundfläche  und  h  die 
der  Höhe  des  Stumpfs,  endlich  /  die  Maasszahl  der  Höhe  der  Ergänzungspyra- 
mide, so  erhält  man  fUr  das  Volumen  des  Stumpfs: 

V^\G{h+f)-\gp. 

In  dieser  Formel  ist  noch  die  am  Pyramiden- 
stumpf selbst  nicht  messbare,  durch  die  übrigen 
angegebenen  Grössen  bestimmte  Höhe  p  mittelst 
der  letzteren  auszudrücken.  Aus  §  10  ergiebt 
sich 

p^  :  {h  -hpy  =g:  G,  oder 

p:{^-hj)^y^:yG, 

woraus  p  "/G  =  ^Yg  -f-  pYgf  mithin 

folgt    Die  Substitution  dieses  Werthes  flir  ^  in 
die  obige  Gleichung  ergiebt 


(M.31U 


V=iG(h 


_    g{aYg-^YJ 


^-Yl)      ^^G 

-4  /J)  —  ^g  VI 


=  {h 


=  i'»-'-T^ 


yg»-yT» 


y7 

YG-Yl 


VG-Vl' 

Der  Quotient  im   letzten   dieser  Ausdrücke   ist   nach  Arithm.    §  14   gleich 

yGg-^-^/g»   also   hat   man   für  das  Volumen  eines  Pyramidenstumpfs  die 
Formel 

F=iÄ(G?4-l/^+^).    (3) 
4.  Die  Anwendung  dieser  Gleichung  auf  die  als  unendlich  vielseitige  Pyra- 
midenstumpfe betrachteten  abgestumpften  Kegel  fuhrt  für  diese,  wenn  R,  r  bezüg- 
lich die  Maasszahlen  der  Radien  der  beiden  Grundflächen  sind,  zu  der  Formel 

F=|icÄ(^»-4-^r-f-r*).     (4) 

Die   letEtere    lässt    sich    selbstverstiindlich    auch    ohne   Vermittlung   der  Formel    für   die 

Pyramidenstnmpfe  durch  ein  Verfahren,  welches  dem  bei  diesen  gebrauchten  entspricht,  aus  der 

Fonnel  fiSr  die  Volumina  vollständiger  Kegel  ableiten.    Man  hat  bei  gleicher  Bezeichnungsweise 

wie  Torher:     V^\R>r:(h  4-/)  —  |r«it/; 

hr 

p  :  (A  +/)  ^r\R,  also  /  = ,  mithin 

K  —  T 

,r      ,     r«,    *X  —  *r  +  Ar         Ar*  1        ,         Xi—r» 


W. 
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Beispiele:  1.  Weviel  wiegt  eine  abgestumpfte  Pyramide  von  Sandtffin, 
dessen  specifisches  Gewicht  2,5  ist,  wemi  die  Grundflächen  derselben  Quadnte 
mit  bezüglich  Seiten  gleich  0,321  m  und  0,124  m  sind  und  die  Höhe  des  Stampft 
0,513  m  beträgt? 

Das  Volumen  des  Stumpfes  ist  =  —^  (0,321  >  H-  ^0,321«  •  0,124»  -h  0,124»^ 

=  0,171 .  (0,321 »  H-  0,321  •  0,124  -h  0,124»  )  Kubikmeter.    Nun  ist 


/^^  0,321  =0,50651  —  1 
A>^  0,124  =  0,09342—1 

Ä'^y^=  0,59993  — 2 
UgG  =  0.01302  —  1 
Ä>^^  =  0,18684  — 2 


(5=0,10304  0,19926-1 

y^=  0,03980  Ay  0,171  =0,23300-1 
^  =  0,01538       /^f  K=  0,43226-! 
0,15822 


Jedes  Kubikdecimeter  des  Sandsteins  wiegt  2,5  Kilogramm,  jedes  Kubikmeter 
also  2500  Kilogramm,  mithin  hat  man  für  das  gesuchte  Gewicht 

p=  2500  y, 

log  F=  0,43226  —  2 
log  2500  =  3,39794 

logP^  1,83020;  /»=  67,64  Kg. 

2.  Wieviel  beträgt  der  Fehler,  welchen  man  bei  der  vorstehenden  Aufgabe 
begehen  würde,  wenn  man  das  Volumen  des  Pyramidenstumpfs  nach  einer  land- 
läuflgen  Regel  als  das  eines  Prismas  von  gleicher  Höhe  berechnen  würde,  dessen 
Grundfläche  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden  Grundflächen  des 
Stumpfs  wäre,  und  wieviel  wenn  man  die  Grundfläche  des  Prismas  gleich  der 
mittleren  (d.  h.  von  den  beiden  Grundflächen  gleich  weit  abstehenden)  Doicb- 
schnittsflgur  des  Stumpfs  annähme? 

Im  ersteren  Falle  würde  allgemein  für  das  Volumen  der  falsche  Weith 
\{ß'\-g)h  gesetzt  sein,  der  Fehler  also  ^^ 

*(G^ -+- ^)^ -i^  (c  ■+- >^ + ^)  =  i^(G^ -^  ^  -  2y^)=i^(v^-y^)», 

betragen.  Im  zweiten  Fall  hat  man  zunächst  zur  Berechnung  des  Inhalts  F  der 
mittleren  Durchschnittsfigur,  wenn  /  wieder  die  Höhe  der  Ergänzungspyramide 
bedeutet,  nach  §  10 

F\g^(p^\hyxp^, 

und  nach  diesem  Paragraphen 

woraus  nach  einigen  Umformungen 

folgt    Daher  beträgt  der  Fehler  in  diesem  Falle 

iA(V^-hv7)»~iA(G-h>^>-+.^)=  A^(2|/g^-C-^),  oder 

-^A(C?^^-2V^. 

Der  Fehler  beträgt  also  im  zweiten  Falle  genau  die  Hälfte  des  Fehlers  im 
ersten  und  ist  demselben  en^gengeseut,  d  h.  das  Volumen  wird  im  zweiten 
Falle  zu  gross  oder  zu  klein  gefunden,  je  nachdem  es  im  ersten  zu  klein  oder  vx 
gross  war. 

Im  vorliegenden  Beispiele  hat  man  zufolge  der  vorstehenden  Rechnung: 
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C  4-^  =  0,11842 

2 1/57=  0,07960 

0,03882 

^  A  =  0,0855 


0,58906  —  2 
0,93197  —  2 
3,39794         =  log  2500 


0,91897         ;  num.  log  0,91897  =  8,298, 

also  beträgt  der  Fehler  im  ersten  Falle  etwa  8,  im  zweiten  etwa  4  Kg. 

Der  Fehler  kann  in  beiden  Fällen  der  allgemeinen  Aufgabe  nur  dann  gleich 
Null  werden,  wenn 

6^ -h  ^  =  2>/^,  oder(y7- yS)  >=  0, 

also  wenn  G  =  g  ist  Er  ist  um  so  kleiner,  je  weniger  G  und  g  verschieden 
sind  und  kann  vernachlässigt  werden,  wenn  er  die  durch  die  Praxis  im  einzelnen 
Falle  gestattete  Fehlergrenze  nicht  übersteigen  macht 

3.  Den  Kubikinhalt  eines  geraden  abgestumpften  Kegels  aus  den  Radien 
seiner  Endflächen,  j!?=54  cm,  r=21  cm,  und  der  Seitenlinie,  ^=65  cm  zu 
berechnen. 

Man  findet  zunächst  die  Höhe  des  Stumpfes  h=^^s^  —  {R  —  r)^ 

=  iis^R  —  rXs  —  Ä-{-  r)  =  y(65  -h  33X65  — 33)  =  l/98. 32=  -)/49  •  4  -  16 
=  7  •  2  •  4  =  56  cm.     Demnach  ist  das  gesuchte  Volumen 

K=  |ir .  56  .  (54»  4-  54  .  21  4-  21»)  =  263365  cbcm. 

Sind  die  gegebenen  Zahlen  auf  ganze  Centimeter  abgekürzt,  so  sind  die  vier 
letzten  Ziffern  dieses  Resultats  als  unsicher  anzusehen. 

5.  Ausser  den  abgestumpften  Kegeln  können  auch  gewisse  Theile  eines 
Kegels  auf  elementarem  Wege  berechnet  werden,  welche  zwischen  zwei  Ebenen 
liegen,  deren  Durchschnittslinien  mit  dem  Kegelmantel  Seitenlinien  des  letzteren 
sind,  und  ebenso  lassen  sich  auch  die  Volumina  derartiger  Theile  von  Kegel- 
stumpfen berechnen.  Beispielsweise  sei  ein  Theil  eines  Kegelstumpfs  zwischen 
zwei  Achsenschnitten  desselben  eingeschlossen,  die  einander  unter  einem  Winkel 
von  36**  treffen.  Sind  R,  r,  A  bezüglich  die  Maasszahlen  der  Grundflächen- 
Radien  und  der  Höhe,  und  bezeichnen  G,  g  die  Flächeninhalte  der  aus  den 
Grundflächen  des  Stumpfs  herausgeschnittenen  Sectoren  von  36°,  so  ist  ^  =  y^^^it, 

^  =  ^r*r.,  und    V==mG-hVG^'{-g)=^AT:{R^ -^Rr-hr^y 

§  22.     Das  Prismato'id. 

1.  Die  bis  hierher  entwickelten  Sätze  über  Volumenberechnung  lassen  sich 
unter  eine  gemeinsame  Form  bringen,  welche  zugleich  noch  für  gewisse  andere 
Alten  von  Körpern  gilt  Man  bezeichnet  mit  dem  Namen  Prismatoid  jeden 
Köq)er,  welcher  von  zwei  geradlinigen  Figuren,  deren  Ebenen  einander  parallel 
sind,  und  ausserdem  von  Dreiecken  und  Vierecken  begrenzt  wird,  deren  Eck- 
punkte in  jenen  Ebenen  liegen.  Die  beiden  parallelen  Grenzebenen  heissen  die 
Grundflächen,  die  übrigen  die  Seitenflächen  und  der  senkrechte  Abstand  der 
Gmndflächen  die  Höhe  des  Prismatoids.  Jede  der  Grundflächen  kann  auf  eine 
Kante  bezw.  einen  Punkt  reducirt  sein. 

Ist  eine  Seitenfläche  eines  Primatoids  vierseitig,  so  müssen  die  in  den  Grund- 
flächen liegenden  Seiten  derselben  zufolge  des  Parallelismus  dieser  Flächen  ein- 
ander parallel  sein;  jene  Seitenfläche  ist  also  im  Allgemeinen  ein  Trapez.  Ist 
jede  Seitenfläche  ein  Viereck,  so  haben  die  beiden  Grundflächen  gleich  viele 
Seiten,  je  zwei  in  derselben  Seitenfläche  liegende  von  diesen  Grundkanten  sind 
parallel,  und  die  Grundflächen  stimmen  daher  in  den  homologen  Winkeln  über- 
ein.   In  diesem  Falle  heisst  das  Prismatoid  ein  Obelisk.    Die  Seitenkanten  eines 
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solchen  gehen  im  Allgemeinen  in  ihren  Verlängerungen  nicht  durch  denselben 
Punkt;  dies  findet  nur  statt,  wenn  die  Verhältnisse  je  zweier  homologen  Seiten 
der  Grundflächen  dieselben  Werthe  haben,  wenn  also  diese  Grundflächen  ähnliche 
Figuren  sind.  Nur  bei  dreiseitigen  Flächen  ist  diese  Aehnlichkeit  bereits  durch 
die  Uebereinstimmung  in  den  Winkeln  bedingt;  dreiseitige  Obelisken  sind  daher 
stets  abgestumpfte  Pyramiden.  Bei  mehrseitigen  Obelisken  erscheint  der  Pyramiden- 
stumpf  nur  als  ein  möglicher  besonderer  Fall.  Sind  die  Gnmdflächen  eines 
Obelisken  congruent,  so  ist  derselbe  ein  Prisma.  Reducirt  sich  eine  Grundfläche 
eines  Prismatoids  auf  eine  Strecke,  so  heisst  dasselbe  ein  Keil  (Sphenisk),  redu- 
cirt sie  sich  auf  einen  Punkt,  so  wird  das  Prismatoid  zur  Pyramide.  Denkt  maa 
sich  endlich  die  Anzahlen  der  Seiten  jeder  Grundfläche  bis  in's  Unendliche 
wachsend,  so  geht  das  Prismatoid  in  einen  von  einer  krummen  und  zwei  ebenen 
Flächen  begrenzten  Körper  über.  Nicht  jeder  von  einer  krummen  und  zwei 
parallelen  ebenen  Flächen  eingeschlossene  Körper  gehört  jedoch  hierher,  viel- 
mehr muss  die  krumme  Fläche  so  beschaffen  sein,  dass  sie  durch  Bewegune 
einer  Geraden  entstanden  gedacht  werden  kann,  bei  der  diese  stets  gleichzeitig 
durch  Punkte  der  Umfange  beider  Grundflächen  geht,  so  dass  sie  aus  unzählig 
vielen  und  unendlich  schmalen  Flächenstreifen  besteht,  die  man  als  ebene 
betrachten  darf.  Cylinder,  Kegel  und  Kegelstumpf  erscheinen  hiemach  ebenso 
wie  vorher  Prisma,  Pyramide  und  Pyramidenstumpf  in  der  Körperart  der  Prisnu- 
toide  als  besondere  Fälle  enthalten. 

2.  Eine  Regel  fiir  die  Berechnung  des  Volumens  eines  jeden  beliebigen  Prisnu- 
toids  erhält  man  auf  folgende  Weise: 

2.  Man  denke  sich  durch  das  Prismatoid  eine  von  den  beiden  Grundflächen 

gleich  weit  abstehende  Ebene  g6 
]l  legt  und  in  der  entstehenden  sog^ 

narmten  mittleren  Durchschnittsfigur 
IKLMN  einen  beliebigen  Punk: 
P  angenonmen,  welcher  mit  jedem 
Eckpunkt  des  Körpers  durch  eine 
Gerade  verbunden  werde.  Diese 
Geraden  köimen  dann  als  die 
Kanten  einer  Anzahl  von  Pyramiden 
betrachtet  werden,  deren  gemein* 
schafUiche  Spitze  P  ist  und  in 
welche  das  ganze  Prismatoid  g^ 
theilt  werden  kann.  Zwei  von 
diesen  Pyramiden  haben  die  halbe 
Höhe  des  Prismatoids  zur  Höbe  mMl 
je  eine  der  Grundflächen  ABCD, 
^i^6^  ZT  zur  Grundfläche.  Bezeich- 
nen wir  die  Flächeninhalte  dieser 
Flächen  bezüglich  durch  G  and  /. 
die  Höhe  des  Prismatoids  durch  K 
(M.212.)  so  ist  die  Summe  der  Inhalte  der 

beiden  P)rramiden  gleich \G -^h-^^g '\h^=i\h{ß -H^}.  Die  übrigen  Pyramiden 
haben  die  Seitenflächen  des  Prismatoids  zu  Grundflächen,  und  können  vierseidg 
oder  dreiseitig  sein.  Man  braucht  im  Folgenden  jedoch  nur  dreiseitige  Pyiamideo 
in  Betracht  zu  ziehen,  da  jede  vierseitige  durch  einen  ebenen  Schnitt»  welcher 
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durch  die  Spitze  P  und  eine  Diagonale  der  Grundfläche  geht,  in  zwei  dreiseitige 
zerlegt  werden  kann.  Ist  nun  EBF  die  Grundfläche  einer  solchen  dreiseitigen 
Pyramide,  so  wird  die  letztere  durch  die  Ebene  der  mittleren  Durchschnittsfigur 
in  zwei  Pyramiden  getheilt,  welche  mit  der  ganzen  Pyramide  dieselbe  Höhe  haben. 
Daher  verhält  sich  die  kleinere  dreiseitige  Pyramide  P  (BKL)  zur  ganzen  wie 
die  Grundfläche  BKL  zur  Grundfläche  BEF.  Da  nun  die  mittlere  Durchschnitts- 
fläche die  Kanten  BE^  BF  bez.  in  K  und  L  halbirt,  so  ist  BEF  viermal  so 
gross  als  BKL  und  folglich  auch  die  zu  ersterer  gehörige  Pyramide  viermal  so 
gross  als  die  zu  letzterer  gehörige.  Die  Pyramide  P  {BKL)  kann  nun  auch  als 
eine  solche  betrachtet  werden,  deren  Grundfläche  PKL  und  deren  Spitze  B^ 
deren  Höhe  also  gleich  \h  ist.  Demnach  ist  der  Inhalt  dieser  Pyramide  gleich 
1  PKL  •  \h^  und  derjenige  der  Pyramide  P  (BEF)  also  gleich  f  PKL  •  h.  Da 
sich  diese  Entwicklung  auf  jede  der  entsprechenden  Pyramiden  anwenden  lässt, 
so  folgt,  dass  die  Summe  der  Kubikinhalte  derselben  gleich  f  h  (PKL  -f-  PLM 
H-  PMN-\-  . . .)  ist.  Die  in  der  Klammer  enthaltene  Summe  ist  gleich  dem  In- 
halt der  ganzen  mittleren  Durchschnittsfigur  M,  also  ist  jene  P)nramidensumme 
gleich  \h  M,  Addirt  man  hierzu  die  vorher  berechnete  Summe  der  beiden  ersten 
Pyramiden,  so  erhält  man  das  Volumen  des  Prismatoids  gleich 

\h{G'\'g)^\hM,  oder 


•_,-.(' 


2il^), 


d.  h.  das  Volumen  eines  jeden  Prismatoids  ist  gleich  der  Summe  dreier 
Pyramiden,  welche  mit  ihm  gleiche  Höhe  haben,  und  von  denen  eine 
das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Grundflächen  und  jede  der  anderen 
die  mittlere  Durchschnittsfläche  des  Prismatoids  zur  Grundfläche  hat. 

3.  Wendet  man  diesen  Satz  auf  ein  Prisma  an,  so  hat  man  Af  =  gr=zG,  also 
r=^^  {G-\'^G)  =  Gh,  Für  eine  Pyramide  ist  M=\G,  g=0,  also  V= 
^h{^G-\-iG)=^\  Gh,  fiir  einen  Pyramidenstumpf,  nach  Beispiel  2  im  §  21,  Nr.  4, 
3/=i  (G^H-^4-2>/5^),  also  V=:^^h'\{G  +  g  -^G-^g-^^yt^)  == 
\h  {G-\-YGg  -^  g)'  Ebenso  erhält  man  für  Cy linder,  Kegel  und  Kegelstumpf  aus 
der  vorstehenden  Gleichung  die  in  den  betreffenden 
Fällen  früher  entwickelten  Regeln. 

Beispiele:  1.  Ein  dreiseitiges  Prisma  sei  durch  eine 
der  Grundfläche  nicht  parallele  Ebene  durchschnitten,  so 
dass  ein  von  den  Flächen  des  prismatischen  Raumes  und 
zwei  nicht  parallelen  Ebenen  ABC^  DEF  begrenzter 
Körper  entsteht  Man  soll  das  Volumen  dieses  Körpers 
berechnen. 

Da  die  Kante  DA  der  Fläche  BCFE  parallel  ist,  so 
kann  man  den  Körper  als  ein  Prismatoid  betrachten,  dessen 
eine  Grundfläche  diese  Fläche  B  CFE,  und  dessen  andere 
Grundfläche  auf  jene  Kante  reducirt  ist.  Die  mittlere 
Durchschnittsfigur  hat  dann  zwei  parallele  Seiten  KG, 
IH,  ist  also  im  Allgemeinen  ein  Trapez.  Es  sei  nun 
A^PQ  ein  zu  den  parallelen  Kanten  senkrechter  Schnitt 
und  PN-=^p  die  Grundlinie  desselben,  so  ist  seine 
Hohe  h  zugleich  diejenige  des  Prismatoids.  Bezeichnen 
nun  tf,  by  c  der  Reihe  nach  die  Maasszahlen  der  parallelen  Kanten  AD^  BE, 
CFf  so  erhält  man 
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^=-2~-/;^  =  0,  ii/=2(-2-4--2-j.2/,  also 

1  ,      a-hb-hc 

=  3'^^ 2        • 

Setzt  man  nun  den  Flächeninhalt  ^Äf  des  senkrechten  Schnitts  NPQ  gleich 
F,  so  erhält  man 

3  ' 

d.  h.  das  schief  abgeschnittene  dreiseitige  Prisma  ist  an  Rauminhalt  gleich 
einem  Prisma,  dessen  Grundfläche  die  zu  den  Seitenkanten  senkrechte  Schnitt- 
figur,  und  dessen  Höhe  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  drei  parallelen 
Kanten  ist 

Man  kann  diesen  Satz  benutzen,  um  auch  die  Volumina  schief  abgeschnittener 
Prismen  von  mehr  als  drei  Seiten  zu  berechnen,  indem  man  diese  Körper  durch 
Schnitte  in  dreiseitige  Prismen  zerlegt. 

2.  Jede  dreiseitige  Pyramide  kann  als  ein  Prismatoid  betrachtet  werden,  dessen 
beide  Grundflächen  auf  Kanten  reducirt  sind.  Wie  lässt  sich  hiemach  das  Volu- 
men eines  Tetraeders  aus  zwei  einander  gegenüberliegenden  Kanten  a,b  desselben 
und  dem  senkrechten  Abstand  c  der  letzteren  berechnen,  wenn  die  mittlere 
Durchschnittsfigur  als  ein  Rechteck  vorausgesetzt  wird? 

Die  Seiten  dieses  Rechtecks  sind  gleich  ^a  oder  ^d,  man  hat  also  M=^\aK 
femer  6^  =  ^  =  0,  Ä  =  r,  also  F=^abc. 

3.  Den  Kubikinhalt  eines  Kastens  zu  berechnen,  dessen  Grundflächen  Recht- 
ecke mit  bezüglich  den  Längen  a,  a^  und  den  Breiten  b,  b^  sind  und  dessen /c 
diesenFlächen  senkrechte  Tiefe  gleicht  ist  a  ==  1,145  m,  ^  =  0,875  m,  a,  =  l,53ü«. 
b^  =  0,910  w,  ^  =  0,234  m. 

Es  ist  die  mittlere  Durchschnittsfigur  ein  Rechteck  mit  Seiten  gleich  {{a-^a^^ 
und  i(^-h^i)-     Man  hat  nun  G=^ab,  gssa^b^j 
J/==  |(a  -h  «i)  (b  -+-  ^i),  also 

r=-^^   ^-^  '  -4-^^ -^-^-^ — 1=6  ^(«^-+-«1^1  -^ab-hab^-^a^t 

^-^i  ^i)=  Y  A{2ab-h  2  «1^1  -h  ab^  -+- <»i  ^)  oder  auch 


a-h  <ii  =      2,681 
b-hb^^       1,785 

<I  —  <Il=:— 0.391 

^  —  ^i=  — 0,035 


/ö»^  1,3405  =  0,12727 
^^  0,8925  =  0,9506 1  —  1 

0,07778  =  /o^  1,1961 
/i>^0,1955  =  0,29115  —  1       0,0011 


/i\^  0,0175  =  0,24304  —  2       1,1972 


0,53419  —  3       0,07816 

0,47712  0,36922  — l=/<y>i 

0,05707  —  3      0,44738  —  1  =  A?^  F;  F=  0,2801  bm 

§  23.    Rauminhalte  von  beliebigen  Polyedern  und  von  Kugeln. 
1.    Zur  Berechnung  der  Volumina  beliebiger  Polyeder  kann  man  dieselttcn 
in  Pyramiden  zerlegen,  beispielsweise  durch  Annahme  eines  Punktes  im  Innern 
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als  Spitze  von  Pyramiden,  deren  Grundflächen  die  einzelnen  Grenzflächen  des 
Polyeders  sind,  oder  durch  Diagonalschnitte  u.  dgl.  m.  Auch  können,  wo  es  thun- 
lich  und  bequem  erscheint,  selbstverständlich  statt  einzelner  Pyramiden  oder  statt 
aller  auch  Prismen,  Pyramidenstumpfe  und  überhaupt  Prismatoide  benutzt  werden. 

Dieses  Verfahren  lässt  sich  auch  zur  näherungsweisen  Bestimmung  der  Kubik- 
inhalte krummflächiger  Körper  anwenden,  indem  man  dieselben  als  ebenflächige 
behandelt,  deren  Grenzflächen- hinreichend  klein  angenommen  sind,  so  dass  der 
durch  Vertauschung  derselben  mit  den  zugehörigen  Theilen  der  krummen  Ober- 
fläche begangene  Fehler  die  im  einzelnen  praktischen  Fall  erlaubte  Fehlergrenze 
nicht  übersteigt. 

2.  Für  die  Berechnung  des  Volumens  einer  Kugel  flihrt  ein  entsprechendes 
Verfahren  zu  einer  vollkommen  genauen  Formel.  Denkt  man  sich  nämlich 
den  Mittelpunkt  der  Kugel  als  gemeinsame  Spitze  von  Pyramiden,  deren  Grund- 
flächen die  Kugel  berühren,  also  Grenzflächen  eines  umbeschriebenen  Polyeders 
sind,  so  sind  die  Höhen  aller  dieser  Pyramiden  gleich  dem  Kugelradius  r,  und  wenn 
AP  ^a»  ^%>  '  '  '  ^^^  Inhalte  der  Grenzflächen,  O  die  gesammte  Oberfläche  des 
Polyeders  bedeutet,  so  ist  der  Kubikinhalt  des  letzteren  gleich 

Diese  Formel  ist  gültig  ohne  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  Grenzflächen  des 
Polyeders.  Denkt  man  sich  nun  diese  Anzahl  unendlich  gross  werdend,  indem 
die  einzelnen  Grenzflächen  bis  zum  Verschwinden  abnehmen,  so  geht  das  Polyeder 
in  die  einbeschriebene  Kugel  über.  Es  muss  also  auch  für  diese  der  Satz  gelten, 
dass  ihr  Kubikinhalt  gleich  dem  dritten  Theile  des  Produkts  aus  ihrer  Oberfläche 
und  ihrem  Radius  ist.  Setzt  man  noch  für  die  Oberfläche  den  früher  berechneten 
Werth  0  =  4:  r^r,  so  erhält  man  flir  das  Volumen  die  Formel 

y=ir^^         (2) 

Beispiele:  1.  Eine  Büchsenkugel  habe  einen  Durchmesser  gleich  6,4cm. 
Wie  viel  wiegt  dieselbe,  wenn  das  specifische  Gewicht  des  Bleis  11,33  ist? 

y)  •  ^  -TrAnr  •  11*33  =  i  •  0,64»  tc  •  11,33  =  1,555  Kgr. 

2.  Um  die  Wandstärke  einer  hohlen  eisernen  Kugel  zu  bestimmen,  wurde 
dieselbe  in  Wasser  geworfen,  und  man  fand,  dass  sie  gerade  zur  Hälfte  in  dem- 
selben einsank.  Der  äussere  Durchmesser  der  Kugel  wurde  gleich  2^r  gemessen; 
das  specifische  Gewicht  des  Eisens  war  7,4.  Wie  gross  ergiebt  sich  hieraus  die 
Wandstärke  der  Kugel,  wenn  das  Gewicht  der  eingeschlossenen  Luft  nicht  berück- 
sichtigt wird? 

Ist  die  Wand  der  Halbkugel  xdc  dick,  so  ist  das  Volumen  derselben 
gleich  ^r  (r»  —  (r -^  x)^)  =  |  K{3r^x  —  drx^  -h  x^),  also  für  r  =  1,  K= 
jn  (Sjc— 3jc:^  -i-x^),  und  mithin  das  Gewicht  derselben  gleich  7,4  FKg.  Dieses 
Gewicht  ist  gleich  demjenigen  einer  Halbkugel  aus  Wasser,  deren  Radius  r  =  1 
ist,  mithin  gleich  f  t:  Kg.     Hieraus  folgt  die  Gleichung 

7,4  .  2  •  (3  a:  —  3  ;c2  -h  ^3)  =  1,  oder  besser:     7,4  •  2  [1  —  (1  —:*:)»]  =  1, 

1  1  138 

woraus  1  —  (1  —  ■^)^  =  14;85  ^^  ""^^^  ""  ^  "^  f^  ^  148'  ^^^^ 

1  _ X  =]/f||  =  0,97695,  jc  =  1  —  0,97695  =  0,02305  de, 

oder  ungefähr  2,3  Millimeter  folgt. 

3.  Wie  viele  Kugeln,  deren  Durchmesser  1,6  cm  betragen,  können  aus 
64  Kg  Blei  gegossen  werden,  dessen  specifisches  Gewicht  11,39  ist? 

30* 
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Man  erhält  die  Gleichung  ^r^Tz-x-  11,39  =  64,  wo  r  =  ^  -  0,16  de  =  0,08  de 

, ,      .  3  •  64  «.«^^ 

ist     Also  ist  X  =  .    ^^Q,    ,^  ^Q —  =  2620. 

4  •  0,08'  •  11,39  •  i: 

4  Eine  Kugel,  deren  Kubikinhalt  gleich  F  gegeben  ist,  soll  in  einen  geraden 
Kegel  verwandelt  werden,  dessen  Grundfläche  gleich  einem  grössten  Kreise  der 
Kugel  ist     Wie  lang  wird  die  Seitenlinie  dieses  Kegels? 

Ist  r  der  Radius  der  Kugel,  s  die  Seitenlinie  des  Kegels,  so  ist 

V=  f  r^  t:  =  J  r«  ir  )/j»  —  r^  also 


-V 


3F 

4  IT 


;  4r  =  yj2~r»;  16r2=j»  — r2;  j»  =  17  r», 


'    47: 


3.  Das  Volumen  eines  Kugelausschnitts,  d.  h.  eines  solchen  Theiles 
einer  Kugel,  welcher  durch  Rotation  eines  Sectors  um  einen  der  ihn  begrenzenden 
Radien  entstanden  gedacht  werden  kann,  lässt  sich  in  derselben  Weise  wie  das 
Volumen  der  ganzen  Kugel  als  Grenzwerth  einer  Summe  von  Pyramiden 
betrachten,  deren  gemeinschaftliche  Spitze  der  Kugelmittelpunkt  ist  und  deren 
Höhen  sämmtlich  gleich  dem  Kugelradius  sind.  Hieraus  folgt  in  ähnlicher  Weise 
wie  bei  der  ganzen  Kugel,  dass  das  Volumen  eines  Kugelausschnitts  gleich  dem 
dritten  Theile  des  Produkts  aus  dem  Radius  der  Kugel  und  dem  auf  der  Kugel- 
fläche liegenden  Theil  der  Oberfläche  des  Ausschnitts,  d.  h.  dem  Flächeninhalt 
der  zu  letzterem  gehörigen  Calotte  ist  Ist  demnach  wieder  der  Kugelradius  gleich 
r,  und  ist  die  Höhe  dieser  Calotte  gleich  A,  so  ist  das  Volumen  des  Kugelaus- 
schnitts gleich  J-r  •  2rr^  oder 

F=|r>i:A         (3) 

4.  Um  femer  den  Rauminhalt  eines  Kugelsegments,  d.  h.  eines  durch 
eine  Schnittebene  abgeschnittenen  Theiles  der  Kugel  zu  berechnen,  kann  man 
dasselbe,  wenn  seine  Höhe  (d.  i.  zugleich  die  Höhe  der  es  begrenzenden  Calotte' 
kleiner  als  der  Kugelradius  ist,  als  Differenz  eines  Kugelausschnitts  und  eines 
Kegels  betrachten.  Ist  dagegen  die  Höhe  des  Segments  grösser  als  der  Radius 
der  Kugel,  so  ist  dasselbe  gleich  der  Summe  eines  Kugelausschnitts  und  des 
zugehörigen  Kegels.  Hiemach  erhält  man  bei  derselben  Bezeichnungsweise  wie 
vorher,  wenn  ausserdem  p  den  Radius  der  Grundfläche  und  /  die  Höhe  des 
Kegels  bedeutet, 

Nun  ist  p*  =  r*  — /*i/  = ''  —  ^»  bezw.  A  —  r,  also 

r=  |r«TC^  —  Jr(r»  —  (r  —  A)«)(r  —  i4)  =  |r»i:^  —  }ic  (2rA  —  A^){r  —  A) 
=  ^rsA  [2r>  —  (2^^  —  ^)  (r  —  A)]  =  }r.A  [2r>  —  2r»  4-  2rA  -h  rÄ  —  A»J 
=  |irA(3rA  — ^>),  oder 

F=|i://«(3r  — ^).         (4) 

5.  Um  femer  den  Rauminhalt  einer  körperlichen  Zone,  d.  h.  eines  von 
einer  Zone  und  den  zugehörigen  einander  parallelen  Schnittebenen  der  Kugel 
begrenzten  Theiles  der  letzteren  zu  berechnen,  kann  man  dieselbe  als  Differenz 
zweier  Kugelsegmente  betrachten.  Sind  ^,,  ^^  die  Höhen  dieser  Segmente,  bt 
ferner  A  die  Höhe  der  Zone  und  /  der  Abstand  der  grösseren  Grandfläche  vom 
Mittelpunkt,  so  ist,  je  nachdem  der  Mittelpunkt  der  Kugel  ausserhalb  oder  inner- 
halb der  kör|)erlichcn  Zone  liegt,  die  Höhe  A,  des  kleineren  Segments  gleich 
r  — A — ^  oder  gleich  r-h/  — A,  und  entsprechend  die  Höhe  /i,  des  grösseren 
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Segments  gleich  r — /  oder  gleich  r-h/.  Demnach  ist  der  Rauminhalt  des 
kleineren  Segments  gleich 

i7ü(r-Ä=F/)^(3r-r-f.Ädb/)  =  i7i(r->iiF/)2(2r-h>i±/), 
und  der  des  grösseren  Segments  gleich 

K'- ^/R3r  -  r  i:/)  =  iu  (r  =FM2r  dz/), 
also  die  Differenz  derselben  gleich 

=  |i:^[4r2rp4r/4-2rÄ=F2Ä/±2r/  — 2/>— r2zh2r/>— /a  — 2r^— Ä»zF^/)i 

d.  i.    F=  ^'Kh  [3r»  —  3/«  —  Ä»  rp  ^hp\       (5») 

Diese  Formel  gilt  auch,  wenn  beide  Schnittkreise  gleich  gross  sind.  In  diesem 
Fall  ist  das  untere  Vorzeichen  zu  wählen  und  ^  =  2/  zu  setzen,  so  dass  man  V 
=  fr/  (3r*  — /2)  erhält.  Geht  dagegen  eine  der  Schnittebenen  durch  den 
Mittelpunkt,  so  ist  /  =  0  und  also  V^^^'Khßr^  —  k^).  Man  sieht  leicht  ein, 
wie  die  erstere  Formel  auch  aus  dieser  letzteren  abgeleitet  werden  kann.  Reducirt 
sich  ferner  eine  Schnittfläche  auf  einen  Punkt,  so  ist/  =  dz  (r  —  K)  zu  setzen,  also 
r=|irÄ3(3r  —  h).  Die  Formel  für  das  Kugelsegment  ist  also  in  der  für  die 
körperliche  Zone  als  besonderer  Fall  enthalten. 

Soll  das  Volumen  einer  körperlichen  Zone  mittelst  ihrer  Höhe  h  und  der 
Radien  pj,  P2  ^^'"^^  Grundkreise  berechnet  werden,  so  hat  man  r  und/  mit  Hülfe 
der  Gleichungen 

pi  ■+-/^  =  ^* ;  p2 '  -H  (>^  ^py  =  r^ 

durch  p|,  p2  und  h  auszudrücken  und  die  gefundenen  Ausdrücke  in  die  obige 
Gleichung  für  Feinzusetzen.  Am  kürzesten  setzt  man  zunächst  oben  3 r'  —  3/^ 
=  3 (r>  —p^)  =  3pi 2,  ermittelt  dann  aus  p^ 2  4-/2  =  p^^s  _f.  /^  =t/)^ 

ft    2  n    2  _L.  A2 

^  Lj, P2     — Pl      ^^ 

qp  ^/  = 2 , 

und  erhält 

^=^>i[3pi«->^^-4-i(p,«-Px^-+->4«)]  =  ^(2p,2-+.p,2-p,«-h>i-|>4»), 

F=i7^>l(pl«-hp3^)^-i1^>4^     (5^) 
welche  Formel  für  beide  Fälle  in  gleicher  Weise  gilt  und  für  ein  Kugelsegment, 
d.  h.  für  P2  =  0,  in 

K=|7rÄp*  -^^t:A^ 
tibergeht 

Beispiele:  1.  Man  soll  den  Kubikinhalt  eines  Kugelausschnitts  aus  dem 
Umfang  /  der  ebenen  Grundfläche  des  zugehörigen  Segments  und  dem  Umfang  P 
eines  grössten  Kreises  der  Kugel  berechnen. 

/  P  j 

Es  ist  2pic=/und2rTr=i',  alsop=^,  r  =  ^,  femer  ä  =  r  zp  yr*  —  p*, 


2.  Eine  hölzerne  Kugel  von  a  Meter  Durchmesser  sinkt  in  destillirtem  Wasser 
von  4°  so  weit  ein,  dass  der  hervorragende  Theil  die  Höhe  h  Meter  hat.  Man 
s»oll  das  specifische  Gewicht  der  betreffenden  Holzart  berechnen,  ä  =  1,  ^  =  0,2 

Ist  X  das  gesuchte  specifische  Gewicht,  so  ist  das  Gewicht  der  ganzen  Kugel 

gleich  ä^l-n )  ^  •  1000  JP  Kg,  das  Volumen  des  verdrängten  Wassers,  d.  i.  das  Volu- 
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men  eines  Kugelsegments  für  den  Radius  ^a  und  die  Höhe  a  —  A  gleich 
^7c(fl  —  Ay  {^a  —  a-hA)  =  ^i:(a  —  Ay  (^a  -h  A)  chm,  also  das  Gewicht  dieses 
Wassers  gleich  ^ir  (a  —  A)^  {^a  —  A).     1000  Kg.     Es  besteht  also  die  Gleichung 

4  .  l'  a:  =  (fl— ^)2  ^-^^^f  d.  i.  a^x  =  (a^Ay{a  -h  2A), 

(^^^/,y(a^2A), 

^  = ^i 

oder  für  das  Zahlenbeispiel: 

.=    Ml0^4^  0.896. 

3.  Aus  einer  Kugel  vom  Radius  r  soll  eine  körperliche  2^ne  herausgeschnitten 
werden,  deren  Höhe  gleich  ^r,  und  deren  Volumen  gleich  ^  des  Volumens 
der  Kugel  sei.  Welche  Abstände  müssen  die  Endflächen  derselben  vom  Mittei- 
punkt  der  Kugel  haben? 

Das  Volumen  der  körperlichen  Zone,  d.  i.  für  ^  =  ^r, 

soll  gleich  i^  •  i  ^ '  ^  sein.     Man  hat  somit  für  die  Unbekannte  /  die  Gleichung 

Yr  ^-—Sp^zf  |r/  =  Y^^  oder  /»  dz  ^r/  ==  0 

Hieraus  ergiebt  sich  ^  =  0  oder  ^  =  ^  ^r. 

Für  /  =  0  ist  der  Abstand  der  kleineren  Endfläche  vom  Mittelpunkt  gleich 
der  Höhe  des  Segments,  also  gleich  ^r;  der  andere  Werth  ^  =  q=^r  zeigt,  dass 
das  untere  Vorzeichen  in  den  Formeln  zu  wählen,  demnach  der  Abstand  der 
anderen  Endfläche  vom  Mittelpunkt  gleich  ä— /,  d.  i.  gleich  \r — ^r  =  0  zu 
nehmen  ist    Beide  Auflösungen  ergeben  also  dasselbe  Resultat 

6.  Das  Volumen  eines  von  der  Fläche  eines  sphärischen  Zweiecks  und  den 
Ebenen  der  zugehörigen  grössten  Halbkreise  begrenzten  Körpers  lässt  sich  in  der- 
selben Weise,  wie  das  Volumen  der  ganzen  Kugel  und  das  eines  Kugelausschnitts 
als  Summe  unendlich  vieler  Pyramiden  betrachten,  deren  gemeinschaftliche  Spitze 
der  Mittelpunkt  ist,  deren  Höhen  sämmtlich  gleich  dem  Radius  der  Kugel,  und 
deren  Grundflächen  zusammen  gleich  der  Fläche  des  Zweiecks  sind.  Es  ist  sonut 
das  Volumen  eines  solchen  Körpers  ebenfalls  gleich  dem  dritten  Theile  des 
Produkts  aus  seiner  krummen  Oberfläche  und  dem  Kugelradius. 

Ganz  dasselbe  Verfahren  und  somit  auch  derselbe  Satz  gilt  für  das  Volumen 
eines  durch  die  Fläche  eines  sphärischen  Dreiecks  und  die  Ebenen  der  zugehörigen 
Ecke  begrenzten  Körpers,  und  ebenso  für  solche  Körper,  die  von  der  Fläche 
eines  sphärischen  Polygons  und  den  Ebenen  der  zugehörigen  Ecke  begren/i 
werden.  Noch  allgemeiner  gilt  der  Satz  für  jeden  Körper,  welcher  au^ 
einer  Kugel  durch  eine  Fläche  oder  ein  System  von  Flächen  herausgeschnitten 
wird,  wenn  letzteres  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  entstanden  gedacht  werden 
kann,  die  bei  dieser  Bewegung  beständig  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  und 
nach  einander  durch  alle  Punkte  des  Umfangs  irgend  eines  ringsum  begrenzten 
Theiles  der  Kugelfläche  geht 

Unter  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen  erhält  man  hiemach  fji 
den  zu  einem  sphärischen  Zweieck  gehörigen  Körper  die  Formel 

welche  auch  mittelst  des  Satzes  gefunden  werden  kann,  dass  sich  das  Volumen 
eines  solchen  Körpers  zu  dem  Volumen  der  ganzen  Kugel  verhalten  muss,  wie 
der  Centriwinkel  a  zu  360  Grad 
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Für  den  zu  einem  sphärischen  Dreieck  gehörigen  Körper  ergiebt  sich 


^=i 


180°  3       180°' 


Man  kann  diese  Formel  auch  mittelst  der  vorhergehenden  in  ähnlicher  Weise 
finden  wie  diejenige  für  den  Flächeninhalt  des  sphärischen  Dreiecks  aus  der  für 
den  Flächeninhalt  des  Zweiecks  gefunden  wurde. 

Allgemein  ist  für  den  zu  einem  sphärischen  Polygon  gehörigen  Körper 

wo  e  den  sphärischen  Excess  des  Polygons  bedeutet 


Trigonometrie. 


Bearbeitet  von 

Dr.   F.   Reidt 

in  Hamm. 


Einleitung. 

In  der  Planimetrie  wird  gezeigt,  dass  ein  Dreieck  durch  drei,  und  überhaupt  ein 
ebenes  «i-£ck  durch  2n — 3  seiner  Stücke  (Seiten  imd  Winkel),  falls  sich  unter 
denselben  mindestens  eine  Seite  befindet,  der  Gestalt  und  Grösse  nach  im  Allge- 
meinen bestimmt  ist,  so  dass  also  eine  solche  Figur  aus  jenen  gegebenen  Stücken 
jederzeit  constniirt  werden  kann.  Durch  diese  Construction  werden  dann  auch 
die  drei  nicht  gegebenen  Stücke  ihrer  Grösse  nach  ermittelt 

So  kann  z.  B.  eine  wegen  eines  Hindernisses 
nicht  direkt  messbare  Entfernung  zweier  Punkte 
A,  B,  dadurch  gefunden  werden,  dass  man  von 
irgend  einem  dritten  Punkte  C  aus  die  Strecken 
CA,  CB,  sowie  den  Winkel  A  CB  bestimmt,  dann 
aus  diesen  drei  Stücken  ein  dem  Dreieck  ABC 
congruentes  Dreieck  zeichnet,  und  in  diesem  die 
der  Seite  AB  homologe  Seite  statt  der  gesuchten 
QL  Ul)  nimmt 

Diese  Methode  der  Ermittelung  unbekaimter  Längen  und  Winkel  liefen 
jedoch  in  der  praktischen  AusfÜhnmg  selten  Resultate,  welche  auf  hinreichende 
Genauigkeit  Anspruch  machen  können,  denn  dieselben  sind  von  verschiedenen 
unvermeidlichen  Fehlerquellen  abhängig,  wie  z.  B.  der  Grenze  des  Sehvermögens, 
der  Unmöglichkeit,  wirkliche  Linien  und  Punkte  (ohne  Dicke)  zu  zeichnen,  der 
Unvollkommenheit  der  zum  Constniiren  gebrauchten  Instrumente,  u.  dgl  m 
Die  Ungenauigkeit  und  Unbequemlichkeit  dieser  Methode  erhöht  sich,  wenn  die 
gegebenen  Stücke  nicht  durch  Zeichnung  zu  unmittelbarer  Verwendung  in  der 
Construction,  sondern  durch  Maasszahlen  gegeben  sind,  so  dass  die  Linien  ^-or- 
her  durch  Abtragung  mittelst  eines  Maasstabes,  die  Winkel  durch  Anwendung 
eines  mechanisch  getheilten  Kreises  gezeichnet  werden  müssen,  sowie  wenn  in 
gleicher  Weise  die  gesuchten  Grössen  nach  ihrer  Construction  noch  mitieN: 
Messung  in  2Udilen  ausgedrückt  werden  sollen.  In  den  seltensten  Fällen  mrd  e> 
zudem  thunlich  sein,  die  betreffende  Figur  in  ihrer  iKirklichen  Grösse  zu  constniiren. 
sondern  man  wird  in  der  Zeichnung  einen  verkleinerten  Maasstab  für  die  Linien 
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anzuwenden  haben,  also  nicht  eine  der  gegebenen  Figur  congruente,  sondern 
vielmehr  eine  ihr  ähnliche  constniiren  müssen.  Die  gesuchten  Längen  werden 
dann  in  demselben  Verhältniss  verkleinert  gefunden,  und  bei  der  Zurückführung 
derselben  auf  ihre  natürliche  Grösse  multipliciren  sich  auch  die  bei  der  Zeichnung 
gemachten  unvermeidlichen  Fehler  mit  demselben  Faktor  wie  die  Strecken  selbst. 

Es  ist  daher  wünschenswerth,  eine  Methode  zu  finden,  mittelst  welcher  man 
die  Zahlenwerthe  der  gesuchten  Stücke  aus  denen  der  gegebenen  ohne  Ver- 
mittlung einer  Zeichnung,  also  durch  blosse  Rechnung  finden  kann,  so  dass  man 
von  jenen  Fehlerquellen,  die  nöthige  Genauigkeit  der  gegebenen,  bezw.  gemessenen 
Stücke  vorausgesetzt,  völlig  befreit  bleibe. 

Derartige  Rechnungen  sind  bereits  vereinzelt  in  der  Planimetrie  vorgekommen. 
So  lässt  sich  z.  B.  aus  zwei  Winkeln  eines  geradlinigen  Dreiecks  der  dritte  mittelst 
der  bekannten  Winkelsumme,  aus  zwei  Seiten  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  die 
dritte  mittelst  der  Formel  des  pythagoreischen  Lehrsatzes  berechnen.  Es  ist  jedoch 
mit  den  Hülfsmitteln  der  Planimetrie  allein  nicht  thunlich,  solche  Rechnungen  auszu- 
fiihren,  wenn  in  denselben  Strecken  und  Winkel  nebeneinander  vorkommen,  da  jene 
in  Löngenmaass,  diese  dagegen  in  Gradmaass  ausgedrückt,  beide  mithin  auf  ver- 
schiedenartige Einheiten  bezogen  wurden,  welche  nicht  in  unmittelbare  Ver- 
bindung mit  einander  durch  Rechnung  treten  können.  Es  ist  die  —  in  der  vor- 
liegenden Schrift  hauptsächlich  in's  Auge  gefasste  —  nächste  praktische  Aufgabe 
der  Trigonometrie,  diese  Schwierigkeit  zu  beseitigen.  Dieselbe  hat  mithin  zu- 
nächst zu  zeigen,  in  welcher  iiir  jenen  Zweck  geeigneten  Weise  Winkel  und 
Strecken  mittelst  derselben  Einheit  bestimmt  werden  können,  und  sodann  die 
Anwendungen  auf  die  Berechnung  gesuchter  Stücke  von  Figuren  zu  lehren. 


I.  Abschnitt. 

Goniometrie, 


Kapitel  L 
Die  Bestimmung  der  Winkel. 

§  1.     Die  trigonometrischen  Functionen  spitzer  Winkel. 

Es  sei  zunächst  ^  AOB=ol  ein  beliebiger  spitzer  Winkel,  und  von  ver- 
schiedenen Punkten  ^/  -^,"  .  .  .  des  einen  seiner  Schenkel  seien  die  Senkrechten 
ÄF,  Ä'B",  .  .  auf  den  anderen  gefällt,  so  sind  die 
Dreiecke  A'B'O,  A'B'O,  ...  da  sie  in  den  Winkeln 
übereinstimmen,  einander  ähnlich,  und  es  haben  daher 

ÄF    A'F' 


die  Seitenverhältnisse 


sämmtlich  den- 


AO  '   Ä'O  ' 
selben  Werth.    Dieser  Werth  ist  auch  für  alle  Winkel, 
welche  dem  Winkel  AO B  gleich  sind,  derselbe;  da-  q 
gegen  ändert  er  sich,  wenn  die  Grösse  des  Winkels  eine 
andere  wird.    Ist   nämlich   für   irgend  einen  zweiten  (M.  ii5.) 

Winkel  ß  der  Werth  des   genannten  Verhältnisses   derselbe,    so   folgt   aus   der 
Gleichheit  der  Verhältnisse  und  der  rechten  Winkel  die  Aehnlichkeit  der  ent- 
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sprechenden  Dreiecke  und  somit  auch  die  Gleichheit  der  homologen  Winkel  i 
und  ß. 

Der  Winkel  a  und  jenes  Seitenverhältniss  stehen  demnach  in  einem  solchen 
Zusammenhang,  dass  der  Werth  jedes  derselben  durch  den  des  anderen  bestimmt 
ist,  und  man  kann  daher  in  die  Rechnungen  statt  der  Winkel  die  Werthe  jener 
Seitenverhältnisse  als  Stellvertreter  einführen. 

Das  Gleiche  gilt  von  jedem  anderen  Verhältniss  zwischen  zwei  Seiten  eines 
den  Winkel  a  enthaltenden  rechtwinkeligen  Dreiecks.  Man  nennt  diese  ver- 
schiedenen Verhältnisse  die  trigonometrischen  oder  auch  goniometrischen 
Functionen  des  Winkels,  und  zwar  insbesondere  das  Verhältniss 

der  dem  Winkel  gegenüberliegenden  Kathete  zur  Hypotenuse  den  Sinus, 
der  ihm  anliegenden  Kathete  zur  Hypotenuse  den  Cosinus, 
der    ihm    gegenüberliegenden    Kathete    zur    anliegenden    die    Tangente 
(tangens), 

der  anliegenden  JCathete  zur  gegenüberliegenden  die  Cotangente  (catangensj, 
der  Hypotenuse  zur  anliegenden  Kathete  die  Secante  fsecans), 
der  Hypotenuse  zur  gegenüberliegenden  Kathete  die  Cosecante  (ccstcans)  des 
Winkels  a. 

Bezeichnet  man  im  rechtwinkeligen  Dreieck  die  Maasszahl  der  dem  Winkel  s 
gegenüberliegenden  Kathete  durch  a,  die  der  anliegenden  Kathete  durch  b  und 
die  der  Hypotenuse  durch  ^  so  ist  indem  wir  zugleich  die  üblichen  Abkürzungen 
in  der  Schreibweise  der  Namen  der  trigonometrischen  Fimctionen  benutzen, 

a  ,        b  a 

b  c  c 

—  =  cotn.  -r  =  seca,   —=coseca, 

a  *  b  '   tf       , 

Diese  Functionen  sind  als  Werthe  von  Verhältnissen  nach 

dem  Vorigen  unbenannte  Zahlen.     Zu  jedem   bestinunten 

spitzen   Winkel  gehören  sechs  bestimmte    solche  Zahlen;  die 

(M.  116.)  letzteren  ändern  sich,  sowie  der  Winkel  sich  ändert 

Sind  I.  B.  die  Katheten  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  bezüglich  gleich  3  cm  und  4  cn. 
die  Hypotenuse  also  zufolge  des  pythagoreischen  Lehrsatzes  gleich  5  cm  und  verdoppelt  xnia 
unter  Beibehaltung  des  der  ersteren  Kathete  gegenüberliegenden  Winkels  irgend  eine  der  Seiten 
des  Dreiecks,  so  erhält  man  ein  neues  rechtwinkeliges  Dreieck,  in  welchem  auch  jede  der  beiJo 
anderen  Seiten  doppelt  so  lang  als  die  homologe  des  ursprünglichen  sein  mnss.  Zeichnet  msa 
ebenso  ein  drittes  rechtwinkeliges  Dreieck  mit  dem  Winkel  a,  dessen  diesem  Winkel  gegcnQbo* 
liegende  Kathete  1  cm  lang  ist»  so  wird  die  anli^ende  Kathete  eine  Länge  von  |  an,  di: 
Hypotenuse  eine  solche  von  ^  cm  erhalten.  Allgemein  müssen,  wie  auch  die  absoluten  Langes 
der  Seiten  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  verändert  werden,  bei  unveränderter  Grösse  des  WtnktU  « 
in  Folge  der  Aehnlichkeit  der  verschiedenen  Dreiecke  die  Verhältnisse  der  Seiten  dieselben  bleiben 
Man  hat  also  im  vorliegenden  Beispiel  in  allen  Fallen 

JiMCissf,  AMtt^l^  tei|f'as=|Y  <9/a=^  iM-ass^  €9Sicm,^=s.^ 

§  2.     Beziehungen  zwischen  den  Functionen  desselben  Winkels, 
1.    Diese  sechs  Functionen  eines  und  desselben  Winkels  a  sind  aber  nicht 
von  einander  unabhängig.     Zunächst  sieht  man  leicht,  dass  drei  von  ihnen  die 
Umkehrungen,  d.  h.  die  reciproken  Werthe  je  einer  der  drei  anderen  sind   Dem 

arithmetischen  GescU  1:7=^  zufolge  drücken  wir  diese  Abhängigkeit,  v  R 
der  Cosecante  von  dem  Sinus,  durch  die  Gleichosg 
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=  cosecfi 


Sinn 
aus.    Da  man  mit  demselben  Rechte  dieselbe  Beziehung  zwischen  den  beiden 

1  .     " 

i*unctionen  durch =  sintL  darstellen  kann,  so  ziehen  wir  vor,  beide  Formen 

gleichsam  zu  verschmelzen  in  der  folgenden 

sintL  •  coseca  =  1. 

Entsprechend  ist  cosa  •  seca  =  1         (1) 

^an^a  •  C0/a=  1 

a     b        a 
Aus   dem  Gesetze  —  :  —  =  —  ergiebt  sich  ferner 

c     c       0    ^ 

sina.  ^     cosfi 

z=^tang%  oder—. — =  cota,       (2) 

Endlich  besteht  zwischen  den  Seiten  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  zufolge 

des  pythagoreischen  Lehrsatzes  die  Beziehung  a^  -\-  b^  =  c^,  aus  welcher  durch 

Division  jedes  Gliedes  mit  c^ 

a»        b^        c^  (a\^        { by 

^  -+-  ^  =  ^,  oder! -j    -4-  I  yj  =  1,   d.  i.  die  Formel 

^/«»aH-^^^2a=l,       (3) 
und  in  ähnlicher  Weise  durch  Division  mit  b^  oder  a^, 

tätigt  a  -h  1  =  sec^  a;  1  -f-  cot^  a  =  cosec^  a 
folgt 

Die  Schreibweise  jm' a  für  (sin^)'^  u.  s.  w.  wird  in  manchen  Schriften  durch  «Via*  ersetzt 
2.  Die  vorstehenden  Formeln  gestatten  aus  jeder  gegebenen  Function  eines 
Winkels  jede  andere  Function  desselben  Winkels  zu  berechnen.     Ist  z.  B.  sina 
gegeben,  so  findet  man  aus  (3) 


cosa  =  y\  —  sin^  a 


t 


darauf  tanga  aus  (2)  und  die  übrigen  Functionen  durch  die  reciproken  Werthe 
aus  (1).  Ist  tanga  gegeben,  so  findet  man  zunächst  durch  Auflösen  der 
Gleichungen  (2)  und  (3)  auf  die  beiden  Unbekannten  sina  und  cosa  die  Werthe 
der  letzteren,  und  hat  dann  noch  (1)  zu  benutzen.     Oder  man  berechnet  zuerst 

seca  =y\  -h  tang^a^  hieraus  cos  a,  dann  aus  (2)  sina  mittelst  sina  = 
cosa  '  tanga^  u.  s.  w. 

Einfacher  noch  gestaltet  sich  das  Verfahren,  wenn  man  a  als  Winkel  eines 
rechtwinkeligen  Dreiecks  annimmt,  dessen  Seiten  man  einzeln  ausdrückt  Nimmt 
man  z.  B.  der  Kürze  halber  die  dem  Nenner  der  gegebenen  Function  ent- 
sprechende Seite  gleich  1  an,  setzt  also  die  dem  Zähler  entsprechende  gleich 
der  Function  und  berechnet  dann  die  dritte  Seite  mittelst  des  pythagoreischen 
I>ehrsatzes,  so  ergeben  sich  die  gesuchten  Functionen  unmittelbar  aus  ihren 
obigen  Erklärungen. 

Es  sei  s.  B.  xiva  =  -^  gegeben,  so  setze  man  die  Hypotenuse  des  betreffenden  recht- 
winkeligen Dreiecks  gleich  13i   also  die  dem  Winkel   a  gegenüberliegende  Kathete  gleich  12. 

Aus  dem  pythagoreischen  Lehrsatz  folgt  dann,  dass  die  anliegende  Kntliete  gleich  )^i69  — 144 
=  5  ist,  und  somit  sind  die  übrigen  Functionen  von  a, 

eota  =  -fj^  ian^a=  ^ ,  cota  =  -^,  seca=  y,  cosecoL-    ^. 
Ist  dagegen  beispielsweise  cot^  =  0,8  gegeben,  so  kann  man  die  dem  Winkel  y  gegentiber- 
hegende  Kathete   gleich    10,    die  ihm  anliegende  also   gleich  8  setzen  und  erhält  dann  ftlr  die 

Hypotenuse  die  Maasszahl  KlOO  -+-  64  =  12,806  ....  woraus  sina  =  yj^^  =  ^,780  . . .  u.  s.  w. 
folgt 
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Sollen  jedoch  nicht  die  bestimmten  Werthe  der  Functionen  für  einen  einzelnen  Fall 
berechnet,  sondern  die  allgemeinen  Formeln,  etwa  behufs  Substitution  der  betreffenden  AusdrUdce 
in  eine  Gleichung,  ermittelt  werden,  so  wende  man  das  vorher  ang^ebene  Verfahren  an.  Voo 
den  durch  dasselbe  abzuleitenden  Gleichungen  mögen  noch  die  folgenden  fUr  den  etwaigen 
späteren  Gebrauch  angefUhrt  werden: 


sma=  yi  —  C0s^  a\  tangv,  = 


sinüL 


vr=^ 


sm^a 


cos  OL 


sma 


tanga 


cata. 


cosa 


Dass  sich  jede  Function  eines  Winkels  durch  jede  andere  Function  desselben 
ausdrücken  lasse,  war  übrigens  von  vom  herein  zu  erwarten,  da  durch  jede  ein- 
zelne Function  der  Winkel  selbst,  und  durch  diesen  auch  die  anderen  Functionen 
bestimmt  sein  müssen. 

3.  Eine    andere    naheliegende   Beziehung   zwischen    den    trigonometrischen 

Functionen  ergiebt  sich  daraus,  dass  für  den  zweiten  spitzen  Winkel  ß  desselben 

d 
rechtwinkeligen  Dreiecks  den  obigen  Erklärungen  zufolge  j/«ß  =  — ,     also    sini 

=^cosa,  und  entsprechend  cos^  =  sinoL,  tang^  =^  cot%  u.  s.  w.  ist  Da  p  zu  dem 
Winkel  ot  Complementwinkel  ist  (ihn  zu  90°  ergänzt),  so  erklärt  sich  hieraus  die 
Benennung  cosinus  als  Abkürzung  von  compUmenH  sinus,  und  ähnlich  die  Namen 
der  übrigen  sog.  »Cofunctionenc 

§  3.     Erweiterter  Begriff  des  Sinus  und  Cosinus. 

1.  Die  vorstehend  erörterte  Methode  der  Bestimmung  eines  Winkels  durch 
Linien-Verhältnisse  bezog  sich  ihrer  Natur  nach  nur  auf  spitze  Winkel  und  ist 
daher  für  einen  allgemeineren  Gebrauch  zu  eng.  Indem  wir  nun  dazu  übeigeheo, 
diesen  Mangel  zu  beseitigen,  wollen  wir  uns  zunächst  um  den  Scheitel  des  zu 
bestimmenden  Winkels  einen  Kreis  beschrieben  denken,  dessen  Radius  wir  der 
Einfachheit  halber  gleich  1  setzen.  Wir  denken  ims  femer  diesen  Kreis  durch 
zwei  zu  einander  senkrechte  Durchmesser  in  vier  Quadranten  getheilt  und  den  zu 

bestimmenden  Centriwinkel  jBCA  =  a  durch  Drehung 
des  Schenkels  CA  nach  einer  bestimmten  Seite  des 
anderen  Schenkels  CB  entstanden.  Der  Radius  CS 
sei  zugleich  der  Anfangs-Radius  für  die  vorher  ange- 
gebene  Theilung  des  Kreises  in  vier  Quadranten.  In- 
dem CB  als  festliegend,  CA  als  beweglich  gedacht 
wird,  kann  der  Winkel  a  als  stetig  alle  möglichen 
Werthe  von  0°  bis  360°  durchlaufend,  ja  durch  weitere 
Drehung  noch  über  vier  Rechte  hinaus  wachsend  g^ 
■^  dacht  werden.    Der  Durchmesser  BB*,  welcher  den 

(M.  in.)  festen  Schenkel  CB  enthält,  möge  der  erste,  der  zu 

ihm  senkrechte  DD'  der  zweite  Durchmesser  genannt  werden. 

Fällt  man  vom  Endpunkt  A  des  beweglichen  Schenkels  die  Senkrechte  Af 
auf  den  ersten  Durchmesser,  so  ist  durch  den  Winkel  a  die  Länge  dieser  proji- 
circnden  Linie  AF,  sowie  die  der  Projection  CT^des  beweglichen  Radius  bestimmt. 
Die  Maasszahl  von  Aß  heisse  nun  in  allen  Fällen  der  Sinus,  die  Maasszahl  von 
CF  der  Cosinus  des  Winkels  a.  Diese  Erklärungen  sind  für  spitze  Winkel  nu: 
den  entsprechenden  früheren  durchaus  identisch,  denn  da  der  Radius  AC  gleich 
der  Einheit  geseUt  ist,  so  ist  die  Maasszahl  von  AF  oder  CF  nichts  anderes  &U 
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der  Wcrth  des  Verhältnisses  dieser  Linie  zu  AQ  also  für  einen  spitzen  Winkel  a 
zur  Hypotenuse  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  AFC.  Die  neueren  Erklärungen 
lassen  sich  aber  auch  unmittelbar  auf  jeden  beliebigen  nicht  spitzen  Winkel 
anwenden  und  bieten  ausserdem  den  Vortheil  einer  anschaulichen  Darstellung 
der  Grösse  des  Sinus  oder  Cosinus  durch  die  Länge  der  zugehörigen  Sinus - 
linie  AF  oder  der  Cosinuslinie  CF, 

2.  Um  die  vorstehenden  Erklärungen  für  die  einzelnen  Fälle  näher  zu  ent- 
wickeln, denken  wir  uns  den  Schenkel  CA  von  der  Lage  CB  aus  durch  Drehung 
um  C  continuirlich  alle  möglichen  Lagen  durchlaufend,  und  in  jeder  Lage  die 
zugehörige  Sinuslinie  construirt.  Es  ergiebt  sich  dann  ohne  Weiteres:  Der 
Sinus  des  Nullwinkels  ist  gleich  Null.  Innerhalb  des  ersten  Quadranten,  also 
für  spitze  Winkel,  wächst  der  Sinus  mit  dem  wachsenden  Winkel,  jedoch  nicht 
in  gleichem  Verhältniss  wie  dieser;  bei  gleichmässiger  Zunahme  des  Winkels 
nächst  der  Sinus  am  raschesten  in  der  Nähe  des  Nullwinkels,  am  langsamsten 
in  der  Nähe  des  Rechten.  Dabei  bleibt  die  Sinuslinie  stets  kleiner  als  der 
Radius,  imd  erst  für  a=90°  fallt  dieselbe  mit  7>C zusammen;  es  ist  also  sin  90^  =  1 
Tritt  nun  der  bewegliche  Schenkel  in  den  zweiten  Quadranten,  wird  also  der 
Winkel  stumpf,  so  nimmt  der  Sinus  bei  wachsendem  Winkel  wieder  continuirlich 
ab,  und  zwar  erhält  er  in  umgekehrter  Reihenfolge  nach  einander  dieselben 
Werthe,  wie  im  ersten  Quadranten;  für  180°  wird  er 
gleich  Null.  Tritt  bei  fortgesetzter  Drehung  der  be- 
wegliche Schenkel  in  den  dritten  Quadranten,  so  nimmt 
die  Sinuslinie  eine  Lage  A'F  an,  welche  den  bis- 
herigen Lagen  entgegengesetzt  ist,  und  wir  dürfen  da- 
her die  obige  Erklärung  dahin  ergänzen,  dass  der  Sinus 
in  diesem  Falle  als  negativ  gelten  solle.  Derselbe 
nimmt  also  noch  unter  Null  ab,  sein  absoluter  Werth 
wächst  aber  wieder  in  gleicher  Weise  wi«  im  ersten 
Quadranten  bis  zu  sin  270°= — 1.  Tritt  nun  der 
bewegliche  Schenkel  in  den  vierten  Quadranten,    so  (M.  US.) 

bleibt  der  Sinus  negativ,  nimmt  aber  wieder  zu,  d.  h.  sein  absoluter  Werth  nimmt 
ab,  bis  er  für  den  Winkel  von  360°  wieder  gleich  Null  wird. 

Aus  dieser  Untersuchung  geht  hervor,  dass  die  Werthe  der  Sinus  stets  zwischen 
den  Grenzwerthen  -f- 1  und  —  1  liegen,  sowie  dass  die  absoluten  Werthe  derselben 
in  jedem  Quadranten  wiederkehren.  Während  also  zu  einem  bestimmten  Winkel 
stets  auch  ein  bestimmter  Sinus  gehört,  ist  umgekehrt  durch  einen  gegebenen 
Sinus  der  Winkel  nicht  unzweideutig  bestimmt,  vielmehr  gehören  zu  jedem  Sinus, 
wenn  vom  Vorzeichen  abgesehen  wird,  vier  Winkel,  und  zwar  je  einer  in  jedem 
Quadranten.  Da  aber  auch  die  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  sind,  so  wird  ein 
Winkel  durch  den  Sinus  zweideutig  bestimmt;  zu  einem  positiven  Sinus  gehört 
ein  Winkel  zwischen  0°  und  90°  und  ein  solcher  zwischen  90°  und  180°,  zu  einem 
negativen  Sinus  dagegen  ein  solcher  zwischen  180°  und  270°,  sowie  ein  solcher 
zwischen  270°  und  360°.  Für  die  Grenzwerthe  =fc  1  der  Sinus  fallen  die  betreffenden 
beiden  Winkel  in  einen  zusammen. 

3.  In  entsprechender  Weise  ergiebt  sich  für  den  Cosinus  Folgendes: 
rw  0=  1.  Im  ersten  Quadranten  nimmt  der  Cosinus  bei  wachsendem  Winkel  ab, 
anfangs  langsamer,  zuletzt  rascher,  und  es  ist  cos  90^  =  0.  Im  zweiten  Quadranten 
M^ird  der  Cosinus  negativ,  sein  absoluter  Werth  nimmt  wieder  zu  bis  cos  \S0°=  —  1. 
Im  dritten  Quadranten  bleibt  er  negativ,  sein  absoluterWerth  nimmt  ab  bis  ^<;^  270° =0, 
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Im  vierten  Quadranten  wird  der  Cosinus  wieder  positiv  und  nimmt  zu  bis  ^^^360°  =  1- 
Der  Cosinus  ist  also,  abgesehen  von  den  Grenzwerthen,  in  gleicher  Weise  wie 
der  Sinus,  stets  ein  ächter  Bruch,  und  zu  jedem  solchen  Cosinus  gehören  zuei 
Winkel,  die  entweder  im  ersten  und  vierten  oder  im  zweiten  und  dritten  Qua- 
dranten liegen. 

4.  Aus  dem  Vorstehenden  geht  hervor,  dass  sich  der  Sinus  und  der  Cosinus 
eines  jeden  mehr  als  90  Grad  betragenden  Winkels  durch  eine  entsprechende 
Function  eines  spitzen  Winkels  ausdrücken  lässt.  Man  hat  in  allen  Fällen  ein 
rechtwinkeliges  Dreieck  ACF^  dessen  Katheten  bezüglich  die  Sinuslinie  und  die 
Cosinuslinie  sind,  und  dessen  Hypotenuse  der  Radius  AC  ist.  Vergleicht  man 
die  Functionen  der  spitzen  Winkel  dieses  rechtwinkeligen  Dreiecks  mit  denen 
des  zugehörigen  stumpfen  oder  überstumpfen  (zu  welchem  Zwecke  man  sich  auch 
ein  diesem  Dreieck  congruentes  in  der  entsprechenden  Lage  innerhalb  des 
ersten  Quadranten  construirt  denken  kann),  so  ergiebt  sich  leicht,  dass 

der  Sinus  eines  stumpfen  Winkels  dem  Sinus  seines  Supplementwinkels 
gleich,  und  der  Cosinus  eines  stumpfen  Winkels  dem  Cosinus  seines  Supplemenr- 
winkels  entgegengesetzt  gleich  ist,  oder  in  Formeln: 

sin  (180''  —  a)  =  sini\  cos  (ISO""  —  a)  =  —  cosfi. 
Führt  man  den  stumpfen  Winkel  dagegen  dadurch  auf  einen  spitzen  zurück, 
dass  man  denselben  gleich  90"^ -h  a  setzt,  so  erhält  -  man  die  Formeln 

j/>i(90''  -f-  a)  =  r^ja;  r^^(90°  -h  a)  =  — ~  sinti 
In    ganz    entsprechender   Weise    ergeben    sich   für  Winkel    über    ISO"   die 
Gleichungen : 

siniym''  -h  a)  =  —  «««;  cos{\W  -h  a)  =  —  cosft 
j/;i(270°  —  a)  =  -  cosfL\  cosi^l^f  —a)  =  —  sin^ 
sin{270°  4-  a)  =  —  cosa;  cos(^lQP  H-  a)  =  sinoL 
^/>/(360°  —  a)  ==  —  sinoi'y  ^£?j(360°  —  a)  =  cosd. 
Auch  überzeugt  man  sich  mit  Hüi£e  der  erwähnten  rechtwinkeligen  Dreiecke 
leicht,  dass  die  früher  fiir  spitze  Winkel  abgeleitete  Gleichung 

sin^a-h  cos^a=^  1 
allgemeine  Gültigkeit  hat.     Bei  der  Anwendung  derselben,  um  eine  der  beider 
Functionen   aus  der   anderen  zu  berechnen,    ist  jedoch  nunmehr  das  doppelte 
Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  in 

5/«a=±)/l  —  cos*'^  OL,  cosa  =dtyi  —  sin^a 
nicht  ausser  Acht  zu  lassen  und  im  einzelnen  Fall  nach  dem,   was  vorher  üKr 
die  Vorzeichen  bestimmt  wurde,  festzusetzen. 

§  4.     Tangente  und  Cotangente. 
Auch  die  übrigen  trig.  Functionen  lassen  sich  durch  dielJlngen  entsprechende» 

Linien  veranschaulichen  und  gleichzeitig  auf  Winkt! 
von  jeder  Grösse  ausdehnen.  Zieht  man  durch  den 
Anfangspunkt  B  der  Kreisbogen  die  geometrische 
Tangente  an  den  im  Vorigen  benutzten  Kreis.  ^' 
kann  die  Maasszahl  der  zwischen  B  und  dem  Durc'r- 
schnittspunkt  G  mit  dem  beweglichen  Schenkel 
liegenden  Strecke  BG  dieser  Berührungslinic  all- 
gemein als  die  Tangente  des  Winkels  ACß  der- 
nirt  werden.  Zieht  man  die  Berührungslinic  statt 
durch  B  durch  denjenigen  Endpunkt  D  des  zweiten 
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Durchmessers,  welcher  dem  Winkel  von  90°  entspricht,  so  erhält  man  in  ent- 
sprechender Weise  die  Cotangentenlinie  DH, 

Man  kann  nach  diesen  Erklärungen  die  verschiedenen  Fälle  im  Einzelnen 
in  ganz  entsprechender  Art,  wie  bei  dem  Sinus  und  dem  Cosinus  untersuchen 
und  auf  diesem  Wege  zu  analogen  Resultaten  gelangen,  unter  denen  wir  nament- 
lich die  aus  den  Proportionen  zwischen  den  Seiten  der  ähnlichen  Dreiecke  CAFy 
CGB,  CHD  leicht  zu  folgernde  allgemeine  Gültigkeit  der  Formeln 

sintk  1  cosfL 

*  cosa  tangfi       sma 

hervorheben.  Für  die  Ausführung  dieses  Verfahrens  ist  nicht  zu  vergessen,  dass 
die  geometrischen  Tangenten  für  alle  Winkel  in  B,  bezw.  D,  also  niemals  in  den 
entgegengesetzten  Punkten  B'  und  D'  anzulegen  sind. 

Man  kann  jedoch  auch  ein  umgekehrtes  Verfahren,  wie  das  im  Vorstehenden 
bezeichnete,  zu  Grunde  legen,  indem  man  die  vorstehenden  Gleichungen  als 
allgemeine  Definitionen  benutzt  und  so  die  Untersuchung  der  einzelnen  Fälle 
auf  die  bereits  entwickelten  Eigenschaften  der  Sinus  und  Cosinus  zurückführt. 
Dieses  Verfahren  mag  im  Folgenden  der  durch  dasselbe  erreichbaren  grösseren 
Leichtigkeit  und  Einfachheit  der  Entwicklungen  wegen  eingeschlagen  werden, 
nachdem  wir  durch  die  vorstehende  Angabe  über  die  geometrische  Erklärung  die 
wissenschaftliche  Gleichmässigkeit  der  Darstellung  einigermassen  zu  wahren 
gesucht  haben.     Wir  erklären  also  allgemein 

die  Tangente  als  das  Verhältniss  des  Sinus  zum  Cosinus  desselben  Winkels 
und  die  Cotangente  als  reciproken  Werth  der  Tangente. 

Anmerkung:    Man  hätte  in  ähnlicher  Weise  auch  vorher  den  Cosinus  mittelst  der  Formel 

(0sa  =:  -^y  l  —  sin^  a  unter  Angabe  der  näheren  Bestimmungen  tlber  die  Vorzeichen  definiren 
können.  Ueberhaupt  lässt  sich  jede  einzelne  Function  an  die  Spitze  der  Erklärungen  stellen 
und  dann  jede  andere  mit  ihrer  llUlfe  durch  die  betreffende  Formel  definiren.  Die  Wahl  jener 
ersten  Function  würde  hierbei  theoretisch  der  Willkür  anheimgegeben  sein,  und  hierin  kann 
für  dieses  Verfahren  ein  Mangel  an  wissenschaftlicher  Form  oder  doch  an  Eleganz  gefunden 
werden. 

Man  erhält  nun  leicht  im  Einzelnen,  indem  man  2.  B. 

.^„^n-""^-^    /<t«.n«no        ^      ««(180°-«)        sina 

IL  s.  w.  ausführt  und  ausserdem  beachtet,  dass  ein  Quotient  durch  Zunehmen  des 
Dividendus  und  ebenso  durch  Abnehmen  des  Divisors  wächst  und  umgekehrt, 
die  folgenden  Resultate: 

tang  0  =  0.  Mit  wachsendem  Winkel  wächst  im  ersten  Quadranten  auch 
die  Tangente;  sie  erhält  nach  einander  alle  möglichen  reellen  Werthe  von  0  bis 
Unendlich;  fiir  90°  wird  sie  unendlich  gross.  Im  zweiten  Quadranten  ist  sie 
negativ;  ihr  absoluter  Werth  nimmt  ab  bis  tang  180°  =  0.  Im  dritten  Quadranten 
ist  sie  wieder  positiv  und  nimmt  zu  bis  fang  21 0°  =  00.  Im  vierten  Quadranten 
ist  sie  wieder  negativ,  und  ihr  absoluter  Werth  nimmt  ab  bis  fang  360°  =  0. 

C4ftO=oo,  Mit  wachsendem  Winkel  nimmt  im  ersten  Quadranten  die  Co- 
tangente ab  bis  CO/  90°  ■=  0.  Im  zweiten  Quadranten  wird  sie  negativ,  und  ihr 
absoluter  Werth  nimmt  zu  bis  co/  180°  =  co.  Im  dritten  Quadranten  verhält  sie 
sich  wie  im  ersten,  im  vierten  wie  im  zweiten. 

Es  ist  femer  für  Winkel  über  90° 

/ang  (180°  —  a)  =  —  fang  a;  co/  (180°  —  ot)  =  —  co/a 
fang    (90°-ha)  =  — ^^/a;     co/   {dO"" -h  a)  =  — /anga 
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tang  (180°  -+■  a)  =  fang  a;  cot  (180°  -h  a)  =  coto. 

fang  (270°  '-a)r=  cot7.\  cot  (270°  —  a)  =  /dr«^a 

/ä«^  (270°  -4-  a)  =  —  r^/  a;  ^^7/  (270°  -h  a)  =  —  Äi«^« 

/öT«^  (360°  -   a)  =  —  tang  a;  ^<?/  (360°  —  a)  =  —  cota, 

§  5.     Secante  und  Cosecante. 

Auch  die  allgemeine  Definition  der  Secante  und  die  der  Cosecante  kc 

auf  die  früheren  des  Cosinus  und  des  Sinus  zurückgeführt  werden,  indem  nc 

festsetzt,  dass  allgemein 

1  1 

sec  a  = ,    cosec  a  =  — : — 

cos  a  stnti 

sein  soll.  Die  Leichtigkeit,  mit  welcher  sich  durch  diese  Gleichungen  die  beide 
genannten  Functionen  durch  den  Cosinus  oder  den  Sinus  ausdrücken  und  'l-- 
auch  in  den  Rechnungen  ersetzen  lassen,  hat  dahin  gefuhrt,  dass  dieselbo: 
neuerer  Zeit  nur  noch  selten  gebraucht  werden.  Wir  erwähnen  dieselben  daher  i: 
der  Vollständigkeit  halber  und  um  ihre  Bedeutung  nicht  unbekannt  zu  lasseu '. 
den  Fall,  dass  sie  in  einer  Rechnung  vorgefunden  werden,  dürfen  aber  der  Kr:* 
halber  darauf  verzichten,  die  Untersuchung  der  Werthe  dieser  Functionen  für  c 
einzelnen  Fälle  auszuführen.  Wir  werden  deshalb  auch  im  Folgenden  von  dr 
selben  keinen  Gebrauch  machen. 

Will  man  der  Gleichmässigkeit  wegen  die  allgemeine  Definition  der  Secante  und  Oter^'' 
gleichfalls  an  entsprechende,  mit  einem  Kreise  vom  Radius  1  in  Verbindung  stehende  Strc^r 
knüpfen,  so  kann  man  die  vorige  Figur  benutzen.  In  derselben  ist  CG  die  Secantenlinie.  - 
die  Cosecantenlinie. 

Es  könnte  scheinen,  als  ob  auch  die  Cotangente  entbehrlich  wäre,  da  auch  sie  tr  ? 
rcciproke  Werth  einer  vorhergehenden  Function  und  daher  leicht  durch  diese  *u  eisÄ«  •• 
Der  Grund  für  ihre  Beibehaltung  ist  durch  die  Gleichung  iang  (90^ — 0)  =  ^«  ß^g*'-' 
Näheres  darüber  findet  sich  bei  der  Erklärung  der  trigonometrischen  Tabellen. 

Früher  waren  noch  zwei  weitere  Functionen  im  Gebrauch;  die  eine  derselben  i?'  - 
Verhältniss  der  Linie  BF  zum  Radius  und  führt  den  Namen  Sinusversus  (smrtrsi,  ''- 
ist  hiernach  sinrers  ot  =  1  —  cos  d.  Entsprechend  ist  ftlr  die  andere  dieser  Functionav.  ' " 
Cosinusversus,  cosi'ersa=\ — sina.  Diese  beiden  Functionen  sind  jedoch  als  völlig *' 
behrlich  ganz  ausser  Gebrauch  gekommen. 

§  G.     Zusammmenstellung  und  Ergänzung  des  Vorigen. 

Um  die  Resultate  der  vorhergehenden  Paragraphen  zusammenzufassen,  sttl- 
wir  aus  den  letzteren  die  folgenden  Sätze  auf: 

Durch  einen  gegebenen  Winkel  ist  jede  seiner  Functionen  bestimmt,  dag«: 
wird  umgekehrt  durch  eine  gegebene  Function  eines  Winkels  niemals  die< 
letztere  unzweideutig  bestimmt  Vielmehr  gehören  zu  jedem  gegebenen  Vf- 
einer  bestimmten  Function  —  abgesehen  von  den  zum  Theil  nur  eindcnn^' 
Grenzwerthen  —  stets  zwei  verschiedene  Winkel  innerhalb  der  Grenzen  0 -f 
3(J(V'.     Dieselben  liegen  stets  in  verschiedenen  Quadranten.  — 

In  der  Praxis  werden  jedoch  selten  Winkel  über  180°  gebraucht,  den»  - 
den  Berechnungen  von  Dreiecken,  welche  die  Mehrzahl  der  Anwendungen  bilde- 
sind  Uberstumpfe  Winkel  überhaupt  ausgeschlossen,  und  ausserdem  lassen  >•: 
solche  meist  durch  hohle  ersetzen.  Daher  ist  für  die  Praxis  die  Regel  bemerket^ 
worth,  dass  —  wenn  man  von  den  Secanten  und  Cosecanten  absieht  —  innert- 
der  Grenzen  0  und  ISO'  der  Sinus  die  einzige  Function  ist,  welche  ce^ 
/ugehürigen  Winkel  zweideutig  bestimmt     Der  Sinus  ist  innerhalb  j<^^ 
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Grenzen  nie  negativ,  und  zu  jedem  Sinus  gehört  ein  spitzer  Winkel  a  und  ein 
stumpfer,  welcher  gleich  180°  —  a  ist.  Dagegen  ist  bei  den  übrigen  gebräuch- 
lichen Functionen,  wenn  dieselben  positive  Werthe  haben,  der  Winkel  spitz; 
wenn  sie  negative  Werthe  haben,  ist  er  stumpf. 

Will  man  dagegen  die  Resultate  fiir  Winkel  aller  Quadranten  zusammen- 
fassen, so  beachte  man,  dass  jede  Function  eines  Winkels  über  90°  sich  auf 
doppelte  Weise  auf  eine  solche  eines  spitzen  Winkels  zurückführen  lässt.  Ein 
Winkel  des  zweiten  Quadranten  kann  gleich  90°  -h  a  oder  gleich  180°  —  ex,  ein 
solcher  des  dritten  gleich  180°  -h  ol  oder  gleich  270°  —  a,  u.  s.  w.  gesetzt  werden. 
Der  Winkel  wird  also  entweder  auf  den  ersten  Durchmesser,  also  auf  0,  180° 
oder  360°,  oder  auf  den  zweiten  Durchmesser,  also  auf  90°  oder  270°  bezogen. 
Man  merke  sich  nun  die  mnemonische  Regel,  dass  im  ersteren  Fall  dieselbe 
Function  für  den  spitzen  Winkel  bleibt,  während  im  zweiten  Fall  die  entsprechende 
Cofunction  zu  setzen  ist.  Daneben  ist  das  Vorzeichen  der  Function  zu  beachten, 
welches  nach  dem  Vorstehenden  das  negative  ist 

für  den  Sinus  im  dritten  und  vierten, 

für  den  Cosinus  im  zweiten  und  dritten, 

für  die  Tangente  und  Cotangente  im  zweiten  und  vierten  Quadranten. 

Beispielsweise  ist  cos  60°  =  ^.  Ist  nun  umgekehrt  cos<i  =  ^  gegeben,  so  kann  der  Winkel  a, 
wenn  nur  Winkel  unter  zwei  Rechten  in  Betracht  kommen,  nur  gleich  60°,  andernfalls  aber 
auch  gleich  300°  sein.  Entsprechend  gehören  zu  rwa  =  —  ^  die  Winkel  180°  —  60°  =  120° 
und  180°  +  60°  =  240°.  In  ähnlicher  Weise  folgt  aus  sm  30°  =  i,  dass  der  Gleichung  sina  =| 
durch  den  Werth  a  =  30°  genügt  werden  kann;  in  diesem  FaU  existirt  aber  utiter  180°  noch 
ein  zweiter  solcher  Werth  für  a,  nämlich  180°  —  30°  =150°,  während  zu  tma  =  —  ^  zwei 
äberstumpfe  Winkel  gehören. 

Man  kann  auch  noch  die  Beschränkung  der  Winkel  auf  solche,  welche 
zwischen  den  Grenzen  0  und  360°  liegen,  aufheben,  und  somit  die  Erklärungen 
und  Sätze  der  vorhergehenden  Paragraphen  noch  mehr  erweitem.  Durch  Fort- 
setzung der  Drehung  des  beweglichen  Schenkels,  nachdem  derselbe  bereits  eine 
volle  Umdrehung  gemacht  hat,  gelangt  man  zu  Winkeln  im  weiteren  Sinn,  welche 
mehr  als  vier  Rechte  betragen.  Man  sieht  [leicht  ein,  dass  in  diesem  Fall  fiir 
jede  neue  Umdrehung  dieselben  Functionswerthe,  wie  bei  der  ersten,  in  ganz 
gleicher  Weise  wiederkehren,  so  das  also  alle  Winkel,  welche  um  360°  oder  um 
ein  Vielfaches  von  360°  von  einander  differiren,  in  allen  ihren  Functionen  völlig 
mit  einander  übereinstimmen. 

Man  kann  femer  die  Drehung  des  beweglichen  Schenkels  des  veränder- 
lichen Winkels  a  in  einer  Weise  geschehen  lassen,  welche 
der  ursprünglich  angenommenen  entgegengesetzt  ist. 
Durch  eine  solche  Drehung  in  entgegengesetzter  Richtung 
wird  ein  bereits  vorhandener  Winkel  nicht  vergrössert, 
sondern  verkleinert,  ein  durch  eine  solche  Drehurig  ent- 
standener Winkel  ist  also  als  negativ  zu  betrachten.  Ist 
z.  B.  der  Winkel  £CA  =  a,  so  ist  der  Winkel  ^  C4'  =  —  a 
zu  setzen.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  in  jedem  Fall  ein 
solcher  negativer  Winkel  —  a  dieselbe  Lage  der  Schenkel 
hat,  wie  der  Winkel  360°  —  a,  und  dass  deshalb  allgemein  (M.  220.) 

sin  ( —  a)  =  —  sin  a ,     cos  ( —  a)  =  cos  a 
iang  ( —  a)  Ä=  —  tanga,  cot  ( —  «)  =  —  cota, 

ist     Man  sieht  jetzt  auch  leicht  ein,  dass  man,  wie  vorher  durch  Addition  eines 

ScMLonoLCH,  Haodbttcb  der  Mathematik.    Bd.  I,  xi 
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beliebigen  Vielfachen  von  360^  zu  einem  Winkel  a,  so  auch  durch  Sabtradr 
eines  solchen  Vielfachen  von  a  stets  zu  einem  Winkel  kommt,  welcher  mit  1  h 
allen  Functionen  übereinstimmt. 

Hiemach  erweitem  sich  die  früheren  Erklärungen  dahin,  dass  zu  jede: 
gegebenen  Werth  einer  trigonometrischen  Function  unendlich  viele  Wokc 
gehören.  Ist  z.  B.  bekannt,  dass  sin  30°  =  i  sei,  so  kann  daraus  gefolgert  werdr. 
dass,  wennji«a= Jgegeben  sei,  nicht  nur  a= 30°  oder  gleich  180° — 30°=laO;sc: 
dem,  dass  auch  jeder  Winkel  aus  der  Reihe  360°  4-  30°  =  390°,  360° -h  150'=  51  . 
2  •  360°  -+-  30°  =  750°  u,  s.  w.,  sowie  jeder  aus  der  Reihe  30°  —  360°  =  -  SJ 
150°  --  360°,  30°  —  2  •  360°  u.  s.  w.  ebenfalls  ein  Werth  von  a  sein  könne,  k 
sprechendes  gilt  für  alle  übrigen  trigonometrischen  Functionen  und  lässt  sichL 
jede  derselben  im  Einzelnen  leicht  aus  den  früheren  Bestimmungen  entvideli 
Da  jedoch  Winkel  unter  0  und  über  360°  nur  ausnahmsweise  gebraucht  wcidr 
und  dann  leicht  auf  solche,  welche  zwischen  diesen  Grenzen  liegen,  zurücb 
führt  werden  können,  so  beschränken  wir  uns  hier  auf  die  vorstehenden  S' 
deutimgen  und  setzen  im  Folgenden,  wenn  nicht  das  Gegentheil  ausdriicki 
gesagt  wird,  immer  nur  solche  Winkel  im  engeren  Sinne  voraus. 

Eine  andere  Ergänzung  der  im  Vorigen  gegebenen  Entwicklungen  liefert  er 
Satz,  dass  die  für  Functionen  von  180°  —  a,  180°  4-  a  u.  dgl.  gefundenen  Foroe: 
ganz  allgemein  gelten,  auch  wenn  a  kein  spitzer  Winkel  ist  So  ist  2.  B.  wr 
a'  =  180°  4-  a  gesetzt  wird,  sin  (180°  —  a')  =  sin  [180°  —  (180°  -h  a)]  =  sin  {-i 
=  —  sinn  und  sina'  =  sin  (180°  -h  a)  =  —  5/Via,  also  auch  in  diesem  F: 
sin  (180° —  «')  =  sina'.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  jeden  anderen  hier> 
möglichen  Fall  behandeln.  Der  Kürze  halber  dürfen  wir  auch  hier  auf  eine  A: 
führung  eines  allgemeinen  Beweises  verzichten. 

Die  ZurUckfÜhrung  der  Functionen  aller  Winkel  über  90^  auf  solche  von  Winkfit  '- 
ersten  Quadranten  rechtfertigt  die  besondere  Behandlung  der  spitzen  Winkel  im  §  1,  »t^" 
wissenscbaftlich  als  überflüssig  erscheinen  kann,  aber  in  der  Praxis  besonders  geeignet  i^  (^ 
richtige  Auffassung  der  Begriflfe  der  trigonometrischen  Functionen  und  Leichtigkeit  der  Anw»:«: 
derselben  zu  erzielen. 

§  7.  Winkel  und  Bogen. 
Da  zu  jedem  bestimmten  Centriwinkel  eines  Kreises  ein  bestimmter  Bojt: 
des  letzteren  und  umgekehrt  gehört,  so  gehören  auch  zu  jedem  Bogen,  i^- 
sondere  des  Kreises  mit  dem  Radius  1,  bestimmte  trigonometrische  Functiorr 
Man  pflegt  die  Functionen  des  Centriwinkels  a  daher  auch  als  Functionen  c^ 
zu  demselben  gehörigen  Bogens  zu  bezeichnen.  So  ist  z.  B.  sin  0,523598  . .  =  - 
denn  0,523598  .  .  ist  die  Maasszahl  des  zu  einem  Centriwinkel  von  30^  gehörit: 
Bogens.  Da  zu  den  Winkeln  0°,  90°,  180°,  270°,  360°  bezw.  die  Bogenläitr 
0,  ^ir,  TT,  ftr,  2  TT  gehören,  so  ist  nach  dem  Früheren  fUr  diese  Bogen 

sin  0  =  0;  j«i  g-  =  1 ;    sin  r  =  0; 

3 
sin  -a^  =  —  1;  sin  2ir  =  0, 

und  in  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  die  entsprechenden  Formeln  für  die  übri^'^' 

Functionen.     Allgemeiner  ist,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  (oder  Null)  bedeutet, 

sin  2  «IT  =  «Vi  (2  «  -h  1)  IT  =  0,  dagegen 
cos  2nr.  =  -h  1,  r^x  (2«  -h  1)  it  =  —  1, 

u.  s.  w.     Die  Aufstellung  der  entsprechenden  übrigen  Formeln,   einschÜcssiK' 

solcher,  wie 
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sin  (2 «IC  -f-  jc)  =  sinXf  sin  (2  «ic  —  x)  =  —  sinx 

u.  s.  w.  kann  je  nach  Bedarf  dem  Leser  tiberlassen  werden. 

Umgekehrt  bezeichnet  man  durch  arc  sinx  (d.  i.  arcus  des  Sinus  x)  oder 
auch  durch  arc  sin{=x)  denjenigen  Bogen  des  Kreises  mit  dem  Radius  1, 
dessen  Sinus  den  Werth  x  hat,  und  entsprechend  für  die  übrigen  Functionen. 

So  ist  also  2.  B.  arc  cos  ( — 1)  =  2«tc,  und  wenn  man  unter  dem  arcus  ins- 
besondere den  kleinsten  der  unzählig  vielen  zu  der  gegebenen  Function  gehörigen 
Bogen  versteht,  arc  cos  ( —  1)  =  2i:.  Da  femer  ein  Bogen  auch  in  Gradmaass 
ausgedrückt  werden  kann,  und  dann  seine  Maasszahl  mit  derjenigen  des  zuge- 
hörigen Centriwinkels  übereinstimmt,  so  findet  man  wol  auch  Bezeichnungen  wie 
arc  cos  (—  1)  =180°,  u.  dgl.  m. 

In  Betreff  der  Verwandlung  von  Gradmaass  in  Bogenmaass  und  umgekehrt 
vergleiche  man  Planimetrie  §  58,  (1),  (2)  und  (3). 


§  8.    Functionen  zusammengesetzter  Winkel. 

1.  Um  die  Functionen  von  Summen  oder  Differenzen  zweier  Winkel 
durch  Functionen  dieser  einzelnen  Winkel  auszudrücken,  nehmen  wir  zunächst 
wieder  an,  dass  letztere,  sowie  ihre  Summe,  spitz  seien.    Legt  man  unter  dieser 
Voraussetzung  die  beiden  Winkel  a  und  ß  so  an- 
einander, dass  ihre  Summe  entsteht,  so  kann  man, 
um   Functionen    von   a  -f-  ß    mittelst   eines   diesen 
Winkel  enthaltenden  rechtwinkeligen  Dreiecks  aus- 
drücken zu  können,  von  einem  beliebigen  Punkte  B 
des  äusseren  Schenkels  von  ß  die  Senkrechte  BC 
auf  den  äusseren  Schenkel  von  a  fällen.    Zu  mög- 
lichster Einfachheit   der   Entwicklung   werde  noch 
die  Hypotenuse  AB  des  Dreiecks  ABC  gleich  1 
angenommen.       Fällt     man     dann     von     B     die 


C  I 
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Senkrechte  BD  auf  den  mittleren  Schenkel  und  von  D  die  Senkrechte 
DE  zxxi  ACt  so  erhält  man  auch  für  ß  und  a  im  Einzelnen  rechtwinkelige 
Dreiecke.  Zieht  man  endlich  noch  durch  D  die  Parallele  zu  EC,  welche  BC 
in  F  schneide,  so  erhält  man  noch  das  rechtwinkelige  Dreieck  BFD,  in  welchem 
^.  FBD  =  90°  —  Z  BDF,  und  da  BDF=  90°  —  ^  FDA,  Z  FDA  aber  als 
Wechselwinkel  an  parallelen  Linien  gleich  a,  auch  ^  FBD  =  a  ist.     Nun  ist 

ß)  =  ^  =  ?^^BC^DE-^BF) 


sin(ii 


AB 


1 


DE 
AD 


=  sinfXy  also  DE  =  sin  a  •  AD, 


AD       AD  .      ,       r.^ 

-r^  =  -y-  =  cos%  also  DE  =  stna.  •  cos^, 

und  entsprechend  BF^=  cosol-  BD  ^s^^cosfi"  sin^,  also 
sin{a  -+-  ß)  ==  sina  •  cos^  -f-  cosa  •  ««ß.     (1) 

In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich 

cos(a  -h  ß)  =  AC==:  AE  —  FD  =  cosa  -AD --sina*  BD,  oder 
cos{a  -+■  ß)  =  ^^j«  •  cos^  —  sin  OL  •  sin^.    (2) 

2.  Will  man  entsprechende  Entwicklungen  für  a  —  ß  haben,  so  constniire 
man  durch  Abtragung  des  kleineren  Winkels  ß  von  dem  grösseren  a  den  Winkel 
a  —  ß  und  constniire  femer  nach  Anleitung  der  nebenstehenden  Figur  zu  jedem 
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dieser   Winkel    ein   rechtwinkeliges   Dreieck.     Es   sei   nämlich    Z  DAC  =  «, 

Z  DAB  =  ß,  also  ^  BAC=  a  —  p,  ^C  senkrecht 
auf  ACt  BD  senkrecht  auf  AD  und  DE  senk- 
recht auf  AC.  Femer  sei  der  Kürze  wegen 
^J  AB  ^=\  gemacht,  und  ausserdem  sei  BF  parallel 
zu  CE  gezogen.  Der  Winkel  BDF  des  recht- 
winkeligen Dreiecks  BDF  ist  dann  das  Com- 
plement  zu  ^  EDA,  dieser  letztere  aber  als  Winkel 
des  Dreiecks  ADE  complementär  zu  a,  mithin  mus^s 
Z  BDF  gleich  a  sein.     Nun  ist 

5in{fi  —  ß)  =  BC  =  DE  —  DF=^  sma  ^AD  —  cos^x  -  DB,  oder 
da  AD  =  AB*  cos^  =  cos^  und  entsprechend  DB^^sin^  ist, 
Ji«(a  —  ß)  =  j/«a  •  ^^xß  —  C0sa'  Ji«ß.     (3) 
Femer  ist  cos{aL  —  ß)  =  AC=  AE  -h  FB  =  ^£;xa  •  -^i[)  -h  sma»  DB,  also 

^^f  (a  —  ^)  =  cosa'  cos^  -+■  sina  •  ««ß.     (4) 

Man  beachte  die  Aehnlichkeiten  der  beiden  vorstehenden  Formeln  mit  den 
entsprechenden  fUr  a  +  ß  und  die  Unterschiede  in  Betreff  der  Rechnungszeichen. 

3.  Da  die  vier  vorstehenden  Formeln  (1)  bis  (4)  nur  unter  der  Voraussetzung 
abgeleitet  sind,  dass  a,  ß  und  a  +  ß  spitze  Winkel  seien,  so  erübrigt  noch  die 
Untersuchung  der  Frage,  ob  jene  Formeln  auch  dann  gültig  bleiben,  wenn  diese 
Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist.  Man  kann  für  jeden  dann  möglichen  Fall  in  gam 
analoger  Weise  wie  vorher  die  entsprechenden  Figuren  construiren  und  —  unter 
der  selbstverständlichen  gehörigen  Beachtung  der  Vorzeichen  der  Functionen  - 
auch  entsprechende  Entwicklungen  machen.  Einfacher  erscheint  es,  zum  Be- 
weise der  allgemeinen  Gültigkeit  der  obigen  vier  Gleichungen  die  Formeln  de> 
8  3  für  die  Functionen  von  Winkeln  höherer  Quadranten  zu  benutzen.  Nur  mr 
den  Fall,  dass  a  -i-  ß  stumpf  ist,  während  a  und  ß  spitze  Winkel  sind,  ist  die 
Ableitung  der  Formeln  für  ii«(a  -i-  ß)  und  cos{i  ■+-  ß)  an  der  Figur  zu  wieder 
holen.  Die  Construction  der  letzteren  und  die  Entwicklung  der  Formeln  geschieht 
wörtlich  ebenso,  wie  oben,  nur  dass  r^i(a-hß)  =  —  AC  zu  schreiben  ist.  U. 
dagegen  z.  B.  a  stumpf  und  ß  spitz,  so  setze  man  a=  180"^  —  a|,   und  man  hat 

sin{fi  -+■  ß)  :=  Ji«[(180°  —  aj  -h  ß]  =  x/«[180°  -  (a»  —  ß)] 
=  sin{fi^  —  ß),  also,  da  a^  und  ß  spitz  sind, 
««(a  -f-  ß)  ^  «Vittj  cos^  —  cosa^i  •  jiViß. 

Setzt  man  hier  wieder  sina^  ^=sina  und  cosa^  «=  —  cosa,  so  erhält  man 

sin(a.  -h  ß)  =  sina  cos^  -f-  cosa  x/Viß, 

wie  oben.  In  derselben  Weise  erhält  man  auch  die  drei  übrigen  Formeln  wieder 
Da  die  sämmtlichen  verschiedenen  Fälle,  welche  hierbei  im  Einzelnen  roug 
lieh  sind,  nach  der  Anleitung  des  vorstehenden  Beispiels  ohne  Schwierigkeit 
behandelt  werden  können,  und  bei  der  fortwährenden  Wiederholung  derselben 
Gedanken  nichts  Neues  darbieten,  so  darf  die  AusRihrung  des  Beweises  der  all- 
gemeinen Gültigkeit  der  obigen  vier  Formeln  dem  Leser  überlassen  bleiben. 

Auch  für  den  Fall,  dass  einer  der  beiden  Winkel,  oder  dass  beide  negaii« 
werden,  oder  auch  einen  Rechten,  ein  Vielfaches  von  90"^  oder  mehr  als  'M 
betragen,  erweisen  sich  diese  Formeln  als  gültig.  Es  würde  hinreichen,  diesen 
ganz  allgemeinen  Nachweis  der  Gültigkeit  zunächst  für  eine  einzige  denelben, 
z.  B.  für  «Vi(a-hß),  zu  führen,  da  man  dann  alle  übrigen  aus  dieser  einen 
mittelst  früherer,  allgemein  gültiger  Formeln  ableiten  kann.     So  ergiebt  sich  - 
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jenen  Beweis  der  allgemeinen  Gültigkeit  vorausgesetzt  —  aus  der  Gleichung  für 
si'n(ji-h^)  die  für  sm(a  —  ß),  indem  man  in  jener  — ß  statt  ß  einsetzt,  und  die 
für  r<?j(a-hß)  mittelst  der  Formel  ^/»^(a -h  ß) -h  ^'^^^(a  4- ß)  =  1;  endlich  folgt 
die  für  cos(a  —  ß),  indem  man  wieder  in  der  eben  für  cos(ii  -+-  ß)  abgeleiteten  ß 
negativ  werden  lässt 

4.  Aus  den  vorstehend  entwickelten  Formeln  ergiebt  sich  nun  weiter  mit 
allgemeiner  Gültigkeit 

tangii  -4-  3)  =  — 7 — — ^  = 5 : r-*-. 

*=*  ^        '  ^       cos{tL  -h  ß)        cosfx  cos^  —  stntLStn^ 

Dividirt  man  hier,  um  die  Tangente  der  Summe  auch  durch  die  Tangenten 
der  einzelnen  Winkel  auszudrücken,  sowol  den  Zähler  als  den  Nenner  des  letzten 
Bruches  durch  costi  •  cos^,  so  erhält  man 

sin  a  cos  ß        cos  a  sin  ß 


cosficos^       cosacos^ 
cos o,  cos ^        sinasin^* 
cos  a  cos  ß        cos  a  cos  ß 
und  hieraus  durch  einige  leichte  Umformungen 

Durch  ein  ganz  entsprechendes  Verfahren  ergiebt  sich 

/        Q\  fang  d  — rang  ^ 

'^^^i^-?)-l^fanga.fangr     ^^^ 

Ebenso  erhält  man  aus  cof(a  dt  9)  =    .  ;    ~7^i,  wenn  man  den  Zähler  und 

^        ^^       5/«(aitß) 

den  Nenner  nach  Entwicklung  derselben  durch  sina-sin^  dividirt, 

/        r.^       cofri .  cot^  —  1       ,„. 

cot{%  H-  ß)  = ,Q   .       . —      (7) 

^        ' ''  cot^  4-  cot^         ^  ^ 

COifl  •  cot^  -h  1        ,^. 
cot{n  --  ß)  = ;ö ^ — .      (8) 

^  '  ^  COt^  —  COttL  ^   ^ 

5.  Die  Formeln  (1)  bis  (8)  lassen  sich  leicht  auf  die  Functionen  von  Winkeln 
anwenden,  welche  aus  mehr  als  zwei  Gliedern  zusammengesetzt  sind.  Um  z.  B. 
5in{ft  -h  ß  —  y)  zw  entwickeln,  kann  man  a  -h  ß — 7  in  Form  eines  Binoms  (a  4-  ß)  —  7 
oder  auch  a  -h  (ß  —  7)  u.  dgl.  m.  darstellen  und  demnach  zunächst  etwa 
sin  [(a  H-  ß)  —  -y]  ==  sin{(L  4-  '^)cos-^  —  cos{fi  4-  ß)««T  setzen.  Hieraus  folgt  dann 
durch  weitere  Entwicklung 

{sinn  cos^  4-  cosn  sin^)  cos^  —  {cosfx  cos^  —  sina.  5/«ß)  x/117  = 
sini  cos^  cos^  4-  cosn  sin^  cos^  —  cosn  cos^  sin-^  4-  sinnsin^  sin-^, 

§  n.     Fortsetzung:     Functionen  von  2a,  ^a.    Summen  und  Differenzen 

von  Functionen. 

1.  Eine  andere  Anwendung  jener  Formeln  erhält  man,  wenn  man  ß  gleich  a 
annimmt.     Aus  (1)  folgt  in  diesem  Fall  sin2fi  =  sina  -  cosa-^  cosol- sina,  d.  i. 

sin  2ai  =  2sini  cos,     (1) 

Ebenso  folgen  aus  §  8,  (2),  (5)  und  (7)  leicht  die  Formeln 

cos2aL  =  2cos^oL  —  sin^a    (2) 

tan^i.  =  1  l'"ff»,     (3) 


486  Trigonometrie. 

Die  Formeln  des  §  8  für  a  —  ß  führen  durch  Gleichsetzung  der  beider. 
Winkel  auf  diejenigen  für  die  Functionen  von  0  zurück.  Setzt  man  in  ent- 
sprechender Weise  in  den  für  die  Functionen  von  a  -h  ?  -f-  t  abzuleitenden 
Gleichungen  die  drei  Winkel  einander  gleich,  oder  auch  zerlegt  man  3«  zunächst 
in  2  a -ha,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen 

j/Vr3a  =  Zsinoi  cos^ol  —  sin^a  =  3x/Via  —  Assn^a 
cosZoL  =  cos^fi  —  35/«*a  cosol  =  Acos^oL  —  3^^5a 

COt^OL  —  ^  cot  OL 
COto  a  =  —^ TS ; — , 

und  in  ähnlicher  Weise  mittelst  4a  =  3a -ha  oder  2  •2a,  femer  5a  =  4a-r2 
oder  3a  -h  2a  u.  s.  w. 

sinAoL  =  Asina  cos^ol  —  Asin^a  cosa 
cos4iOL  =  cos^a  —  ßsin^a  cos^a.  -hsin*a, 
sinboL  =  bsina  cos^a.  —  10««*a  cos^fx  -h  w«^a, 
cosbaL  =  cos^oL  —  lOsin^a  cos^ol  -h  bsin^a  cosol, 

u.  s.  w. 
2.  Durch  die  Formeln  (1)  bis  (4)  dieses  Paragraphen  wird  die  Aufgabe  gelöst, 
aus  den  bekannten  Functionen  eines  Winkels  a  die  Functionen  des  doppelten 
Winkels  2  a  zu  berechnen.  Selbstverständlich  können  statt  a  und  2  a  auch 
beliebige  andere  Bezeichnungen  für  die  beiden  Winkel  gewählt  werden,  wenn 
nur  der  auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen  gebrauchte  Winkel  doppelt  so 
gross  ist,  als  der  auf  der  rechten  Seite  gebrauchte.  Insbesondere  kann  man 
daher  auch  schreiben 

sinoL  =  2sm^  •  cos^a]  cosa  =  cos^^a  —  sin^^a,  u.  s.  w. 
Soll  die  umgekehrte  Aufgabe  gelöst,  d.  h.  sollen  aus  den  bekannten 
Functionen  eines  Winkels  die  Functionen  des  halb  so  grossen  Winkels  berechnd 
werden,  so  hat  man  nur  in  den  obigen  Gleichungen  (1)  bis  (4)  die  Functionen 
von  a  als  die  Unbekannten  zu  betrachten,  und  jene  Gleichungen  auf  diese  auf- 
zulösen.   Am  einfachsten  geschieht  dies  mit 

r^j2  a  =  cos^  a  —  sin^a, 
indem  man  zunächst  in  derselben  cosa  oder  sina  mittelst  der  Gleichung 

1  =  cos^a  ■+-  sin^a 
eliminirt    Die  Anwendung  der  Additions-  und  Subtractions-Methode  fuhrt  sofort  a- 

1  -h  coy^a  =  2  •  cos^a 
l  —  cos2a  =  2'Sin^a      (5) 
und  aus  diesen  folgt 


l/l  -h  C0s2a       ,^^ 
cos  a^^y s (6) 


sina=y 2 W 

Durch  Division  der  beiden  letzteren  Gleichungen  erhält  man  unter  Anwendung 
bekannter  arithmetischer  Sätze 


l/l  — COS20L       ,^. 
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COt^  =   1/ —-r-         (9) 

^    1  —  cos  2  a      ^  ^ 
Selbstverständlich  können  auch  diese  Gleichungen  in  der  Form 

C0s^<i  =  y^  (1  -+-  cosol),  sin  |  a  =  |/^(1  —  cosa),  u.  s.  w.  geschrieben  werden. 

Die  Aufgabe,  in  entsprechender  Weise  die  Functionen  von  a  aus  denen  von  3a  zu 
berechnen,  erfordert,  ^iHe  man  leicht  aus  den  oben  ftir  letztere  aufgestellten  Formeln  erkennt, 
die  Auflösung  von  Gleichungen  dritten  Grades.  Eine  nähere  Betrachtung  derselben  zeigt,  dass 
sie  unter  die  sog.  irreducibelen  Gleichungen  gehören.  Die  hieraus  resultirende  Unmöglichkeit 
der  Auflösung  der  gestellten  Aufgabe  mit  den  gewöhnlichen  elementaren  Hülfsmitteln  der  Al- 
gebra entspricht  der  Unmöglichkeit,  die  entsprechende  geometrische  Aufgabe  der  Trisection  des 
Winkels  allein  mit  Anwendung  von  Zirkel  und  Lineal  zu  lösen. 

3.  Die  Analogie  im  Baue  je  zweier  Formeln,  welche  die  Entwicklung  der- 
selben Function  von  a  -h  ß  und  von  a  —  ß  liefern,  führt  endlich  noch  zu  einer 
weiteren  Gruppe  beachtenswerther  Gleichungen.  Durch  Addition,  bezw.  Sub- 
traction  der  beiden  Formeln  §  8,  (1)  und  (3)  erhält  man  zunächst 

sin(a  -4-  ß)  -4-  sin(a  —  ß)  =  2sina  •  cos^        (10) 

sin{fi  -f-  ß)  —  sin(a  —  ß)  =  2cosa  •  sin^,        (11) 

In  derselben  Weise  ergeben  sich  aus  §  8,  (2)  und  (4)  die  Gleichungen 

cos(pL  -h  ß)  -h  cos(a  —  ß)  =  2cosa  •  cos^       (12) 
cos(a  -h  ß)  —  (Vs(a  —  ß)  =  —  2sinoL  •  j/«ß.  (13) 
Setzt  man  nun  a  -h  ß  =  ä,  a  —  ß  =  ^1  so  dass  also  a  =  ^(a  -h  d),  ß  =  ^(a — ö) 
zu   setzen   ist,    so  nehmen   die   vorstehenden  vier  Formeln   die  folgenden  Ge- 
stalten an: 

sina  -h  sind  =  2sin^(a  -h  b)cos\{a  —  b)  (14) 

sin a  —  sind  =^2 cas^(a  -h  d)sin^(a  —  b)  (15) 

cosa  -f-  cosb  =  2cos^(a  4-  b)cosi^{a  —  b)  (16) 

cosa  —  cosb  =  —  2sin\ia  ■+•  b)sin^(a  —  b),      (17) 

Während  die  Formeln  (10) — (13)  dazu  dienen  können  ein  Produkt  zweier 
Functionen  (Sinus  oder  Cosinus)  in  eine  Summe  oder  Differenz  zu  verwandeln, 
und  zu  diesem  Zweck  auch  in  der  Form 

sini '  cos^  =  ^[sin(a  -h  ß)  -h  sin(a  —  ß)],  u.  s.  w. 
geschrieben   werden   können,    dienen   die  Formeln   (14) — (17)   zur  Lösung  der 
umgekehrten  Aufgabe,  also  zur  Verwandlung  einer  solchen  Summe  oder  Differenz 
in  ein  Produkt. 

Die  letzteren  Formeln  sind  z.  B.  zur  Erleichterung  von  logarithmischen 
Rechnungen  von  leicht  ersichtlicher  Bedeutung. 

Die  bis  jetzt  entwickelten  Gleichungen  zwischen  trigonometrischen  Functionen  desselben 
oder  TCTschiedener  Winkel  enthalten  die  nothwendigsten,  aber  auch  hinreichenden  Sätze,  welche 
xuT  Anwendung  auf  die  Berechnung  von  Figuren  gebraucht  werden.  Wir  beschränken  uns  daher 
>n  dieser  Stelle  auf  dieselben  und  haben  nur  noch,  ehe  wir  zu  den  Anwendungen  Übergehen, 
die  Berechnung  der  Zahlenwerthe  der  Functionen  für  jeden  bestimmten  Winkel  zu  erörtern. 
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Kapitel  2. 
Berechnung  und  Gebrauch  der  trigonometrischen  Tafeln. 

§  10.     Berechnung  der  Tafeln. 

1.  Zur  Berechnung  der  trigonometrischen  Functionen  der  Winkel  genügt  es, 
den  Weg  zu  zeigen,  auf  welchem  eine  einzige  Function,  z.  B.  der  Sinus,  berechnet 
werden  kann,  da  aus  dieser  für  jeden  einzelnen  Winkel  alle  übrigen  Functionen- 
Werthe  nach  §  2  ermittelt  werden  können.  Es  genügt  femer,  diese  Function 
für  alle  spitzen  Winkel  zu  bestimmen,  da  die  Functionen  von  Winkeln  aus  den 
höheren  Quadranten  sich  leicht  auf  solche  von  Winkeln  des  ersten  zurückfuhren 
lassen.  Ja  es  reicht  schon  hin,  die  Berechnung  für  alle  Winkel  bis  zu  45°  durch- 
zuführen, denn  die  Formeln  j/«(90°  —  a)  =  c(?sa,  cos  {90°  —  t)=^sinj.  u.  s.  w. 
gestatten  jede  Function  eines  mehr  als  45°  betragenden  Winkels  durch  eine 
solche  eines  kleineren  darzustellen.  So  ist  z.  B.  sinlT  =■  cos (90^  —  7i  " 
=  r^jl8°. 

Für  einige  spitze  Winkel  ergiebt  sich  eine  leichte  Berechnung  der  trigono- 
metrischen Functionen  aus  einfachen  Lehrsätzen  der  Planimetrie.  In  jedem 
Dreieck,  welches  rechtwinkelig  und  gleichschenkelig  zugleich,  in  welchem  also 
das  Verhältniss  der  beiden  Katheten  gleich  1  ist,  beträgt  jeder  spitze  Winkel  4J  . 

Es  ist  also 

/ä/i^45°  =  r^/45°  =  1, 

und  hieraus  berechnet  man  leicht 

i/«45°=  r£?j45°  =  i-|/2. 

Theilt  man  ferner  ein  gleichseitiges  Dreieck  durch  eine  seiner  Höhen  in 
zwei  rechtwinkelige,  so  ist  in  jedem  der  letzteren  ein  spitzer  Winkel  gleich  30 , 
der  andere  gleich  60°.  Setzt  man  in  einem  solchen  Dreieck  der  Kürze  halber 
die  kleinere  Kathete,  also  die  Hälfte  der  Seite  des  gleichseitigen  Dreiecks» 
gleich  1,  so  ist  die  Hypotenuse  gleich  2  und  die  andere  Kathete   zufolge  des 

pythagoreischen  Lehrsatzes  gleich  |/3.    Demnach  ist 

sin  30°  =  coseO""  =  J;  cos 30°  =  sin  60°  =  ^YS, 

tangZ^f  =  r^/60°  =  |i/3";  cot^QP  =  tang^QP  =  |/3l 

Construirt  man  femer  in  einen  Kreis  ein  regelmässiges  Zehneck,  so  ist,  wenn 

s  die  Maasszahl  der  Seite  des  letzteren  und  der  Radius  des  Kreises  gleich  l  ist, 

zufolge  Planimetrie  §  5  6. 

1 :  5  =  X :  (1  —  5), 

also  5*  -h  j  =  1,  und  demnach  s  =  ^(>^5 — 1). 

Verbindet  man  nun  einen  Eckpunkt  des  Zehnecks  mit  dem  Mittelpunkt  und 
fällt  von  letzterem  die  Senkrechte  auf  eine  jenem  Eckpunkt  angrenzende  Seite, 
construirt  also  ein  Bestimmungsdreieck  des  Zehnecks,  so  ist  in  demselben  die 
Hypotenuse  gleich  1,  die  eine  Kathete  gleich  4 j=  |(}/5^^1),  folglich  die  andere 

Kathete    gleich    ^KIO -f- 2"|/5.     Da  nun  der  eine  spitze  Winkel  dieses  Dreiecks 

1      ^rn*^ 
gleich  -^  •  "T7r=  18°,  der  andere  gleich  72°  ist,  so  erhält  man 

j/Vi  18"  =  cos  72°  =  I  {Yb  —  1);  cos  18°  =  sinir  =  {VlO^'^Yb,  u.  s.  w. 

2.  Aus  den  vorstehend  berechneten  Functionen  lassen  sich  mit  Hülfe  der 
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Formeln  der  Paragraphen  8  und  9  zahlreiche  andere  berechnen.  Aus  den  Func- 
tionen von  30**  erhält  man  durch  Anwendung  der  Formeln  für  ^a  die  von  15^ 
aus  denen  von  18°  und  den  eben  berechneten  von  15°  mittelst  der  Formeln  flir 
1  —  ?  die  von  3°.  Aus  letzteren  kann  man  endlich  mittelst  der  Formeln  für  die 
Functionen  von  2  a  und  a  4-  ß  die  Functionen  von  6°,  9°,  12°  u.  s.  w.  berechnen 
und  somit  schon  eine  Tabelle  der  Functionen-Werthe  aufstellen,  welche  von 
3  zu  3  Graden  fortschreitet. 

Aus  den  so  erhaltenen  Zahlen  lassen  sich  femer  durch  Anwendung  der 
Formeln  §  9,  (6) — (9)  noch  die  Functionen  beliebig  vieler  anderer  Winkel,  z.  B. 
von  1°30',  0°45',  0''22'30"  u.  s.  w.  berechnen.  Man  gelangt  jedoch  auf  diesem 
Wege  niemals  zur  Aufstellung  einer  von  Grad  zu  Grad,  Minute  zu  Minute  oder 
Secunde  zu  Secunde  fortschreitenden  Tabelle,  wie  sie  der  Gebrauch  in  der 
Praxis  erfordert    Zu  diesem  Zwecke  kann  man  folgendes  Verfahren  einschlagen: 

Aus  dem  p)^bagoreischen  Lehrsatz  ergiebt  sich,  dass  die  Seiten  eines  recht- 
winkeligen Dreiecks  in  der  Regel  in  irrationalen  Verhältnissen  zu  einander  stehen, 
und  dass  somit  die  trigonometrischen  Functionen  der  Winkel  sich  zum  grössten 
Theil  nur  näherungsweise  durch  (abgekürzte)  Decimalbrtiche  ausdrücken  lassen. 
Für  den  praktischen  Gebrauch  genügt  es  auch  vollkommen,  wenn  man  nur  so 
\iele  Decimalstellen  einer  verlangten  Function  kennt,  als  für  die  erforderliche 
Genauigkeit  der  betreffenden  Rechnungen  nothwendig  ist,  also  beispielsweise  fünf 
oder  sieben  Decimalstellen.  Dies  lässt  sich  nun  zunächst  für  sehr  kleine  Winkel 
erreichen.  Da  nämlich  jede  Seite  eines  einem  Kreise  umbeschriebenen  Polygons 
grösser,  und  jede  Seite  eines  einbeschriebenen  Polygons  kleiner  als  der  zu  dem- 
selben Centriwinkel  mit  ihr  gehörige  Bogen  ist,  da  femer  jede  Tangentenlinie 
als  Hälfte  einer  Seite  eines  umbeschriebenen,  und  jede  Sinuslinie  als  Hälfte  einer 
Seite  eines  einbeschriebenen  Polygons  betrachtet  werden  kann,  und  zu  jeder 
dieser  Linien  auch  die  Hälfte  des  zur  ganzen  gehörigen  Bogens  gehört,  so  folgt, 
dass  jede  Tangente  eines  Winkels  a  grösser  und  jeder  Sinus  kleiner  ist  als  der 
zugehörige  Bogen  b  (des  Kreises  mit  dem  Radius  1).    Aus  der  Gleichung 

tangti  >  b 

sin  OL  / 

folgt   aber   >  b,  also  sinoL  >  b  •  cosol,  also  sinoL  >  byl  —  sm^a. 

Da  femer  sina  <  b, 

so  ist  um  so  mehr  sinoL  >  byi  — b^.    Der  Radicand  1  — b^  ist  stets  ein  echter 

Bruch,  mithin  ist  )/l  — b^  >  l  —  b^,   also  um  so  mehr  sina  >  ^  •  (1  —  b^)  oder 

sin%>b  —  b^,  daher 

b  —  sind  <.  b^, 

d.   h.   der  Unterschied   zwischen   einem  Sinus  und  seinem  Bogen  ist 

stets  kleiner  als  die  dritte  Potenz  des  Bogens. 

Ist  nun  b  so  klein,    dass  b^  innerhalb  der  für  den  Grad  von  Genauigkeit 

gesteckten  Grenze  gleich  Null  gesetzt  werden  kann,  so  darf  der  Sinus  mit 

dem  Bogen  verwechselt  werden. 

r        1 
So  erhält  man  z.  B.  für  sini' ,  da  hier  ^==-^  .  r^r  =  0,0002908882  .  .  .  ist, 

loU      DU 

5  — jiÄoK  (0,00029 ..  O'i   also  jedenfalls  kleiner  als  eine  Einheit  der  neunten 
Decimale,  d.  h.  es  ist 

««  r  =  0,000290888 

auf  9  Decimalen  genau.    Für  einen  Winkel  von  einer  Secunde  ergiebt  sich  auf 
diesem  Wege  der  Sinus  mit  einer  Genauigkeit  von  15  Decimalstellen, 
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Hat  man  so  die  Functionen  von  V  oder  1"  gefunden,  so  kann  man  sich 
wieder  der  Formeln  2  a  und  a  -i-ß  bedienen,  um  nach  und  nach  die  aller  Winkel 
von  Minute  zu  Minute  oder  von  Secunde  zu  Secunde  zu  berechnen.  Da  jedoch 
jene  ersteren  Functionenwerthe  keine  absolute  Genauigkeit  besitzen,  so  muss 
man  sich  stets  vergewissern,  dass  der  Fehler  der  aus  ihnen  berechneten  nich* 
durch  Häufung  die  erlaubte  Grenze  übersteige.  Hierzu  kann  man  sich  der  nach 
dem  Vorhergehenden  berechneten  genauen  Werthe  der  Functionen  der  Winkel 
von  3  zu  3  Grad  und  deren  Hälften  u.  s.  w.  bedienen. 

3.  Die  Ausführung  des  im  Vorstehenden  entwickelten  Verfahrens  ist  überans 
umständlich  und  zeitraubend.  Die  höhere  Mathematik  giebt  erheblich  bequemere 
Mittel  an  die  Hand,  um  die  Werthe  der  trigonometrischen  Functionen  berechnen 
zu  können.  Da  jedoch  diese  Mittel  der  Natur  der  Sache  nach  erst  in  einem 
späteren  Theile  erörtert  werden  können,  so  soll  das  Vorstehende  dazu  dienen 
an  dieser  Stelle  wenigstens  die  Möglichkeit  jener  Berechnung  zu  zeigen.  Da 
femer  die  letztere  bereits  mehrfach  für  alle  vorkommenden  Winkel  ausgefiihr. 
worden  ist,  und  die  Resultate  in  zahlreich  herausgegebenen  Tabellen  nieder- 
gelegt sind,  so  wird  durch  letztere  für  die  gewöhnlichen  praktischen  Zwecke  die 
Berechnung  trigonometrischer  Functionen  überhaupt  überflüssig,  indem  man  di^ 
selben  einfach  in  jenen  Tafeln  aufschlagen  kann. 

§  11.  Gebrauch  der  Tafeln. 

Solche  trigonometrische  Tafeln  sind  den  in  der  Arithmetik  angegebcncB 
Logarithmentafeln  beigefügt.  Sie  enthalten,  da  die  trigonometrischen  Rechnungen 
meist  mittelst  Logarithmen  ausgeführt  werden,  in  der  Regel  statt  der  Functionca 
die  Briggischen  Logarithmen  derselben.  Man  ist  also  nicht  genöthigt,  zu  einer 
in  der  trigonometrischen  Tabelle  aufgeschlagenen  Function  auch  noch  zum  Be- 
hufe  der  Verwendung  in  der  logarithmischen  Rechnung  den  Logarithmus  aufre- 
schlagen.  Wird  dagegen  der  Werth  der  Function  selbst  verlangt,  so  ist  es  selbst- 
verständlich nöthig,  zu  dem  aufgeschlagenen  Logarithmus  mittelst  der  Tafel  der 
Logarithmen  der  Zahlen  den  Numerus  zu  suchen,  falls  nicht  für  diesen  seltener 
vorkommenden  Fall  eine  besondere  Tabelle  jener  Functionen -Werthe  vor- 
handen ist. 

Die  besondere  Einrichtung  der  trigonometrischen  Tafeln  ist  nicht  überall 
die  gleiche,  und  es  muss  deshalb  hier  in  Betrefif  derselben  und  des  Gebrauchs  a.' 
die  den  einzelnen  Tabellen-Werken  beigegebenen  Erläuterungen  verwiesen  werden 
Wir  setzen  daher  im  Folgenden  voraus,  dass  der  I^eser  sich  in  den  Stand  geset/t 
habe,  mit  Hülfe  seiner  Tafeln  sowol  zu  jedem  gegebenen  Winkel  die  Ix)garith- 
men  seiner  Functionen,  als  auch  umgekehrt  zu  jeder  Function  die  zugehörigen 
Winkel  rasch  und  sicher  zu  ermitteln  und  wollen  im  Folgenden  nur  zur  Erlcichie- 
rung  allseitiger  Uebung  einige  Beispiele  ausführen. 

1.  Es  sei  in  fünfstelligen  Tafeln  hg  ji«  1 18°  22' 17"  aufzuschlagen.  Mm 
findet  denselben  gemäss  der  Formeln  sin  (180°  — o)  =  5/»«  und  j£»(90°-i-« 
=  cosa  indem  man  entweder  den  Sinus  von  61°  37'  43"  oder  den  Cosinus  von 
28°  22'  17"  sucht  Wählen  wir  das  Letztere,  so  finden  wir  in  der  Tafel  /ifg  ccs  28*^  22 
=  9,94445  und  haben  von  der  daselbst  angegebenen  Differenz  7  zwischen  diesem 
und  dem  nächstfolgenden  Logarithmus  den  60.  Theil  17  mal  zu  nehmen.  Dies 
giebt  (im  Kopfe  zu  berechnen)  7-H  =  7-^-h^  =  |-+-A»  wofür  weil  nur 
Ganze  in  Betracht  kommen,  ohne  Weiteres  %  zu  setzen  ist    Dieses  Proportiaiul* 
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theilchen  ist  von  der  obigen  Zahl  abzuziehen,  da  der  nächstfolgende  log  cos  28°  23' 
kleiner  ist  als  der  aufgeschlagene  obige,  und  man  erhält 

log  ««118°  22'  17"  =  9,94443, 
wobei,    wie   immer   in   solchem  Fall    die  in  Gedanken  zu  behaltende  negative 
Charakteristik  —  10  zu  beachten  bleibt. 

2.  Da  eine  einzelne  Secunde  bei  filnfstelligen  Tafeln  oft  keinen  Einfluss  auf 
die  letzte  Decimale  der  aufzuschlagenden  Zahl  ausübt,  mithin  also  in  Beispielen, 
wie  das  vorstehende,  der  Winkel  genauer  angegeben  ist,  als  der  aufgefundenen 
Function  entspricht,  so  giebt  man  auch  häufig  bei  dem  Gebrauch  fünfstelliger 
Ix>garithinen  statt  der  Secunden  des  Winkels  nur  Zehntel -Minuten  an.  Ist  bei- 
spielsweise log  tang  64°  15',  8  verlangt,  so  hat  man  zu  dem  in  den  Tafeln  aufge- 
schlagenen log  tang  64°  15  =  10,31664  das  Achtfache  eines  Zehntels  der  Differenz 
33,  also  3,  3  •  8  =  26  zu  addiren.  Geht  man  dagegen  von  dem  näheren  Winkel 
64°  16'  aus,  so  hat  man  von  log  /ö«^64°16'  =  10,31697  zwei  Zehntel  der  Diffe- 
renz 33,  also  7  zu  subtrahiren.  In  beiden  Fällen  erhält  man  log  tang  64°  15',  8 
=  10,31690. 

3.  Es  sei  log  cos  0°  46',  3  zu  suchen.  Die  Tafeln  ergeben  für  0°  46'  und  für 
0°  47'  die  gleiche  Zahl,  mithin  muss  dieselbe  auch  für  den  zwischen  diesen  beiden 
liegenden  Winkel  gelten,  oder  es  ist  der  gesuchte  Logarithmus  9,99996.  Ist  da- 
gegen log  sin  0°  46',  3  gesucht,  so  kann  dasProportionaltheilchen  für  die  drei  Zehntel- 
Minuten  behufs  Addition  zu  log  j/«  0°  46' =  8,12647  nicht  mittelst  der  betreffen- 
den Differenz  934  gefunden  werden,  weil  an  dieser  Stelle  der  Tafel  die  Differenzen 
der  aufeinanderfolgenden  Logarithmen  ganz  verschieden  sind.  Man  kann  sich 
in  diesem  Falle  des  Satzes  bedienen,  dass  bei  fünfstelligen  Tafeln  bis  zu  8°  32',5, 

1  2 

log  sinx  =  lügx  -f-  -^log  cosx\  log  tangx  =  logx  —  -^log  cosx  ist.    Im  vorliegen- 
den Beispiel  ist  der  Bogen  jc  =  0°46',  3- y^==  46»3  •  0,0002909,    also    logx 

löü 

=  1,66558  -h  6,46373  —  10,  =  8,12931  —  10,    log  cosx  ==  9,99996  —  10; 

-^  log  cosx  =  9,99999  —  10 

also 

log  sin  0°  46'  =  8,12931  -H  9,99999  =  8,12930. 

4.  Es  sei  log  cotfi=  10,42026  gegeben  und  a  gesucht.  Der  nächstliegende 
lx)ganthmus  der  Tafel  ist  log  cotIQP  AV  =^  10,42037,  der  gegebene  liegt  zwischen 
ihm  und  log  cot  20°  49'.  Es  ist  daher  für  die  Berechnung  der  zu  20°  48'  zu  ad- 
direnden  Secunden  die  Differenz  11  des  Tafel-Logarithmus  und  des  gegebenen 
durch  den  sechzigsten  Theil  der  Tafel-Differenz  38  zu  dividiren.  Nun  ist  11  :|^ 
=  11.^^=11.2—  5^  =  22  —  5=17  zu  setzen,  also  der  gesuchte  Winkel  gleich 
20^  48' 17"  oder  —  wenn  überstumpfe  Winkel  möglich  sind  —  gleich  180°  4- 20° 
48' 17"  =  200°  48'  17".  Sollen  dagegen  Zehntel -Minuten  berechnet  werden,  so 
hat  man  11 :  ^  =  11  :  3,8  =  3,  also  den  gesuchten  Winkel  gleich  20°  48',  3  oder 
200°48',3  zu  setzen. 

5.  Soll  zu  log  sina  =  9,99995  der  Winkel  gefunden  werden,  so  zeigen  die 
Tafeln,  dass  alle  Winkel  zwischen  89°  6'  und  89°  10'  in  den  ersten  fünf  Decimalen 
übereinstimmend  denselben  Logarithmus  des  Sinus  haben.  Der  Winkel  kann 
also  mit  fünfstelligen  Tafeln  nicht  mit  grösserer  Schärfe  gefunden  werden.  Ausser 
den  obigen  Winkeln  sind  auch  noch  die  von  90°  54'  bis  90°  50'  abwärts  für  da9 


492  Trigonometrie. 

Resultat  anzugeben,  da  sin  (180°  —  a)  =  sina  ist  —  Dieses  Beispiel  fuhrt  auf  die 
praktische  Regel:  Für  Winkel,  welche  nahe  an  90  sind,  veiroeide  man  wo  mög- 
lich die  Bestimmung  durch  ihre  Sinus,  für  solche,  welche  nahe  an  0°  sind,  die 
Bestimmung  durch  ihre  Cosinus. 

6.  Um  zu  log  r^5a  =  8,21004«  den  Winkel  zu  bestimmen,  bedarf  man  trot: 
der  grossen  Verschiedenheiten  der  Differenzen  an  der  betreffenden  Stelle  de: 
Tafel  keiner  besonderen  Interpolationsregel.  Man  erhält  mit  der  Tafel-Differen: 
782  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  den  Winkel  89°4',24oder  89"^  4'  14",2  mit  der 
erforderlichen  Genauigkeit.  Im  vorliegenden  Falle  muss  dann  noch  wegen  des 
dem  gegebenen  Logarithmus  angehängten  n  der  entsprechende  Winkel  des  z^i-eiter 
oder  dritten  Quadranten  genommen  werden.  Kommen  nur  concave  Winkel  in 
Betracht,  so  hat  man  also  a  =  90°  55',  8. 

7.  Soll  zu  iog  Az/i^a  =  9,65890  der  log  cos%  aufgeschlagen  werden,  sota: 
CS  nicht  nöthig,  auch  den  Winkel  a  mittelst  Interpolation  zu  berechnen,  sondern 
man  kann  direkt  von  der  Tangente  auf  den  Cosinus  interpoliren.  Man  hi: 
iog  fang  24°  30'  =  9,65870  mit  der  Differenz  34  und  iog  cos  24°  30'  =  9,95902  irji 

der  Differenz  5.     Es  ist  daher  vom  letzteren  Logarithmus      » .     =  3  zu  subtra- 
hiren,  und  man  hat  iog  r£7ia  =  9,95899. 


IL  Abschnitt. 

Ebene    Trigonometrie. 

Kapitel  3. 
Das  rechtwinkelige.  Dreieck. 

§  12.   Berechnung  rechtwinkeliger  Dreiecke. 

Ist  von  einem  Dreieck  bekannt,  dass  es  einen  rechten  Winkel  habe,  so  \k- 
darf  man  nur  noch  zweier  Stücke  desselben,  um  es  zu  bestimmen  imd  somr. 
die  Möglichkeit  zu  haben,  die  übrigen  Stücke  zu  berechnen.  Zu  diesem  Zweck 
wähle  man  unter  den  Gleichungen 

a  b  a  b 

c  '   c  '    b  *       a 

welche   die  Definitionen  der  gebräuchlichen  trigonometrischen  Functionen  ent- 
halten, sowie  den  planimetrischen  Gleichungen 

a^  -hb^  =  c^;  aH-p  =  90° 
jedesmal  eine  solche  aus,  welche  die  beiden  gegebenen  und  das  im  einzelnen 
Fall  gesuchte  Stück  enthält,  löse  sie,  wenn  nöthig,  auf  das  letztere  als  Unbekannte 
auf,  setze  dann  die  etwa  gegebenen  bestimmten  2^hlenwerthe  der  ersteren  ein  und 
berechne  den  betreffenden  Ausdruck  numerisch.  Die  einzelnen  Fälle,  welche 
hierbei  vorkommen  können,  sind  folgende: 

a)  Gegeben  seien  die  beiden  Katheten  a,  b.    Man  findet 

f  =  y««  -+.  b^,     tangfi  =  j,  p  =  90°  —  OL 

Da  häufig  auch  der  Flächeninhalt  F  des  gesuchten  Dreiecks  verlangt  wird, 
tu  fügen  wir  diesen  Gleichungen  noch  die  aus  der  Planimetrie  bekannte 
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hinzu. 

Für  die  numerische  Berechnung  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Formel  fiir 
r,  wenn  a  und  b  nicht  hinreichend  einfache  Werthe  haben,  um  die  Berechnung 
ihrer  Quadrate  bequem  ohne  Logarithmen  ausführen  zu  können,  eine  Unter- 
brechung der  logarithmischen  Rechnung  nöthig  macht.  Man  hat  nämlich  zu  den 
Logarithmen  von  a^  und  b^  die  Numeri  aufzuschlagen  um  die  Addition  vor- 
nehmen zu  können,  und  dann  zur  Summe  wieder  den  Logarithmus  zu  suchen. 
Da  auf  diese  Weise  die  Anzahl  der  nöthigen  Aufschlagungen  in  der  Tafel  und 
damit  der  meist  unbequemste  und  zeitraubendste  Theil  der  Arbeit,  welcher  zu- 
gleich zu  einer  Häufung  der  Ungenauigkeiten  Anlass  geben  kann,  ziemlich  gross 
wird,  so  empfiehlt  es  sich  in  solchen  Fällen  zuerst  die  Winkel  zu  berechnen  und 
dann  einen  derselben  zur  Bestimmung  von  c  zu  benutzen.  So  erhält  man,  nach- 
ts 
dem  OL   berechnet  ist,  aus  der  Gleichung  —=sma  durch  Auflösen  auf  c 

a 


sma 

und  findet  durch  Benutzung  dieser  Formel  die  Anzahl  der  nothwendigen  Auf- 
schlagungen verringert. 

Bei  numerischen  Beispielen  ist  hier,  wie  in  allen  ähnlichen  Fällen,  eine 
bestimmte  Ordnung  bei  dem  Hinschreiben  der  Zahlen  dringend  zu  empfehlen, 
wobei  namentlich  auch  das  wiederholte  Schreiben  einer  und  derselben  Zahl 
als  unnütz  und  zeitraubend  vermieden  wird.  So  wird  man  in  dem  vorstehenden 
Fall  beachten,  dass  /oga  zweimal  gebraucht  wird,  und  dsiss  /ogsma,  unmittel- 
bar nachdem  a  zu  logtgfL  aufgeschlagen  worden,  aus  der  noch  nicht  von  der 
Hand  verlassenen  Tafel  auf  derselben  Seite  und  Zeile,  wie  jener,  aufgeschlagen 
werden  kann.  Schreibt  man  etwa  in  eine  Vertical-Colonne  unter  einander  alle 
gebrauchten  Logarithmen,  in  eine  andere  die  Resultate,  und  hat  man  sich  gewöhnt 
auch  solche  Logarithmen  zu  addiren  und  subtrahiren,  welche  nicht  unmittelbar 
unter  einander  geschrieben  sind,  so  kann  die  Ausrechnung  eines  Zahlenbeispiels 
zum  obigen  Fall  etwa  in  folgender  einfachen  Weise  geschrieben  werden: 

0  =  4,1259;  ^  =  0,9687. 
loga=^    0,61552  a  =  76°  47' 14" 

logb^    9,98619  —  10  p  =  13°12'46" 

log  fang  a  =  10,62933  c  =  4,2381 

logsina^    9,98835  i^=  1,9984. 

logc^    0,62717 
hg  {ab)^   0,60171 
Zog  2^    0,30103 
/ogF^    0,30068. 
Der  leicht  im  Gedächtniss  zu  behaltende  Zog  2  wird  von  geübteren  Rechnern 
nicht  hingeschrieben,   sondern  im  Kopfe  von  Zog  (ab)  subtrahirt  werden;    auch 
können  die  Bezeichnungen  -vor   den  Logarithmen,    als    aus   der  Ordnung   der 
Rechnungen  von  selbst  ersichtlich,  weggelassen  werden,  so  dass  das  vorstehende 
Schema  sich  noch  mehr  vereinfacht. 

b.  Gegeben  seien  die  Hypotenuse  c  und  eine  Kathete  a. 

Auflösung:  sina^-  ,  p  =  90°  —  a  ;  b  ==  Yc^^a^ 


Bei  numerischen  Beispielen  kann  man  b  =  }/(^ — ä)  (c-hä)  setzen,  wobei  die 
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Faktoren  des  Radikanden  vor  der  Anwendung  der  Logarithmen  berechnet  werden. 

die  logarithmische  Rechnung  also  keine  Unterbrechung  erleidet.  —  Da  a  durch 

den  Sinus  bestimmt  ist,  so  kann  ein  Mangel  an  Genauigkeit  bei  der  Berechnung 

dieses  Winkels  eintreten,  da  die  Tafeln  für  Winkel,  welche  nahe  an  W  sind,  die 

letzteren  durch  die  Sinus  nicht  scharf  bestimmen  lassen.    In  diesem  Falle  kann 

a  .1  —  cos  8       c  —  a 

man  cos  ^  =  —  benutzen  und  hieraus  -: ^  = ableiten,  so  dass  maa 

^        c  l  -^  cos^       c-}-  a  ' 

l/c  —  a 
^ang^^  =  y und  hierdurch  den  Winkel  ß  stets  scharf  bestimmt  erhält  Da 

hierbei  für  ß  dieselben  Logarithmen  wie  zur  Berechnung  von  d  gebraucht  werden, 
so  empfiehlt  sich  dieses  Verfahren  auch  dann,  wenn  a  nicht  nahe  an  9(f  isL 
Weniger  bequem  ist  es,  die  Ungenauigkeit  für  a  dadurch  zu  umgehen,  dass  man 
zuerst  d  und  dann  mittelst  dessen  Hülfe  fang  a  =  ö  :  ^  berechnet 
Beispiel:    c  =  23,471;  a  =  15,961. 


oder  Zog  /««^^  ^ß  =  9,27979 

Zog  fang  ^ß  =  9,63990 

-iß  =  2y^',6 

ß  =  47^'.2 

a  =  42°50> 


c  —  a^    7,510  Ä?^Ä  =  1,20306 

r  -f-  Ä  =  39,432  iogc  =  1,37053 

log  {c  —  a)=    0,87564        log  sin a  =  9,83253 
/og(c-ha)=    1,59585  a=42°50',8 

/ogPr=    2,47149  ß=47°9',2 

/ogd=    1,23575 
^  =  17,209 

c)  Gegeben  seien  die  Hypotenuse  c  und  ein  Winkel  a. 
Auflösung:  ß  =  90°  —  a;  a  =  c,  sina;  d  =  c  >  cos  a. 
Beispiel:    ^=146,92,  a  =  47°44,'8. 

/^^r  =  2,16708  a=  108,75 

log  sin  a  ==  9,86934  d  =  98,79 

Zog  cos  a  =  9,82764  ß  =  42°15,'2 

Zog  a  =  2,03642 

7^^^=1,99472 

d)  Gegeben  seien  eine  Kathete  a  und  der  ihr  gegenüberliegende 
Winkel  a. 

Auflösung:    ß  =  90°  —  a;  r  =  ö:  sin  a;  br=a*  cotd. 
Beispiel:  ö  =  0,31457,  a  =  88°59,'9 

Zog  a  =  9,49772  c  =  0,31462 

Zog  sin  a  ==  9,99993  ^  =  0,05500 

Zog  cot  a  =  8,24264  ß  =  l°0,'l. 

Zog  c  =  0,49779 
Zog  b  =  8,74036. 

e)  Gegeben  seien  eine  Kathete  a  und  der  ihr  anliegende  Winkeli 
Auflösung:    a  =  90°  —  ß;  c=^a\cos%  b=^a-  tang ß. 

Beispiel:  a  =  2594,8,  ß  =  60°0,'5 

Zoga^    3,4141 1  ^==5191,0 

Zog  cos  ^=^    9,69886         ^r=  4495,9 
Zog  tang  ß  =  10,2387 1  a  =  29°59,'5. 

Zogcr=    3,71525 
Zogb^   3,65282. 
Der  Flächeninhalt  wird  in  den  Fällen  b)  —  e),  wenn  zuvor  die  übrigen 
gesuchten   Stücke    berechnet    sind,    immer  am    kürzesten   mittelst  der  Fonnd 
F'=^\ab  gefunden.     Wird  dagegen  F  allein  gesucht,  so  leitet  man  leicht  aus 
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den  m  den  einzelnen  Fällen  oben  für  a  und  b  gefundenen  Werthen  direkte  Formeln 
fiir  diesen  Zweck  ab.    Man  erhält  bezüglich 

F=  \a  yc^  —  ö*  oder  i^c^  sina.  -  cos  a,=^^c^  ,  sm2  a  oder  Jö*  •  cofa,  oder 

§  3.    Berechnung    gleichschenkeliger    Dreiecke    und    regelmässiger 

Polygone. 

Die  Berechnung  gleichschenkeliger  Dreiecke  lässt  sich  unmittelbar 
auf  diejenige  von  rechtmnkeligen  zurückfahren,  da  jedes  gleichschenkelige  Drei- 
eck durch  die  auf  der  Basis  desselben  senkrechte  Höhe  in  zwei  congruente  recht- 
winkelige zerlegt  wird.  Die  Berechnung  der  letzteren  aus  irgend  zwei  gegebenen 
Bestimmungsstücken  des  ersteren  (einschliesslich  der  Höhe)  bedarf  keiner  weiteren 
Erläuterung. 

Ebenso  wird  die  Berechnung  eines  regelmässigen  Polygons  unmittel- 
bar auf  die  Berechnung  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks,  nämlich  des  sogenannten 
Bestimmungsdreiecks  des  ersteren  zurückgeführt.*  Die  Stücke  dieses  Dreiecks, 
nämlich  ein  grosser  Radius  r,  ein  kleiner  Radius  p,  eine  halbe  Polygonseite,  die 
Hälfte  eines  Polygonwinkels  und  die  Hälfte  des  Centnwinkels,  gelten  zugleich 
als  Bestimmungsstücke  des  Polygons.    Zu  denselben  tritt  die  Anzahl  n  der  Seiten, 

durch  welche  der  Centriwinkel  a  = bestimmt  wird  (und  umgekehrt). 

Als  unmittelbare  Anwendung  der  Auflösung  rechtwinkeliger  Dreiecke  erscheint 

endlich  die  Berechnung  von  Sehnen  eines  Kreises  aus  ihrem  Centriwinkel  (oder 

Bogen)  und  dem  Radius,  oder  umgekehrt  eines  der  letzteren  aus  den  beiden 

anderen.     Zieht  man  nämlich  die  Radien  nach  den  Endpunkten  der  Sehne,  so 

erhält  man  ein  gleichschenkeliges  Dreieck,  und  das  durch  Halbirung  des  letzteren, 

wie  oben  angegeben,  entstehende  rechtwinkelige  Dreieck  liefert  ohne  Weiteres 

die  Gleichung 

.1  j  :  r  =  sin  J  a, 

wenn  s  die  Maasszahl  der  ganzen  Sehne,  r  die  des  Radius  und  a  die  des  ganzen 

Centriwinkels  bedeutet     Diese,  einfacher  in  der  Form 

j  =  2r  •  sin^OL 

geschriebene  Gleichung  giebt  die  zwischen  s,  r  und  a  bestehende  Beziehung  an 

und  gestattet  die  Berechnung  einer  jeden  dieser  drei  Grössen  aus  den  beiden 

übrigen  mittelst  Auflösung  der  Gleichung  auf  jene. 

Man  vergleithe  Planimetrie  §  58. 

Die  Bestimmung  von  a  ist  hierbei,  da  sie  durch  den  Sinus  geschieht,  zwei- 
deutig, entsprechend  den  beiden  zu  einer  gegebenen  Sehne  gehörigen  Centri- 
winkeln  oder  Bogen. 

Statt  des  halben  Centriwinkels  kann  auch  jeder  der  beiden  zur  Sehne 
gehörigen  Peripheriewinkel  gesetzt  werden. 

Beispiel:  Wieviel  beträgt  der  Flächeninhalt  eines  regelmässigen  Achtzehn - 
ecks,  dessen  Umfang  gleich  102,96  dm  ist? 

Auflösung:  Der  Flächeninhalt  eines  regelmässigen  Polygons  ist  gleich  der  Hälfte 
des  Produkts  aus  seinem  Umfang  und  seinem  kleinen  Radius.  Es  ist  also  zunächst 
dieser  Radius  p  zu  bestimmen,  und  diese  Aufgabe  ist  identisch  mit  derjenigen, 
aus  der  Länge  einer  Sehne  eines  Kreises  und  dem  zugehörigen  Centriwinkel  den 
Abstand  der  Sehne  vom  Mittelpunkt,  oder  auch  aus  der  Basis  eines  gleich- 
schenkeligen  Dreiecks  und  dem  Winkel  an  der  Spitze  die  Höhe  zu  berechnen. 

Es  ist  nämlich  diese  Sehne,  bezw.  diese  Basis  s  gleich  der  Seite  des  Acht- 
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zehneckSy  also  gleich  dem  achtzehnten  Theil  des  gegebenen  Umfangs  u,  und  de: 
genannte  Winkel  a  gleich  dem  achtzehnten  Theil  von  360°  oder  gleich  2(r. 
Daher  hat  man 

1  .       1         ^  11         51.48      _^ 

— j  :  p  =  lang-^a,    oder  p  =  — j  .  cof-^a  =    ,q    r^/10  , 


und  mithin  den  gesuchten  Flächeninhalt 


18 


i^=  I  •  102,96  .  ^^f^/10°  =  ^^^  ri?/10°  =  2,86  •  51,48  •  r^/10°. 


Ausrechnung: 


A?^2,86=    0,45637 

^^  51,48=    1.71164 

/^^ri?/ 10°  =10,75368 

%/^=    2,92169 

i^=  835,00  D  dm. 


Kapitel  4. 
Das  allgemeine  Dreieck. 

§  14.     Die  Fundamental-Formeln. 
1.  Im  Folgenden  soll  das  zu  berechnende  Dreieck  stets  durch  ^^C  bezeichne: 
werden.     Die  an  A,  B,   C  liegenden  Winkel  seien  bezüglich  gleich  a,   %  7,  ^i 
ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  in  gleicher  Reihenfolge  gleich  a,  d,  c. 

Die  Auflösung  schiefwinkeliger  Dreiecke  gelingt  immer  mittelst  zweckmässig: 
Zerlegung  derselben  durch  je  eine  Höhe  in  zwei  rechtwinkelige.  Um  aber  nicht 
diese  Zerlegung  und  die  Ableitung  der  Formeln  aus  derselben  in  jedem  einzelnen 
Falle  aufs  Neue  vornehmen  zu  müssen,  sollen  die  zu  jener  Auflösung  führender. 
Gleichungen  auf  dem  angegebenen  Wege  ein-  für  allemal  allgemein  abgelci  e: 
werden. 

Es  sei  zu  diesem  Zwecke  die  Höhe  CD  auf  AB  gefällt  und  CD-i 
BD  =/,  AD  =  q  gesetzt.  Aus  dem  Dreieck  BCD  ergiebt  sich  dann  ^  =  « •  j«*. 
und  aus  dem  Dreieck  ACD,  h=ib  -  sina.     Daher  ist  a  •  x/«p  =  ^  •  sina.     Durch 

Division  beider  Seiten  dieser  Gleichung  mit  b^sh) 
(Verwandlung  der  Gleichung  zwischen  zwei  Produkttc 
in  eine  Proportion)  erhält  dieselbe  die^bequemere  Eon» 

a:  ö  =  sina: ssn^. 
Da  sich  dieselbe  Ableitung  mit  jeder  der  Höhet 
I    f^\jl    des  Dreiecks  ABC  machen  lässt,  so  ist  auch 
^  a:  c  =  sinn  :  sin-^  und  ^  :  ^  =  sin^  :  stn^, 

^*  ^^'^  Diese   drei  Formeln,   welche   sich   durch  blosse 

Vertauschung  der  entsprechenden  Buchstaben  aus  ein- 
ander ergeben,  können  in  die  folgende 

a  \  b  :  c  -=  sina  x  sin^  X  sin 7.  (1) 
zusammengefasst  werden.  Der  in  ihr  ausgesprochene 
Lehrsatz,  dass  die  Seiten  eines  Dreiecks  sich  i- 
einander  verhalten  wie  die  Sinus  der  ihnen 
gegenüberliegenden  Winkel,  wird  der  Sinus^a^• 
genannt. 

Man  vergleiche  Planimetrie  §  IG. 

Man  erhält  ferner  mittelst  der  rechtwinkeligen  Dreiecke  BCD  und  ACP- 
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ii2  =  ^5J-h/^  h'^=^^  —  q^\p^  =  {e^igy,  also 
fl*  =  ^2  _  ^2  4-  (rif:  qy  =  ^«  —  ^a  +  r»  qp  2^^  4-  ^^  oder 

ö«  =  /ja-H^azp2r^. 
Hierbei  gilt  das  Zeichen  —  vor  dem  letzten  Gliede,  wenn  der  Winkel  a 
spitz,  das  Zeichen  4-,  wenn  derselbe  stumpf  ist.     Im  ersteren  Falle  ergiebt  sich 
aus  dem  Dreieck  ACDy  q  ^=  b  -  cosa,  im  letzteren  q  =  b  *  cos  {\^(f  —  a)  =^  —  b-  cosdy 
daher  ist  in  beiden  Fällen 

«2  ==  ^2  _|_  ^2  _  2^r  .  cosa,.       (2) 

Auch  dieser  Satz  lässt  sich  selbstverständlich  durch  Vertauschung  der  Seiten 
und  Winkel  in  noch  zwei  Formen  aufstellen,  nämlich 

y^  =  a»  -h  ^^  —  2ar  •  cos^       (2») 
c^  =  a2  4-  ^2  __  ciab  •  cos^.      (2»>) 

Derselbe  ist  offenbar  identisch  mit  dem  Satze,  welcher  bereits  in  der  Plani- 
metrie §  44,  (3)  und  §  48,  (5)  abgeleitet  wurde.  Wir  bezeichnen  deshalb  den- 
selben auch  in  seiner  hier  vorliegenden  trigonometrischen  Fassung  mit  dem  dort 
angegebenen  Namen  des  allgemeinen  pythagoreischen  Lehrsatzes. 

Die  beiden  vorstehenden  Sätze  gelten  nicht  bloss  iiir  schiefwinkelige,  sondern 
auch  für  rechtwinkelige  Dreiecke.    Ist  z.  B.  7  =  90",  so  geht  der  erstere  über  in 

a:  b  \  c  =  sino. :  sin^  :  1, 
d.  i.  in  die  bekannten  Formeln  a  :  c  =  sina,  b:  c  =  sin^,  a:  b  =  sina  :  j/«p,  d.  h. 
wegen  ß  =  90°  —  a,  a:  b  =  sin  fx:  cos  a==  fang  a.  Ebenso  geht  für  7  =  90''  die 
dritte  Form  des  zweiten  Satzes  wegen  ^<?f  7  =:  0  über  in  ^2  — =  ^2  _^  ^2^  d.  i.  in 
den  speciellen  pythagoreischen  Lehrsatz,  und  die  beiden  anderen  Formen  in 
Folge  dessen  in 

ai  =  32  _|_  ^2  ^  ^2  —  2bc  cosa,  d.  i.  2b^  =2bc  cosa;  b  =  c  '  cosa,  und  entsprechend 
a  =  c  '  cos^  =  c  •  sind. 

Die  beiden  vorstehenden  Lehrsätze  haben  also  allgemeine  Gültigkeit  und 
dürfen  daher  auch  auf  rechtwinkelige  Dreiecke  angewendet  werden,  z.  B.  wenn 
es  nicht  im  Voraus  bekannt  gewesen  sein  sollte,  dass  einer  der  Winkel  eines 
aufzulösenden  Dreiecks  ein  rechter  war. 

2.  Ehe  wir  zur  Anwendung  der  beiden  Sätze  (1)  und  (2)  auf  die  Berechnung 
von  Dreiecken  übergehen,  wollen  wir  diese  Sätze  selbst  noch  einer  genaueren 
Betrachtung  unterziehen. 

Der  Sinussatz  lässt  sich  auch  in  der  Gestalt 

a     b     c 

sin  OL        sin^        sin^ 
schreiben.     In   dieser  Form    haben  die  drei  Seiten  desselben  eine  bemerkens- 
werthe  geometrische  Bedeutung :     Sind  nämlich  in  einem  und  demselben  Kreise 
beliebige  Sehnen  a,  b,  c,  ...  gezogen,  und  sind  a,  ß,  7,  .  .  .  bezüglich  zu  diesen 
Sehnen  gehörige  Peripheriewinkel,  so  ist,  wie  bereits  im  §  13  gezeigt  wurde, 

a  =  2r  '  sinoLf  b  =  2r  '  j/«ß,  r  =  2r  •  sin^, 
wenn  r  den  Radius  des  Kreises  bedeutet.     Daher  ist 

a     b     c    

Sind        sm^        stn^ 

Da  sich  nun  um  jedes  Dreieck  ein  Kreis  beschreiben  lässt,  so  ergiebt  sich 
hieraus  der  Sinussatz  in  der  obigen  Form  und  zugleich  die  geometrische  Deutung 
der  drei  Seiten  desselben  als  des  Durchmessers  des  dem  Dreieck  umbeschriebenen 
Kreises. 

Der   allgemeine   pythagoreische  Lehrsatz,    welcher  in  seiner  obigen 

ScHLonOLCH,  Handbuch  der  Müthematik.    Bd.  I,  ^2 
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trigonometrischen  Form  von  verschiedenen  Schriftstellern  noch  verschiedene 
andere  Namen  (Projectionssatz,  Cosinussatz)  erhalten  hat,  gestattet  ebenfalls  Um- 
formungen.    So  ist 

ö2  =  ^a  -H  ^bc  4-  r»  —  ^bc  —  Ibc  cosfi  =  (^  4-  r)«  —  1bc{y  4-  cos^, 
also  wegen  (1  -f-  cosfi)  r=i^cos^\% 

ö»  =  (^  -}-  cY  —  \b€  '  cos^  Ja. 
Ebenso  erhält  man,  wenn  man  zuerst  — 2b c  und  dann  --h2bc  hinzufugt, 

a^  =:(b  —  cy  -\-  4bc  -  sin^^a 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  leitet  man,  indem  man  die  erste  mit  j/«*Ji, 
die  zweite  mit  cos^  ^a  multiplicirt  und  dann  addirt,  leicht  die  dritte  ab: 

a^  =  [(b  -h  c)smia]^  -h  [{b  —  c)cos^a]^ 
Die  beiden  in  diesem  §  14,  No.  1.  abgeleiteten  Lehrsätze  reichen  hin,  um 
die  Berechnung  eines  Dreiecks  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  ermöglichen,  we  im 
Folgenden  zunächst  nachgewiesen  werden  soll. 

§  15.    Erster  Fall:    Gegeben  sei  eine  Seite  a  nebst  zwei  Winkeln. 

Da  aus  zwei  Winkeln  eines  Dreiecks  der  dritte  stets  leicht  durch  Subtraction 
der  Summe  der  ersteren  von  180  Grad  gefunden  wird,  so  können  alle  drei 
Winkel  a,  ß,  7  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 

Der   Sinussatz    liefert   dann    leicht    durch    Auflösen    auf  die    Unbekannten 

b  und  c: 

a  •  sin^  a  •  sin^ 

b -= : ,    r  = : . 

sini  Sinti 

Für  die  Ausführung  numerischer  Rechnungen  schreibt  man  besser 

a  a 

b  =  — : sin%.  c  =  — —  •  stn^f 

a 
oder  auch  2 r  =  —. — ,  ^  =  2 rsin 3,  r  =  2 rsin-r. 

a 

Diese  Formen  weisen  darauf  hin,  dass  —r—   oder    ^r   für   die   beiden  ge- 

sma 

suchten  Seiten  nur  einmal  zu  berechnen  ist,  und  erleichtem  überhaupt  das  B^ 

halten    der  Gleichungen    und    das    rasche    und  sichere  Hinschreiben   auch  bei 

anderer  Bezeichnung  der  gegebenen  Stücke.    Die  logarithmische  Rechnung  kann 

somit  nach  folgendem  Schema  ausgeführt  werden: 

z.  B.  <?  =  5,4238         0,73430 

o  =  33°17'20"     9,73946 

ß  =  75'^39'14"     0,99484 


a 

OL 

P 

loga       \ 
log  sin 'S} 

7=l«0^-(«+P) 

log  2r  1      1 

b 
c 

log  sin^i 

log  sin-^        ^  -t- 

logb 

logc 

7  =  71"  3'26" 

9,98624 

9  97582 

b  =r  9,5738 

0,98108 

c  =  9,3468 

0,97066 

§  IG.    Zweiter  Fall:     Gegeben  seien  zwei  Seiten  dr,  b  und  der  ein- 
geschlossene Winkel  7. 

1.  Durch  den  allgemeinen  pythagoreischen  I^ehrsatz  findet  man  zunächst  di^ 
dritte  Seite 

c  =}/a^  -^b^  -'2abcos'i,      (1) 

Mit  Hülfe  derselben  lassen  sich  dann  die  fehlenden  Winkel  durch  den  Sinuv 
satz  finden.     Man  hat  zu  diesem  Zwecke: 
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c  b  a 

stn^         *       2r  2r 

Die  Summe  der  drei  Winkel  liefert  dann  eine  bequeme  Probe  der  Richtig- 
keit der  Rechnung. 

2.  Sollen  dagegen  —  wie  namentlich  bei  complicirteren  Aufgaben  behufs 
Substitution  der  Formel- Werthe  in  andere  Gleichungen  verlangt  werden  kann  — 
die  gesuchten  Winkel  unmittelbar  durch  die  gegebenen  Stücke  ausgedrückt  werden, 
so  ist  eine  besondere  Gleichung  abzuleiten:  Die  im  §  14  gebrauchten  Figuren 
führen  auf 

tanga,  =  db  — ,  h'=^a*  sin^,  g  =  dz{c  — /)  =  db  (^  —  a  cos^), 

also  für  spitze  wie  stumpfe  Werthe  von  a  übereinstimmend: 

fanga  = ^.       (2) 

Diese  Gleichung  lässt  sich  für  jeden  der  drei  Winkel  des  Dreiecks  in  zwei 

Formen  aufstellen;  man  hat  nämlich  ebenso 

a  •  j/«7  ,  ,       , 

/anga  =  t ,  und  entsprechend 

"*  0  —  a  '  cosx 

b  •  j/«7  b  •  sinfk 

tang^  = 


a  —  b  cos^       c  —  b  '  cosfi* 
c  •  sinoL  c  '  sin^ 

**  *        b  —  c  cosa,      a  —  r  •  cos^ 

Für  den  in  diesen  sechs  Formen  auftretenden  Lehrsatz  ist  der  Name  sepa- 

rirter  Tangentensatz  vorgeschlagen  worden. 

Sind,  wie  oben  angenommen,  ö,  b  und  7  gegeben,  so  liefert  derselbe  durch 

a  sln-i               ^           b  sin^ 
tangoL  =  1 = — ,  tang^  = 7 

die  beiden  fehlenden  Winkel,  und  man  kann  sich  dann  wieder  der  Winkelsumme 
zu  einer  Probe  bedienen. 

Selbstverständlich  kann  man  auch,  nachdem  einer  der  beiden  Winkel  gefun- 
den ist,  stets  den  dritten  mittelst  der  Winkelsumme  berechnen,  womit  natürlich 
auf  die  Benutzung  der  letzteren  zur  Probe  verzichtet  wird.  Auch  steht  nichts  im 
Wege,  nach  Berechnung  des  einen  Winkels  durch  die  separirte  Tangentenformel 
den  anderen  mit  Hülfe  des  ersteren  durch  den  Sinussatz  zu  suchen,  bezw.  die 
Berechnung  durch  letzteren  zur  Probe  zu  benutzen. 

Endlich  kann  man  auch,  nachdem  zuerst  die  Winkel  bestimmt  sind,  c  mit 
ihrer  Hülfe  durch  den  Sinussatz  berechnen. 

3.  Die  vorstehenden  Formeln  (1)  und  (2)  gestatten  jedoch  bei  numerischen 
Rechnungen  keine  ununterbrochene  Anwendung  der  Logarithmen,  und  deshalb 
sollen  für  den  Fall,  dass  dies  in*s  Gewicht  fällt,  im  Folgenden  noch  andere 
Gleichungen  abgeleitet  werden,  welche  dann  für  die  vorliegende  Aufgabe  be- 
quemer sind. 

Aus  a\b\€^^  sina  :  sin^  :  sini  folgt 

a  —  b sififi  —  sin p  ^cos^  (a  -h  ß)  sin  J  (a  —  ß) 

c  sin^  2sin^i-  cos\'\  ' 

oder  wegen  J  («  -f  ß)  =  90°  —  ^7, 

a  —  b        sin  ^  (a  —  ß) 
c  cos^-^       * 

32* 


$oo  Trigonometrie. 

Entsprechend  ist 

a-\-  d  _^  sin  OL  -h  sin^  ___  2  j/'«^  (g  -h  ?)  cos  \{^  —  ?) 

a  -h  b  __  f^4(g  — fi) 

Wir  formen  die  so  abgeleiteten  Gleichungen  durch  Wegschaflfung  ihrer  Nenner 
um  und  erhalten 

(a  —  d)'  cosit  =  c  .  sini  (a  —  ?)       (3) 
(ö  +  ^)  •  j/«  J-y  =  r  •  r^j^  (a  —  3).       (4) 
Diese    beiden   Gleichungen    werden   die    MoLLWEiDE'sche    Doppelformel 
genannt.     Durch  Division  derselben  ergiebt  sich  der  Tangentensatz: 

J^  .  coti-^  =  fan^^  (a  -  ?),       (5) 

welcher  sich,  unter  Berücksichtigung,  dass  cof^f  =  tang^  (a  -h  Ji)  ist,  auch  in  der 
für  das  gedächtnissmässige  Behalten  bequemeren  Form 

^  — ^  _  tang^  («  —  ?)       ,ßx 
«H-/^  ■" /dr«^i  (a  +  3)       ^""^ 

schreiben  lässt. 

Dieser  Tangentensatz  erieichtert  auch  das  sichere  Behalten  der  MoLLWEiDE'schen  Fomdo. 

Man  serlege  lu  diesem  Zwecke  nur  in  (5)  wieder  cot\-t  in    .   .     und  tang^  (a  —  8)  in  — 7—^ —  -. 

Sollen  nun  aus  a,  h  und  7  die  übrigen  Stücke  durch  logarithmische  Rechnung 
ermittelt  werden,  so  sind  die  linken  Seiten  der  Doppelformel  (3)  und  (4)  durch 
die  gegebenen  (Grössen  bekannt.  Durch  Division  derselben  erhält  man  tang\  (a  —  y 
und  hieraus  den  Winkel  ^  (a  —  ?).  Da  nun  auch  ^  (*  ^"  ?)  =  ^^"^  ~  iT  ^^^^  ^'^ 
Winkelsumme  bekannt  ist,  so  ergiebt  die  Addition  und  Subtraction  dieser  beiden 
Winkel  die  Werthe  von  a  und  3*  —  Selbstverständlich  kann  dann  die  Winkcl- 
summe  nicht  auch  noch  zur  Probe  dienen. 

Zu  tang\  (a  —  [i)  kann  man  femer  auch  sin \ (a  —  ß)  und  cos\fL  —  3  bestimmca 
und  durch  Division  dieses  Faktors  in  der  betreffenden  der  Gleichungen  (.\\  ^' 
erhält  man  beidemale  c. 

Die  logarithmische  Berechnung  aller  drei  gesuchten  Grössen  kann  also  nach 
folgendem  Schema  geschehen: 

a  hg  (ö  —  ^)  J  iog  [a'^rb)\ 

b  iog  cos  \  7  J hgsin\'(  J 

7  ~~iogA         —  logB      =        iogtg\((i'-'^) 

a  —  b     iog  sin  ^  (a  —  ?!     iog  cos  \[a  —  ^)  i(a  — ?) 

a  -k-  b         iog  c  =  iogc  ^  (g  -t-  ß) 

\  7.  c,  « 

Beispiel:  <i=  147,63  1.6820j     2,39300  9,38594 

b=    99,54  9.89257     9.795C8  13**40',l 

7  =    77^19',3  1,57462    2,18868  51^20',3 

"  4^09  9,37346     9,98753  65^  0',4  =  a 

247,17  2.20116    2,20115  37°40',2  =  ? 

aH"39',65  r=  158,91 

Ist  die  Berechnung  der  dritten  Seite  c  nicht  erforderlich,  so  berechnet  roin 
die  beiden  Winkel  etwas  kürzer,  indem  man  unmittelbar  die  Tangentenformel  /> 
anwendet. 
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§  17.     Dritter   Fall:     Gegeben   seien   zwei    Seiten    und    einer   der 

denselben  gegenüberliegenden  Winkel. 

Aus  a,  b  und  a  findet  man  zunächst  den  anderen  gegenüberliegenden  Winkel 
mittelst  des  Sinussatzes: 

b '  sina, 

stn^  = , 

^  a 

darauf  7  durch  die  Winkelsumme  und  zuletzt  c  wieder  mittelst  des  Sinussatzes: 

a  b 

c  =  — ; —  •  sin^  oder  — r-r  •  sin^, 
stna.  '  stn^         * 

Für  die  numerische  Berechnung  beachte  man  wieder,   dass  -; —  =  2rnur 

einmal  zu  berechnen  ist,  indem  man  dann 

b 

hat 

Die  Rechnung  gestattet  ohne  Weiteres  eine  ununterbrochene  Anwendung  der 
Logarithmen.  Die  Bestimmung  des  Winkels  p  durch  den  Sinus  flihrt  auf  eine 
Zweideutigkeit  der  Aufgabe,  da  es  zweifelhaft  bleibt,  ob  ftir  (5  der  spitze  oder 
der  stumpfe  Winkel  zu  diesem  Sinus  zu  wählen  ist.  Nur,  wenn  der  gegebene 
Winkel  a  der  grösseren  der  gegebenen  Seiten  gegenüberliegt,  hier  also  wenn 
tf  >  ^  ist,  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  der  andere  Winkel  ß  nicht  stumpf 
sein  kann,  denn  nur  der  grössten  Seite  eines  Dreiecks  kann  ein  stumpfer  Winkel 
gegenüberliegen.  Der  angegebene  Zweifel  besteht  also  nur  für  den  Fall,  dass 
^cr  gegebene  Winkel  der  kleineren  gegebenen  Seite  gegenüberliegt,  und  dann 
ist  stets  die  Rechnung  für  beide  möglichen  Dreiecke  neben  einander  durchzu- 
führen, falls  nicht  etwa  jener  Zweifel  von  anderer  Seite  her  gehoben  wird. 
Letzteres  kann  in  praktischen  Fällen  durch  eine  schon  vorher  gegebene  An- 
schauung des  zu  berechnenden  Dreiecks  geschehen  sein. 

Werden  fttr  a,  b  und  a  ganz  willkürlich  Zahlenwerthe  angenommen,  so  kann  in  dem  vor- 
liegenden Falle  die  Auflösung  ganz  unmögllbh  werden.  Dies  tritt  ein,  wenn  6  •  sina^a  ist, 
ako  für  xwß  ein  Werth  grösser  als  1,  bezw.  für  lo^sm^  ein  Werth  grösser  als  0  (10,00000) 
gefanden  wird,  zu  welchem  sich  selbstverständlich  auch  aus  den  Tafeln  kein  Winkel  ergiebt. 
Findet  man  b  -  sina  ^^  a,  so  ist  ß  =  90°,  das  Dreieck  also  bestimmt,  und  die  weitere  Berechnung 
kann  mit  den  einfacheren  Formeln  geschehen,  welche  für  das  rechtwinkelige  Dreieck  gelten. 
Ist  A  XBV2  <  tf,  so  gelten  die  vorhergehenden  Erwägungen.  Der  daselbst  nicht  erwähnte  Fall 
«~^,  in  welchem  ebenfalls  nur  ein  Dreieck  möglich  ist,  kommt  hier  nicht  in  Betracht,  da 
man  in  demselben  das  Dreieck  von  vorneherein  als  gleichschenkeliges  behandeln  wird. 

Vcrgl.  Planimetrie  §  18,  (4)  und  §  32,  (10). 

Beispiel:  0=3,456  /oga         =0,53857  ßj  =    74°  18' 

^  =  4,720  /^^««a  =9,84812  32  =  105°  42' 

a  =  44°49',2    /o^2r      =0,69045  Ti  =    C0°53' 

/ogb         =0,67394  Tj=    29°  29' 

iogsin^    =9,98349 

logsin-^^  =9,94133 

%j/«  73  =9,69212 

iogc^        =  0,63178  c^  =  4,283 

logc^        —  0,38257  r,  =  2,413, 


-=!x  dxt  drei  Seiten. 

m  semen  drei  Formen 


.tt^ 


iTTTif'  xor  Behandlung  dieses 


l-r^L 


nji  dem  TOD  andacn  fir 


die  Berechnung  der 
■enh  macht,  so  tritt  bei 


iert  :c,  dass  dieselben  keint 
dieser  Voraussetzun; 


'JT     rm-eckmässigerer  Formeb 


-  —   -^r=        i-— r*  —  *-2^^i 


—  f    in   im  3c=r   ;;:nTT  ic3  ^1  —  ..-iT  rerrrroeQai  Ausdruck  in  die  Fonncl 


] 


Y^ 


♦  x  = 


TT •  •»' 


X- 

-  > 

— ."  il ' 

^>- 

"   • 

4>-- 

./  — 

» 

>  — 

9 

r  — 

«ri 

4rfr 

ff 

i*  — 

-a   rf  — 

-*-- 

-  **» 

^'*'=r TTi •         '»'• 

A'::s  diesen  drei  Formeln  kaim  man  schon  die  drei  AMnkel  durch  ununter- 
brochene logarithmische  Rechnung  finden,  da  die  Trinome  in  den  Zählern  ^^ 
Radxcanden  vor  dem  Gebrauch  der  Logarithmentafel  ausgerechnet  werden. 

>(an  kann  aber  auch  in  ganz  analoger  Weise,  wie  folgt,  verfahren: 

^»  -h  r»  —  a^       Ibc  -h  ^«  -h  r*  —  a» 


1   -h  CifSOL  =  1  H- 


{b  4-  cy  —  ö» 


cos ^a==y  '     '       '  Vr    '  ^ '->  (2)  und  entsprechend 


-,  also 

y^(a  -f-  ^  -H  <•)  (^  -H  r  —  tf ) 

r^x  i  p  =  [/  5^ ^^ -'  (2») 
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3.  Die  vorstehenden  Formeln  können  ganz  in  gleicher  Weise  wie  die  voran- 
gegangenen benutzt  werden.  Zweckmässiger  noch  ist,  aus  beiden  Gruppen  von 
Formeln  durch  Division  je  zweier  einander  entsprechenden  eine  dritte  Gruppe 
abzuleiten.     Unter  Berücksichtigung  der  arithmetischen  Sätze 

ym      1  /in         ab       a 

—=^  =  U  —  und  —  :  —  =  -r  erhält  man  leicht 

y^       ^  n  c     c       b 

l/(a  — <»-hrr(g-h^  — ^) 

'^''^i?-Vl^-irbTc){a-b^c)  <^) 

Man  kann  die  für  die  Functionen  der  halben  Winkel  in  diesem  Paragraphen 
gefundenen  Formeln  noch  in  abgekürzter  Weise  schreiben,   indem  man  filr  den 
Umfang  a  -h  b  -^  e  des  Dreiecks  die  Bezeichnung  2  •  s  einfuhrt.     Dann  ist 
a  -h  b  —  c  =  a  -h  b  -h  c  —  2r  =  2(j  —  r),  und  entsprechend 
<j  —  ^  -+-  r  =  2(j  —  ^),  b  -\-c^a  =  2(S'—a), 
Durch  Einfuhrung  dieser  Abkürzungen  erhalten  die  Formeln  (3)  die  Gestalt 

,        .         ■\/{s-b)(s^7) 


(3*) 


4.  Für  die  gleichzeitige  numerische  Berechnung  der  drei  Winkel  lassen  sie 
sich  endlich  in  eine  noch  bequemere  Form  bringen,  indem  man  die  Radicanden 
bezüglich  mit  {s  —  a),  {s  —  b),  {s  —  c)  erweitert  und  die  in  den  Nennern  ent- 
stehenden quadratischen  Faktoren  vor  die  Wurzelzeichen  bringt,  also  z.  B. 

/  _jl/{s^a)(s^b)(s--~7)^      1     ^(s^a)(s--b){s--c) 

^^<^tT      y  S'(s  —  c)^  s  —  cV  s 

setzt    Führt  man  dann  noch  fiir  die  allen  drei  Formeln  jetzt  gemeinschaftliche 
Wurzelgrösse  eine  kürzere  Bezeichnung  ein,  setzt  also 


V- 


{s  —  g)  (j  —  b)  (s  —  c) 

=  p,  (4) 


s 
so  hat  man  die  einfachen  Gleichungen: 

fang  ^a  =  j^,  fang  Jß  =  j^,  fang  ^7  =  ^-^.      (5) 

Die  numerische  Berechnung  kann  nunmehr  nach  Anleitung  des  folgenden 
Schemas  und  Beispiels  geschehen: 

log  fang  ^  OL  a 
/og/angi^  ß 
iogtang\-^     7. 


5 

s  —  a 
s^b 
s  —  c 

"TT 


2x iogZ\^  \fi 

logs  ]  iß 

log  p  90° 


>-+- 


504 


Trigonometrie. 

9,768 

0,57217 

9,83670 

a  ==  68°56'49" 

8,324 

0,71416 

9,69471 

P  —  52°40'54" 

8,912 

0,66181 

9,74706 

T  —  58^22' 16" 

27,004 

1,94814 

34°28'24"4 

179°59'59" 

13,502 

1,13040 

26°20'27"1 

3,734 

0,81774 

29°11'  8"0 

5,178 

0,40887 

89°59'59"5 

4,590 

27,004 
Die  Winkelsumme  bietet  hier  eine  Probe,  welche  jedoch,  wie  das  vorstehende 
Beispiel  zeigt,  in  Folge  der  Ungenauigkeiten  der  Rechnung  mit  abgekürzten 
Zahlen  eine  kleine  Abweichung  zeigen  kann.  Durch  eine  etwas  genauere  Inter- 
polation, welche  bei  den  Logarithmen  die  sechste  Decimale  mit  berücksichtigt, 
kann  dieselbe  ausgeglichen  werden. 

§  19.     Berechnung  des  Flächeninhalts. 

Die  Berechnung  des  Flächeninhalts  des  Dreiecks  kann  in  jedem  der  vor- 
stehenden einzelnen  Fälle  der  Berechnung  der  übrigen  Stücke  angeschlossen 
werden,  indem  man  sich  der  Gleichung 

F=^\ab'sin^,  (1) 
oder  F=\ac  sin'^-=^\bc  sina.  bedient,  welche  aus  dem  planimetrischen  Lehr- 
satz /^=^^Ä"  hervorgeht,  wenn  man  daselbst  h-=-hsini  einsetzt.  Es  ist  also 
der  Flächeninhalt  eines  jeden  Dreiecks  gleich  der  Hälfte  des  Pro- 
dukts aus  zwei  beliebigen  seiner  Seiten  und  dem  Sinus  des  einge- 
schlossenen Winkels. 

Soll  jedoch  der  Flächeninhalt  unmittelbar  aus  den  gegebenen  Stücken 
gefunden  werden,  etwa  weil  die  übrigen  Stücke  gar  nicht  verlangt  sind,  oder 
behufs  Einsetzung  des  Formelwerthes  von  F  in  eine  andere  Gleichung,  so  ist  der 
vorstehende  Lehrsatz  nur  dann  zu  gebrauchen,  wenn  zwei  Seiten  und  der  einge- 
schlossene Winkel  gegeben  sind.  In  den  übrigen  Fällen  kann  man  die  erforder- 
lichen Formeln  durch  Einsetzung  der  für  die  betreffenden  nicht  gegebenen  Stücke 
gefundenen  Ausdrücke  in  die  obige  Gleichung  ableiten.    So  erhält  man  z.  B.  Air 

den  ersten  Fall,  wenn  a  und  die  Winkel  gegeben  sind,  mittelst  b  =  -. —  •  ««l 

1  a^sin^sin-^ 

2  sin% 

Eine  besonders  bequeme  direkte  Formel  erhält  man  für  den  Fall,  in  welchem 
die  drei  Seiten  gegeben  sind.  Aus  den  früher  (§  18)  abgeleiteten  Formeln, 
welche  stn\ft  und  cos\fi  durch  öt,  b  und  c  ausdrücken,  folgt  mit  Hülfe  von  j/«i 
=  2  •  sin\fi  •  cos\fii 

«  l/(^—  b  -\-c)  (a->rb  —  c]    \a  -H  /^'-h7)"(T-h  c  —  ä\ 
'  4^r  \bc 

oder  nach  Einfuhrung  von  <j  +  ^  -4-  r  =  2  i  und  Ausfilhrung  der  Multiplication. 

,-|  /2  J  ■  2  (J  -  ^) »  2  (J  -  b]'  i[s  -  c)     ,    . 


.    ^    [bc)^ 

2     / 

sin  a  =  T-  y  j  •  (j  —  <i)  (f  —  ^)  (^  —  r). 

Die  Aufstellung  der  entsprechenden  Formeln  für  die  Sinus  von  [5  und  7  kann 
dem  Leser  überlassen  bleiben.  Durch  Substitution  \n  F'=^\bc  *  sin^  ergiebt  sich  nun 

/•=  y',(,_a)(,_^)(i— 4      (2) 
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Die  Formel  ist,  da  sie  keine  trigonometrische  Function  mehr  enthält,  der 
Natur  der  Sache  nach  gar  keine  trigonometrische,  sondern  eine  —  hier  nur  mit 
Hülfe  der  Trigonometrie  abgeleitete  —  rein  geometrische.  Dieselbe  kann  daher 
auch  rein  geometrisch  abgeleitet  werden.     Vergl.  Plan.  §  48,  (5). 

Die  numerische  Berechnung  des  Flächeninhalts  eines  Dreiecks  nach  dieser 
Formel  bedarf  keiner  Erläuterung.  Sind  die  Winkel  vorher  nach  der  Anleitung 
in  §  18  berechnet  worden,  so  ergiebt  sich  ein  leichter  Anschluss  an  diese 
Rechnung.  Man  hat  nur  die  schon  vorhandenen  Logarithmen  von  p  und  von  s  zu 
addiren,  um  den  Zog  F  zu  erhalten.     So  war  in  dem  obigen  Zahlenbeispiel 

log  p  =  0,40887 

logs=^  1,13040 

also  ist  log  F  =  1,53927 

F   =34,615. 


III.  Abschnitt 

Sphärische  Trigonometrie. 

Vorbemerkung. 

Die  sphärische  Trigonometrie  hat  die  Aufgabe  zu  lösen,  aus  drei  gegebenen 
Bestimmungsstücken  eines  sphärischen  Dreiecks  die  übrigen  zu  berechnen.  Hierzu 
wrd  an  dieser  Stelle  der  Begriff  des  sphärischen  Dreiecks  nebst  den  in  Stereo- 
metrie §  15  und  §  19  behandelten  Eigenschaften  desselben  als  bekannt  voraus- 
gesetzt Wir  beschränken  uns  femer  im  Folgenden  auf  die  Auflösung  solcher 
sphärischen  Dreiecke,  in  denen  jede  Seite  kleiner  als  ein  Halbkreis  ist.  Dreiecke, 
welche  diese  Bedingung  nicht  erfüllen,  können  leicht  durch  Zerlegung  in  zwei 
oder  mehrere  auf  solche  zurückgeführt  werden,  bei  welchen  dies  der  Fall  ist. 
Die  Aufstellung  dieser  beschränkenden  Bedingung  ist  übrigens  nicht  nothwendig, 
vielmehr  könnte  durch  Beseitigung  derselben  den  nachfolgenden  Entwicklungen 
mit  geringer  Abänderung  der  Charakter  völliger  Allgemeinheit  gewahrt  werden, 
doch  gewinnt  im  anderen  Falle  die  Darstellung  an  Einfachheit  und  leichterer 
Verständlichkeit 

Wir  bezeichnen  im  Folgenden  in  entsprechender  Weise  wie  bei  den  ebenen 
Dreiecken  ein  sphärisches  Dreieck  stets  durch  ABCy  die  Maasszahlen  seiner 
Seiten  BC^  AC,  AB  bezüglich  durch  a,  b,  c  und  die  den  Eckpunkten  A,  B,  C 
anliegenden  inneren  Winkel  der  Reihe  nach  durch  a,  ß,  7,  endlich  den  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  durch  F,  .Die  Maasszahlen  der  Seiten  werden  stets  in  Grad- 
maass  ausgedrückt,  so  dass  der  Radius  der  betreffenden  Kugel  ohne  Einfluss  auf 
dieselben  ist  und,  wo  es  erforderlich  erscheinen  sollte,  denselben  in  die  Ent- 
wicklungen einzuführen,  in  der  Regel  der  Einfachheit  halber  gleich  1  gesetzt 
werden  kann.  Auch  der  Flächeninhalt  F  werde  zunächst  für  den  Radius  1 
bestimmt  gedacht  und  kann  dann  auch  für  jeden  anderen  Radius  r,  ebenso  wie 
die  Maasszahlen  der  Seiten  in  Längenmaass,  wenn  sie  verlangt  werden  sollten, 
nach  bekannten  geometrischen  Sätzen  (Planimetrie  §  58;  Stereometrie  §  19,  (5) 
berechnet  werden. 


5o6 


Trigonometrie. 


Kapitel  5. 
Rechtwinkelige  sphärische  Dreiecke. 

§  20.   Die  Fundamental-Formeln. 

Es  sei  im  sphärischen  Dreieck  ABC  der  Winkel  7  als  rechter  bekannt,  und 
es  seien  die  übrigen  Stücke  des  Dreiecks  zunächst  sämmtlich  kleiner  als  JH»' 
vorausgesetzt     Femer  sei  J/ der  Mittelpunkt  der  Kugel,  also  MA=^MB^  MC 

=  1  angenommen  und  ^  BMC=^  a,  Z  C^fs4 
=  ^,  Z  BMA  =  c.  Fällt  man  nun  die  Ge 
rade  BD  senkrecht  auf  MC,  BE  senkrecht 
auf  MA  und  verbindet  D  mit  E,  so  ist  nach 
Stereom.  §  2,  (5)  DE  senkrecht  auf  MA  und 
der  Winkel  BED  daher  der  Neigungswinke' 
des  Flächenwinkels  an  MA^  also  gleich  dem 
Winkel  a  des  sphärischen  Dreiecks.  Ferner 
ist  nach  Stereom.  §  5  (3  a)  BD  senkrecht  wt 
Ebene  MCA  und  also  auch  zu  DE,  Nim 
ist  im  rechtwinkeligen  Dreieck  MBD, 

MD  =  cos  Of  BD  =  sin  a, 
im  rechtvdnkeligen  Dreieck  MBE 
ME  =  cos  c,  BE  =  sin  c, 
^-  ^^  und  im  rechtwinkeligen  Dreieck  MD£ 

ME  =  MD  cos  d  =  cosa  '  cos  b,  DE  =  MD  sin  b  :=  cos  a  *  sin  b. 
Die  Vergleichung  der  beiden  im  Vorstehenden  für  ME  gefundenen  Aus- 
drücke liefert  unmittelbar  die  Formel 

cos  c  =^  cos  a  •  cos  b       (1) 

Setzt   man   in    den    durch   das   rechtwinkelige   Dreieck    BED   gegebenen 

Gleichungen 

BD  DE  BD 

die  im  Vorstehenden  für  die  betreffenden  Strecken  gefundenen  Wcrthc  ein,  so 
erhält  man 

sin  a  =  -r— ,       (2) 


stn  c 


femer  cos  a  = 


cos  a  sin  b 


cos  c 


smc 
eine  leichte  Umformung 


und  wenn  man  hier  aus  (1)  cosa^^ r  einsetzt,  durch 

^  '  cos  o 


cos  fl  = 


tangb 
fang  c 


(3) 


und  tangfi=^ r— 7,  oder 

**        •  cosa*  sin  b 


tanga 

fang  OL  =  — r—r- 
*  sinb 


(4) 


Den  Formeln  (2)  bis  (4)  entsprechend  müssen  für  den  Winkel  p  des  splu- 
rischen  Dreiecks  die  Gleichungen 

Stn  p  =  — : — ',  cos  p  =  z j  «»«F  p  = 

•^       smc        *^       fang c       ^  ^ 


stna 
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bestehen.    Durch  Verbindung  der  ersten  derselben  mit  der  vorher  abgeleiteten 

cosa-sinb      ,    , 

Formel  cos  a  = : erhält  man  noch 

stn  c 

cos  fi^=^  cos  a*  sin  ß,       (5) 

und  durch  Verbindung  der  letzten  mit  (4)  endlich 

tang  a  •  tang  8  = r,  oder  unter  Anwendung  von  (1) 

*  ^  ^      cos a- cos o' 

cos  c  =  cofa'  cot  ß.  (6) 
Die  vorstehend  entwickelten  sechs  Formeln  enthalten,  wie  sogleich  im  Ein- 
zelnen gezeigt  werden  soll,  die  Lösung  der  Aufgabe,  aus  zwei  neben  dem  rechten 
Winkel  gegebenen  Bestimmungsstücken  eines  rechtwinkeligen  sphärischen  Drei- 
ecks die  übrigen  zu  berechnen.  Da  dieselben  aber  nur  unter  der  Voraussetzung 
abgeleitet  sind,  dass  alle  Stücke  des  Dreiecks  ausser  7  kleiner  als  90°  seien,  so 
muss  vor  jener  Anwendung  der  Beweis  geliefert  werden,  dass  dieselben  auch 
ohne  diese  Bedingimg  gültig  bleiben.  Für  diesen  Beweis  ist  nur  nöthig,  noch 
die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  dass  eine  einzelne  der  Katheten  und  dass 
beide  Katheten  grösser  als  90°  sind,  denn  nach  Stereom.  §  15  ist  im  ersteren 
Fall  der  der  kleineren  Kathete  gegenüberliegende  Winkel  nothwendig  spitz,  dej: 
der  grösseren  gegenüberliegende  stumpf  und  die  Hypotenuse  grösser  als  90  , 
während  im  letzteren  Fall  nothwendig  beide  Winkel  stumpfe  sein  müssen  und 
die  Hypotenuse  kleiner  als  90°  sein  muss.  Man  kann  nun  in  beiden  Fällen  eine 
Figur  in  analoger  Weise,  wie  vorhin  geschehen,  construiren  und  dann  an  ihr 
dieselben  Formeln  wie  oben,  ebenfalls  in  ganz  entsprechender  Weise  ableiten. 
Es  fällt  dabei,  wenn  BC  <.  90°,  AC  >  90°  ist,  E  auf  die  Verlängerung  von 
AM,  wenn  BC  >  90°  und  ^C  >  90°  ist,  D  auf  die  Verlängerung  von  CM, 
und  im  letzteren  Fall  enthält  das  Dreieck  BDE  statt  des  Winkels  a  den  Neben- 
winkel desselben.  Entsprechendes  ergiebt  sich,  wenn -5C  >  90°  und  ^C<90 
ist  Eine  nähere  Ausführung  des  Beweises  wird  hiernach  nicht  nothwendig  sein, 
und  es  kann  somit  die  allgemeine  Gültigkeit  der  obigen  sechs  Gleichungen  für 
constatirt  gelten.*) 

§  21.    Die  Berechnung  der  Dreiecke. 

Die  einzelnen  Fälle,  welche  bei  der  Berechnung  rechtwinkeliger  sphärischer 
Dreiecke  vorkommen  können,  sind  folgende: 

1)  Gegeben  seien  die  beiden  Katheten  a,  b.  Man  findet  die  Hypote- 
nuse c  unmittelbar  durch  die  Gleichung  (1)  und  die  Winkel  durch  (4)  und  die 
ihr  entsprechende  Gleichung  fiir  ß. 

Es  sei  beispielsweise  a  =  20°  5',7,  b  =  72°  8',9  gegeben,  so  hat  man  folgende 
Ausrechnung: 

log  cos  a  =  9,97272     log  tang  a  =  9,56330     log  tang  b  =  0,49207 
%^r^i^  =  9,48651         log  sin  b  =  9,97857        log  sin  a  =  9,53603 
log  cos  c  =  9,45923      log  tang  a  =  9,58473      log  tang  ß  =  0,95604 
c  =  73°  16',1  a  =  21°  l',5  p  =  83°  4lM. 

Zu  einer  Probe  der  Richtigkeit  kann  die  Gleichung  (6)  dienen,  der  zufolge 
log  cos  c  H-  log  tang  a  -H  log  tang  p  =  0  sein  muss. 


•)  Die  Fälle,     in  welchen    eine  oder  beide  Kaüieten  gleich  90°  sind,    bedürfen    zufolge 
Stereom.  §  7  keiner  weiteren  Behandlung. 
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Da  bei  dieser  Aufgabe  c  durch  den  Cosinus  bestimmt  wird,  so  liefern  die 
Tafeln  kein  genaues  Resultat,  wenn  c  nahe  an  0°  liegt.  In  solchem  Fall  kann 
man  nach  Berechnung  von  a  den  hierfür  gefundenen  Werth  benutzen,  um  r,  u-ie 
nachher  gezeigt  wird,  aus  a  und  a  oder  b  und  a  zu  bestimmen. 

2)  Gegeben  seien  die  Hypotenuse  c  und  eine  Kathete  a.  Man  findet 
a  unmittelbar  aus  (2),  ß  aus  der  (3)  entsprechenden  Formel  und  b  durch  Auflö- 
sung von  (1)  auf  cos  b, 

Beispiel:  r  =  93^12',4;  tf  =  120°  41', 2. 

log  sin  c  =  9,99932     log  fang  <:  =  1 1,25162  n     log  cos  c  =  8,74770  n 

log  sin  a  =  9,93448      log  lang  a=  10,22662  «     log  cos  a  =  9,70786  n 

log  sin  a  =  9,935 1 6         log  cos  ^=    8,975ÖÖ        log  cos  b  =  9,03984 

a  =  120°  32',  1.  ß  =  84°  35',0  b  =  83°  42',4. 

Für  a  war  in  diesem  Beispiel  der   stumpfe  Winkel  zu    nehmen,    weil   jede 

Kathete  mit  dem  ihr  gegenüberliegenden  Winkel  gleichartig  ist.     Die  Bestimmung 

von  OL  durch  den  Sinus  ist  in  Folge    dieses  Satzes  nicht  zweideutig.     Zu  einer 

Probe  kann  die  der  Gleichung  (5)  entsprechende  für  cos  p  dienen,    der  zufolge 

log  cos  3  =  log  cos  b  -h  log  sin  a  sein  muss. 

Ist  a  nahe  an  90°,    geben  also  die  Tafeln  zu  dem  Sinus  den  Winkel  nicht 

genau,  so  benutze  man  zur  Berechnung  von  a  die  Formel 

lang^  (45°  —  ^a)  =  lang  ^  (c^a)  cot\  {c-^i-ä). 

Man  erhält  dieselbe,  wenn  man  beide  Seiten  von  (2)  von  1  subtrahirt,  ebenso 

beide  Seiten  zu  1  addirt,    die  homologen  Seiten  der  entstandenen  Gleichungen 

dividirt  und,  wie  folgt,  nach  goniometrischen  Sätzen  umformt: 

1  —  sin  a     sin  c — sin  a      2  cosXfc  -h  a)  sinl  fc  —  aj  .    ,  ,       ,   . 

_-_ — : — -__ — — . —  -_-      -•-:— i f-T ]  =  Ajw+  (c  —  ajco/lfc-ha, 

l-hsma     stnc-hsma      2  stn  ^  (c -\- aJ  cos  ^  fc — aJ  *  2  »  /       a« 

.1  —sinoi       1  —  cos  ^90°  —  «>/       ^       ,  , .  -o       in 

und —  =  -1 y^r^Tö -i  =  fang^  (45  —  *  ot). 

\  -hstna       1  H-  cos  fdO""  —  tJ  *    ^  '    ^ 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man,  wenn  ß  durch  den  Cosinus  nicht  genau  genuc 

bestimmt  wird,  aus  der  oben  für  p  benutzten  Formel  die  ein  genaues  Resultat 

ergebende 

sin  (c—a) 

*    '  *        stn  (r-hrt) 
Es  ist  nämlich 

.  .  ^        1  —  r<jj  ß       tani;[e  —  tanga       sin c  cos a  —  cos < sinn 

'  ^       1  4-  föj  P       /angc  4-  fanga       stn  c  cos a -\' cos  c sm a 

Wird  endlich  b  nicht  genau  durch  den  Cosinus  bestimmt,  so  bediene  man 
sich  der  wieder  in  ganz  entsprechender  Weise  abzuleitenden  Formel 

tang^  \b  =  lang ^ (c^a)-  lang ^fc-k-  a). 

3)  Gegeben  seien  die  Hypotenuse  c  und  ein  Winkel  «.  Man  erhall 
a  durch  Auflösung  von  (2)  auf  sin  a,  b  durch  Auflösen  von  (3)  auf  lang  b  luid  .-^ 
durch  Auflösung  von  (6)  auf  cot  p. 

Beispiel:  r  =  53°9',8;  a  =  22°17',l. 
log  sin  c  =  9,90328     log  lang  c  =  10,12547         log  cos  c  =  9,77781 
Ayj/'»g  =  9,57888        log  cos  a  =    9,96628      /<y /g«^«  =  9,61260 
Tog  sin  a  =  9,482 16     lögiangV^  10,09175      Jog  cotg  ^  ^  %^Wi\ 
/?-=17°40'.l  ^  =  51°0',5  ?  =  76°ir,7. 

Probe :  log  sin  a  =  log  lang  b  -h  log  cotg  ß  nach  (4). 
Auch  hier  ist  die  Bestimmung  von  a  durch  den  Sinus  nicht  zweideutig»  ^ 
wie   bei   2)  a   mit  «  gleichartig  sein  muss.    Für  den  Fall,    dass  a  durch  den 


5.    Rechtwinkelige  sphärische  Dreiecke.  509 

Sinus  nicht  genau  genug  bestimmt  wird,  berechne  man  dieses  Stück  mittelbar, 
indem  man  den  vorher  berechneten  Werth  von  b  oder  ß  benutzt,  also  z.  B.  nach 
2)  aus  c  und  b, 

4)  Gegeben  sei  eine  Kathete  a  und  der  ihr  gegenüberliegende 
Winkel  ou  Man  erhält  c  durch  Auflösung  von  (2)  auf  sinCf  b  durch  Auflösung 
von  (4)  auf  sin  b  und  ß  durch  Auflösen  von  (5)  auf  sin  ß. 

Bei  dieser  Aufgabe  werden  also  alle  drei  gesuchten  Stücke  durch  ihre  Sinus 
ermittelt  Hierbei  findet  eine  Zweideutigkeit  statt,  und  zwar  in  folgender  Weise: 
Zunächst  ist  vorauszusetzen,  dass  die  gegebenen  Stücke  a,  a  gleichartig  sind,  da 
im  anderen  Falle  das  Dreieck  nicht  möglich  sein  würde.  Dann  müssen  ebenso 
b  und  ß  gleichartig  sein,  und  es  sind  dabei  die  zwei  Fälle  möglich:  1)  b  ist 
kleiner  als  90^  also  ß  ebenfalls  kleiner  als  90°,  und  es  muss  dann  c  mit  a  gleich- 
artig sein;  2)  b  und  ß  sind  grösser  als  90°,  dann  ist  c  mit  a  ungleichartig. 
^Stereom.  §  15.) 

Beispiel:  a  =  G0°  39',3;  a  =  72°  ö',9. 

log  sin  a  ==  9,94036     hg  tang  a  =  10,2501 1     log  cos  a  =  9,487ü8 

/gyjf«g  =  9,97845     log  tang  fi=  10,49077     log  cos  a  =  9,69025 

%j/Vir  =  9,96191     log  sin  b     =    9,75934     /^^  j/«  ß  =  9,79743 

r,  ==66°21',2  ^i  =  35°4',2  ßi=38°50',8 

r,  =  113"  38',8  b^  =  144°  55',8  ß^^  =  141°  9',2. 

Probe:  log  sin  c  -f-  log  sin  ß  =  log  sin  b. 

Wird  eine  oder  die  andere  der  drei  gesuchten  Grössen  durch  den  Sinus 
nicht  genau  genug  bestimmt,  so  bediene  man  sich  für  dieselbe  einer  Gleichung, 
welche  ganz  entsprechend,  wie  früher  in  ähnlichen  Fällen  geschehen,  abzuleiten 
ist     Die  drei  betreffenden  Gleichungen,  welche  man  hierbei  erhält,  sind 

tang^  (45°  —  ^  r)  =  tang  \  (1  —  a)  -  cotg  ^  («  -h  a\ 
tang^  (45°  —  H)  =  sin  (a— a) :  sin  (a  -h  a\ 
tang^  (45°  —  i  ß)  =  lang  .{  (a  —  «)  •  tang  ^  («  -»-  ä). 

5)  Gegeben  sei  eine  Kathete  b  und  der  ihr  anliegende  Winkel  a. 
Man  erhält  c  durch  Auflösung  von  (3)  auf  tang  r,  a  durch  Auflösung  von  (4)  auf 
tang  a  und  ß  durch  die  der  Gleichung  (5)  entsprechende  cos  ß  =:  cos  b  *  sin  ol. 

Beispiel:  ^  =  5°47',4  ;  a  =  8°0',0. 
log  tang  b  =  9, OOßOS    log  sin  b    =9,00382     log  cos  b  =  9, 9977 S 
log  cos  a    =9,99575     A?^/a/y^a=  9,14780     log  sin  aL  =  9,1 4S5G 
log  tang  c  =  9  filO¥s    log  tang  a=  8,15162    'log  cos  ß  =  9,14134 
r  =  5°  50',8  Ä  =  0°  48',7  ß  =  82°  2',5 

Probe:  log  tang  c  -h  log  cos  ß  =  log  tang  a. 
Wird  p  durch  den  Cosinus  nicht  genau  genug  bestimmt,  so  benutze  man  zur 
Berechnung  eine  der  vorher  ermittelten  Grössen  r,  a, 

6)  Gegeben  seien  die  beiden  Winkel  «.  ß.  Man  erhält  c  aus  (6),  a 
durch  Auflösung  von  (5)  auf  cos  a  und  b  durch  Auflösung  der  (5)  entsprechenden 
Gleichung  auf  cos  b, 

Beispiel;  a  =  98°59',9  ,  ß=10°5'.0 

lo^  cotg  a  =    9, 1 9963  n  log  cos  a  =  9, 1 9425  n    log  cos  ß  =  9,99324 

log  cotg  ^  =  10,75000     log  sin  ß  =  9,24324       log  sin  «  =  9,99462 

log  cos  c    =    9,94963  n  log  cos  a  =  9,95101  n    log  cos  b  =  9,99862 

c  =  152°  56M  a  =  153°  17',7  ^  =  4°  34'(?) 

Probe:  log  cos  c  =  log  cos  a  -+-  log  cos  b. 
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Alle  drei  gesuchten  Grössen  werden  hier  durch  ihre  Cosinus  bestimmt  Ist 
eine  oder  die  andere  dieser  Bestimmungen  nicht  genau  genug,  wie  im  vorlie- 
genden Beispiel  diejenige  von  ^,  so  hat  man,  wie  früher  in  ähnlichen  Fällen, 
z.  B.  in  4),  abgeleitete  Gleichungen  anzuwenden.  Man  erhält  hier  auf  ent- 
sprechendem Wege  wie  früher  die  drei  Gleichungen 

tang^  i  r  =  —  r^5  (a  H-  ß)  :  cos  (a  —  ß) 
tang^^a^  tanglAb""  -h  i(a  —  ß)]  •  /««^[^(a  H-  ß)  —  45^ 
tang^  lö  =  fang [45°  —  i (a  —  ß)]  •  fang [{ (a  -h  ß)  —  45^. 

Für  das  vorstehende  Beispiel  führt  die  letzte  dieser  Formeln  zu 

1  (a  —  ß)  =  44°  27',45  ;*(«-+-?)  =  5^°  32',45; 
iogtang[A5''  —  i  (a  —  ß)]  =  7,97629 
Zog  fang  [j  (g  -h  ß)  —  45°]  =  9,22550 
logfang^^b  =7,20179 

log  fang   [b  =8,60090 

b  =4°34M. 

Anmerkung:  Bildet  man  zu  den  vorstehend  behandelten  Aufgaben  Zahlenbeispide  mit 
willkürlich  gewählten  Zahlen,'  so  kann  der  Fall  vorkommen,  dass  für  die  letzteren  ein  Dreieck 
nicht  möglich  ist.  Dieser  Fall  tritt  ein  und  zeigt  sich  in  der  Rechnung  von  selbst  an,  wcni 
eine  gesuchte  Grösse  durch  ihren  Sinus  oder  Cosinus  bestimmt  wird  und  die  Berechnung  nacH 
der  betreffenden  Formel  ftlr  diese  Function  einen  Werth  ergiebt,  welcher  grösser  als  1  isL  So 
darf  beispielsweise  im  vorstehenden  sechsten  Fall  nicht  ri>/ o  •  r/»/ ß  >  l  oder  log  cot  ^ -^  l^  r»t 'i 
nicht  grösser  als  10,00000  —  10  werden. 

§  22.     Zusammenhang  der  Fundamentalformeln. 

Die  Fundamentalformeln  (1)  —  {ß^<  des  §  20  für  das  rechtwinkelige  sphäri- 
sche Dreieck  lassen  sich  in  folgender  Weise  zusammenfassen,  wodurch  auch  dis 
gedächtnissmässige  Behalten  derselben  erleichtert  wird:  Verlängert  man  die 
Hypotenuse  AB  und  die  Kathete  CB  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  ABC,  beide 
über  B  bis  die  Bogen  ABF,  CBG  zu  Quadranten  geworden  sind,  und  zieht  mar 
dann  den  grössten  Kreisbogen  FG,  so  erhält  man  das  ZiECLER'sche  Comple- 
mentardreieck  BFG,  in  welchem  ^(7  =  90°  — ö,  BF^d&'—c,  (7/^=90^-«. 
/.  BGF=^(f-'b,  Z  GBF=  ß  und  Z  GFB=  90°  ist.  Wendet  man  nun  die 
Formel  (2)  zweimal  auf  dieses  Dreieck  an,  so  erhält  man  die  Formeln  (1)  und  i'> . 
und  wendet  man  zweimal  die  Formel  (4)  auf  dasselbe  an,  so  erhält  man  .» 
und  (6).     Die  sechs  Gleichungen  sind  also  hierdurch  auf  zwei  zurückgeftlhn. 

Ueberhaupt  müssen  zwei  dieser  Gleichungen  zur  Berechnung  rechtwinkeliger 
Dreiecke  ausreichen,  denn  da  stets  drei  der  fünf  StUcke  des  Dreiecks  aus  den 
beiden  anderen  gesucht  werden  sollen,  so  bedarf  man  überhaupt  nur  dreier 
Gleichungen  zwischen  den  fllnf  Stücken,  die  in  jedem  einzelnen  Falle,  soweit 
erforderlich,  auf  die  gesuchten  drei  Unbekannten  aufgelöst  werden  können.  Non 
lässt  sich  aber  jede  für  eine  Function  von  a  aufgestellte  Formel  ohne  Weitere* 
durch  eine  entsprechende  für  f)  ergänzen,  und  somit  genügen  schon  zwei  der 
obigen  sechs  Gleichungen.  Wählt  man  z.  B.  die  Gleichung  (2)  in  ihren  beiden 
Formen  und  daneben  die  Gleichung  (1)  und  soll  etwa  a  aus  a  und  b  berechnet 
werden,  so  hat  man  in  den  beiden  ersten  der  Gleichungen 

cos  c  ^=s  cos  a  '  cos  b\  sin  a  =  sin  a  :  sin  c\  sin  ^^^sinbisin  c 
c  zu  eliminiren.     Mittelst  sin^  c  H-  cos^  r  =  1  erhält  man 

sin^  a  „  •  .       .       .        .  „  x/ii*  a 


H-  cos^  a  •  cos^  ^  =  1 ,  also  sin^  a  = 


sin^  a  *  1  —  cos^  a  •  cos^  y 
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welche  Gleichung  aber  keine  logarithmisch  ununterbrochene  Berechnung  von  a 
zulässt  und  daher  besser  durch  folgende  Entwicklung  verändert  wird: 

1  —  cos^  a  •  cos^  b  —  sin^  a      cos^  a  —  cos^  a  •  cos^  b 


coi^  a  =  1  —  sin^  a  = 


1  —  cos^  a  •  cos^  b  1  —  cos"^  a  •  cos^  b 


2     _  {f^!_? J/»^  a tang^  a 

^^^   *  ""  cos^  a  ""  cos^  ö  (1  —  cos^  b)  "  liü^'  ^*^^ 

fang  a  =  -  .    .  , 
**  smb  ' 

d.  i.  die  obige  Gleichung  (4).  Man  sieht  hieraus,  dass  die  Aufstellung  von  sechs 
Gleichungen  statt  der  nothwendigen  zwei  nur  die  Resultate  der  erforderlichen 
Eliminationen  den  letzteren  hinzufügt  und  so  zur  Ersparung  von  Arbeit  dient. 

Das  gedächtnissmässige  Behalten  der  sechs  Fundamentalformeln  wird  femer 
unterstützt  durch  Vergleichung  dieser  Formeln  mit  den  für  ebene  rechtwinkelige 
Dreiecke  geltenden,  wobei  sich  manche  Analogieen  ergeben.  Eine  andere 
Beziehung  beider  Formel -Gruppen  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  für  das  sphäri- 
sche Dreieck  abgeleiteten  in  die  des  ebenen  Dreiecks  übergehen  müssen,  wenn 
man  annimmt,  dass  der  Radius  der  Kugel  bis  in*s  Unendliche  wachse,  oder  mit 
anderen  Worten,  dass  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  im  Verhältniss  zum 
Kugelradius  unendlich  klein  werden.  In  diesem  Falle  sind  die  Cosinus  der  Sei- 
ten gleich  1,  die  Verhältnisse  der  Sinus  und  Tangenten  der  Seiten  gleich  den 
entsprechenden  Verhältnissen  dieser  letzteren  selbst  zu  setzen.  Man  erhält  so 
aus  (2)  —  (6)  bezüglich  die  bekannten  Gleichungen 

a  b  a 

sin  a  =  -*  cos  OL  =  -,  fang  «  =  p  cosa  =  sin  ß;  (a  -h  ß  =  90°),  1  =  r^/a  •  cof^. 

Dagegen  führt  (1)  auf  die  werthlose  Gleichung  1  =  1-1.  Um  dies  zu  vermeiden, 
ersetze  man  in  (1)  die  Cosinus  durch  die  Sinus,  bilde  also  die  Gleichungen 

cos^  c  =  cos^  a  '  cos^  b\  \  —  sin*^  r  =  (1  —  sin^  0)  •  (1  —  sin^  b)^ 
woraus  dann,    indem  man  die  Sinus  der   unendlich   kleinen  Bogen  mit   diesen 
selbst  vertauscht, 

1  —  iT«  =  (1  —  a^)  (1  ^  ^»)  =  1  —  ö2  _  ^2  ^_  ^2  ^2^ 

und  wenn  man  das  Produkt  der  beiden  unendlich  kleinen  Grössen  a*,  b^  gegen 
diese  selbst  als  verschwindend  weglässt,  der  pythagoreische  Lehrsatz  a^  -^  b^ 
=  f*  folgt 

§  23.     Unmittelbare  Anwendungen. 

1.  Die  Auflösung  rechtwinkeliger  sphärischer  Dreiecke  führt  ohne  Weiteres 
auf  diejenige  von  gleichschenkligen  Dreiecken,  da  letztere  stets  durch  den  von 
ihrer  Spitze  nach  der  Mitte  der  Grundlinie  gehenden  Bogen  eines  grössten  Kreises 
in  zwei  symmetrische  rechtwinkelige  getheilt  werden.  Eine  nähere  Ausführung 
der  einzelnen  hierbei  möglichen  Fälle  wird  nicht  nothwendig  sein,  und  dürfen 
wir  uns  wol  auf  ein  einzelnes  Beispiel  beschränken: 

Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  den  Neigungswinkel  zweier  aneinanderstossen- 
den  Seitenflächen  einer  geraden,  regelmässig-zehnseitigen  Pyramide  zu  berechnen, 
wenn  der  Winkel  an  der  Spitze  einer  Seitenfläche  derselben  gleich  18°  gegeben 
ist  An  jedem  Eckpunkte  der  Grundfläche  der  Pjrramide  besteht  eine  gleich- 
schenkelige  Ecke,  deren  gleiche  ebene  Winkel  sich  aus  dem  Winkel  an  der 
Spitze  eines  Seitendreiecks  zu  90°  —  9°  =  81°  berechnen,  und  deren  dritter  ebener 
Winkel  als  .Winkel  eines  ebenen,  regelmässigen  Zehnecks  gleich  144°  ist.  In 
dem  zu  dieser  Ecke  gehörigen  gleichschenkeligen  sphärischen  Dreieck  sind  also 
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die  drei  Seiten  bekannt;  der  gesuchte  Winkel  ist  gleich  dem  Winkel  an  der 
Spitze  dieses  Dreiecks.  Zerlegt  man  nun  das  letztere  in  die  beiden  rechtwinke- 
ligen, so  ist  in  jedem  derselben  die  Hypotenuse  r  =  81°  und  die  eine  Kathete  a 
=  72°  bekannt.  Man  erhält  hieraus  durch  /og  sin  a  =  Zog  sin  a  —  log  sin  c  =  9,97h21 
—  9,99462  =  9,98359,  a  =  74°  21',  und  mithin  den  gesuchten  Winkel  2  a  =  148M2'. 

2.  Eine  andere  unmittelbare  Anwendung  der  Auflösung  rechtwinkeliger 
sphärischer  Dreiecke  liefert  die  Aufgabe  der  Berechnung  regelmässiger  sphäri- 
scher Polygone,  also  solcher  sphärischer  Figuren,  welchen  regelmässige  Ecken 
am  Mittelpunkt  der  Kugel  entsprechen.  Aus  Stereom.  §§  9  u.  15  geht  her\'or, 
dass  die  Achse  einer  solchen  Ecke  die  Oberfläche  der  Kugel  in  einem  Punkte  }l 
treffen  muss,  so  dass  die  durch  M  und  je  einen  Eckpunkt  des  Polygons  gelegten 
Bogen  grösster  Kreise  einander  gleich  sind  urid  jedesmal  den  zugehörigen  Wlnkd 
des  Polygons  halbiren.  Diese  Bogen  heissen  die  grossen  sphärischen  Radien 
des  Polygons  und  ihre  Maasszahl  soll  im  Folgenden  durch  r  bezeichnet  werden. 
Ferner  sind  diejenigen  Bogen  grösster  Kreise,  welche  den  Mittelpunkt  M  mit  je 
einem  der  Halbirungspunkte  der  Seiten  verbinden,  einander  gleich  und  stehen 
jedesmal  zu  der  zugehörigen  Seite  senkrecht;  sie  heissen  die  kleinen  sphärischen 
Radien  des  Polygons,  und  ihre  Maasszahl  soll  im  Folgenden  durch  p  bezeichnet 
werden.  Die  grossen  und  die  kleinen  Radien  vereint  theilen  das  ir-Eck  in  2  •» 
congruente  oder  symmetrische  rechtwinkelige  sphärische  Dreiecke.  Ein  solches 
Dreieck  heisst  das  Bestimmungsdreieck  des  Polygons,  da  es  alle  wesentlichen 
Bestimmungsstücke  desselben  enthält,  nämlich  ausser  der  Hypotenuse  r,  der 
einen  Kathete  p  und  dem  von  beiden  eingeschlossenen,  die  Seitenzahl  n  bcsüm- 

180" 
menden  Winkel  gleich auch  .  ie  andere  Kathete  gleich  der  Hälfte  der  Foh 

gonseite  a,  und  den  anderen  Winkel  gleich  der  Hälfte  des  Polygonwinkels  i 
Hiernach  lassen  sich  mittelst  dieses  Dreiecks  aus  je  zweien  dieser  Stücke  die 
übrigen  trigonometrisch  berechnen. 

Es  sei  beispielsweise  von  einem  regelmässigen  Pentagonal- Dodekaeder 
(Stereom.  §  14)  die  I^nge  einer  Kante  gleich  s  gegeben,  und  man  denke  sich 
den  Mittelpunkt  des  Körpers,  d.  h.  den  von  allen  Eckpunkten  desselben  gleich 
weit  entfernten  Punkt,  mit  allen  Eckpunkten  einer  Seitenfläche  verbunden.  Die>e 
Verbindungslinien  sind  die  Kanten  einer  regelmässigen  flinfseitigen  Ecke,  rü 
welcher  auf  der  Oberfläche  der  dem  Polyeder  umbeschriebenen  Kugel  ein  regcl 
massiges  Fünfeck  gehört.     Ist  aus  der  Kante  s  des  Körpers  der  Radius  R  def 

demselben  umbeschriebenen  Kugel  gleich  ^fVl8-hG]/5  berechnet,  so  ergiel*' 
sich  für  die  Seite  a  dieses  Fünfecks 

sin\a^\s\R^\  V'lS  — 6>/5  =  0,35682, 
also  log  sin  ^  «  =  9,55245 ;  ^  «  =  20°  54',3 , 
und  der  der  Kathete  \  a  gegenüberliegende  Winkel  des  Bestimmungsdreiecks  i>J 
gleich  \  •  180"'  =  36°.  Aus  diesen  beiden  Stücken  erhält  man  auf  die  oben  ange- 
gebene Weise  die  beiden  sphärischen  Radien  des  Polygons  und  die  Hälfte  de> 
Winkels  desselben.  Der  letztere  ergiebt  sich  übrigens  auch  daraus,  dass  je  drei 
jener  sphärischen  Fünfecke  auf  der  Kugel  in  einem  Eckpunkt  so  anein&nder^i>» 
sen,  dass  die  Summe  der  betreffenden  drei  ganzen  Winkel  360^  betragen  mu>N 
Wählt  man  dagegen  die  dreiseitige  Ecke,  in  welcher  drei  Grenzflächen  de- 
Pcntagonaldodekaeders  zusammenstossen,  zur  Berechnung,  so  erhält  man  in  dcni 
Hcütimmungsdreieck    derselben  die  Hälfte  des  Neigungswinkels   zweier  benach- 
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baiter  Flachen  zu  einander  mittelst  sin  \a^=  cos  60°  :  cos  54°,  also  ^  a  =  58°  16',9, 
a  =  llp'33',8.  Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  übrigen  regelmässigen  Poly- 
eder behandeln. 

3.  Endlich  kann  man  auch  solche  sphärische  Dreiecke,  in  denen  eine  Seite 
gleich  90°  ist,  mittelst  der  obigen  Formeln  (1)  —  (6)  berechnen,  indem  man 
zunächst  das  Polardreieck  derselben,  welches  (Stereom.  §  15)  rechtwinkelig  sein 
muss,  berechnet  und  aus  den  betreffenden  Stücken  des  letzteren  ohne  Weiteres 
die  ihnen  supplementären  Stücke  des  ursprünglichen  Dreiecks  bestimmt. 


Kapitel  6. 
Das   allgemeine   sphärische   Dreieck. 

§  24.    Die  Fundamentalformeln. 

1.  Jedes  schiefwinkelige  Dreieck  lässt  sich  mittelst  jeder  einzelnen  seiner 
drei  Höhen,  d.  h.  der  von  je  einem  Eckpunkt  senkrecht  zu  der  gegenüberliegen- 
den Seite  gezogenen  Bogen  grösster  Kreise  als  Summe  oder  als  Differenz  zweier 
rechtwinkeligen  Dreiecke  darstellen.  In  beiden  Fällen  lässt  sich  der  Sinus  der 
Höhe,  z,  B.  CDf  als  gemeinschaftliche  Kathete  beider  Dreiecke  mittelst  der 
Gleichungen 

sin  OL  =  sin  h  :  sin  b^  sin  ß  =  sin  h  :  sin  a 

doppelt  ausdrücken,    und  durch  Verbindung  der  beiden  Werthe  von  sink  erhält 
man  die  Gleichung 

sin  h '  sin  a  =  sina  •  sin^, 

oder  in  Form  einer  Pro- 
portion: 

sin  a :  sin  b  =  sinti :  x/«p. 

Der  in  dieser  Glei- 
chung ausgesprochene  ^ 
Satz,  dass  die  Sinus 
zweier  Seiten  eines 
sphärischen  Dreiecks 
sich  zu  einander  ver- 
halten wie  die  Sinus  ^'^^ 
der  ihnen  gegenüberliegenden  Winkel  muss  für  jedes  Paar  der  Seiten 
oder  Winkel  gelten  (die  Höhe  kann  auf  jede  der  drei  Seiten  gefallt  sein),  und 
lässt  sich  daher  noch  auf  zweifache  Weise  in  einer  Gleichung  darstellen.  Alle 
drei  Formen  dieses  Sinussatzes  der  sphärischen  Trigonometrie  lassen  sich 
zusammenfassen  in 

sin  a  :  sin  b  :  sin  c  =  sin  a  :  sin  ß  :  sin  7,   (1) 
oder  auch 

sin  a      sin  b      sin  c 

sin  a  sin  ß  sin  7* 

Der  vorstehende  Satz  führt  auf  den  Sinussatz  der  ebenen  Trigonometrie 
zurück,  wenn  die  Seiten  a,  ^,  c  als  in  Beziehung  auf  den  bis  in's  Unendliche 
wachsenden  Radius  der  Kugel  unendlich  klein  gedacht  und  demgemäss  die  Sinus 
derselben  mit  den  Seiten  selbst  vertauscht  werden.  —  Für  7  =  90°  führt  er  auf 

ScHLOBOLCH,  Hasdbttch  der  Mathematik.    Bd.  I.  ^^ 
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die  für  das  rechtwinkelige  sphärische  Dreieck  gefundene  Gleichung  jaiv«s=  -  - . 

welche  somit  ein  besonderer  Fall  der  vorstehenden  ist. 

2.  Bezeichnet  man  femer  die  Maasszahl  des  durch  den  FosspHoki  2>  der 

Höhe  auf  BA   gebildeten  Abschnitts   B£>  durch  /  und   die  von  DA  dan±  f 

so  ist 

cos  a^=  cos  A»  cos  p, 

cos  d 

und  cos  h  = -.  p^=  c-jo.q.  also 

cosq'^         ^*' 

cos  b 
cos  a  = cos  (^  ip  ^)  =  cos  b  cosc:^  cos  bsinc  -  lang  q. 

Setzt  man  hier  noch  für  fang  q  den  aus  ^e?x  a  =  db  fang  q  :  fang  h  folgendes 
Werth  ein,  so  erhält  man  durch  eine  leichte  Umformung 

cos  a^=  cos  b  cos  c  H-  sin  b  sin  c  cos  a.       (2) 
Diese  Formel,    welche   zuweilen  der  Cosinussatz  der  sphärischen  Trigocc«- 
metrie  genannt  wird,  lässt  sich  selbstverständlich  ebenfalls  in  drei  Formen,  nämlich 
ausser  der  vorstehenden  noch  in  den  folgenden 

cos  b  =  cosa  cos  c-hsina  sin  c  cos  p 
cos  c  r^cosa  cos  b-hsina  sin  b  cos  -y  (2*) 
aufstellen.  Für  7  =  90°  führt  die  letzte  derselben  auf  die  Formel  (1)  des  vorige 
Kapitels,  nämlich  auf  cos  c=^cosa  cos  b  als  besonderen  Fall  zurück.  Für  einer 
unendlich  grossen  Radius  giebt  sie,  wenn  man  die  Cosinus  der  Seiten  zunädu: 
durch  die  Sinus  derselben  ausdrückt  und  das  Produkt  a^  b^  als  verschwindend 
gegen  0*  und  b^  weglässt, 

•    y  1  —  ^r»  =  yi  —  ö*  —  ^»  -h  ö  ^  cos  7, 

woraus  durch  Quadriren 

f«  =  ö»  4-  ^«  —  2  ö  ^  costyi—a^  —  b^  —  ö»  b^  cos^^, 

oder  nach  nochmaliger  Weglassung  von  —  a*  —  b^  gegen  1   unter  der  Wunci- 

grösse  und  von  a^  b^  cosf^, 

f  >  =  ö*  4-  ^>  —  2  ab  cos  7, 

d.  i.  der  allgemeine  pythagoreische  Lehrsatz  folgt. 

3.  Da    das    Polardreieck    des   gegebenen   Dreiecks    die    Seiten    ISO""  —  !. 

180°  — p,  180°  — 7  und  entsprechend  die  Winkel   180°  — a,  180°  —  ^,   180"-. 

hat,  so  führt  die  Anwendung  der  Formel  (2)  auf  dieses  Polardreieck  zu  der  neues 

Gleichung 

cosfi=^  —  cos  p  ^^x  7  -h  sin  p  x«i  7  cos  a,      (3) 

welche   selbstverständlich    wieder   in    noch   zwei    anderen   Formen    au^esteCt 

werden  kann. 

Für  7  =  90°  führt  dieselbe  auf  r<7X  a  ==  w«  p  •  cos  a,  bezw.  cos  p  =s  x/ü  a  •  cfis  /. 

und  in  ihrer  dritten  Form  auf  cos  c^^cota'  cot  p  als  besondere  Fälle.    Für  r  =  * 

führt   sie   auf  cos(i^=  —  cos  p  r<?x  7  -h  xwi  p  sin  7   oder  cosaL  =  —  cos  (p  -h  7),   oder 

«  4-  p  H-  7  «  180°. 

4.  Setzt  man  aus  der  ersten  der  oben  bei  (2«)  gefundenen  Gleichungen  ^ 
cosb  und  cosc  den  Werth  von  cosb  in  die  zweite  ein,  so  erhält  man 

cos  c  SB  cos^  acosc  -h  sina  cos  a  sine  cos  ^-h  sin  asinb  cos  7, 
oder  cos  csin^  a^s^  sin  a  cosa  sine  cos  ^-^  sin  asinb  cos  7. 
Dividirt  man  beide  Seiten   dieser   letzteren  Gleichung  durch  sin a sine  und 

RCtct  in  der  entstehenden  Gleichung 

«     x«i^ 

eotestna^^  cos  a  cos  9 -^~'' —  ^^^1 

^     stnc        ' 
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fiir  —, —  nach  (1)  -r-^  ein,  so  erhält  man,  wenn  man  ausserdem  das  letzte  Glied 
SiH  c  ^  '  sw^ 

transponirty 

cos  a-  cos^=^  sin  acotc  —  sin  ß  cot  7.      (4) 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  sechs  verschiedenen  Formen  aufstellen  und  in 
folgender  Weise  gedächtnissmässig  merken:  Dieselbe  enthält  Functionen  zweier 
Seiten,  in  der  vorstehenden  Form  a  und  r,  und  Functionen  zweier  Winkel  p,  7. 
Jene  Seiten  schliessen  den  Winkel  ß,  diese  Winkel  die  Seite  a  ein;  die  nicht 
eingeschlossene  Seite  c  und  der  nicht  eingeschlossene  Winkel  7  liegen  einander 
gegenüber.  Es  ist  nun  das  Product  der  Cosinus  der  beiden  eingeschlossenen 
Stücke  gleich  der  Differenz  zweier  Produkte  aus  je  einem  Sinus  und  einer 
Cotangente.  Der  Sinus  ist  immer  der  eines  eingeschlossenen,  die  Cotangente 
die  eines  nicht  eingeschlossenen  Stücks.  Das  erste  Produkt  enthält  die  Func- 
tionen der  Seiten,  das  letzte  die  der  Winkel. 

Für  7  =  90**  erhält  man  die  Formeln  (3)  und  (4)  des  vorigen  Kapitels,  für 
r  =  »o  die  sogenannte  separirte  Tangentenformel  der  ebenen  Trigonometrie. 

Die  Gleichungen  (1) — (4)  dieses  Paragraphen  in  ihren  verschiedenen  Formen 
gestatten  die  Auflösung  eines  jeden  sphärischen  Dreiecks  aus  irgend  welchen 
drei  Bestimmungsstücken  desselben.  Man  bedarf  überhaupt  zur  Auffindung  der 
drei  Unbekannten  nur  dreier  Gleichungen  zwischen  denselben  und  den  gegebenen 
Grössen,  die  dann  auf  erstere  (bezw.  die  betreffenden  Functionen  derselben) 
aufzulösen  sind.  Durch  die  genannten  vorstehenden  Gleichungen  wird  also 
bereits  —  behufs  Vereinfachung  der  Arbeit  —  mehr  geboten,  als  unumgänglich 
nothwendig  wäre.  Im  Folgenden  soll  diese  Auflösung  der  Dreiecke  mittelst 
der  Gleichungen  (1) — (4)  für  die  einzelnen  möglichen  Fälle  ausgeführt  werden. 
Da  aber  diese  Gleichungen  zum  Theil  keine  logarithmisch  ununterbrochene 
Rechnung  gestatten,  so  sollen  gleichzeitig  noch  andere  Methoden  für  die  einzelnen 
Fälle  entwickelt  werden,  welche  diese  letztere  Eigenschaft  nicht  besitzen. 

§  25.    Erster  Fall:    Gegeben  seien  die  drei  Seiten  a,  b^  c. 

Die  Gleichung  (2)  des  §  24  gestattet  mittelst  ihrer  drei  Formen  die  Berech- 
nung aller  drei  Winkel.    So  findet  man  beispielsweise 

cosa  —  cos  b  cos  c       .^. 

cos  a  = .    .    . ,      (1) 

smbstnc  ^  ' 

und  entsprechende  Formeln  ergeben  sich  ohne  Weiteres  für  ß  und  7. 

Für  numerische  Beispiele  kann  man  sich  um  die  Unterbrechung  der  loga- 
rithmischen Rechnung  zu  vermeiden,  anderer  Formeln  bedienen,  welche,  wie 
^olgt,  abgeleitet  werden  können: 

Aus  dei'  vorstehenden  Gleichung  (1)  folgt 

cos  a  —  cos b  cos  c     sin  b sin  c  -h  cos b  cos c  —  cosa 

1  —  cos  a  =  1 : — 7 — : — ' =  : — 7 — : 

sm  b  sm  c  stn  b  sm  c 

cos{b — c)  —  cosa 2sin\{b  —  ^  -4-  a)  sin  \{a  —  b  -^-c) 

sin  b  sine  sin  b  sine 

Setzt  man  der  Abkürzung  halber  0  -h  ^  -+-  ^  =  2  f,  so  ist 

3  —  f-hö  =  2(j  —  f)  ,  ö  —  ^-h^  =  2(j  —  ^) 
zu  setzen,   und  man  erhält,   wenn   man   noch   für    1  —  cos  a,  2  xm'  ^  a  schreibt, 

nach  Division  mit  2  und  Ausziehung  der  Quadratwurzel: 

•    1  i/jw  (s  —  b)  sin  {s  —  c)      .^^ 

'  f  smb  stn  c 

33* 
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Entsprechende  Formeln  müssen  für  sin  \  ß  und  sin  \  7  gelten,  und  man  kann 
dieselben  leicht  aufstellen,  wenn  man  das  Bildungsgesetz  der  Formel  (2)  be- 
achtet, nach  welchem  unter  dem  Wurzelzeichen  vier  Sinus  stehen,  und  zwar  im 
Nenner  die  der  Seiten  ^,  c,  welche  den  gesuchten  Winkel  a  einschliessen,  wäh- 
rend dieselben  zwei  Seiten  im  Zähler  als  Subtrahenden  vorkommen.  Mit  Hälfe 
der  so  gewonnenen  drei  Formeln  lässt  sich  schon  eine  logarithmisch  ununter- 
brochene Berechnung  der  drei  Winkel  des  Dreiecks  ausführen.  Man  kann  aber 
auch  zu  gleichem  Zwecke  noch  eine  andere  Formelgruppe  durch  ein  dem  vor 
stehenden  entsprechendes  Verfahren,  wie  folgt,  ableiten:  Aus  der  obigen  Gleichung 
(1)  ergiebt  sich  wieder 

cos  a  —  €05  b  cos  c      sin  b  sin  c  —  cosb  cos  c  -f-  cos  a 


1  -i-  re?x  a  =  1  -i- 


sin  b  sin  c  sin  b  sin  c 


cos  a  —  cos(J)  -i-  f) ^sin  ^  (0  -+-  b-^c)  sin  \{b  -^  c  —  ä) 

sin  b  sin  c  sin  b  sin  c 

Führt  man  hier  wieder  die  Grösse  s  ein,  setzt  für  1  -4-  cos  a,  ^cos^  \  a,  din- 
dirt  durch  2  und  zieht  die  Quadratwurzel  aus,  so  erhält  man 


cos 


4 a=l/£fl/jiy  ("-").       (3) 
^  sin  b  sin  c 


Zu  dieser  Formel  ergeben  sich  unter  Beachtung  ihres  Bildungsgesetzes 
wieder  die  entsprechenden  Formeln  für  p  und  7. 

Durch  Verbindung  der  Formeln(2)  und  (3) dieses  Paragraphen  erhält  man  ferner 
eine  dritte  Gruppe  von  Gleichungen,  deren  Anwendung  für  die  vorliegende  Aufgabe 
derjenigen  jener  ersteren  Formeln  vorzuziehen  ist  Durch  Division  der  ent- 
sprechenden Seiten  von  (2)  und  (3)  folgt  nämlich  nach  einigen  leichten  Um- 
formungen 

/a«^*a  =  l/^5H555E5      (4) 
^       stns  *  sin  {s  —  et) 

und    entsprechende    Gleichungen    ergeben    sich    selbstverständlich    wieder  f-r 
ß  und  7. 

Soll  nur  ein  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  aus  den  Seiten  numerisch 
berechnet  werden,  so  empfiehlt  sich  die  Anwendung  dieser  Gleichung  \K\ 
Werden  aber  alle  drei  Winkel  zugleich  verlangt,  so  erweitere  man  den  Radi 
canden  in  (4)  mit  sin  (s  —  a)  und  ziehe  aus  dem  im  Nenner  entstehenden  qua- 
dratischen Factor  sin  *  (j  —  0)  die  Wurzel  aus.  Verfahrt  man  in  entsprechender 
Weise  mit  den  betreffenden  Gleichungen  für  ß  und  7,  so  ist  die  Wurzelgrösrf 
für  alle  drei  Winkel  nunmehr  dieselbe  und  braucht  nur  einmal  berechnet  vx 
werden.     Bezeichnen  wir  dieselbe  abgekürzt,  indem  wir 

sinis — a)sin(s  —  b)sin(s — c) 

— sins  ^  =  A,«^»P      (5) 

setzen,  so  erhalten  die  drei  für  die  numerische  Berechnung  der  drei  Winkel  aui 
den  drei  Seiten  bequemsten  Gleichungen  die  Form 

"*  *         Sin  (s  —  a)        ^^^      sm  (s  —  b)        ***       sm  {s  —  c)       ^ 

Als  Beispiel  und  zugleich  als  Schema  einer  praktischen  Schreibweise  der- 
artiger Rechnuilgen  diene  Folgendes: 


6.    Das  allgemeine  sphärische  Dreieck. 
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a 

^=, 

27° 

15',8 

b 

= 

39° 

12',3 

c 

57° 

39M 

2s 

= 

124 

•    7,2 

s 

= 

62 

•    3,6 

s 

—  a 

=^ 

34 

•47,8 

s 

b 

= 

22 

51,3 

s 

—  c 

— : 

4 

24,5  J 

2f 

r=: 

124« 

>    7.2 

logtang\a=  9,38622 
logtang\^=  9,55332 
iogtang^^  =  10,25688 


i«= 

13° 

40',6 

n  = 

19° 

40',4 

i7  = 

61° 

2M 

log  sin  {s  —  a)  =  9,75638 
Zog  sin  ls  —  b)  =  9,58928 
log  sin  (s^c)=  8,88572 

8,23138 
log  sin  s  =9,94618 

log  tang^  p       =  8,28520   

logtang^         =9,14260  a=    27°2r,2 

P=    39°20',8 
7  =  122°   4',2. 

Will  man  eine  Probe  der  Rechnung  haben,  welche  die  Wiederholung  der- 
selben unnöthig  macht,  so  kann  man  sich  dazu  des  Sinussatzes  bedienen,  dem- 
zufolge 

log  sina  —  log  sinn  =  log  sinb  —  log  sin^  =  log  sine  —  log  sin-{ 
sein  muss. 

Eine  andere,  in  den  Lehrbüchern  häufig  enthaltene  Methode,    welche  die 

Formel   (1)  durch  Einführung  eines  Hülfswinkels   logarithmisch  ununterbrochen 

macht,  ist  weitläufiger  als  die  vorstehende  und  nicht  zu   empfehlen.     Dieselbe 

beruht  darauf,  dass  wenn  man 

cosa  =  n  sin  c  cos  9,  cos  b  =  n  sin  9, 

cos  b  sin  c  cos  b 

also  lang  9  = .  n  = 

setzt,  die  Formel  (1)  in 

n  sin  (c  —  9) 


cos  a 


cos  a  = 


sinb  sine 


oder  cos  a  = 


stnrp 
cotb  '  sin(c  —  9) 


übergeht. 


sine  sm(f 


§  26.     Zweiter  Fall:  Gegeben  seien  die  drei  Winkel  a,  ß,  7. 

Wir  lassen  diesen  Fall  auf  den  vorigen  folgen,  weil  er  demselben  polar  ist, 
d.  h.  es  sind  180°  —  a,  180°  —  ß,  180°  —  7  die  Maasszahlen  der  Seiten  des 
Polardreiecks,  und  man  könnte  daher  die  Aufgabe  lösen,  indem  man  dieses 
Polardreieck  nach  dem  vorigen  Fall  berechnete.  Die  Supplemente  der  so 
gefundenen  Winkel  des  Polardreiecks  liefern  dann  die  gesuchten  Seiten  des 
ursprünglichen.  Führt  man  dieses  Verfahren  allgemein,  d.  h.  mit  den  Buchstaben- 
Gleichimgen  aus,  so  erhält  man  als  Resultate  die  Formeln  zur  unmittelbaren 
.Auflösung  des  vorliegenden  Falles.  Da  man  aber  in  gleicher  Weise  die  Be- 
rechnung des  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten  mittelst  des  Polardreiecks  auf  die- 
jenige aus  den  drei  Winkeln  stützen  könnte,  wenn  diese  letztere  der  anderen 
vorausgegangen  wäre,  so  sollen  im  Folgenden  die  betreffenden  Formeln  unmittel- 
bar in  ganz  analoger  Weise  wie  die  vorhergehenden  aufgestellt  werden. 

Aus  der  Gleichung  (3)  des  §  24  folgt 

cos  a  -+-  ^^^  ß  cos  7 


cosa  = 


(1) 


sin  ß  sin  7 

und  diese  Gleichung,  welche  leicht  noch  in  den  beiden  Formen  für  b  und  c 
aufgestellt  werden  kann,  gestattet  bereits  die  Berechnung  der  drei  Seiten  aus  den 
drei  Winkeln. 

Um  numerische  Rechnungen  logarithmisch  bequemer  zu  gestalten,  leiten  wir 
wieder  aus  derselben  andere  Formeln  wie  folgt  ab: 

sin  ß  sin  7  —  cos^  cos  7  —  cosa 


1  —  cosa  = 


sin^  sini 
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__      cos  OL -h  cos  (^ -h  i)  ^cos\  (g  -h  ß  +  t)  cos^  (ß  -t-  t  —  g) 

wVfß  J/«7  jmß  ««Y  ' 

oder  für  a-+-ß-4-7  =  2(j, 

«   .   ,  -  2r^x<T.^^j(<T  — a) 

2««  *  i  Ä  = r—z r ,    also 

'  j/«ß  J/«7        ' 

.    ,         i/      cos  a  cos  (a  —  a)        ,«v 
sm^a  =  y ^—\ ^.       (2) 

Entsprechend  ist 

sin  ß  sin  -^  -{-  cos^  cos  -^  -^  cosol       cos  a  -+-  cos  (ß  —  y) 

1  -h  cos  a  = r—z : =   r—z ; 

stn  ß  stn  7  stn  ß  sm  7 

2re?j  ^  (g  H-  ß  —  t)  ^^J  H°^  —  ß  "^  t) 

o.,,oi^      2w((j^ß)f^;j((j-7) 

zr^5  «  4-  ö  =  : — : 

'  J/«  ß   «« 7  ' 

also  .^.  i  a  =1^^E1^EE5.      (3) 

Durch  Division  ergiebt  sich  femer  aus  (2)  und  (3): 

.^/Ja=l/ir^iiEI^5E5.      (4) 
^  cosacos{<j  —  a) 

und   wenn   man   den  Bruch   unter  dem  Wurzelzeichen  mit  cos{p  — «)  erweitert 

und  die  dann  für  alle  drei  Seiten  übereinstimmend  gebrauchte  Wurzelgrösse 

cos  ((T  —  g)  cos  ((J--  ß)  cos  (a^)  _  ^^^^       .g. 

COSfS 

setzt,  so  erhält  man  die  drei  Formeln: 

cotr  ,,  cotr  ^  cot  r  ,_ 

cot\a  =  — 7 r,  coi^b  =  — 7 ^r,  f^/47  =  — T r.       (6) 

*         cos{fs  —  g)'       *         cos{p  —  ß)'       *  *      cos  (a  —  7)        ^  ' 

Das  Schema  der  Rechnung  und  eine  Probe  können  ähnlich  wie  im  vorigen 

Fall  gemacht  werden.  —  Die  andere  Methode,  welche  einen  Hülfswinkel  benutz; 

indem 

cosQL^^n  sin  ß  cos  9,  cosf  =  n  sin  9, 

cos  7  sin  ß  cot-^  sin  (ß  -+-  f ) 


V- 


*  ^           cosa 

i     '                   sm^  stn^ 

gesetzt  wird,  ist  auch  hier  nicht  zu  empfehlen. 

Beispiel: 

g=   86°15',3 

9,27527      0,08960 

ß=152°43',9 

9,98931      9,37556 

7=  91^47',7 

9,45088      9,91399 

330 .  46,9 

8,71546 

165  .  23,45 

9,98572«  39°   7 ',85 

79.    8,15 

8,72974     76°  38',57 

12  •  39,55 

9,36487     50°  38',20 

73 .  35,75 

g=  78°15',7 

330 .  46,90 

ß  =  153  .  17,1 

7  =  101  •  16,4. 

§  27.     Dritter  Fall:     Gegeben  seien  zwei  Seiten  d,   c  und  der  einge- 
schlossene Winkel  g. 

1.  Man  findet  a  mittelst  §  24  (2),  ß  und  7  mittelst  §  24  (4),  hat  also  die 
Gleichungen 
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cos  a-sss^  cosb  cos  c  -4-  sin  b  sin  c  cos  a 

sin  c  coth  —  cos  c  cos  a 
cot  p  = 


COt'{'=^ 


smoL 

sin  b  cotc  —  cos  b  cos  a 


(1) 


stnfL 

Da  auch  diese  Formeln  für  numerische  Beispiele  keine  logarithmisch  ununter- 
brochene Rechnung  zulassen,  so  leiten  wir  für  diesen  Zweck  wieder  im  Folgenden 
andere  Gleichungen  ab. 

2.  Entwickelt  man  cos  ^  (a  H-  p)  nach  §  8,  (2)  und  setzt  dann  für  die  Cosi- 
nus und  Sinus  der  einzelnen  Winkel  die  vorher  bei  dem  ersten  Fall  gefundenen 
Ausdrücke,  §  25,  (3)  und  (2)  ein,  so  erhält  man 

1  /     .   Qv      1  /sin  s  sin  (s  —  a)  1  /sin  s  -  sin  (s  —  b) 
^        stnbsmc         '         stn  a  sm  c 

1  Aw  {s  —  b)  sin  {s  —  c)  J\/sin  {s  —  0)  sin  (s  —  c) 

'  sin  b  sine  Y  sin  a  sine 

woraus  weiter  leicht  folgende  Umformungen  hervorgehen: 


1  /         Qx sins-j/sin  {s  —  a)  -  sin  {s  —  b) sin  (s  —  c)  l/sin  (s  —  a)  sin  (s  —  b) 

sin  c  y  sin  a  sin  b  sin  c       V  sin  a  sin  b 

sin  s  —  sin  {s  —  c)    l/sin  (s  —  ä)  sin  {s  —  b) 

sine  y  sin  a  sin  b 

Setzt  man  hier  für  die  Wurzelgrösse  nach  §  25,  (2)  sin^-^  ein  und  formt 
sins  —  sin(s  —  c)  nach  §  9,  (15)  um,  so  erhält  man  unter  Berücksichtigung  von 
2j  —  c^=a-{-  b, 

1  /        ox      2  sin  \ccos\  {a-^-b)      .    , 

cos  4  (a  -h  ß)  = r-^-^ .  stn  X  7, 

« ^        »^^  stnc  ^  ' 

oder,  wenn  man  noch  Un  c  =^^sin\c  •  cos^c  einsetzt. 

Wie  hier  mit  cos  ^  (a  -h  ß),  so  lässt  sich  in  ganz  entsprechender  Weise  mit 
sin  i  (a  -h  ß),  cos  ^  (a  —  ß)  und  sin  ^  (a  —  ß)  verfahren,  und  man  erhält  so  im 
Ganzen  vier  Formeln,  welche  sich  in  folgender  Weise  schreiben  lassen: 

cos i (a  -I-  ß)  cos^c^  cos \{a-^  b)  sin \ 7  (2) 
sin  i  (a  -I-  ß)  cos\c^=  cos  \{a  —  b)  cos  ^  7  (3) 
cos^{a  —  ß)  sin\c^sin\{a-^b)  sin^-^  (4) 
sin  ^  (a  —  ß)  sin  ^  ^  =  sin  \{a  —  b)  cos  ^  7.  (5) 
Dieselben  heissen  die  GAUSsischen  Gleichungen. 

Dividirt  man  die  homologen  Seiten  je  zweier  derselben,  so  erhält  man  durch 
einfache  Umformungen 

,  /        «V       cos^(a  —  b) 
tangi,{a  +  ^)  =  jj^^^^cot\-t      (6) 

,  /        «V       sin^ia  —  b)        ^  ,„. 

Ä,«^i(«-ß)  =  ^^^±i^../iT      (7) 

/.«^i(.  +  *)  =  ^i^/a«^i.    (8) 

Diese  vier  Gleichungen  werden  die  NEPERschen  Analogieen  genannt. 
Um  die  Gxussischen  Formeln  (2)  bis  (5)  gedächtnissmässig  zu  behalten,  kann 
man  die  ZiEGLERsche  Regel  benutzen:   Mit  der  Aenderung  eines  Zeichens  müssen 
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die  Functionen  für  das  andere  Alphabet  geändert  werden.  Mittelst  dieser  Regel 
können  aus  jeder  der  vier  Gleichungen  die  drei  anderen  abgeleitet  werdet^ 
indem  man  nach  einander  die  möglichen  Veränderungen  der  Zeichen  in  «  -h  S 
ö  -h  ^,  bezw.  a  —  ß,  a  —  b  vornimmt  Man  kann  sich  ferner  merken»  dass  jetk 
der  Gleichungen  drei  Cosinus  oder  drei  Sinus  nach  einander  enthält,  soifc'ie  end- 
lich die  Regel:  Denkt  man  sich  die  Functionen  von  Summen  oder  Differenzen 
entwickelt,  so  stehen  jedesmal  auf  beiden  Seiten  gleiche  Zeichen.  Die  NEPER*sch<n 
Analogieen  werden  dann  mittelst  ihrer  Ableitung  aus  den  GAUSsischen  Gleichungen 
leicht  behalten. 

3.  Die  Anwendung  der  vorstehend  abgeleiteten  Gleichungen  zur  BerechnuTic 
eines  Dreiecks  aus  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  kann,  *ic 
folgti  geschehen:  Wir  wählen,  obigen  Formeln  entsprechend  zur  Bezeichnung 
der  Seiten  a,  b  und  fiir  den  gegebenen  Winkel  7.  Man  erhält  dann  unmittelbir 
durch  (6)  und  (7)  die  Werthe  von  ^  (a  -h  ß)  und  \  (a  —  p),  und  die  Addition  üb: 
Subtraction  derselben  liefert  die  einzelnen  unbekannten  Winkel  a  und  3.  Sb: 
diese  gefunden,  so  kann  man  sich  zur  Berechnung  der  fehlenden  Seite  c  dc> 
Sinussatzes  bedienen,  und  die  nothwendige  Uebereinstimmung  der  beiden  Rcsl! 

täte  der  Doppelformel 

sin  a     ,  sin  b     , 

stn  c  =  — ; —  stn  7  =  -: — r  stn  y 
stn  OL        *       stn^        ' 

liefert  noch  eine  Probe  der  Rechnung. 

Noch  einfacher  ist  es,  die  vier  GAUSsischen  Formeln  anzuwenden.  V^t 
rechten  Seiten  derselben  können  unmittelbar  aus  den  gegebenen  Stüdec 
berechnet  werden,  und  die  paarweise  Subtraction  ihrer  Logarithmen  führt  dann  - 
entsprechend  der  Ableitung  der  vorher  gebrauchten  beiden  NEPER*schenGlcichunp5 
—  wie  vorhin  auf  ^  (a  -h  ß)  und  ^  (a  —  ß)  und  somit  auf  die  Winkel  o,  p  selb*. 
Schlägt  man  nunmehr  die  Sinus  und  Cosinus  der  eben  bekannt  gewordener 
halben  Summe  und  halben  Differenz  der  Winkel  auf,  so  kann  man  nach  AnleiwM 
der  GAUSsischen  Formeln  (2) — (5)  durch  geeignete  Subtraction  ihrer  Logi 
rithmen  von  denjenigen  der  rechten  Seiten  vier  Werthe  von  log  cos  \  c,  bcrr 
Zog  sin  l  c  erhalten,  von  denen  jeder  einzelne  zur  Bestimmung  von  c  genof^ 
Hiemach  ist  folgendes  Beispiel  und  Schema  entworfen: 


a=  70°20',8 
^=  38°28',0 
7=    52°30',0 


a^b=^    31.52,8 

ö  4-  ^  =  108  •  48,8 

^{a  —  b)=^    15.56,4 

\la  4-  b)  =    54  .  24,4 

\t      =    26  .  15,0 


log  sin^{a  —  ^)  =  9,43875 
log  cos\-\  -=  9,95273 

log  cos{{a  —  b)  =  9,98297 

9,39148 

9,55589 

loglang^ja  —  ^)  =  8,83559 

l^g  cos^(a  —  ?)  =  9,91649 

logsin^c  =  dfiS940 


log  sin  ^{a 
log  sin  \^ 
log  cos\(a 


log  lang ^{ti 


b)  =  9,91018 
=  9.6457 1 

b)  =  9,76494 
9,93570 
9,41065 

ß)  =  0,52505 


log  cos ^{a-^  ?)=r  9,45642 
A7^r^fir=  9,95423 


^(a  — P)=    34°24',3 

^(a4.p)=    73.22,8 

\c        =    25.50,6 


log  lang  ic  =  9 fiS5lß. 


a  =  107  .  47,1 
P=    38-58,5 
c=    51.41,2. 
Zur  Erklärung   des  Schemas  sei  Folgendes   bemerkt:    Die   erste  Columne 
ist  von  selbst  verständlich;  in  der  zweiten  stehen  zunächst  die  Logarithmen  ?'-f 
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Berechnung  der  rechten  Seiten  der  Formeln  (5)  und  (3),  wobei  der  für  beide 
benutzte  log  cos  ^7  nur  einmal  geschrieben  zu  werden  brauchte.  Entsprechendes 
gilt  für  die  dritte  Columne  mit  Beziehung  auf  die  Gleichungen  (4)  und  (2).  Bei 
den  mm  in  beiden  Columnen  den  Formeln  entprechend  vorgenommenen  Ad- 
ditionen sind  nur  die  Resultate  nicht  untereinander  in  die  jedesmal  zugehörige 
Columne,  sondern  horizontal  nebeneinander  in  beide  Columnen  vertheilt  geschrie- 
ben. Die  Subtraction  der  jedesmal  untereinander  gestellten  beiden  Resultate  führt 
dann  den  betreffenden  Formeln  entsprechend  auf  die  nachfolgenden  Logarithmen 
der  Tangenten.  Aus  diesen  sind  zunächst  die  beiden  ersten  Zeilen  der  vierten 
Columne  berechnet,  die  dann  zur  Fortsetzung  der  Rechnung  in  von  selbst  ersicht- 
licher Weise  benutzt  wurden.  Die  für  log  5in\c  und  log  cos\c  erhaltenen 
Werthe  müssen  zu  demselben  Werthe  von  c  führen.  Da  die  Sinus  und  Cosinus 
nicht  immer  genau  bestimmen,  so  ist  in  diesem  Beispiel  durch  Subtraction  ihrer 
beiden  Logarithmen  log  lang \c  entwickelt  und  dazu  \c  aufgeschlagen  worden. 

4.  Auch  für  den  vorliegenden  Fall  findet  man  mehrfach  den  Gebrauch  eines 
Hülfswinkels  statt  der  GAUSsischen  Gleichungen  empfohlen.  Setzt  man  nämlich 
in  den  obigen  Formeln  (1) 

cotb 
cosb  =s «  •  cosf^,  sinb  cosa  =  n-  sint^,  also  colf^  = 

so  wird 

cosb  cot  OL 

cosa  = cosU  —  ©);  cot^  =  — : —  sinic  —  9). 

COSt^         ^  ^^'  ^        Stflff         ^  ^^ 

Diese  Methode  ist  übrigens  durchweg  identisch  mit  einer  successiven  Berech- 
nung der  durch  die  auf  ^^  senkrechte  Höhe  entstehenden  beiden  rechtwinkeligen 
Dreiecke;  die  Hülfsgrösse  <p  ist,  wie  leicht  ersichtlich,  nichts  anders  als  der 
früher  mit  q  bezeichnete  Abschnitt  AD  der  Seite  AB,  Diese  Berechnung 
verdient  in  dem  Falle  angewendet  zu  werden,  dass  nicht  alle  drei 
unbekannten  Stücke,  sondern  nur  die  fehlende  Seite  berechnet 
werden  soll. 

§  28.    Vierter  Fall:     Gegeben  seien  zwei  Winkel  ß,  7  und  die  einge- 
schlossene Seite  öf. 

Dieser  Fall  ist  dem  vorhergehenden  dritten  polar  und  es  gilt  daher  dem 
an  entsprechender  Stelle  bei  dem  zweiten  Fall  Gesagten  Analoges.  Für  die  un- 
mittelbare Behandlung  desselben  hat  man  durch  die  Formeln  (3)  und  (4)  des  §  24: 

cosfi  =  —  cos^  cos^  H-  f/»ß  sin'i  cosa 
cosa  cos^  -h  sin^  cot^ 


cotb^= 
cotc^=- 


stna 
cos acos^-^  sin ß  cot 7 


sma 
und  man  kann  diese  Gleichungen  für  die  logarithmische  Berechnung  numerischer 
Beispiele  mittelst  der  Substitution 

cosf=^n cos 9,  sin -^cosa^n  sin 9, 

*^         COl-f  COSff 

cota  sin  (S  -i-  qp) 
cotc  = 7^ ^, 

cosa  cota  sin (<|*  -f-  7) 


bczw.  tang^^ — ;^,  cotb^ 


cot^  *  sin  ^ 
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bequemer  machen.  Man  erhält  die  gleiche  Rechnung  mittelst  der  dnrdi  die  aof 
AC,  bezw.  AB  senkrechten  Höhe  entstehenden  rechtwinkeligen  Dreiecke.  Sind 
alle  drei  unbekannten  Stücke,  oder  auch  sind  die  beiden  unbekannten  Sdtzs 
verlangt,  so  ist  die  Anwendung  der  NEPER'schen  oder  der  GAUSsischen  Gleicb- 
ungen  vorzuziehen  Dieselbe  geschieht  in  entsprechender  Weise,  wie  im  vorigea 
Fall,  mit  dem  Unterschied,  dass  die  beiden  Seiten  der  GAUSStschen  Gleichungo 
ihre  Rollen  vertauschen,  bezw.  dass  statt  der  NEPER'schen  Gleichungen  (6)  vsd 
(7)  die  beiden  anderen  (8)  und  (9)  angewendet  werden  Eine  weitere  Ausfuhnng 
des  Verfahrens  wird  hiemach  erlässlich  sein. 

§  29.     Fünfter  Fall:     Gegeben  seien  zwei  Seiten  ^,  c  und  ein   gegec- 

überliegender  Winkel  7. 

Man  findet  zunächst  den  anderen  gegenüberliegenden  Winkel  ß  mittelst  des 
Sinussatzes,  also  durch  die  Gleichung 

.  ^       sind  •  sin-f 

und  diese,  auch  logarithmisch  ununterbrochene  Rechnung  ist  in  allen  Fällen  äe 
einfachste.  Die  Bestimmung  von  ß  durch  den  Sinus  führt  auf  die  aus  Stereom.  §  8, '}, 
und  §  15  bekannte  Zweideutigkeit  des  Falls,  lieber  die  Fälle,  in  welchen  de 
Dreieck  durch  die  gegebenen  Stücke  eindeutig  bestimmt  ist,  findet  man  das 
Nothwendige  am  angefahrten  Orte.  In  praktischen  Fällen  wird  in  der  Regel 
eine  allgemeine  Kenntniss  der  Gestalt  des  zu  berechnenden  Dreiecks  vorhanden 
sein,  aus  welcher  es  sich  von  vornherein  ergiebt,  ob  für  ß  der  spitze  oder  da 
stumpfe  Winkel  zu  rechnen  ist  Deshalb  ist  es  auch  nicht  nothwendig,  fa» 
näher  auf  jene  Zweideutigkeit  einzugehen. 

Es  erübrigt  nun  noch  die  Berechnung  der  fehlenden  Seite  a  und  des  ihr 
gegenüberliegenden  Winkels  a.  Um  unmittelbare  Formeln  für  dieselben  n 
erhalten,  kann  man  aus  §  24  (3)  den  Ausdruck  für  cos  a  in  §  24  (2),  oder  a» 
(2)  den  Ausdruck  für  cosa  in  (3)  einsetzen.  Die  Ausführung  dieses  Verfahrens 
kann  dem  Leser  überlassen  bleiben,  da  aber  die  entsprechenden  Formeln  f&r 
numerische  Rechnung  unbequem  sind,  so  ist  für  solche  das  folgende  Verfahren 
vorzuziehen: 

Die  Gleichung  §  24,  (4)  ist  in  der  Form 

C0tc sind  SS  cosb  cosfi  -f-  sintk  cot\ 
eine  unmittelbare  Beziehungsgleichung  zwischen  a  und  den  gegebenen  Stücken^ 
Da  in  derselben  xma  und  cosfi  neben  einander  vorkommen,  so  bedient  man  sich 
zur  Auflösung  zweckmässig  eines  Hülfswinkels,  indem  man  etwa 

cofx  =3  n  •  sin  ^,  cos  b  =  neos  ^ 
setzt,  woraus 

cotf^ 9s cosb '  Aivif»  ^^^ (*  —  t)  =  ^^^ ^  ^^'^  ^^^ ? 
hervorgeht.    Ist  hieraus  a  gefunden,  so  kann  a  auf  doppelte  Weise  mittelst  des 
Sinussatzes   berechnet   werden.    Man   kann  aber  auch  ganz  entsprechend  dem 
Vorstehenden  die  Gleichung  §  24,  (2)  in  der  Form 

cos  c  9=^  cosa  cos b-h  sina  sinb  cos^ 
benutzen.    Setzt  man  hier  behufs  der  Auflösung  auf  a 

cosb^=^n*  cos  <^,  sin  b  cos^i^^n-  sin  4», 
so  erhält  man 

taHjg;  y  =  iat^^  b  cos  7;  cos  {a  —  y)  ==  — 1  ^os  y. 
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Ist  so  zuerst  m  berechnet,  so  kann  auch  a  mittelst  des  Sinussatzes  gefunden 
»•erden. 

Die  hier  gebrauchten  Hülfsgrössen  9  und  <p  sind  wieder  Stücke  der  durch 
die  Höhe  auf  der  Seite  BC  bestimmten  rechtwinkeligen  Dreiecke,  nämlich  4* 
l^leich  einem  der  Abschnitte  dieser  Seite  und  <p  gleich  dem  entsprechenden  Theil 
des  gegenüberliegenden  Winkels.  Das  vorstehende  Verfahren  kann  also  als  eine 
successive  Berechnung  der  genannten  rechtwinkeligen  Dreiecke  dargestellt  werden. 

Die  Berechnung  von  ß  durch  den  Sinus  erfordert  noch  die  Bemerkung,  dass 
man  für  den  Fall  einer  nicht  hinreichend  genauen  Bestimmung  durch  die  Tafeln 
sich  der  Gleichung 

sin  C'Sin^  (45°  —  i P)  =  sin  b  sin »  (45°  —  ^.7)  —  sin  \{b  —  c)  cos  i  (^  H-  ^r) 
bedienen  kann.    Man  erhält  dieselbe  aus  dem  Sinussatze 

sin  b  '  sin  7  =  sin  c  sin  ß, 
wenn  man  für  sin  ß,  cos  (90°  —  ß)  =  1  —  2  j/«^  (45°  —  ^ß)  und  für  sin  7,  cos  (90°  —  7) 
=  1  —  2  sin^  (45°  —  ^7)  setzt  und  einige  dann  nahe  liegende  Umformungen  vor- 
nimmt. 

§  30.     Sechster  Fall:     Gegeben  seien  zwei  Winkel  ß,  7  und  eine 

gegenüberliegende  Seite  c. 

Für  diesen,  dem  vorigen  polaren  Fall  erhält  man  die  nothwendigen  Formeln 

in  ganz  entsprechender  Weise,  wie  vorher.    Man  hat  also  zunächst 

.   ,       sin^  sine 

stnb  =  — — , 

««7 

und  es  gilt  in  Betreff  der  Zweideutigkeit  des  Falls  Analoges  wie  im  §  29.    Setzt 

man  in 

cosa  cos^  =  sina  cotc  —  sin^  cot^ 

cotc  =  n  cos  ff 'y  cos^^=n  sin^^,  also  Azn^^  =  cos^»  fange, 
so  wird 

sin  (a  —  9)  =  /öii^ß  •  cof'{  •  sint^, 

und  setzt  man  in 

cos^  -=  —  cos  acos^-h  sin  a  sin  ß  cos  c 

cos^^=^n  sin^,  sin^  '  cosc^=n  cos^,  also  cof^  =z  cosc  •  iang% 

so  wird 

stn  (a  —  +)  =  — s  sm^, 
^        ^'        cos^        ^ 

Dieselben  Formeln  findet  man  wieder  direkt  aus  den  beiden  rechtwinkeligen 

Dreiecken,  welche  durch  die  zu  ^C  senkrechte  Höhe  entstehen;  es  ist  9  gleich 

dem  einen  Abschnitt  von  BC,  ^  gleich  dem  diesem  Abschnitt  gegenüberliegenden 

Winkeltheil. 

§  31.     Der  Flächeninhalt 

Der  Flächeninhalt  F  eines  sphärischen  Dreiecks  wird  nach  Stercom. 
8  19,  (5)  aus  den  drei  Winkeln  des  letzteren  ohne  trigonometrische  Rechnung 
mittelst  der  Formel 


F^e- 


180° 

(oder  für  den  Radius  r,  mittelst  r  2  ^ .  — —  J  gefunden,  in  welcher  e  den  sphä- 
rischen Excess  bedeutet,  also  gleich  a  -h  ß  4-  7  —  180°  ist. 

Sind  zur  Berechnung  von  F  aber  nicht  die  drei  Winkel  gegeben,  sondern 
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ist  die  Auswahl  der  gegebenen  Bestimmungsstücke  eine  andere,  so  könoec 
zunächst  die  fehlenden  Winkel  nach  dem  vorher  bei  dem  betreffenden  Fall 
angegebenen  Verfahren  berechnet  werden. 

Da  es  sich  hierbei  nicht  um  die  Kenntniss  der  einzelnen  Winkel  seitist. 
sondern  nur  um  die  des  sphärischen  Excesses  e  handelt,  so  kann  man  unmittel- 
bare Formeln  für  letzteren  suchen.  Für  den  Fall,  dass  die  drei  Seiten  gegeben 
sind,  gelangt  man  hierbei  zu  einem  bemerkenswerthen  Resultat  Schreibt  mar 
nämlich  die  GAUSSische  Gleichung 

cos\{^  H-  ß)  •  cos\c  =  cos\(a  -h  b)  •  sin\'{ 
in  der  Form 

cos\{fi  "h  3)    _  cos\{a  -\-  b) 

so   kann   man  daraus  mittelst  eines  bekannten  Satzes  der  Proportionslehre  di( 

andere  Gleichung 

cos\  (g  -h  ß)  —  cos  (90°  —  ifi)       cos\  (g  4-  ^)  —  cos^c 
cosi^  (a  -h  ß)  H-  cos  (90°  -l-"fr)  ""  cos\{a-^  b) -{' cos^c 

ableiten,  woraus  dann  weiter  in  bekannter  Weise 

/ö«^  J  (a-4-ßH- Y  — 180°) -/a^^i  (a  H- ß--7-h  180°)=AJ«^i  (a-h^—r)  Äiif^^  (tf-h^-»-.V 
hervorgeht.  Führt  man  hier  wieder  die  Abkürzung  <i-+-^H-^  =  2x  ein,  und  seta 
a  H-  ß  —  7  -h  180°  =  ^  H-  360°  —  2^,  so  erhält  man 

tang\e  •  cot\  (2^  —  ^)  =  tang^s  •  tang^{s  —  c).      (1) 
Verfahrt  man  in  gleicher  Weise  mit  der  GAUSSischen  Gleichtmg 

jm^(a  -f-  ß  )  •  cos^c  =  cos\{a  —  b)  •  cos^i, 
so  erhält  man  die  entsprechende  Formel 

tang\e  •  tang\{^^  —  e)=  tang^{s  —  a)  •  tang\{s  —  b),      (2) 
Multiplicirt   man   die   homologen  Seiten   der  Gleichungen  (1)  und  (2)  in: 
einander,  so  ergiebt  sich 

tang^^e  =  tang\s  •  tang\{s  —  a)  •  tang^{s  —  b)  •  tang\{s  —  r).       (3) 
Diese  letztere  Gleichung  zeigt,  wie  der  sphärische  Excess  e  unmittelbar  ic- 
den  drei  Seiten  des  Dreiecks  berechnet  werden  kann. 

Beispiele  der  Anwendung  dieser  Formeln,  sowie  zu  den  vorhergehenden  Füllen  der  Dreieck'' 
Berechnung  findet  man  in  Reidt,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  aus  der  Trigonomctrc 
und  Stereometrie,  1.  Theil:    Trigonometrie.     Zweite  Auflage.     Leipzig  1877,  B.  G.  Teubocr. 


Anhang  1,  zum  ersten  Abschnitt 
Die  Auflösung  trigonometrischer  Bestinimungs-Gleichungen. 

1.  Enthält  eine  Bestimmungsgleichung  trigonometrische  Functionen  einc^ 
unbekannten  Winkels  oder  Bogens,  so  entzieht  sie  sich  als  transscendente 
Gleichung  der  unmittelbaren  Anwendung  der  in  der  Arithmetik  für  die  Aul- 
lösung  algebraischer  Gleichungen  angegebenen  Methoden. 

Der  einfachste  hierher  gehörige  Fall  ist  der,  in  welchem  eine  gegebene 
Gleichung  nur  eine  einzige  trigonometrische  Function  einer  Unbekannten  tuKi 
ausserdem  diese  letztere  in  keiner  anderen  Verbindung  enthält  Beispiele  diesem 
Falls  bieten  die  Gleichungen 

^sin^x  -^27  sinx=^  10 


\cosx       /         \cosx        J 
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2         cotx 
cotx         2 

von  denen  die  erste  nur  sinx,  die  zweite  nur  cosx,  die  dritte  nur  cofx  enthält. 
Bei  solchen  Gleichungen  kann  man  statt  x  die  betreffende  Function  als  die 
gesuchte  Unbekannte  ansehen,  die  in  Beziehung  auf  letztere  algebraische  Gleichung 
in  bekannter  Weise  auflösen  und  schliesslich  zu  den  gefundenen  Werthen  der 
Function  auch  die  Winkel  durch  Aufschlagen  in  den  Tafeln  oder  durch  direkte 
Berechnung  ermitteln,  falls  dies  überhaupt  als  nöthig  erscheint.  So  führt  die 
erste  der  oben  beispielsweise  aufgestellten  Gleichungen,  indem  man  sie  als 
quadratische  Gleichung  für  die  Unbekannte  sinx  behandelt,  auf 

sinx  =  —  ^  it:  Y- 

Von  den  beiden  so  gewonnenen  Wurzeln  der  Gleichung  sinx^  =  ^,  sinx^ 
=  —  Y  ist  die  zweite  unmöglich,  da  der  absolute  Werth  eines  Sinus  nie  grösser 
als  1  sein  kann.  Da  diese  in  dem  Begriff  des  Sinus  liegende  Bedingung  bei  der 
Behandlung  der  gegebenen  Gleichung  als  einer  algebraischen  mit  der  Unbe- 
kannten sinx  unberücksichtigt  bleiben  musste,  so  kann  es  nicht  überraschen, 
dass  durch  die  Auflösung  ganz  allgemein  alle  Zahlen  gefunden  werden^  welche 
für  diese  Unbekannte  gesetzt  der  Gleichung  genügen.  Es  ergiebt  sich  hieraus 
die  Nodiwendigkeit,  die  bei  solchem  Auflösen  einer  trigonometrischen  Gleichung 
erhaltenen  Wurzelwerthe  mit  Rücksicht  auf  die  etwa  sonst  vorhandenen  und  bei 
der  Auflösung  unbeachtet  gebliebenen  Bedingungen  auf  ihre  Zulässigkeit  zu  prüfen. 

Für  die  Auflösung  sinx  =  \  ergeben  nun  die  Tafeln  den  Winkel  jic  =  19°  28',  3. 
Daraus,  dass  sin  19°  28 ',3  =  J  ist,  kann  jedoch  nicht  umgekehrt  gefolgert  werden, 
dass  ein  Winkel,  dessen  Sinus  den  Werth  ^  habe,  gleich  19°  28',  3  sein  müsse, 
vielmehr  genügt  auch  zufolge  §  3  bezw.  §  6  der  Winkel  180°  —  19°  28',3  =  160°  31',7 
der  Gleichung.  Ausserdem  haben  alle  diejenigen  Winkel  denselben  Werth 
des  Sinus,  welche  aus  den  beiden  genannten  durch  Addition  oder  Subtraction 
von  360°  oder  einem  Vielfachen  von  360°  hervorgehen.  Der  obigen  Gleichung 
genügen  also  alle  in  den  Ausdrücken 

19°  28',3  =b  n  •  360°  und  160°  31',?  zt  «  •  360° 

für  jeden  beliebigen  ganzen  Werth  von  n  einschliesslich  der  Null  enthaltenen 
Winkel. 

Das  vorstehend  Gesagte  lässt  sich  leicht  verallgemeinem.  Es  ergiebt  sich 
so,  dass  zu  jeder  trigonometrischen  Gleichung  unzählig  viele  Wurzeln  gehören, 
von  denen  jedesmal  mindestens  zwei  in  einem  der  vier  ersten  Quadranten  liegen 
und  als  die  —  bei  praktischen  Anwendungen  in  der  Regel  ausschliesslich  zu 
berücksichtigenden  —  Haupt-Auflösungen  betrachtet  werden  können. 

So  erhält  man  beispielsweise  aus  der  zweiten  der  oben  angeführten  Gleichungen, 
nachdem  zunächst  durch  Ordnen 

Gcos^x —  llcosx  =  —  4 

abgeleitet  ist, 

±54-11 
cosx=^ 12 • 

Von  den  beiden  so  gewonnenen  Werthen  ist  nur  cosx  =  ^  brauchbar,  und 

da  cos  60°=  ^,  so  hat  man  die  beiden  Haupt- Auflösungen  x^  =  60°  und  X2  =  300°. 

2 
Die  dritte  der  obigen  Gleichungen  führt  auf  co^x  =  it  -t=    oder    fang  x  = 

±|}/3,  und  hier  sind  beide  Wurzeln  der  Gleichung  brauchbar,  und  man  erhält 
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deshalb  vier  Haupt- Auflösungen,  nämlich  jc  ^  =  40®  53',6;  Jf,  =  139*^6*,4: 
x^  =  220°  53',6;  x^  =  319°  6',4. 

2.  Enthält  eine  Gleichung  verschiedene  Functionen  eines  unbekannten  Winkeb 
oder  Bogens,  aber  ausserdem  den  letzteren  in  keiner  anderen  Weise,  so  kut 
man  alle  vorkommenden  Functionen  der  Unbekannten  durch  eine  und  diesdbe 
Function  ausdrücken  und  so  diesen  Fall  auf  den  vorigen  zurückführen. 

Entweder  wählt  man  eine  der  schon  vorhandenen  Functionen  des  gesuchter. 

Winkels  als  Unbekannte  und  drückt  alle  übrigen  durch  diese  aus,  oder  man  fiär 

sämmtliche  vorkommende  solche  Functionen,  falls  dies  vortheilhafter  erscheioet 

sollte,    auf  eine   und   dieselbe   der   noch   übrigen   zurück.     Es   sei   z.    B.  <bc 

Gleichung 

asin^x-^-  b sin xcos x-\-  c  cos^x  =  0 


gegeben,  so  kann  man  sinx^=dt  "j/l  —  cos^  x  einsetzen  und  dann  auf  r^jx ab- 
lösen, oder  man  kann  cosx  =  zt  )/l  —  sin^  x  einsetzen  und  dann  auf  sin  x  aufk»ai 
Beide  Methoden  haben  den  Nachtheil,  dass  durch  das  Quadriren  behufs  der  w^r 
wendigen  Wegschaffung  der  Wurzelgrösse  die  Zahl  der  Wurzeln  der  Gleichuar 
vermehrt  wird.    Setzt  man  z.  B.  den  Ausdruck  Hir  sinx  ein,  so  erhält  man 

a  (1  —  cos^  x)-^  b  cosx |/l  —  cos^  x  -h  ccos^  X:=Ot 

oder  b cosx yT  —  cos^x-=^  —  <H-  (ä  —  c) cos^  x, 

und    erhebt    man    nun   beide    Seiten    in's   Quadrat,    so   muss   die    entstehcmk 

Gleichung  nicht  nur  die  Wurzeln  der  oben  gegebenen,  sondern  auch  die  de 

anderen 

asin^x  —  b sin x cosx  -{-  ccos^  jp=  0 

haben,  da  auch  diese  durch  dasselbe  Verfahren  auf  dieselbe  Gleichung  ne 
vorhin  führt  Ausserdem  wird  mit  dieser  Verdoppelung  der  Anzahl  der  Wurzeln  - 
von  denen  also  die  für  die  gegebene  Gleichung  gültigen  durch  eine  besondere  Urne 
suchung  zu  ermitteln  wären  —  auch  der  Grad  der  Gleichung  erhöht.  Aus  dieo 
Gründen  empfiehlt  es  sich,  bei  dem  vorstehenden  Beispiel  keinen  der  beiden  ai^ 
gebenen  Wege  einzuschlagen  und  vielmehr  sowol  sin  x  als  cos  x  durch  eine  cai 
dieselbe  dritte  Function  auszudrücken.  Dies  geschieht  hier  sehr  leicht,  indes 
man  alle  Glieder  durch  cos^x  dividirt    Man  erhält  so 

a  •  tang  *  x  4-  3  •  iang  x  -H  r  =  0 
und  hieraus  auf  bekannte  Weise  zwei  Werthe  für  tangx. 

3.  Enthält  eine  Gleichung  Functionen  verschiedener  unbekannter  Winkel 
und  stehen  diese  Winkel  zu  einander  in  bestimmten  Beziehungen,  wie  z.  B.  jt  and 
2  x  oder  jr  +  «  und  x  —  au.  dgl.,  so  kann  man  zunächst  diese  Winkel  sämmtlic^ 
durch  Entwicklung  oder  Zusammenfassung  der  Functionen  mittelst  früherer  Fonneb 
durch  einen  und  denselben  Winkel  ausdrücken,  um  dann  wie  vorher  zu  ver- 
fahren. 

Es  sei  z.  B.  die  Gleichung 

sin  (x  -h  «)  4-  cos  (x  — a)  =  b 
aufzulösen.    Durch  Entwicklung  erhält  man  zunächst 

sinx^cosa-^  cosx "  sin  a  -h  cos  x  *  cos  a -i-  sin  x  •  sin  a  sss  b^ 
oder  sinx'{cosa-i'sina)'^cosx'{sina'k-cosa)  =  b, 

oder  b 

smx-hcosx^s 


stna  -h  cos  a» 

worauf  sich  das  weitere  Verfahren  aus  dem  Vorigen  ergiebt    Man  kann  ebenn« 
(Ur  sin{x'^a)'^  sin  {x  —  a)  «  ^  durch  Benutzung  der  Formel 
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sin  a-h  sind=^2  sin  ^  (fl^  -h  ^)  cos^  {a  —  b) 
die  linke  Seite  der  gegebenen  Gleichung  zu  2  sin  X'  cos  a  zusammenfassen  und 

erhält  dann  ohne  Weiteres 

b 

sin  X  =  -z. • 

^cosa 

Zuweilen  ist  es  vortheilhaft,  umgekehrt  statt  des  in  der  gegebenen  Gleichung 

enthaltenen  unbekannten  Winkels  x  einen  anderen,  von  ihm  abhängigen  Winkel 

einzuführen  und  die  Gleichung  auf  eine  Function  des  letzteren  aufzulösen.     So 

kann  man  z.  B.  die  Gleichung 

sin  X  -{-  cos  X  =^c 
durch  Erheben  beider  Seiten  in's  Quadrat  zunächst  in 

sin  ^x  -♦-  cos  *jc  -h  2  sin xcos x  =  c^ 
umformen,  woraus  dann  leicht 

1  -^  sin2  X  —  c^f 

sin^x  =  c^  =  1 

folgt-    Hierbei  ist  jedoch  wieder  die  Vermehrung  der  Wurzeln  durch  das  Quadriren 

zu  beachten.  Ist  beispielsweise  r  =  -h  ^  Yß,  so  ist  sin  2x=  i,  woraus  2x  =  30° 
oder  150°  oder  390',  510°  u.  s  w.,  also  ;i:=  15°,  75°,  195°,  255°  u.  s.  w.  folgen 
würde.  Allein  die  Winkel  195°  und  255°  haben  negative  Sinus  und  Cosinus  und 
entsprechen  daher  nicht  der  oben  gegebenen  Gleichung,   sondern  der  anderen 

sin  x-\-  cosx  =  —  c, 
welche  durch  Quadriren  beider  Seiten  zu  derselben  Schlussgleichung,  wie  jene 
führt 

Enthält  endlich  eine  Gleichung  Functionen  zweier  oder  mehrerer  Winkel, 
die  sich  nicht  auf  denselben  Winkel  zurückführen  lassen,  so  hat  man  ebenso  viele 
verschiedene  Unbekannte  anzunehmen,  bedarf  dann  selbstverständlich  einer 
gleichen  Anzahl  von  Bestimmungsgleichungen  und  bedient  sich  der  aus  der 
Arithmetik  bekannten  Eliminations-Methoden. 

4.  Kommen  in  einer  oder  mehreren  gegebenen  Gleichungen  nicht  bloss 
trigonometrische  Functionen  unbekannter  Winkel,  sondern  auch  solche  Winkel 
selbst  vor,  so  kann  die  Auflösung  erheblich  erschwert  sein.  Wir  wollen  zu- 
nächst den  einfacheren  Fall  voraussetzen,  dass  jede  einzelne  gegebene  Gleichung 
entweder  nur  trigonometrische  Functionen  der  Unbekannten  oder  nur  diese  letzteren 
selbst  enthalte,  dass  aber  zwei  oder  mehrere  solche  Gleichungen  von  beiden 
Alten  für  mehrere  Unbekannte  verbunden  seien. 

In  diesem  Falle  kann  man  stets  aus  denjenigen  gegebenen  Gleichungen, 
welche  die  unbekannten  Winkel  selbst  enthalten,  eine  gleiche  Anzahl  der  letzteren 
durch  die  übrigen  ausdrücken,  die  gefundenen  Ausdrücke  in  die  gegebenen 
Gleichungen  der  anderen  Art  substituiren  und  dann  die  Eliminationsgleichungen, 
wie  vorher  angegeben,  behandeln. 
Es  seien  z.  B.  die  Gleichungen 

x-hy^^  a 
sin  X  H-  siny  =  b 
aufzulösen,  so  kann  man  aus  der  ersten  derselben  y  =  a  —  x  in  die  zweite  ein- 
setzen, und  dann  die  Eliminationsgleichung 

sin  X  -+-  sin  {a  —  x)^=^b 
mittelst  der  Umformungen 

sin  x-\-  sinacosx  —  cosa-  sin  x^=b 
sin x{\  —  cos a)  -^  sina»  cosx  =  b 
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sin  jc  (1  —  cos  ä)  H-  sin  a  •  "j/l  —  sin  *  jf  =  ^ 
zu  einer  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  sinx  umgestalten.  Nach  Auflösung 
derselben  ergiebt  sich  dann y  durch ^  =  0  —  x  oder  auch  durch  skiy  =  ^  —  sinx. 
Das  vorstehende  Beispiel  gehört  einer  Gruppe  häufig  vorkommender  Auf- 
gaben an,  welche  zugleich  zeigen,  dass  sich  das  so  eben  beschriebene,  zuweüen 
zu  Umständlichkeiten  führende  Verfahren  in  manchen  Fällen  durch  ein  zweck- 
massigeres  ersetzen  lässt.  In  den  obigen  Gleichungen  wird  man  nämlich  vor- 
ziehen, in-  die  zweite  Gleichung  statt  der  unbekannten  Winkel  x,  y  die  Differciv 
derselben  als  Unbekannte  einzuführen.  Nach  §  9,  (14)  führt  nämlich  diese 
Gleichung  zu 

2  sin\  {x  H- j')  cos\  (*  — y")  «=  3, 
und  da  ^-(-j^^a  aus  der  ersten  Gleichung  bekannt  ist,  ergiebt  sich 

cos^  ix  —  y)  =  ■=. — r— j— • 
3  ^        -^^       ^'  sin\a 

Ist  hieraus  \  {x  — y)  gefunden,  so  ergeben  sich  x  und  y  leicht  durch  Addi- 
tion des  betreffenden  Werthes  zu  \{x  -{-y)=i\a  bezw.  durch  Subtraction  beider 
In  entsprechender  Weise  ergeben  sich  zu  folgenden  Aufgaben  die  beigesetzzen 
Auflösungen. 

a)     X  — ^  =  Ä  h 

sin  X  H-  stny  =  b         *  ^        -^^      2  cos^a 
h)     x-\-y  =  a  b 

stnx  —  stny=^a  ^^       -^^      2ccs^a 

c)     X  —y  =  Ä  b 

,    coslCx  -hy)  =  s — r—z — 
sm  X  —  stny  =  b  -*  ^        -^^       2  sm  ^  a 

In  ähnlicher  Weise  behandelt  man  die  Fälle,  in  welchen  der  Werth  von  x  -t- 1 

oder  X  — y  in  Verbindung  mit  demjenigen  von  cos  x  dz  cosy  gegeben  ist. 

Ist  dagegen  in  der  zweiten  Gleichung  sin  x  d:  cosy  gegeben,  so  kann  man 
die  Aufgabe  auf  eine  der  vorhergehenden  zurückführen,  indem  man  entweder 
für  X  oder  für  y  das  Complement  dieses  Winkels  als  Unbekannte  einführt. 

Ist  femer  statt  der  Summe  oder  Differenz  zweier  unbekannten  Sinus  oder 
Cosinus  das  Produkt  derselben  gegeben,  so  beachte  man,  dass  z.  B. 

sin  X  •  cosy  =  J  (sin  {x  -hy)  -+-  sin  (x  — y)) 
ist,  so  dass  man,  wenn  etwa 

X  -^y  =  a;  sin  x  •  cosy  =  b 
gegeben  wäre,  zu  der  ersteren  Gleichung  die  fernere 

sin  (x  —  y)=i2b  —  sina 
erhält.    Hiemach  ist  das  Verfahren  fUr  die  Fälle,    in  welchen  cos  x  •  siny  oder 
cos  X  •  cosy  oder  sin  x  •  siny  gegeben  sind,  von  selbst  einleuchtend. 

Ist  femer  in  der  zweiten  Gleichung  /angx  ifc  tan^y  oder  coix  ±  coty  gegeben. 

so  beachte  man,  dass  z.  B. 

sin  X    ^    sin  y        sin  x  cosy  ±  cos  x  siny 

tangx±.tangy^=i 3:  = ^ 

*  ^-^       cosx        cosy  cos  X  cosy 

.  sin  {x  ±y) 


"■  \  \cos  (*  -^-y)  -h  cos  (x  ^y)\ 
ist,  so  wie  die  entsprechende  Formel  für  die  Cotangenten. 

Ist  endlich  in  der  zweiten  Gleichung  ein  Produkt  zweier  Tangenten  oder 
Cotangenten  gegeben,  so  setze  man  beispielsweise 

tangx.tangy^    '^^^^^^  =  ^^^  (^ - J') - ^^^ (^  +  J') 
*  *^         COSX  cosy        cos  \x — y) -^  cos  {x -^  y)  * 


Anh.  I,  zum  ersten  Abschnitt    Die  Auflösung  trigonom.  Bestimmungs-Gleichungen.      52^ 

so  dass,  wenn  etwa  jc-h^  =  a,  fang  x  *  fang y  =^  b  gegeben  wäre,  zu  der  Summe 

der  unbekannten  Winkel  die  Differenz  derselben  aus 

(1  -h  b)  cos  g 
cos  (1  -7)  =         ^_1^ — 

gefunden  werden  kann.    In  ganz  entsprechender  Weise  sind  die  analogen  Fälle, 
in  welchen  cot  x*  cot y  oder  tangX'Coty  gegeben  sind,  zu  behandeln. 

5.  Kommen  dagegen  in  einer  und  derselben  Gleichung  ein  oder  mehrere 
unbekannte  Winkel  selbst  neben  trigonometrischen  Functionen  derselben  vor,  so 
kann  nur  bei  numerischen  Aufgaben  durch  ein  näherungsweises  Verfahren  zum 
Ziel  gelangt  werden.  Dieses  Verfahren  soll  im  Folgenden  durch  einige  Beispiele 
erläutert  werden.*) 

Aufgabe  1:    Die  Gleichung  a:  =  332°28'55"  H-  14°3'20"  •  sinx  aufzulösen. 
Durch  Versuche,    d.   h.  hier  durch  Substitution  von  nur  ganze  Grade  ent- 
haltenden Winkeln  fiir  x  findet  man  als  erste  Annäherung  den  Werth  330°  und 
kann  daher 

;c  =  330°  H-y 
setzen.    Nun  erhält  man  mit  Benutzung  der  Proportionaltheilchen  der  Tafeln,  wenn 
man  noch  der  Kürze  halber  332°28'55"  durch  a  und  14°3'20"  durch  b  bezeichnet, 

log  ««  ^  =  9,69897  «  — 22;^ 

iogb=.     %50600"  =  4,70415 

log  {b  .  sin  x)  =  4,40312  n  --  22;^ 

b'sinx^^  25300"  4-  22^  •  ^'' 
=  —  7°r40"  -♦-  13/' 
a-i-bsinx^  325°27'15"  -♦-  13/' 

=  330°  4-  60/', 

also  47/'  =  —  4°32'45"  =  —  16356" 

^"  =  —  348 
/  =  — 5°48'. 
Die  Anbringung  dieser  Correctur  führt  zu  dem  zweiten  Näherungswerth 

X  =  324°12', 
mit  welchem  das  Verfahren  wiederholt  wird.     Auf  dieselbe  Weise  fortschreitend, 
bis  die  gewünschte  Genauigkeit  erreicht  ist,  erhält  man  folgende  weitere  Ausrechnung: 

X  =  324°12'  -h  ä" 

17  5 
log  sinx  =  9,7ß7l2n ^z 

log  b  =  4,70415 


log{b  sinx)  =  4,47127«  —  ^« 

b'smx^  —  29599"  -h  -~r  «  '  TT 

60  15 

=  —  8°13'19"  4-0,19  5" 

a-^bsinx^  324°15'36"  -h  0,19/' 

=  324°12'       -h        y 

0,81/'  =  3'36"  =  216" 

/'  =  267"  =  -♦-  4'27". 

3.  Annahme:  x  =  324°16'27"  -h  «" 

log  sin  X  =  9,7663439  n  —  29,27  »" 

logb^  4,7041505 


, log  (b  sin  x)  =  4,4704944  n  —  29,27  u" 

*)  Dieselben   sind  des  Verf.  »Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  aus  der  Trigono- 
metrie, Leipzig  1877,  B.  G.  Teubnerc  entnommen. 
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b  sin  jc  =  —  29545",7  4- 


29,27 
147 


.M 


=  —  8°12'25",7  H-  0,1992  «" 
hsinx^  324°16'29",3  4-  0,1992  »" 
=  324°16'27"    H-  »" 


4.    Annahme: 


0,8008  «"  =  -+-  2",3;     »"  =  4-  2",87. 
X  =  324°16'29",87  H-  2/" 
9,7663354  n  H-  29,27 1^" 
4,7041505 


4,4704859  n  -+-  29,27  2/" 

oq  97 

~  8°12'25'M3  4-  ^^  v'' 

324°16'29",87  4- 0,1992«/" 
=  324°16'29",87  4-  v'' 


0,8008  v''  =  0",00  .  ., 
also     jc=324n6'29",87. 


Aufgabe  2: 
1.    Annahme: 


Die  Gleichung 


sin^x 


=  80°  aufzulösen. 


2.    Annahme : 


X = 50°  4-y  =  3000'  4-y 

Ä?^^' =  3,47712=157 
hg  sin  a  .y  r=  9,76850  4-  22  j^ 

3,70862  — 7;/ =3,68124 
7j;=  4-0,02738;  /  =  4-  391'  =  4-  6°3r. 
X  =  56°3r  4-  ar'  =  3391'  4-  z' 
Ä;;^^' =  3,53033  4-1 3  j? 
A?^  j/«»y=  9,84238  4- 16s 

3,68795  —  3  js  =  3,68124 
3  s  =  671';  z  =  224'  =  4-  3°44'. 


3.   Annahme:    x  =  60°15'  4-  »'  =  3615' 

4-«' 
%a:'  =3,558114-12» 

jpg  sin^  X  =  9,87724  4-14» 

3,68087  — 2»  =3,68 124 
2»  =  — 37';  «  =  — 18'30" 
5.  Annahme:  a:  =  60°1' 4- w"=  216060" 


w 


tf 


/ogx"  =  5,3345744  4-  20,1«' 
Zog  sin^x  =  9,8752070  4-  24,28  w 


5,4593674  — 4,18  w 
5,4593925  =  log  288000" 
4,18w  =  —  251";  w  =  —  60" 


4.    Annahme:     x  =  59°56'30"  4-  r 

=  3596',5  4-  r 

3,55588  4-122/ 

9,87455  4-  14tr 

3,68133  — 2?/ =  3,68124 

2z;  =  4-  9,  r  =  4-  4",5. 

6.   Annahme:     ;r  =  60°0'0"  4~ /' = 

21C0(X) 

5,3344538  4-20,1^ 

9,8750612  4-  24,3^ 

5,4593926—   4,2^ 

=  5,4593925. 

x  =  60°0'0". 

6.  Die  Auflösung  trigonometrischer  Bestimmungsgleichungen  wird  häuüi: 
sehr  erleichtert  durch  die  Anwendung  sogenannter  Hülfswinkel.  D^pselbc 
beruht  darauf,  dass  jede  reelle  (unbenannte)  Zahl  gleich  der  Tangente  oder  der 
Cotangente  eines  Winkels,  jede  reelle,  positive  oder  negative  Zahl,  deren  absiv 
luter  Werth  nicht  grösser  als  1  ist,  gleich  dem  Sinus  oder  dem  Cosinus  eines 
Winkels  gesetzt  werden  kann.  Femer  kann  man,  wenn  x  und  y  irgend  xwct 
reelle  Zahlen  sind,  stets 

x=n'Sittfffy^=n'Cvsf 
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setzen,  wo  f  ein  zu  bestimmender  Hülfswinkel,  n  ein  zu  bestimmender  reeller 
Faktor  ist  Durch  Quadriren  und  Addiren  erhält  man  aus  den  vorstehenden 
Gleichungen 

x^  4-7*  =  «*  (sin^  9  H-  cos^  9),  also  n  =  Yx^Ty, 
durch  Dividiren 

X 

fang  <?  =  j. 

Aus  diesen  letzteren  Gleichungen  geht  hervor,  dass  9  und  n  sich  stets  be- 
stimmen lassen.     Ist  9  gefunden,  so  ergiebt  sich  n  auch  aus 

X  y 

sin  (p       cos  9' 
Als  Beispiele   der  Anwendung   der  Hülfswinkel  mögen  folgende  Aufgaben 
dienen: 

Aufgabe  1 :    Die  Gleichung  a-  sinx:tib  -  cosx  =  c  aufzulösen. 
Setzt  man  a^=n'  cos^,  d  =  n  '  sin  9,  so  erhält  man 

n  •  (sin  X'COSff±cosx  •  sin  9)  =  ^ 
oder      n  •  sin  (jc  rfc  9)  =  c. 
Man  bestimme  hiemach  zuerst  9  durch 

b 
tangf^^-, 

so  ist  aus  sin  (o:  db  o)  =  —  oder,  wegen  n  = ,  aus 

XI«  (^  ±  9)  =  — ^— 

leicht  Jt  db  9  und  hieraus  x  zu  ermitteln. 

Aufgabe  2:    Die  folgenden  Gleichungen  aufzulösen: 

a  sin  X  -\-  b  siny  =  c 
o:  -h  ^  =  2  <y. 
Setzt  man  x  — ^^  =  25,  wo  8  eine  neue  Unbekannte  bezeichnet,  so  ist  jc=(jH-fi, 
j^  =  <j  —  8,  und  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  erste  gegebene  Gleichung 
geht  diese  über  in 

ö  •  w«  (d  -H  8  )  -H  ^  •  sin  (d  —  8)  =  r, 
woraus  leicht 

(«f  H-  ^)  sin  ^  •  cosh-\-(a  —  ^)  ^^x  tj*  sinh^=c 
folgt.    Diese  letztere  Gleichung  lässt  sich  auf  dem  in  der  vorigen  Aufgabe  ange- 
gebenen Wege  auf  8  auflösen.     Aus  8  und  d  ergeben  sich  dann  leicht  x  und  y. 


Anhang  %  zum  zweiten  Abschnitt. 

Berechnung  anderweiter  Stücke  des  ebenen  Dreiecks. 

1.  Ausser  den  Seiten  und  Winkeln  oder  dem  Flächeninhalt  eines  Dreiecks 
können  noch  anderweite  Stücke  verlangt  sein,  wie  z.  B.  eine  oder  mehrere 
Höhen,  der  Radius  des  umbeschriebenen  und  die  Radien  der  verschiedenen 
Berührungskreise,  die  innerhalb  des  Dreiecks  fallenden  Abschnitte  der  winkel- 
halbirenden  Transversalen  oder  der  Mittellinien,  u.  dgl.  m.  Die  Formeln,  welche 
die  Resultate  solcher  Aufgaben  angeben,  werden  selbstverständlich  für  ein  und 
dasselbe  gesuchte  Stück  sehr  verschieden  ausfallen,  je  nachdem  die  gegebenen 
Bestimmungsstücke   verschieden   sind.     Es   sei   deshalb  hier    zunächst   verlangt, 

34* 
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jene  mittelbaren  Grössen  durch  den  Radius  r  des  dem  Dreieck  umbeschriebenen 
Kreises  und  die  Winkel  a,  ß,  7  auszudrücken,  wobei  die  Resultate  eine  möglichst 
symmetrische  Form  erhalten.  Da  femer  zwischen  diesen  Grössen  und  den 
Seiten  des  Dreiecks  die  bereits  bekannten  Gleichungen 

ö  =  2 r  •  w«  a,  ^  =  2 r  •  «'«  p,  r  =  2r  •  x/«  7 
bestehen,  so  kann  man  auch  die  gewonnenen  Resultate  für  solche  Fälle  um- 
formen, in  welchen  die  gegebenen  Bestimmungsstücke  drei  beliebig  unter  den 
Seiten  und  Winkeln  des  Dreiecks  ausgewählte  sind.  Man  hat  nämlich  zu  diesem 
Zwecke  die  nicht  gegebenen  der  Grössen  r,  a,  ß,  7  mit  Hülfe  der  vorstehendes 
Formeln  zu  eliminiren. 

Bezeichnen  wir  die  Maasszahlen  der  Höhen  AA^^  BBx,  CCy^  des  Drei- 
ecks ABC  bezüglich  durch  A«,  hby  hc  und  setzen  die  von  diesen  Höhen  gebil- 
deten Seitenabschnitte  -5-^  1  =  ^rt,  CA^^^pat  CB^^^q^t  AB^^p^  AC^=^, 
BCi  =^pc9  so  erhält  man  beispielsweise  aus  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  ACA^, 

ha'=b  •  sin  7,  und  folglich  wegen  ^  =  2  r  ji«  ß 

Art  =  2r  sin  ß  sin  7. 
Entsprechend  ist  h^  =  'Ir  sin  a  sin  7. 

//^  =  2  r  sin  a  sin  p. 
Femer  ist  pa=^b  '  cos^^^^r  sin  ß  cosy,   ^a  ^=  c  '  cos  ^  =  2r  cos  ^  sin  7;   m«i 
entsprechend  erhält  man  noch 

p^  =  2r  cos  a  «»7;  g6  =  2rsina  cos 7 
Pc  =  2rsin  a  cos  ß;  gc  =  ^r  sin  ß  cos  a. 
2.  Es  sei  femer  O  der  Mittelpunkt  und  A^  der  auf  BC  liegende  Berührungs- 
punkt des  dem  Dreieck  ABC  einbeschriebenen  Kreises.  Zieht  man  OA^,  OB. 
OCf  so  erhält  man  die  rechtwinkeligen  Dreiecke  OBA^,  OCA^,  in  denen  nac^' 
Planimetrie  §  22,  ^  OBA^  =iP»  ^  OCA^  =^7  sein  muss.  Bezeichnet  nun  f 
die  Maasszahl  des  Radius  OA^  des  Kreises  O,  so  ist  hiemach 

BA^  =  p  •  r^/|ß;  CA^  =  p  •  cot^^f  also  wegen  a  =  BA^  -+-  CA^, 

a  =  p  {co^i^  ■+•  co^ii)' 
Nun    ist   ../  iß  +  ../  i,  =  ^  +  £?iil  =  cosi?sini^  +  .inilj.sJ: 

=    -   Tq     .    1  .  also  wegen  i  (ß  4-  7)  =  90°  —  ^a,  gleich    .    ,q  *^  ,  . 
sm  ^^  sm^Y  e       ^  vr   •    1/  a  »  ©  «1» }  ß  sm  ^7 

Demnach  erhält  man 

a a  •  sin  ^ß  sin  ^7 

^  ■"  rö/"pT7^?i7 ""  ^w"Jä         ' 

oder  wenn  man  a=s  2rx/iia  =  4r  j/>i|a  ^^i^a  einsetzt, 

p  s=  4r  •  jm  4^«  •  sin  ^ß  •  xi«  ^7. 

In  ganz  entsprechender  Weise  ergiebt  sich  für  den  Radius  p«  des  Kreises» 
welcher  die  Seite  BC  und  die  Verlängerungen  von  AB  und  AC  berührt,  wenn 
OaA^  der  zu  BC  gehörige  Berührungsradius  dieses  Kreises  ist,  aus  den  recht- 
winkeligen Dreiecken  O^BA^,  O^CA^, 

BA^  =  pa  •  r^/i  (180°  —  ß)  =  p« /ang ^ß;  CA^  «  p.  tan^  +7, 

a  =  ^^3  4.C^,«p,(/««^iß4./a«^i7)-P--^^^^#^ 

a  3       r«v     öYt*-^      «Yi/       r«    cos^^cos^t       cos^^cos^^i 

woraus  wieder  mittelst  a^=:4rsin^a.cos^a  leicht 

p«  =  4rxiV»^a  r^i^ß  r^x^7 
folgt    Entsprechend  muss 
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Pf  =i^rc0s  ^a  cos ^ß  sin  ^7 
sein. 

3.  Um  die  winkelhalbirenden  Transversalen  des  Dreiecks  ABC  zu  berechnen, 

sei  AA^=Wa  eine  solche  Transversale,  dann  ist  in  dem  Dreieck  AA^B  der 

Winkel  AA^B  (als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  AA^C)  gleich  7-+- ^0  =  74-  90° 

—  ^3  —  i  T  =  90°  —  i  (ß  —  7).    In   demselben  Dreieck    ergiebt   sich  durch  den 

c  sin  ß 
Sinussatz  Wa=  — ,  /^    — r,  und    setzt   man   hier  c=^2r  sini   und  stellt  auch 

die    entsprechenden  Formeln  für  die  beiden  anderen  winkelhalbirenden  Trans- 
versalen auf,  so  hat  man 

2rxmß  Ji«7 


f ^.  i  (ß  -  7)' 

2rx/«a  sin^ 
cos  J  (a  —  7)' 
^r  sin  OL  sin^ 


cos  ^  (a  —  ß)' 

Für  die  auf  BC  gebildeten  Abschnitte  CAy  =  u,  A^B^=iV  erhält  man  in 
entsprechender  Weise 

2r  sin  \  a  sin  ß  ^rsin^ti  sin  7 

Um  endlich  auch  die  Mittellinien  des  Dreiecks  zu  berechnen,  kann  man 
beispielsweise  für  die  Mittellinie  m«,  welche  die  Seite  BC  halbirt,  die  Gleichung 

benutzen,  aus  welcher  nach  Einsetzung  der  betreffenden  Ausdrücke  für  die  Seiten 

Mn  =  ry  2sin^  ß  -♦-  2««*  7  —  sin  *  a 
hervorgeht     Die  entsprechenden  Formeln  für  die  übrigen  Mittellinien  sind  hier- 
nach leicht  anzugeben. 

4.  Wir  fügen  den  vorstehenden  Gleichungen  noch  die  folgenden  hinzu,  deren 
Ableitung  in  entsprechender  Weise  geschieht  und  dem  Leser  überlassen  bleibe. 
Ausser  den  bereits  gebrauchten  Bezeichnungen  soll  dabei  F  den  Flächeninhalt, 
h\  den  oberen  (d.  i.  dem  Eckpunkt  anliegenden)  und  A"a  den  unteren  der  durch 
den  Durchschnittspunkt  der  drei  Höhen  gebildeten  Abschnitte  der  auf  -5  C  senk- 
rechten Höhe  bedeuten. 

^=  2r  *  sin  a  sin  ß  sin  7 
A'a^=  2rcosa 
h"a-=^rcos^  cos^ 
OOa^^rsin^a 
OaOs='4^rcos^^, 
Man  kann  ferner  aus  solchen  Formeln  durch  Zusammensetzung  noch  ander- 
weite ableiten,  wie  t)eispielsweise  die  folgenden: 

^  (a  -h  ^  -\-  c)  ^=  s  ==  Ar  cos  ^  acos^^  cos  ^  7 
^  (ö  -H  ^  —  r)  =  (j  —  ^)  =  4r  sin  |  a  sin  ^  ß  ^^^  ^  7 
ö  H-  ^  =  4r  r^j  ^  7  r^?j  ^  (a  —  ß) 
a  —  ^  =  4r  ««  ^  7  sin  ^  (a  —  ß) 
/ü  — ^a  =  2rj/»(ß— 7) 
pa  —  p  =  4r  sin^  ^^  a 
pa  —  P^  =  4r  cos  ^'i  sin  ^  (a  —  ß), 
dgl.  m. 
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5.  Die  im  Vorigen  abgeleiteten  oder  anderweite  entsprechende  Formeln  können 
selbstverständlich  als  trigonometrische  Lehrsätze  in  Worten  ausgesprochen  werden. 
Durch  geeignete  Elimination  der  trigonometrischen  Functionen  entstehen  aus 
ihnen  andere  Gleichungen,  welche,  weil  sie  keine  solche  Functionen  mehr  ent- 
halten, auch  nicht  mehr  als  trigonometrische  bezeichnet  werden  können,  sondern 
rein  planimetrische  Lehrsätze  liefern.     So  erhält  man  z.  B. 

LI         rti     j,i        1,11     LI         1,11 

d.  h.  das  Produkt  aus  den  beiden  Abschnitten  einer  Höhe  eines  Dreiecks  hat 
für  alle  drei  Höhen  denselben  Werth.  Es  ergiebt  sich  nämlich  dieser  Werd. 
für  alle  drei  Produkte  gleich  4r^  cos  a  cos  ß  cos  7. 

Selbstverständlich  können  Lehrsätze  wie  dieser  auch  ohne  Vermittlung  tri- 
gonometrischer Functionen  bewiesen  werden,  der  vorstehende  z.  B.  mittelst  der 
über  den  Seiten  als  Durchmesser  beschriebenen  Halbkreise,  von  denen  jeder 
durch  die  Fusspunkte  zweier  Höhen  gehen  muss,  so  dass  diese  Höhen  als 
einander  schneidende  Sehnen  desselben  erscheinen.  Es  soll  also  das  Vorstehende 
nur  ein  Beispiel  der  Anwendung  trigonometrischer  Functionen  zum  Auflinden 
und  Ableiten  solcher  Lehrsätze  sein.  Andere  derartige  Beispiele  bieten  die 
Gleichungen 

p  •  Ptf  •  p^  "  pr  =  -^ 

1111 

-  = 1 h  - 

P  Pa         P^         P^ 

1111 

ha       hl,       hc       p 

u.  dgl.  m. 

6.  Man  kann  femer  jedes  der  im  Vorigen  berechneten  mittelbaren  Stucke 
eines  Dreiecks  als  ein  gegebenes  Bestimmungsstück  für  ein  solches  Dreieck 
ansehen  und  die  Aufgabe  stellen,  das  letztere  aus  drei  solchen  Stücken  —  die 
theilweise  auch  unmittelbar  Seiten  oder  Winkel  des  Dreiecks  sein  dürfen,  oder 
statt  deren  auch  Summen,  Differenzen  und  andere  aus  ihnen  zusammengesetzte 
Ausdrücke  gegeben  sein  können  —  zu  berechnen.  Man  kann  als  eine  ali- 
gemeine Anleitung  zur  Auflösung  der  überaus  grossen  Anzahl  solcher  Aufgaben 
kurz  Folgendes  ansehen: 

Man  drücke  alle  gegebenen  Stücke  mittelst  der  betreffenden  Formeln  durch  r 
und  die  Winkel  aus.  Man  hat  dann  drei  Gleichungen,  welche  in  Verbindunc 
mit  aH-pH-7=180°  die  vier  Grössen  r,  a,  p,  7  im  Allgemeinen  bestiminen 
werden.  Löst  man  die  Gleichungen  auf  diese  vier  Unbekannten  auf,  so  kann 
man  die  nicht  gegebenen  Seiten  mittelst 

öf  =  2r  5/«  a,  ^  =  2r  j/«  ß,  r  =  2 r  sin  7, 
und   ebenso  jedes   andere    etwa   noch    verlangte    mittelbare  Stück  mittelst  der 
betreffenden  Formel  für  dieses  berechnen. 

Es  sei  beispielsweise  der  Umfang  <i-|-^-hi'  =  2j,  der  Radius  p  des  ein- 
beschriebenen Kreises  und  eine  Höhe  ha  gegeben.  Man  hat  dann  aus  dem 
Vorigen  die  drei  Gleichungen 

s^=  A^r  cos\fi.cos\^cos\'\ 
p=:Arsin^a  sin  ^  ß  sin  ^  7 
h  =  2rsin  ßx/zi  7. 

Um  dieselben  auf  r  und  die  Winkel  aufzulösen,  kann  man  zunächst  r  durch 


Anh.  3,  zum  zweiten   Abschnitt.     Polygonometrie.  535 

paarweise  Division  eliminiren  und  erhält,  wenn  man  zugleich  in  der  dritten 
Gleichung  stn^  und  jiV»7  durch  die  halben  Winkel  ausdrückt  und  die  gleichen 
Faktoren  in  Zähler  und  Nenner  aufhebt, 

s  cos  i  OL  p  sinia 

h      2 «Vi ^ß 5/«^ 7'  h      ^cos^^cos^-i 
Um  nun  diese  beiden  Gleichungen  auf  die  Winkel  aufzulösen,  kann  man 
die  beiden  Nenner  durch  |(ß  —  7)  und  ^(ßH-7)  =  90°  —  ^a  ausdrücken,  wo- 
durch man 

s  cos\ri  p  sin  J  a 

h'~  cos\{^^i)  — sin\fk^  h~^  cos  -J  (ß  —  7)  -f-  sin  ^  a 
erhält.    Die  zweite  dieser  Gleichungen  liefert 

cos\{^^i)^^- ^^ ?-, 

und  durch  Substitution  in  die  erste  erhält  man 

S  p  •  COt\  OL 

^"^X^äp"* 

j(Ä  — 2p) 
so  dass  cot\(i^=        , — 

*  hp 

als  diejenige  Gleichung  entsteht,  mittelst  welcher  der  Winkel  a  gefunden  werden 
kann.  Ist  dies  geschehen,  so  erhält  man  aus  der  vorhergehenden  fiir  cos  \  (ß  —  7) 
die  halbe  Differenz  der  beiden  anderen  Winkel  und  aus  dieser  in  Verbindung 
mit  i  (3  4-  7)  =  90°  —  i  a  diese  Winkel  selbst  Der  Werth  von  r  kann  darauf 
mittelst  jeder  der  drei  ursprünglichen  Gleichungen  berechnet  werden,  worauf  sich 
die  drei  Seiten  in  der  bereits  erwähnten  Weise  ergeben. 

Ein  näheres  Eingehen  auf  diesen  Gegenstand  würde  hier  zu  weit  führen, 
und  darf  in  Betreff  desselben  auf  die  ausfuhrlicheren  Aufgaben-Sammlungen  zur 
Trigonometrie  verwiesen  werden. 


Anhang  3,  .zum  zweiten  Abschnitt. 
Polygonometrie. 

1.  Die  Aufgabe,  eine  ebene,  geradlinige  Figur  von  vier  oder  mehr  Seiten 
aus  gegebenen  Bestimmungsstücken  trigonometrisch  zu  berechnen,  kann  in  den 
meisten  Fällen  durch  Zerlegung  der  Figur  in  Dreiecke  und  successive  Berechnung 
der  letzteren  gelöst  werden. 

Dass  die  Zerlegung  eines  »-Ecks  in  Dreiecke  mittelst  der  Diagonalen 
jedoch  nicht  in  allen  Fällen  zur  Berechnung  desselben  hinreicht,  zeigt  schon  das 
Beispiel  des  Vierecks,  wenn  von  demselben  zwei  einander  gegenüberliegende 
Seiten  und  drei  Winkel,  sowie  wenn  drei  Seiten  und  die  beiden  von  denselben  nicht 
eingeschlossenen  Winkel  als  Bestimmungsstücke  gegeben  sind.  In  allen  anderen 
Fällen  kann  die  Berechnung  des  Vierecks  (Tetragonometrie)  aus  der  erforderlichen 
Anzahl  von  5  gegebenen  Seiten  oder  Winkeln  auf  die  vorher  angegebene  Weise  aus- 
geführt werden.  Es  unterliegt  jedoch  auch  die  Zurückführung  jener  beiden  Fälle 
auf  die  Berechnung  von  Dreiecken  keiner  Schwierigkeit,  sofern  man  nur  die 
letzteren  auf  gewisse  andere  Weisen  als  durch  Diagonalen  construirt. 

Sind  zwei  einander  gegenüberliegende  Seiten  AB  =  ä,  CD  =  c  eines  Vier- 
ecks AB  CD  nebst  drei  Winkeln  a,  ß,  7  gegeben,  so  ergiebt  sich  zunächst  der 
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vierte  Winkel  8  ohne  Weiteres  aus  der  bekannten  Winkelsumme  des  Vierecks. 

Zieht  man  dann  AE  parallel  zu  DC^  AF  parallel 

zu  BCt  wie  in  nebenstehender  Zeichnung»   so  ist 

Z  AEB  =  ^  AFD  =  7,  und  man  erhält  aus  dem 

Dreieck  ABE\ 

a 
AE  =  — . —  sin  ß,  also  DFr=  c  —  AE=^ 

€  sin  7  —  asin^ 
sin  7  ' 

also  aus  dem  Dreieck  ADF,  wieder  mittelst  des 

Sinussatzes: 

csin'i  —  asin^ 
""      sin  (7  -H  8) 
In  entsprechender  Weise  muss 

a  sin  a  —  c  sin  8 

""       sin  (a  -h  ß) 

sein,  wobei  man  noch  auf  «« (a  4-  P)  =  —  sin  (7  -f-  8)  zu  achten  hat 

Sind  die  drei  Seiten  AB^^a,  DA  =  d,  CD=c  nebst  den  nicht  einge- 
schlossenen Winkeln  ß,  7  gegeben,  so  kann  man  dieselbe  Zerlegung  wie  vorher 
benutzen.  Aus  dem  Dreieck  ABE,  in  welchem  a  nebst  ß  und  ^  AEB^^, 
bekannt  sind,  erhält  man  FC=AE,  und  hieraus  DF  für  das  Dreieck  ADf, 
in  welchem  noch  d  und  Z  AFD  =  7  bekannt  sind,  und  die  Berechnung  dieses 
letzteren  Dreiecks  fiihrt  auf  die  noch  fehlenden  Stücke  des  Vierecks. 

Hiermit  ist  die  trigonometrische  Berechnung  des  Vierecks  aus  Seiten  und 
Winkeln  desselben  flir  alle  Fälle  ermöglicht. 

2.  Soll  in  entsprechender  Weise  ein  n  -  Eck  (n  >  4)  berechnet  werden,  so 
müssen  2n  —  3  Bestimmungsstücke  gegeben  sein,  und  man  kann  die  einzelnen 
möglichen  Fälle  in  folgender  Weise  unterscheiden  und  ordnen: 

Erster  Hauptfall:  Die  drei  nicht  gegebenen  Stücke  sind  ein  Winkel 
und  zwei  Seiten.  In  diesem  Falle  ergiebt  sich  der  fehlende  Winkel  ohne 
Weiteres  aus  der  bekannten  Winkelsumme;  die  Lage  dieses  Winkels  gegen  die 
übrigen  Stücke  ist  daher  gleichgültig.  In  Betreff  der  Seiten  aber  sind  wieder 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Die  fehlenden  Seiten  liegen  aneinander.  Das  «-Eck  lässt  sich  dann 
mittelst  einer  Diagonale  in  ein  Dreieck,  welches  diese  Seiten  enthält,  und  ein 
n  —  1  -  Eck,  von  welchem  alle  Stücke  ausser  dreien  bekannt  sind,  zerlegen. 
Dieses  n  —  1  -  Eck  ist  also  durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmt,  und  falls  die 
fehlenden  trigonometrisch  berechnet  werden  können,  liefern  diese  die  nöthigen 
Stücke  zur  Berechnung  des  abgeschnittenen  Dreiecks.  Die  Aufgabe  der  Berech- 
nung des  «-Ecks  erscheint  also  auf  diejenige  der  Berechnung  eines  «  —  1-Ecks  zu- 
rückgeführt. 

b)  Die  fehlenden  Seiten  liegen  nicht  aneinander.  Man  verbinde  die  End- 
punkte der  fehlenden  Seiten  mit  einander,  so  dass  das  «-Eck  in  eine  oder  z^« 
Figuren  von  höchstens  « — 2  Seiten  und  ein  Viereck  zerfallt.  Die  ersteren  Figuren 
sind  durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmt,  und  ihre  Berechnung  liefert  die 
fehlenden  Stücke  zur  Berechnung  des  Vierecks.  Die  Aufgabe  ist  also  wieder 
auf  diejenige  der  Auflösung  einer  Figur  von  weniger  als  «Seiten  zurückgeführt 
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Zweiter  Hauptfall.  Die  drei  nicht  gegebenen  Stücke  sind  zwei  Winkel 
und  eine  Seite.    Wir  unterscheiden  dann  wieder  folgende  Fälle: 

a)  Die  drei  Stücke  liegen  aneinander,  die  Winkel  also  an  der  fehlenden 
Seite.  Die  Figur  lässt  sich  dann  durch  eine  Diagonale  in  ein  n — 1-Eck  und  ein 
Dreieck  zerlegen,  welche  nach  einander  berechnet  werden  können. 

b)  Die  beiden  Winkel  folgen  auf  einander,  die  fehlende  Seite  Hegt  zwischen 
einem  von  ihnen  und  einem  bekannten  Winkel.  Auch  hier  genügt  die  Construc- 
tion  einer  Diagonale  um  die  Aufgabe  auf  die  successive  Berechnung  eines  n — 1- 
Ecks  und  eines  Dreiecks  zurückzuführen. 

c)  Die  drei  Stücke  liegen  auf  beliebige  andere  Weise.  Man  verbinde  die 
Endpunkte  der  fehlenden  Seite  mit  den  Scheitelpunkten  der  fehlenden  Winkel. 
Das  if-£ck  wird  hierdurch  in  Theile  zerlegt,  von  denen  der  eine  ein  die  fehlende 
Seite  enthaltendes  Viereck  ist,  welches  nach  Berechnung  der  übrigen,  sämmtlich 
durch  gegebene  Stücke  bestimmten  Theile,  in  vorher  angegebener  Weise  berech- 
net werden  kann. 

Dritter  Hauptfall.    Die  nicht  gegebenen  Stücke  sind  drei  Winkel. 

a)  Die  drei  Winkel  folgen  auf  einander.  Man  kann  wieder  mittelst  einer 
Diagonale  die  Figur  in  ein  durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmtes  n — 1-Eck 
und  ein  nach  Auflösung  des  letzteren  zu  berechnendes  Dreieck  zerlegen. 

b)  Die  drei  Winkel  liegen  sonst  in  beliebiger  Weise.  Man  verbinde  die 
Scheitel  derselben,  so  entsteht  ein  Dreieck,  von  welchem  durch  Berechnung  der 
übrigen,  durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmten  Theile  des  «-Ecks  die  drei 
Seiten  bekannt  werden. 

Hiermit  sind  alle  möglichen  Fälle  erschöpft.  Da  hiemach  die  Berechnung 
stets  auf  die  eines  Dreiecks  oder  Vierecks  und  die  eines  Polygons  von  höchstens 
« — 1  Seiten  zurückgeführt  werden  kann,  auf  letzteres  aber  dasselbe  Verfahren 
aufs  Neue  Anwendung  findet,  u.  s.  w.,  so  erhellt,  wie  schliesslich  die  Berechnung 
eines  jeden  »-Ecks  auf  diejenige  von  lauter  Dreiecken,  bezw.  Vierecken  zurück- 
kommt Da  die  Auflösung  der  letzteren  für  alle  Fälle  durchgeführt  ist,  so  ist 
somit  auch  für  diejenige  beliebiger  «-Ecke  in  allen  Fällen  ein  Weg  gezeigt. 

3.    Im  Vorigen  sind  zwar  nur  Vier-  und  «-Ecke  im  engeren  Sinne  voraus- 
gesetzt worden,    d.  h.  solche,  deren  Umfange  einander  nicht  schneiden,  man 
kann  jedoch  das  beschriebene  Ver- 
fahren mit  den  leicht  ersichtlichen  ^ 

nebensächlichen  Abänderungen 
auch  dann  anwenden,  wenn  diese 
Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist. 

Eine  andere  Methode  der  Be- 
rechnung von  Polygonen,  welche 
insbesondere  mit  dem  Namen  Poly- 
gonometrie bezeichnet  zu  werden  Ji 
pflegt,  gründet  sich  auf  den  —  in 
der  analytischen  Geometrie  näher 
zu  erörternden  —  Gebrauch  der 
Coordinaten.  Dieselbe  soll  im 
Nachstehenden  kurz  entwickelt 
werden. 

Es    seien     XX^     und     YY^  (W- 229.) 

zwei  beliebige   Gerade,    welche   einander   in   einem   Punkte    0   unter   rechten 


ti 
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Winkeln  schneiden,  und  deren  Lage  in  der  Ebene  als  fest  gegeben  an- 
genommen wird.  Die  I^age  eines  Punktes  F  der  Ebene  kann  dann  durch 
die  senkrechten  Abstände  PQ^  FM  desselben  von  jenen  beiden  Geraden 
angegeben  werden.  Diese  Abstände  werden  die  Coordinaten  des  Punktes 
P  genannt,  und  zwar  soll  der  Abstand  PM  von  der  mit  YY^  bezeich- 
neten Geraden  die  Abscisse  und  der  Abstand  PQ  von  der  mit  XX ^  bezeich- 
neten Geraden  die  Ordinate  des  Punktes  P  heissen.  Statt  dieser  Abstände 
können  bezüglich  die  ihnen  gleichen  Abschnitte  OQ,  OM  der  beiden  Geraden 
XX i,  yy^  genommen  werden.  Im  Folgenden  ist  unter  der  mit  x  bezeichneten 
Abscisse  die  Strecke  OQ  und  unter  der  mit^  bezeichneten  Ordinate  die  Strecke 
PQ  verstanden.  Die  Geraden  XX^  und  yy^  heissen  die  Coordinaten- 
Achsen,  und  zwar  XX^  die  Abscissenachse  oder  die  Achse  der  x,  KK,  dk 
Ordinatenachse  oder  die  Achse  der  y;  O  heisst  der  Urspnmg  der  Coordinaten. 
Jeder  beliebige  Punkt  P  der  Ebene  hat  hiemach  in  Beziehung  auf  ein  an- 
genommenes oder  gegebenes  festes  »Coordinatensystem«  ganz  bestimmte  Zahlcn- 
werthe  y^  x  seiner  Coordinaten.  Dagegen  ist  nach  dem  Gesagten  noch  nicht 
umgekehrt  die  Lage  eines  Punktes  P  durch  die  Angabe  seiner  Coordinaten  un- 
zweideutig bestimmt,  vielmehr  giebt  es  im  Allgemeinen  je  vier  Punkte,  wckl» 
dieselben  Längen  der  Coordinaten  haben,  nämlich  in  jedem  der  vier  durch  die 
unendlichen  Geraden  XX^  und  YYx  begrenzten  Theile  (Quadranten)  der  Ebene 
einen.  Diese  Unbestimmtheit  verschwindet,  wenn  man  die  von  O  aus  nach  einer 
vorher  festgesetzten  der  beiden  Richtungen  von  XX^^  bezw.  YY^  gemessenen 
Coordinaten  als  positiv,  die  nach  den  entgegengesetzten  Richtungen  gemessenen  als 
negativ  annimmt.  Im  Folgenden  sollen  die  Richtungen  OX^  OK  als  die  positi\-cn, 
OXy^i  OYi  als  die  negativen  angenommen  werden.  Sind  also  Jt  =  a,  j^  =  ^  die 
absoluten  Längen  der  Coordinaten  eines  Punktes,  so  unterscheiden  sich  die  \ki 
Punkte,  welche  diese  Coordinatenlängen  haben,  wie  folgt  durch  die  Vorzeichen: 
Es  sind  die  Coordinaten  derselben  bezüglich:  für  Px:x=  -ha,  yssz-^b,  fiii 
F^\x=  —  a,  y=i  -\-  b,  für  P^  :  x  =i  —  a,  y  =  —  b,  für  /'^  :  Jt  =  4-  a,  jf  ==  —  / 
Diese  Annahme  der  Vorzeichen  ist  keine  willkürliche,  sondern  durch  die 
Sache  bedingt,  denn  ist  z.  B.  OQ  =  x  =  a  und  soll  ein  zweiter  Punkt  ange- 
geben werden,  dessen  Abscisse  x^  um  b  kleiner  ist,  so  ist  ^j  =  a  —  ^  zu  setzen 
Ist  nun  ^  >  ö,  so  gelangt  man  in  der  That  zu  einem  Punkte  auf  der  Abscissen 
achse,  welcher  von  O  aus  um  b  —  a  in  der  Richtung  OXi   liegt 

Die  Lage  eines  jeden  Punktes  P  der 
Ebene  ist  nunmehr  durch  seine  beiden 
Coordinaten,  d.  h.  durch  die  gleichzeitipi: 
Angabe  der  Längen  und  der  Vorzeichen 
derselben  völlig  bestimmt  Man  kann 
daher  im  Folgenden  jeden  vorkommenden 
Punkt  als  durch  seine  beiden  Coordinaten 
gegeben  ansehen. 

Es  sei  femer  PiP^  eine  Strecle, 
deren  Länge  durch  s  bezeichnet  weide. 
Xi,yi  seien  die  Coordinaten  ihres  End- 
punktes P^,  ^^ty^  diejenigen  von  /*,.  Zic^'» 
man  nun  durch /*!  die  Parallele  PjA'/w 
(M.  280.)  Abscissenachse  bis  zum  Durchschnitt  mit 

der  Ordinate  P^Q^t  so  ist  stets 


__^.__j 
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Daher  erhält  man  aus  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  jP^  F^  ^  ^^  ^^  Länge  s  von 
/*i-Pj  die  Gleichung 

^  =  V(yi  -yxY  +  (*2  -  *t)*.    (1) 

welche   die   Berechnung   des  Abstandes   zweier  Punkte   aus   ihren  Coordinaten 
ennöglicht 

Es  sei  ferner  der  Winkel,  um  welchen  die  der  positiven  Richtung  OX  ent- 
sprechende Richtung  von  Fy^  N  um  F^^  gedreht  werden  muss,  um  in  die  Richtung 
P^F^  zu  gelangen,  durch  a  bezeichnet.  Hierbei  werde  die  Drehung  immer  in 
demselben  Sinne  genommen,  in  welchem  die  positive  Richtung  OX  der  Ab- 
scissenachse  gedreht  werden  muss,  um  nach  einer  Viertel-Umdrehung  mit  OY 
zusammenzufallen.    Der  Winkel  a  heisse  im  Folgenden  dasAzimuth  yon  F^F^. 

Um  also  beispielsweise  das  Azimuth  von  F^  Fi  zu  erhalten,  muss  man  durch 
F2  die  z\x  OX  parallele  und  gleichgerichtete  Gerade  ziehen  und  findet  dann 
leicht,  dass  das  gesuchte  Azimuth  gleich  360°  —  F^F^N  \sX,  d.  h.  dass  dasAzi- 
muth von  F^Fy  das  Azimuth  von  F^F^  zu  vier  Rechten  ergänzt  —  Der  einer 
anderen  Wissenschaft  (der  Astronomie)  entnommene  Ausdruck  Azimuth  bezeichnet 
eigentlich  den  Winkel  einer  gegebenen  Richtung  mit  dem  Meridian  des  Ausgangs- 
punktes derselben. 

Es  ist  nun  stets  in  dem  Dreieck  F^F^N^ 

F^N=^  F^F^  .  sin  a;  F^N^  F^F^  cos  a. 

Hieraus  ergeben  sich  leicht  die  Gleichungen 

yi  —yx 


y%  ^J'i  -^  s  '  smaL\  JCg  =  ^1  -f-  J  •  cos  a; 


X2      ^1 


=  tang  a.      (2) 


Diese  Gleichimgen  haben  allgemeine  Gültigkeit,  welches  auch  die  Lage  von 
PiF^  sein  mag,  wie  man  durch  Wiederholung  der  vorstehenden  Ableitung  für 
alle  möglichen  Fälle  nachweisen  kann.    Hat 
beispielsweise  F1F2  die  Lage  wie  in  neben- 
stehender Figur,    so   ist  das  Azimuth  a  ein 
tiberstumpfer  Winkel,  und  wenn  w  den  Winkel 
NP^F^   des   entsprechend  ^ae  vorher  con- 
struirten  Dreiecks  NF^F^  bezeichnet,  so  ist  ^a 
o  =  360° —  w.   Femer  sind  x^  und  y^  negativ, 
und  man  hat 

y^^-P^Q^^-iNF^-NQ^) 
=  —  F^F^  sin  w  -h  F^Qi 

^-^F^F^  sin  (360°  —  «/)  -h j', 

=^^1  -♦-  ^  •  «^^^  a> 
x^^OQ^^F^N—OQi^ 

F^F^  cos  w  —  ( —  jc,)  '=^s  *  cos  (360°  —  «/)  -h  atj  =  ^1  -{- s  *  cos  a, 

so  dass  also  die  obigen  Gleichungen  (2)  auch  flir  diesen  Fall  gefunden  sind. 

4.  Ist  ein  System  von  n  Punkten  in  der  Ebene  vorhanden,  und  sind  diese 
Punkte  durch  eine  zusammenhängende  gebrochene  Linie,  welche  von  einem 
Punkte  zum  anderen  führt,  verbunden,  so  mögen  diese  Punkte  in  der  betreffen- 
den Reihenfolge  durch  F^,  F^,  ^3,  .  .  .  F»»  die  Strecken  FiF^,  F^F^,  ,  ,  .  FnFx 


(M.  231.) 


bezüglich   durch   j,,  s 


V    ''2» 


•ni 


ihre  Azimuthe   durch   a.,  a 


i»  ^2» 


a«.  und  die 


"•«> 


Coordinaten  jener  Punkte  durch  x^y^^  -^2^2»  ■^3>'3*  •  •  •  ^nyn  bezeichnet  werden. 
Dann  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


540 


Trigonometrie. 


jKTg  =  ^1  -h  j|  COS  «1 ;  Xj  =  jCg  -h  Xj  ^^-f  aj  =  aTj  -h  Xj  r^x  «j  -h  x,  r/^x  aj, 
allgemein  jc/  + 1  =  ^^  -h  x^  ^<7X  o^  =  ^j  -^  s^cosa^  -h  f 2  ^<^f  «j  -h  •  .  •  J/  ^os  a^ 
In  entsprechender  Weise  ist 

J>  + 1  =»  -h  x^  xi«  o^  =  J'i  -H  -f  1  ««  «1  -h  Xj  x/«  a^  -h  .  .  .  -h  X/  x/«  a^ 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Coordinaten  eines  jeden  von 
jenen  Punkten  aus  den  Coordinaten  des  ersten,  den  Längen  der  dazwischen 
liegenden  einzelnen  Strecken  und  den  Azimuthen  der  letzteren  berechnen.  Die 
Coordinaten  des  ersten  Punktes  müssen  entweder  gegeben  sein,  oder  man  kann 
die  Lagen  der  Coordinatenachsen  noch  in  der  Weise  bestimmen,  dass  dieselbe? 
bekannte  Werthe  erhalten.  Am  einfachsten  nimmt  man  in  diesem  Falle  den 
ersten  Punkt  zum  Ursprung  der  Coordinaten,  so  dass  also  jcj  =  0,  ^j  =  0  wird. 


Die  Azimuthe  a 


2» 


a«  lassen  sich  aus  dem  ersten  Azimuth  a,    und  den 


Winkeln,    welche  je   zwei   aufeinanderfolgende   Strecken   mit   einander   bildea 

berechnen.  Um  dabei 
über  diese  letzteren 
Winkel  jeden  Zweifel 
auszuschliessen,  setzen 
wir  vorher  Folgendes 
fest:  Man  denke  sid 
einen  Punkt,  welcher 
durch  seine  von  -Pj  au^ 
gehende  Bewegung  die 
gebrochene  Linie  /'j/j 
,  ,  .  Pn  nach  der  Reihen- 
folge dieser  Punkte  be- 
schreibe. Unter  den 
Winkeln  der  einzelnen 
Strecken,  welche  diese 
in  /^j,  /'8  .  .  .  mit  cin- 
^-  ^^^  ander  bilden,  und  welche 

bezüglich  durch  w^^  w^,  ...  bezeichnet  werden  mögen,  sollen  dann  diejenigen  ver- 
standen werden,  welche  sämmtlich  auf  einer  und  derselben  —  an  sich  beliebig  wahl- 
baren —  Seite  für  den  beschreibenden  Punkt  (der  rechten  oder  der  linken 
liegen,  so  dass  also  hierdurch  in  jedem  einzelnen  Falle  entschieden  ist,  ob  der 
betreffende  hohle  oder  der  convexe  Winkel  zu  nehmen  ist.  Es  sei  femer  stets 
der  Winkel,  welchen  die  Verlängerung  einer  vorangehenden  Strecke  mit  der 
nächstfolgenden  Strecke  selbst  bildet,  also  derjenige  Winkel,  welcher  die  Grösse 
der  Drehung  angiebt,  die  an  dem  betreffenden  Eckpunkt  von  dem  beschreibec- 
den  Punkt  zu  machen  ist,  um  in  der  Richtimg  der  folgenden  Strecke  weiter 
gehen  zu  können,  bezüglich  durch  r2,  r^y .  .  ,  bezeichnet  Diese  Aussenwinkel 
sollen  dabei  immer  so  genommen  werden,  dass  die  gedachte  Drehung  stets  m 
demselben  Sinne  genommen  wird,  und  zwar  in  demjenigen  Sinne,  in  welchen- 
auch  das  Azimuth  an  demselben  Punkte  beschrieben  gedacht  wurde.  Für  hohle 
Winkel  w  kann  dann  immer  r^=:180° — 7^/  gesetzt  werden,  für  überstumpic 
Winkel  w  dagegen  ist  r^  =  360°  -h  180°  —  oy  =  ^0°  —  i»>  zu  setzen. 

Ist  nun  das  Azimuth  a|  bekannt,  so  ist  offenbar  dasjenige  von  P^  oder  i. 
gleich  a^  —  r^,  das  von  P^  oder  a,  =  ag — r^,  u.  s.  w.,  wobei  man,  falls  äc 
betreffende  Differenz  negativ  wird,  jedesmal  360°  zu  addiren  hat 
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Hiemach  ergiebt  sich  durch  Zusammenstellung  folgende  Anweisung  für  die 
Berechnung  der  Coordinaten  der  Punkte  /*  aus  den  Längen  s  und  den  Winkeln  w 
der  einzelnen  Strecken,  sowie  den  Coordinaten  des  ersten  Punktes  und  dem  Azi- 
muth  der  ersten  Strecke: 

Aus  den  Winkeln  w^,  w^,  Wj,  .  .  .  Wn  berechne  die  Aussenwinkel  r^  r^, 
r^,  .  ,  ,  rn  mittelst  der  Formel 

r^  ==  180°  —  wp,  bezw.  r^  ==  540°  —  Wp. 

Aus  den  Aussenwinkeln  berechne  sodann  die  Azimuthe  mittelst  der  Formel 

o^  =  a^  - 1  —  r^. 

Endlich  berechne  die  Coordinaten  successive  nach  den  Formeln 

ji> -Hl  =  Ä>  -h  J^  •  cos  ap]  y^j^x  ^yp  -+-  Sp  sin  dp. 

5.  Kehrt  die  gebrochene  Linie  F^.  ,  ,  Fn  von  Fn  zu  ihrem  Ausgangs- 
punkt F^  zurück,  bildet  also  eine  geschlossene  Figur,  so  muss  schliesslich  auch 
-r,  -=  x^-^s^  cos  OLnt  yx^=yn-^  Sh  COS  dn  Sein,  und  man  erhält  durch  Zusammen- 
setzung aus  den  entsprechenden  Gleichungen 

Xn  =  Xn-\-^Sn-^lCOSan-i\   Xn -\  =  Xn-2  ^  Sn-2  COS  1» -2t  -  -  '\ 

JP2  =  :ri  -h  Sycos  ai, 
die  Gleichung 

x\  =  jTi  -f-  ^1  cos  ai  -h  ^2  cos  02  -4-  .  .  .  -H  J«  _  i  cos  a«  —  i  -4-  J«  cos  a„,  oder 

Si  cos  ai  -h  ^2  r^x  a2  4-  .  . .  -hx«  cos  a«  =  0.       (3) 
In  gleicher  Weise  ergiebt  sich 

51  sin  ai  -f-  ^2  sin  a2  -H  .  .  .  -t-  x«  sin  olh  =  0.  (4) 
Die  einzelnen  Summanden  s^  cos  a^,  S2  cos  ol2  u.  s.  w.  der  Gleichung  (3) 
sind  die  Werthe  der  Projectionen  Ö1Ö2»  Ö2Ö3  u.  s.  w.  der  Seiten  Si,S2  u.  s.  w. 
auf  die  Abscissenachse  OX,  wobei  diejenigen,  welche  in  der  Richtung  OX  be- 
schrieben werden,  wenn  man  nach  der  Reihenfolge  der  Punkte  fortschreitet,  als 
positiv,  diejenigen  welche  in  der  entgegengesetzten  Richtung  beschrieben  werden, 
als  negativ  gelten.  Die  Gleichung  (3)  besagt,  dass  dann  die  algebraische  Summe 
der  Projectionen  aller  Seiten  eines  geschlossenen  Polygons  gleich  Null  sei.  Da 
dies  ohne  Weiteres  aus  der  Rückkehr  zum  Ausgangspunkte  geschlossen  werden 
kann,  so  hätte  die  Gleichung  (3)  auch  umgekehrt  aus  diesem  Satze  gefolgert 
werden  können.  Die  Gleichung  (4)  enthält  denselben  Satz  in  Beziehung  auf 
die  Achse  OV. 

Sind  nun  von  den  2»  Seiten  und  Winkeln  des  Polygons  alle  bis  auf  drei  — 
unter  denen  wenigstens  ein  Winkel  sich  befindet  —  bekannt,  so  liefern  die  obigen 
Gleichungen  (3)  und  (4)  in  Verbindung  mit  der  Winkelsumme  des  «-Ecks  die 
nöthigen  Hülfsmittel  zur  Berechnung  der  drei  fehlenden  Stücke.  Um  dies  näher 
zu  zeigen,  sollen  wieder  die  einzelnen  möglichen  Fälle,  wie  vorher,  nach  ein* 
ander  behandelt  werden. 

Erster  Hauptfall:     Es  fehlen  zwei  Seiten  und  ein  Winkel. 
Der  fehlende  Winkel  bestimmt  sich  ohne  Weiteres  aus  der  Winkelsumme 
des  n  -  Ecks.    Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  dann  zwei  Bestimmungsgleichungen 
ersten  Grades  für  die  beiden  unbekannten  Seiten  und  können  auf  diese  aufge- 
;  löst  werden. 

'         Das  Verfahren  kann  auch  in  folgender  Weise  abgeändert  werden:    Liegen 

a)  die  fehlenden  Seiten  s^  —  1,  Sm  aneinander,  so  kann  man,  indem  man  von  dem 

I  Anfangspunkte  aus  nach  beiden  Richtungen  auf  dem  Umfang  fortschreitet,  die 

Coordinaten  von  Fm  —  i  und  Fm-\-i  bestimmen.     Hieraus  erhält  man  nach  (1)  die 

iJinge  von  Fm-\  F,n  +  u  so  wie  die  Winkel,  welche  diese  Linie  mit  den  nicht 
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gegebenen  Seiten  bildet  Man  hat  somit  ein  Dreieck  Pm-^xPmPm-k-Xt  m  welchem 
eine  Seite  und  die  Winkel  bekannt  sind  und  dessen  trigonometrische  Berechniu^ 
die  fehlenden  Stücke  liefert  Liegen  dagegen  b)  die  fehlenden  Seiten  Sm,  Sr  nich 
aneinander,  so  nehme  man  zunächst  eine  derselben,  z.  B.  x^»  zur  Abscissenacbse 
und  berechne,  von  ihrem  einen  Endpunkt  ausgehend  die  Coordinaten  von  P, 
und  von  dem  anderen  Endpunkt  ausgehend  die  Coordinaten  von  /m  +  i.  Ziek 
man  nun  durch  Pm  die  Parallele  zur  Abscissenacbse  bis  sie  die  Ordinate  rcc 
Pm-\-\  in  R  schneidet,  so  ist  in  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  PmPm-k-\R  ausso 
den  Winkeln  auch  die  Kathete  Pm-\-\R  als  die  Differenz  der  betreffendcD  Orä- 
naten  bekannt.  Hieraus  erhält  man  durch  trigonometrische  Rechnung  die  Hypo- 
tenuse Smj  d.  i.  die  eine  fehlende  Seite,  sowie  die  Kathete  Pm^t  welche  letztere 
dann  in  Verbindung  mit  den  vorher  berechneten  Abscissen  auch  die  zweite 
fehlende  Seite  liefert. 

Zweiter  Hauptfall:     Es  fehlen  zwei  Winkel  und  eine  Seite. 

Liegen  a)  die  fehlenden  Stücke  an  einander,  so  berechnet  man,  wie  ic 
ersten  Fall  unter  a)  die  Coordinaten  der  Endpunkte  der  fehlenden  Seite  P^  Pm  *  \ 
und  dann  aus  denselben  diese  Seite  selbst  Gleichzeitig  liefert  das  vie 
vorher  construirt  gedachte  Dreieck  P„  P^  ^  i  P  die  Tangente  des  Winkeb 
Pm  +  1  Pm  Pf  welcher  in  Verbindung  mit  dem  Azimuth  der  vorhergehenden 
Seite  den  Winkel  an  Pm  liefert.  Entsprechend  erhält  man  auch  den  fehlemicc 
Winkel  an  P^  ^  i,  —  Nimmt  man  eine  der  unbekannten  Seite  P^  P»  ^  • 
anliegende  Seite  Pm  —  i  Pm  zur  Abscissenacbse  an,  so  kann  man  von  Pm  -  . 
aus  die  Coordinaten  sämmtlicher  Eckpunkte  bis  Pm  +  i  berechnen  und  eilixt 
dann  wieder  aus  dem  zu  Pm  Pm  +  i  gehörigen  rechtwinkeligen  Dreieck,  dessra 
Katheten  die  Coordinaten  von  Pm  +  i  sind,  alles  Fehlende. 

Liegen  b)  die  fehlenden  Winkel  Wm,  w«  +  i  zusammen  und  die  fehlende 
Seite  Pm  —  1  Pm  zwischen  einem  derselben  und  einem  bekannten  Winkel.  *• 
kann  man  die  unbekannte  Seite  selbst  zur  Abscissenlinie  nehmen  und  die 
Coordinaten  aller  Punkte  von  Pm  -  i  an  bis  zum  Punkte  Pm  +  i  berechnen 
Die  Ordinate  von  Pm  +  i  und  die  bekannte  Seite  Pm  Pm  -+- 1  bestimmen  dann 
wieder  ein  rechtwinkeliges  Dreieck,  durch  welches  man  die  fehlenden  Winkei 
erhält;  die  zu  berechnende  Kathete  desselben  Dreiecks  liefert  in  Verbindung  mt 
der  Abscisse  von  Pm  +  i  die  unbekannte  Seite. 

Liegen  c)  die  fehlenden  Stücke  in  irgend  einer  beliebigen  anderen  Wei^e. 
so  kann  man  diejenige  Diagonale  ziehen,  welche  die  Scheitel  Pm,  Pr  der 
unbekannten  Winkel  verbindet  Dieselbe  theilt  das  Polygon  in  zwei  Theile,  \^^ 
denen  sich  zunächst  derjenige,  welcher  die  unbekannte  Seite  nicht  enthält,  nac 
dem  vorliegenden  Fall  a)  berechnen  lässt  Hierdurch  erhält  man  die  Länge  vor 
Pm  Pr  und  Theile  der  Winkel  Wm  und  Wr,  Darauf  berechne  man  de^ 
zweiten  Theil  des  ganzen  Polygons,  indem  man  die  fehlende  Seite  zur  Abscisser- 
achse  nimmt  und  zunächst  von  dem  einen  Endpunkt  derselben  aus  die  Coordinaten 
von  Pm%  von  dem  anderen  Endpunkt  aus  die  Coordinaten  von  Pr  berechnet 
Dadurch  ist  wieder  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  bestimmt,  dessen  Hypotenuv 
Pm  Pr  und  dessen  eine  Kathete  die  Differenz  der  Ordinalen  von  Pm  und  T 
ist  Die  Winkel  dieses  Dreiecks  flihren  auf  die  noch  unbekannten  Theile  de: 
ganzen  Winkel  Wm^  Wr  und  die  zweite  Kathete  auf  die  unbekannte  Seite. 

Dritter  Hauptfall:    Es  fehlen  drei  Winkel. 

a)  Folgen  die  drei  fehlenden  Winkel  Pm,  Pm  -^  x,  Pm  -^^  auf  einander, 
so  nehme  man  eine  Seite  Pm  ^x  Pm,  welche  zwischen  einem  dieser  Winkel  unJ 
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dem  anliegenden  bekannten  Winkel  liegt,  zur  Abscissenliniei  berechne  darauf  die 
Coordinaten  des  Scheitelpunktes  P^  ^2*  so  erhält  man  ein  rechtwinkeliges 
Dreieck,  dessen  Hypotenuse  P^t  +  2  ^m  und  dessen  eine  Kathete  die  Ordinate 
von  Pm  -\-2  ist  Von  diesem  Dreieck  sind  die  beiden  Katheten  bekannt,  und  man 
findet  daher  P^  P^  4.  2.  Nun  kennt  man  in  dem  Dreieck  P^n  Pm  +  \  Pm  4-  2 
alle  drei  Seiten,  und  mit  Hülfe  der  trigonometrischen  Berechnimg  seiner  Winkel 
und  der  Winkel  des  vorher  genannten  rechtwinkeligen  Dreiecks  findet  man  die 
gesuchten  Stücke. 

Liegen  dagegen  b)  die  drei  Winkel  in  beliebiger  anderer  Weise,  so  kann 
man  ihre  Scheitelpunkte  Pm^  Prt  P*  mit  einander  verbinden,  wodurch  ein 
Dreieck  entsteht  Die  übrigen  Theile  der  Figur  sind  im  Allgemeinen  Polygone, 
von  denen  eine  Seite  nebst  den  ihr  anliegenden  Winkeln  fehlt  und  welche  daher 
nach  dem  zweiten  Hauptfall  a)  berechnet  werden  können.  Dadurch  erhält  man 
ausser  Theilen  der  gesuchten  Winkel  Wmt  ^n  ^f  die  Seiten  des  Dreiecks 
jPm  Pr  Pf,  und  die  trigonometrische  Berechnung  des  letzteren  liefert  die  noch 
fehlenden  Theile  jener  Winkel. 

6.  Sind  die  Coordinaten  sämmtlicher  n  Eckpunkte  eines  Polygons  im  engeren 
Sinne  bekannt,  so  kann  man  aus  denselben  den  Flächeninhalt  dieses  Polygons 
berechnen.  Derselbe  erscheint  als  algebraische  Summe  von  n  Trapezen,  deren 
parallele  Seiten  je  zwei  auf  einander  folgende  Ordinaten  sind,  während  die  Höhe 
jedesmal  gleich  der  Differenz  der  zugehörigen  Abscissen  ist. 

So  erhält  man  beispielsweise  für  ein  Dreieck  P^  P^  Pg  die  Formel 

wofür  man  auch 

2^=  (j'i  -hj'j)  (Jf  j  —  x^)  -h  {y^  -hj^g)  (:r3  —  x^  4-(j^3  -^y^)  {x^^  —  x^) 
schreiben  kann.    Führt  man  die  Multiplication  aus,  so  ergiebt  sich,  dass  sich  mehrere 
Glieder  gegen  einander  aufheben,  und  man  erhält  durch  eine  leichte  Umformung 

2i^=7i  (^j  —  ^3)  -f-^2  (^3  —  x^  4->'3  (^1  —  x^. 

Diese  Formel  ist  leicht  zu  behalten,  wenn  man  den  Kreislauf  beachtet, 
welcher  in  derselben  in  dem  Wechsel  der  Stellenzeiger  der  Coordinaten  stattfindet. 

In  entsprechender  Weise,  wie  hier  für  das  Dreieck,  findet  man  die  allgemeine 
Fomiel  für  den  Flächeninhalt  eines  «-Ecks: 

2/-=  (>»,  x^  — >»,  ^i)  4-  {y^  x^  — >'3  x^)  -\-  C>'3  *4  —^4  x^^ 

-¥{yn-\  Xn  —y»  ^«  -  1)  -h  {yn  X^  — >'i  Xn\ 

oder  2/"  =jf ^  {x^  —  Xn)  -\-y^  (x^  —  x{)  4-^3  {x^  —  ^2)  H f->  - 1  {x„  —Xn  -  2) 

•^yn  {X\  —Xn-  1). 

7.  Beispiele:  1.  Von  einem  Sechseck  seien  sämmtliche  Seiten  und  Winkel, 
*ie  im  Folgenden  unter  s  und  w  angegeben,  gemessen.  Man  berechne  die 
Coordinaten  seiner  Eckpunkte  und  seinen  Flächeninhalt  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  erste  Punkt  /\  der  Ursprung  der  Coordinaten  sei  und  die  Linie  /\  P^ 
in  der  Abscissen-Achse  liege. 

Auflösung: 

P  \     5     \        w       \         r  a         I     log  s     I  log  sin  a  1  Zog  cos  a 


1 

325 

83°38',4 

83°38',4 

2,51188 

9,99732 

9,04444 

2 

257 

13.30,7 

166°.  29',3 

277.  9,1 

2,40993 

9,99661  n 

9,09516 

0 
0 

109 

319-26,9 

220.  33,1 

56 .  36,0 

2,03743 

9,92161 

9,74074 

4 

101 

21-58,7 

158 .  1,3 

258 .  34,7 

2,00432 

9,99131  n 

9,29673  n 

5 

76,9 

230-  8,4 

309  .  51,6 

308-43,1 

1,88593 

9,89222  n 

9,79622 

6 

.156,1 

51 .  16,9 

128  .  43,1 

180.  0,0 

2,19340 

—  <x> 

0,00000  n 
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log  (s.  sina)  log  {s,  cos  a) 

s,  sin  a 

X.   cos  a 

y 

X 

2,50920 

1,55632 

323,0 

36,0 

0 

0 

2,40654  n 

1,50509 

—  255,0 

32,0 

-h323 

4-36 

1,95904 

1,77817 

91,0 

6,0 

68 

68 

1,99563  n 

1,30105  n 

—    99,0 

—    20,0 

159 

128 

1,77815  n 

1,68215 

—   60,0 

48,1 

60 

108 

—  oo 

2,19340  n 

0 

—  156,1 

0 

156,1 

0 

0 

2i^=  323  •  68  -h  68  (128  —  36) 


159  (108  —  68)  -H  60  (156,1  —  128)  =  36260 
F=:  18133. 

2.  Von  einem  Sechseck  P\-*-F^  seien  die  Seiten  ^i  =  125,  Ji=17i 
54  =  65,  X5  =  125,  s^  =  57  und  die  Winkel  Wi  =  110°36'35",  m  =  141°53'o3', 
0/5=:  43°  13'46",5,  «^6  =  106°  15'36",7  gegeben;  man  soll  die  fehlende  Seite  ;, 
und  die  fehlenden  Winkel  w^,  w^,  sowie  den  Flächeninhalt  berechnen. 

Auflösung:  Ist  der  Punkt  J\  zum  Ursprung  der  Coordinaten  genommen 
und  die  Abscissenachse  durch  P^  gelegt,  so  sind  die  Coordinaten  von  /\,  xi={\ 
yi  =  0.  Man  erhält  nun  die  Coordinaten  von  P2  gleich  xi  -t-  ^i  cos  w^  =  —  44 
und^i  4-  si  •  sin  a'i  =  4-  117,  darauf  die  Coordinaten  von  P^  gleich  X2  4-  ^2  ^^*^ 
=  X2'^S2  COS  [tvi  —  (180°  —  W2)]  =  j;2  -H  52  =  8,^2  4-  ^2  sin  a2  =  J^  4-  165  =  2?t 
Geht  man  von  /\  nach  der  entgegengesetzten  Richtung,  so  erhält  man  in  ent- 
sprechender Weise:  x^^=  s^=:  57,  y^  =  0,  ferner  x^=x^  -h  f  5  cos  w^  ^=-  x^  -r ST» 
=  92;^5=>'6  4-X5«V»We  =  120,  femer  JC4  =^x^  4- f 4 r<;x [360°  4-  Wß  — (180°— a^ 
=  jCg  4-  f  4  cos  OL^  =  36,  y^  =>'5  4-  s^  sin  ol^  =  87. 

Nachdem  nun  die  Coordinaten  von  P^  und  P^  bekannt  sind,  kann  man  au 
ihnen  ^3  mittelst 


^s  =  y(  *4  -  *»)*  +  (^4  -yi)^  =  y  784  -h  38025 
berechnen,  woraus  s^  =  197  folgt  Man  findet  femer  aus  dem  rechtwinkeligen 
Dreieck,  dessen  Katheten  bezüglich  gleich  y^  — y^  und  x^  —  x^  sind,  die  Winkel 
desselben  gleich  81°49'43"  und  8°10'17",  woraus  Wj  =  90°  —  a,  4- S'^lO'lT'. 
=  25°39'49"  und  w^  =  360°  —  «4  4-  180°  4-  81°49'43"  =  292°20'20"  folgt.  Sclbs- 
verständlich  kann  die  Hypotenuse  s^  jenes  Dreiecks  auch  aus  einem  der  be- 
rechneten Winkel  desselben  und  einer  der  Katheten  trigonometrisch  gefunden 
werden,  was  bei  logarithmischer  Rechnung  dem  obigen  Verfahren  vorzuziehen 
ist.  Aus  den  berechneten  Coordinaten  folgt  nun  leicht  nach  der  betrefifendea 
Formel  F=  16662. 


Darstellende  Geometrie, 

bearbeitet  von 

Dr.  Richard   Heger, 

G>iimastallehrer  u.  a.  o.  Hon.-Professor  am  K^^l.  Polytechnikum  zu  Dresden. 


§  1.    Einleitung.    Der  Punkt 

Die  descriptive  Geometrie  ist  die  Lehre  von  der  Abbildung  ebener  oder  nicht 
in  einer  Ebene  liegender  geometrischer  Figuren.  Die  Abbildung  einer  Figur  von 
drei  Dimensionen  hat  entweder  wieder  drei  Dimensionen,  oder  sie  bildet  eine 
Figur  auf  einer  vorgeschriebenen  Fläche.  Im  ersteren  Falle  nennt  man  die  Ab- 
bildung ein  Relief  der  abgebildeten  Figur.  Im  letzteren  Falle  kann  die  Fläche, 
auf  welcher  die  Abbildung  entworfen  wird,  uneben  (gekrümmt)  oder  eine  Ebene 
sein. 

Die  Construction  einer  Abbildung  auf  einer  Cylinderfläche  kommt  z.  B.  bei 
der  Herstellung  von  Panoramen,  die  Abbildung  auf  einer  Kugelfläche  bei  bild- 
lichen Darstellungen  an  der  Decke  eines  kugelförmig  überwölbten  Raumes  zur 
.\nwendung. 

2.  Um  die  Abbildung  —  oder  Projection  —  einer  Figur  auf  eine  Fläche 
zu  erhalten  (mit  anderen  Worten:  um  eine  Figur  auf  eine  Fläche  zu  projiciren), 
zieht  man  durch  die  Punkte  der  Figur  nach  einem  bestimmten  Gesetze  Linien, 
die  die  gegebene  Fläche  schneiden;  die  Schnittpunkte  sind  die  Bilder  —  oder 
Projection en  —  der  Punkte,  von  denen  aus  die  Linien  gezogen  worden  sind; 
die  Linien  heissen  projicirendeLinien.  Gewöhnlich  wählt  man  hierzu  gerade 
l-inien,  Projections strahlen,  und  zieht  diese  entweder  durch  einen  festen 
Punkt,  den  man  das  Projectionscentrum  nennt,  oder  zieht  sie  einer  festen 
Richtung  parallel. 

Die  erstere  Art  der  Projection  heisst  Centralprojection,  oder  Central- 
perspective  oder  Perspective  schlechthin;  die  andere  heisst  Parallelper- 
spective  oder  Parallelprojection. 

Projicirt  man  auf  eine  Ebene  (Projectionsebene)  und  zieht  man  die  Pro- 
jectionsstrahlen  senkrecht  zur  Projectionsebene,  so  erhält  man  die  einfachste  Art 
der  Parallelprojection,  die  Orthogonal-  oder  Normalprojection. 

Wir  beschäftigen  uns  im  Folgenden  ausschliesslich  mit  der  Projection  auf 
eine  Ebene  und  zwar  zunächst  und  vorwiegend  mit  der  Normalprojection. 
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3.  Die  Normalprojection  eines  Punktes? 
auf  eine  Ebene  FI  ist  der  Fusspunkt  P"  des 
von  dem  Punkte  auf  die  Projectionsebene 
gefällten  Lothes. 

Alle  Punkte  A^  A^  A^  etc.,  welche  auf  dersel 
ben  Senkrechten  zur  Projectionsebene  liegen,  haben 
dieselbe  Projection  A\ 

Durch  die  Projection  eines  Punktes  auf  eine 
(M.  23S.)  Ebene  ist  also  die  Lage  des  Punktes   gegen  die 

Ebene  noch  nicht  vollständig  bestimmt. 
Die  Bestimmung   wird   vollständig,    wenn  man  ausser  der  Projection  eines 
Punktes  auch  noch  die  Höhe  desselben  über  (oder  unter)  der  Projectionsebene 
kennt 

i.  Man  kann  die  Lage  eines  Punktes  durch  Projection  allein  vollständig 
bestimmen,  wenn  man  den  Punkt  auf  zwei  sich  schneidende  Ebenen  projicir, 
deren  gegenseitige  Lage  (Schnittlinie  und  Neigungswinkel)  man  kennt.  Sind 
rij  Ilj  die  beiden  Projectionsebenen,  AA  ihre  Schnittlinie  (die  Projections- 
achse  oder  Achse  schlechthin)  und  PP^  die  Projectionen  eines  Punktes  P  %£ 
die  Ebenen  Di  und  11  j,  so  ist  die  Ebene -P/^^'  senkrecht  zu  II ^  (denn  sie  ge^: 
durch  PP)  und  senkrecht  zu  O^  (denn  sie  geht  durch  PP\  folglich  ist  sie  senk- 
recht zur  Achse  AA  und  ist  daher  ein  Normalschnitt  des  Flächenwinkels  (Ii  H.. 

Ist  %   der  Schnittpunk: 

^ der  Ebene  PPP'  mit  der 

Achse,  so  sind  daher  P%, 
i"'g}  und  P^  senkrecht  zur 
Achse  und  /"^/^'  ist  der 
Neigungswinkel  der  Projec- 
tionsebenen. 

5.  Sollen  zwei  auf  den 
Projectionsebenen  liegende 
Punkte  PP'  die  Projccdo- 
nen  eines  Punktes  sein  (einem  Punkte  entsprechen),  so  müssen  sie  ai»? 
in  einer  Ebene  liegen,  die  normal  zur  Projectionsachse  ist,  oder,  was  dasselbe 
besagt,  die  von  P^  und  i"'  auf  die  Achse  gefällten  Lothe  müssen  dieselbe  i» 
demselben  Punkte  ^  treffen. 

Durch  seine  beiden  Projectionen  P  und  P*  ist  ein  Punkt  P  voll- 
ständig und  eindeutig  bestimmt 

Denn  der  Ort  der  Punkte,  die  zur  Projection  P  gehören,  ist  das  in  Z'  n- 
rii  errichtete  Loth;  und  der  Ort  der  Punkte,  die  zu  P'  gehören,  ist  das  in  F 
zu  n,  errichtete  Loth.  Da  P  und  P^  Projectionen  eines  Punktes  sein  sollen, 
so  liegen  sie  auf  einer  zu  n^  und  FI^  senkrechten  Ebene;  in  dieser  Ebene  iie|;en 
auch  die  in  P  und  P^  zu  II |  und  11,  errichteten  Lothe;  mithin  schneiden  äcJ 
diese  Lothe  und  ihr  Schnittpunkt  P  ist  der  Punkt,  der  die  Projectionen  P  cnd 
P'  hat 

6.  Um  Alles  in  einer  Ebene  darstellen  zu  können,  dreht  man  nach  Herstellim^ 
der  Projectionen  die  zweite  Projectionsebene  0,  um  die  Achse  AA^  bis  sie  m« 
der  ersten  Projectionsebene  II  |  zusammenfällt  und  zwar  so,  dass  der  obere  T>ci 
der  zweiten  Projectionsebene  mit  dem  hinteren  Theile  der  ersten,  und  der  wniere 
Theil  der  zweiten  mit  dem  vorderen  Theile  der  ersten  zusammenfällt 
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Da  i^gJ  und  jP"^ 
senkrecht  zur  Achse  sind, 
so  fallen  sie  nach  der 
Umlegung  der  zweiten  Pro- 
jectionsebene  in  eine  Ge- 
rade, senkrecht  zur  Achse. 
Sind,  wie  es  gewöhnlich 
der  Fall  ist,  die  beiden 
Projectionsebenen  senk- 
recht zu  einander,  so  liegen 
P^  undi^'gS  auf  verschie- 
denen Seiten  der  Achse  für 
alle  Punkte,  die  über  der 
ersten  und  vor  der  zwei- 
ten, oder  unter  der  ersten 
und  hinter  der  zweiten 
Projectionsebene  liegen 
wie  {Pi  und  -P,  in  Fig.  235) ; 
r^  und  P'Sß  liegen  auf 
derselben  Seite  der  Achse 
filr  die  Punkte,  die  über 


rÄ 


1 


p: 


PS 

Pi 


Sl 


s Sl 


Pi 


(M.  235.) 


Hl  und  hinter  U^  oder  unter  üi  und  vor  ü^  liegen  (wie  /j  und  P^). 

7.  Die  beiden  Projectionen 
eines  Punktes  können  nach  der 
Umlegung  in  einen  Punkt  zusam- 
menfallen. Dann  sind  die  recht- 
winkeligen Dreiecke  P%F  und 
P^P'  congruent,  und  P^  hal- 
birt  daher  den  Winkel  F^P'\ 
mithin  liegt  P  auf  der  Halbi- 
rungsebene  des  von  dem  hintern 
Theile  von  üi  und  dem  obem 
Theile  von  ü,  (oder  von  dem  vor- 
deren von  Ol  und  dem  unteren 
von  Oj)  gebildeten  Flächenwin- 
kels. Und  umgekehrt:  Für  alle 
Punkte,  welche  auf  dieser  Hal- 
birungsebene  liegen,  fallen  nach 
der  Umlegung  die  beiden  Pro- 
jectionen zusammen.  Diese  £bene 
heisst  Coincidenzebene. 

Liegt  also  eine  Figur  auf  der 
Coincidenzebene,  so  fallen  nach 
der  Umlegung  ihre  beiden  Pro- 
jectionen zusammen. 

8.  Ist  eine  Projection  eines  Punktes  und  die  Höhe  desselben  über  (oder 
unter)  der  Projectionsebene,  sowie  die  Projectionsachse  und  der  Neigungswinkel 
der  beiden  Projectionsebenen  gegeben,  so  kann  man  die  zweite  Projection  des 

3S* 


(M.28&) 
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Punktes  (in  der  Umlegung)  und  seine  Entfernung  von  der  zweiten  Projecüons- 
ebene  bestimmen. 

Ist  a  der  Neigungs- 
winkel von  üi  und  11, 
und  sucht  man  die 
zweite  Projection  des 
Punktes,  der  zu  P 
gehört  und  um  /  über 
n^  liegt,  so  ziehe  man 
P'gJ  senkrecht  zu: 
Achse  AA,  Von  dem 
Kreisviereck  PF'^F 
kennt  man  die  Seiten 
^^,  PP=P,  den 
Winkel /^gj/^'gldd 
dem  Neigungswinkel 
a,  und  die  rechtes 
Winkel  bei  F"  und/ 
Man  constrnir 
daher  P%^P'  =  i, 
PP^p  und  -L  P%. 
sowie  PP'  J-  %r 
macht  gj/^'  =  ^F\ 
Dann  ist  -P"  die  g^ 
suchte  zweite  Projec- 
tion, PP^  ist  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  der  zweiten  Projectionsebenc 
und  Pi^  ist  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  der  Achse. 

Soll  P  nicht  um  /  über  11  j,  sondern  um  q  unter  ü,,  liegen,  so  entsteht  die 

Figur  CÖ'ÖÖ"- 

9.  Gewöhnlich  stellt  man  die  zweite  Projectionsebene  senkrecht  auf  die  cßte. 
nimmt  also  a  =  90^ 

Alsdann  wird  PP^P'  ein  Rechteck  nnd 
es  ist  PP  =  -P'gJ  und  PP'  =  P% 

Sind  also  die  Projectionsebenen  auf  ein* 
ander  senkrecht,  so  sind  die  Entfernungen  de* 
zweiten  und  ersten  Projection  eines  Punltc^ 
von  der  Achse  der  Reihe  nach  gleich  den 
Abständen  des  Punktes  von  der  ersten,  be:- 
zweiten  Projectionsebene. 

Man  denkt  sich  dann  die  erste  Projection^ 
ebene  gewöhnlich  horizontal,  die  zweite  vertical  und  bezeichnet  die  erste  und 
zweite  Projection  demgemäss  als  Horizontalprojection  (Grundriss)  unJ 
Verticalprojection  (Aufriss). 

Wenn  bei  den  folgenden  Entwicklungen  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheii 
bemerkt  ist,  so  wird  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Projectionsebenen  aufeinander 
senkrecht  stehen;  schräg  zu  einander  stehende  Projectionsebenen  werden  wir  nur 
in  wenigen  Fällen  verwenden. 

10.  Nicht  selten  ist  man  veranlasst,  ausser  den  (auf  einander  senkrechten* 
Projectionsebenen  lli  und  11 2  noch  eine  dritte  zu  II 3,  senkrechte  Projectionsebene 
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Ilj  zu  benutzen;  nach  Her- 
stellung der  Projectionen  wollen 
y^ir  dieselbe  ebenfalls  in  die 
erste  Projectionsebene  111  um- 
legen. 

Aus  den  Projectionen  F'jP* 
eines  Punktes  P  findet  man 
leicht  die  Projection  auf  die  ^ 
durch  BB  oder  CC  gehende 
Verticalebene;  man.  construirt 
F'M±  BB,  bez.  jPJ^T  ±  CC 
und  macht  MjP''  =  g}/^' 
bez,  NI^'f=^F'\ 
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§  2.    Die  Gerade. 

1.  Die  Strahlen,  welche  die  Punkte  einer  Geraden  normal  zur  Projections- 
ebene oder  parallel  zu  einer  gegebenen  Richtung  projiciren,  liegen  auf  einer 
Ebene.  Diese  Ebene  heisst  die  projicirende  Ebene  der  Geraden;  im  Falle 
der  Normalprojection  ist  sie  senkrecht  zur  Projectionsebene. 

Die  Gerade  ö',  in  welcher  die  projicirende  Ebene  einer  Geraden  a  die  Pro- 
jectionsebene schneidet,  enthält  die  Projectionen  aller  Punkte  der  Geraden  a  und 
ist  daher  die  Projection  von  a.    Wir  sehen  daher: 

Die  projicirende  Ebene  einer  Geraden  ist  die  Ebene,  welche 
durch  die  Gerade  parallel  zur  Richtung  der  Projectionsstrahlen 
gelegt  ist;  die  Projection 
der  Geraden  ist  die  Ge- 
rade, in  welcher  die  pro- 
jicirende Ebene  die  Pro- 
jectionsebene    schneidet 

Eine  Ausnahme  tritt  ein, 
wenn  die  Gerade  h  den  Pro- 
jectionsstrahlen parallel  ist. 
Dann  fallen  die  Projectionen 
aller    ihrer   Punkte    in    ihren 

Schnittpunkt   mit   der  Projec-  ^  *^^ 

tionsebene,  imd  dieser  Schnittpunkt  ist  daher  dieProjection  der  Geraden  b. 

2.  Ist  eine 


Gerade  a  paral- 
lel zur  Projec- 
tionsebene, so 
ist  sie  mit  ihrer 
Projection  ci 
parallel  (denn 
fl' ist  der  Schnitt 
emer  durch  a 
gelegten  Ebene 


A 

l 


(M.  S41.) 


mit  11);  jede  Strecke  AB  der  Geraden  ist  dann  ebenso  gross  wie  ihre  Projection 
AB. 
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Ist  die  Gerade  b  nicht  parallel  zur  Projectionsebene»  so  ist  im  Allgemeinen  eine 
Strecke  der  Geraden  nicht  ihrer  Projection  gleich.  Aus  dem  Parallelismus  derStrahlcD 
AÄ,  BB\  CC\  DD'  folgt,  dass  das  Verhältniss  der  Strecken  AB :  CD  gleich  k 
dem Verhältniss  ihrer Projectionen-<4'-^ :  CD\  Das  Verhältniss  zweier  Strecken 
einer  Geraden  wird  also  durch  Prarallelprojection  nicht  geändert 

3.  Der  Schnittpunkt  S  einer  Geraden 
a  mit  der  Projectionsebene  11  heisst  die 
Spur  der  Geraden. 

Ist  eine  Gerade  parallel  den  Pro- 
jectionsstrahlen,  so  fKUt  ihre  Spur  mi: 
ihrer  Projection  zusammen.  Ist  du 
Gerade  parallel  der  Projectionsebene, 
so  kann  ein  auf  der  Projection  liegen- 
der unendlich  femer  Punkt  als  die  Spx 
(21.  342.)  der  Geraden  angesehen  werderL 

4.    Wir  beschränken  uns  nun  wieder  auf  Normalprojectionen. 
Sind  von  einer  Geraden  die  Projetion,  die  Spur  und  der  Neigungswinkel 
mit  der  Projectionsebene  gegeben,  so  ist  dieGerade  eindeutig  bestimoi: 

Denn  um  die  Gerade  zu  er- 
halten, welche  die  Spur  5  hat,  ni 
Projection  SÄ  gehört  und  mit  SA 
den  Winkel  a  einschliesst,  erriche 
man  durch  SA  eine  Bbene  E  senk- 
recht zu  n  und  ziehe  in  il  eir^ 
Gerade  SA  so,  dass  A'SA^^t, 
dann  ist  5.^  die  gesuchte  Gerade 

5.    Aus    der   Projection    A'I^ 

einer  Strecke  AB  und  den  Höbcc 

<z,  d   ihrer   Endpunkte    kann    die 

(M.  348.)  wahre    Länge     der    Strecke,    ihr 

Neigungswinkel  gegen  die  Projectionsebene  und  die  Spur  der  Geraden,  auf  wel> 

eher  die  Strecke  liegt,  gefunden  werden. 

Denn  von  dem  Trapez  ABBA 

sind    dann    ausser    den    rechten 

Winkeln  bei  Ä  und  J^  noch  die 

drei  Seiten  Äff^  sowie  A'A^j 

und  B*B  =  d  bekannt 

Man  ziehe  daher  zu  A*B  in 

A    und  B*  Lothe  und   schneide 

von  ihnen  AA  =  a  und  SB  =  •* 

ab,  und  zwar  nach  gleichen  oder 

entgegengesetzten  Seiten  \onAF. 

je  nachdem  A  und  B  auf  derselbe!! 

oder  auf  entgegengesetzten  Seiten 

von   n    liegen.    Alsdann  ist  AF 

gleich  AB,    der   gesuchte    Ne» 

gungswinkel  ist  der  Winkel  /«• 

sehen  A*B*  und  AB  und  die  gc^ 

suchte  Spur  ist  der  Schnittpunk!  ."^ 


(M.344.) 

der  Geraden  AB  und  AB*. 
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6.  Aus  der  Horizontalprojection  ÄB^  einer 
Strecke  und  den  Höhen  ah  der  Punkte  A  und  B 
findet  man  die  Projection  auf  eine  Yerticalebene, 
indem  man  die  Verticalprojectionen  A^B^  der 
Punkte  A  und  B  bestimmt  (§  1,  8  und  9)  und  A^ 
mit  iff"  verbindet. 

7.  Man  überzeugt  sich  leicht  von  der  Richtig- 
keit folgender  Sätze  und  ihrer  Umkehrungen: 

Ist  eine  Gerade  parallel  zur  ersten  (oder  zweiten) 
Projectionsebene,  so  ist  ihre  zweite  (oder  erste) 
Projection  parallel  zur  Achse  (Fig.  246  a,  ß). 

Ist  eine  Gerade  parallel  zur  Achse,  so  sind 
ihre  Projectionen  parallel  zur  Achse  (Fig.  246  7). 
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(M.  246.) 

Liegt  eine  Gerade  in  einer  Ebene,  die  senkrecht  zur  Achse  ist,  so  sind  beide 
Projectionen  der  Geraden  senkrecht  zur  Achse  (Fig.  246  öe)» 

Der  Schnittpunkt  der  Projectionen  einer  Geraden  ist  die  Projection  des 
Punktes,  in  welchem  die  Gerade  die  Coincidenzebene  durchschneidet 

8.  Aus  der  ersten  und  zweiten  Projection  einer  Geraden  kann  man  die 
Spuren  finden,  ohne  (wie  in  5)  die  projicirende  Ebene  umzulegen. 


<M.  347.) 

Die  erste  (Horizontal-)Spur  S\  der  Geraden  liegt  auf  IIi,  folglich  liegt  der 
Aufriss  dieser  Spur  in  der  Achse,  ist  also  der  Punkt,  in  welchem  die  Achse  von 
Aufrisse  der  Geraden  getroffen  wird.  Die  zweite  (Vertical-)Spur  S^  hat  einem 
Grundriss,  der  in  der  Achse  liegt;  derselbe  ist  also  der  Punkt,  in  welchem  die 
Achse  den  Grundriss  der  Geraden  schneidet. 
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Man  sucht  also  die  Punkte  S^"  und  S^\  in  welchen  die  zweite,  bez.  erste 
Projection  der  Geraden  die  Achse  schneidet;  die  zugehörigen  Punkte  der  eistcii, 
bez.  zweiten  Projection  der  Geraden  sind  die  gesuchten  Spuren  Si  und  5j. 
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(M.  248.) 

Diese  Methode  versagt,  wenn  die  Gerade  in  einer  zur  Achse  normalen  Ebene 
E  liegt.  Diese  Ebene  ist  dann  projicirende  Ebene  sowol  für  die  erste  wie  fr 
die  zweite  Projection.  Wir  drehen  diese  Ebene  um  die  Gerade  B*A\  bis  sjc 
mit  Ol  zusammenfallt;  construiren  also  in  Ä  und  ff  Lothe  zu  Äff  und  machen 
AK  =  CÄ\  B'B  =  CB'\  Der  Schnitt  Si  von  AB  mit  A'ff  ist  dann  die 
gesuchte  Horizontalspur.  CSj  ist  die  Ufhlegung  der  Verticalspur;  also  wrd  die 
Verticalspur  S^  gefunden,  indem  man  CS^  =  CS^  macht. 

§  3.     Die  Ebene  und  geradlinige  Figuren. 

1.  Die  Projectionen   der  Punkte    einer  unbegrenzten  Ebene  £  erfüllen  im 

Allgemeinen  die  ganze  Ptö- 
jectionsebene  FI.  Eine  Aus- 
nahme tritt  hiervon  nur  dann 
ein,  wenn  die  Ebene  ^ 
parallel  zu  der  Richtimg  der 
Projectionsstrahlen  ist;  denn 
dann  fallen  die  Projectionen 
aller  Punkte  von  £  in  den 
Schnitt  der  Ebene  £  mit  der 
Projectionsebene;  diese 
(M.  249.)  Schnittlinie  (7^  ist  also  dann 

als  die  Projection  der  Ebene  £  anzusehen. 


§  3*     Die  Ebene  und  ebene  Figuren. 
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2.  Wenn  eine  Ebene  E  die  Projectionsebene  schneidet,  so  ist  ihre  Lage 
gegen  die  Projectionsebene  vollständig  bestimmt,  wenn  man  ihre  Schnittlinie  T 
(Spur)  mit  11  und  ihren  Neigungswinkel  a  gegen  11  kennt. 

3.  Ist  eine  Ebene  E  parallel  zur 
Projectionsebene,  so  ist  ihre  Lage  gegen 
n  bestimmt,  wenn  man  ihren  Abstand 
von  n  kennt.  Alsdann  ist  jede  Strecke 
AB  ZMiE  parallel  imd  gleich  ihrer  Pro- 
jection  Aff\  mithin  ist  jede  geradlinige 
Figur  auf  J?  congruent  mit  ihrer  Projection. 
Da  man  eine  krummlinige  Figur  als  ein 
Polygon  aus  unzählig  vielen  verschwin- 
dend kleinen  Seiten  betrachten  kann,  so 
folgt,  dass  auch  jede  krummlinige  Figur  auf  E^  —  also  jede  Figur  auf  E  über- 
haupt —  mit  ihrer  Projection  congruent  ist  —  Diese  Bemerkungen  gelten  bei 
schräger,  wie  bei  normaler  Richtung  der  Projectionsstrahlen. 

4.  Eine  Strecke  kann 

ihrer     Normalprojection  ^' 

nur  dann  gleich  sein, 
wenn  sie  der  Projections- 
ebene parallel  ist.  Ist 
also  ein  Dreieck  ABC 
mit  seiner  Normalpro- 
jection^'jfifC  congruent, 
so  sind  die  Seiten  AB^ 
AC,  BC  parallel  zu  11; 
also  ist  die  Ebene  des 
Dreiecks  parallel  zu  11.  (M.  251.) 

Schneidet  eine  Ebene  E  die  Projectionsebene,  so  kann  also  kein  Dreieck 
auf  £,  und  daher  überhaupt  keine  Figur  auf  E  mit  ihrer  Projection  congruent  sein. 

Insbesondere  ist  also  auch  ein  Winkel  auf  E  im  Allgemeinen  seiner  Pro- 
jection nicht  gleich. 

5.  Wir  wollen  jetzt 
untersuchen,  unter  wel- 
cher Bedingung  ein  rechter 
Winkel,  dessen  Schenkel 
nicht  beide  der  Projections- 
ebene parallel  sind,  einen 
rechten  Winkel  als  Pro- 
jection hat.  Soll  die  Pro- 
jection eines  rechten 

Winkels  wieder  ein  rechter 

Winkel,   a'  -L  d'  sein,    so 

müssen  die    Schenkel   in 

den   Ebenen    A    und    B  ^^252.) 

liegen,   die   durch   a*   und   d'  senkrecht   zu    11    errichtet  sind.     Sei  a  der  eine 

Schenkel   und   zwar   nicht   parallel  a\    also  auch  nicht  senkrecht  zu  B\    zieht 

man  nun  durch  M  \n  B  die  Gerade  b^  b*  (also  auch  ||  11),  so  ist  bekanntlich 
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Die  Stereometrie  lehrt  nun:  Ist  eine  Gerade  a  nicht  senkrecht  zu  einer 
Ebene  B^  so  giebt  es  in  B  nur  eine  Gerade,  die  senkrecht  zu  a  ist 

Folglich  ist  b  diese  einzige  Gerade. 

Nimmt  man  in  B  eine  beliebige  zu  b^  schräge  Gerade  b\  als  den  einen 
Schenkel  des  rechten  Winkels  an,  so  schliesst  man  in  derselben  Weise,  dass  der 
andere  Schenkel  nur  die  Gerade  a\  sein  kann,  die  in  A  parallelel  zu  tf*  (odei 
II  0)  gezogen  vird. 

Hieraus   folgt   der  Satz:    Die  Projection    eines  rechten  Winkels  ist 

dann  und  nur  dann  ein  rechter  Winkel,  wenn  ein  Schenkel  (^odcrji. 

parallel  zur  Projectionsebene  ist 

6.  Parallele  Gerade 
haben  parallele  Projec- 
tionen.  Es  sei,  um  dies  n 
beweisen,  AB  ^  CD\  sind 
femer  AA  und  CC  die  k 
^und  Cgehörigen  Projectiony 
strahlen,  so  ist  AÄ  \  CC\ 
folglich  sind  die  Ebena 
ÄAB  nnd  CCD  paraUe. 
folglich  sind  auch  die  Geraden 
^'  ^^'^  Äff  und  Ciy  parallel  in 

denen  sie  die  Projectionsebene  0  schneiden.    Diese  Geraden  sind  aber  die  Pro- 

jectionen  von  AB  und  CD  auf  0. 

Wie  man  sieht,  gilt  dieser  Beweis  nicht  nur  für  normale,  sondern  allgemein 
für  Parallelprojectionen. 

7.  Für  die  Constructionen  auf  einer  Ebene  sind  zwei  Schaaren  von  auf  der 

Ebene  gezogenen  Parallelen 
besonders  wichtig:  die  Pa- 
rallelen zur  Spur,  und  die 
Senkrechten  zur  Spur; 
erstere  heissen  Haupt* 
linien,  letztere  Fall- 
linien.  —  Da  die  Haupt- 
linien zur  Spur  parallel  sind, 
so   sind   auch  ihre  Projec' 
tionen  zur  Spur  parallel  — 
Von  dem  rechten  WinkeL 
den  eine  Falllinie  mit  irgend  einer  Hauptlinie  einschliesst,  ist  ein  Schenkel,  *>  die 
Hauptlinie,  —  der  Projectionsebene   parallel;   also   ist  (nach  5)   die  Projectior 
dieses  rechten  Winkels  wieder  ein  rechter  Winkel;  die  Projectionen  der  FalllinjcR 
stehen  also  auf  den  Projectionen  der  Hauptlinien  (und  auf  der  Spur)  senkrecht 

Der  Winkel,  den  eine  Falllinie  mit  ihrer  Projection  einschliesst,  ist  der 
NeigungsAvinkel  der  Ebene  gegen  die  Projectionsebene. 

8.  Aus  der  Projection  eines  Punktes  P  der  Ebene  E^  und  aus  der  Spur  und 
dem  Neigungswinkel  von  E  kann  man  die  Höhe  des  Punktes  P  über  der  Pro- 
jectionsebene bestimmen. 

Die  durch  P  gezogene  Falllinie  PQ,  ihre  Projection  auf  11  {^PQ)  und  Ff 
begrenzen   ein   rechtwinkeliges  Dreieck  PPQ\   von   diesem    ist   PQ   bekannt. 
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denn  diese  Strecke  ist  das  von 
F"  auf  T  gefällte  Loth;  femer 
der  Winkel  JP'QPy  denn  dies  ist 
der  Neigungswinkel  von  E  gegen 
n.  Also  kann  man  das  Dreieck 
construiren. 

Man  zeichne  daher  JP'QJ-T; 
femer  PQA  gleich  dem  gegebe- 
nen Neigungswinkel  a,  und  PY 
J-  P*Q\  so  ist  PY  die  gesuchte 
Höhe. 

Diese  Construction  liefert 
zugleich  in  Pö  den  Abstand  des 
Punktes  P  von  der  Spur  T, 

Ist  die  Projection  P  ^  die 
Höhe  (J^P)  des  Punktes  P  über 
der   Projectionsebene    und    die 

Spur    der    Ebene    E    gegeben  ^  ^^ 

(oder  wenigstens  der  Abstand  P'Q  dieser  Spur  von  P)^  so  lässt  sich  das  Dreieck 
PQPy  folglich  der  Neigungswinkel  a  der  Ebene  E  construiren. 

Die  Höhe  des  Punktes  P  und  sein  Abstand  von  T  sind  zugleich  die  Höhe 
der  durch  P  gehenden  Hauptlinie  ff  und  deren  Abstand  von  der  Spur  T\  die 
Construction  des  Dreiecks  P'^P  lehrt  also  zugleich  die  Höhe  einer  Hauptlinie 
ff  und  deren  Abstand  von  T  aus  deren  Grundriss  ff^  (und  aus  Spur  und 
Neigungswinkel  der  Ebene  E^  auf  welcher  ff  liegt,)  bestimmen. 

9.  Die  Geraden  einer  Ebene  E  durchschneiden  die  Projectionsebene  in 
einem  Punkte  der  Spur  von  E\  die  Spuren  aller  Geraden  einer  Ebene  liegen 
also  auf  der  Spur  dieser  Ebene. 

Dies  ergiebt:  Die  Seiten  einer  ebenen  Figur  und  ihre  Projectionen 
schneiden  sich;  diese  Schnittpunkte  liegen  auf  einer  Geraden;  und 
diese  Gerade  ist  die  Spur  der  Ebene  der  Figur  (Tafel  I,  i). 

10.  Drehen  wir  eine  ebene  Figur  AB  CD  (Tafel  I,  2)  um  die  Spur  T'ihrer  Ebene, 
bis  die  Ebene  mit  11  zusammenfallt,  so  kommt  die  Figur  in  eine  Lage  AB  CD, 
die  wir  ihre  Umlegung  in  11  nennen.  Während  der  Umlegung  ändert  sich  der 
Schnittpunkt  einer  Geraden  der  gedrehten  Figur  mit  der  Drehungsachse  T  offen- 
bar nicht;  also  schneiden  auch  die  Geraden  der  Umlegung  die  entsprechenden 
Geraden  der  Projection  in  Punkten  der  Spur  7*. 

Femer  bildet  die  durch  einen  Punkt  der  ebenen  Fi£,ur,  z.  B.  durch  A  gelegte 
Falllinie  AM  nach  der  Umlegung  mit  ihrer  Projection  AM  eine  einzige  Gerade 
senkrecht  zu  T, 

Die  Normalprojection  einer  ebenen  Figur  und  ihre  Umlegung  in  die  Pro- 
jectionsebene stehen  also  in  dem  Zusammenhange,  dass  die  Verbindungsgeraden 
entsprechender  Punkte  normal  zur  Spur  der  Figurenebene  sind  und  dass  die 
Durchschnittspunkte  entsprechender  Geraden  in  dieser  Spur  liegen. 

IL  Zwei  ebene  Figuren,  deren  Eckpunkte  und  Seiten  einander  so  entsprechen, 
dass  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  parallel  sind,  und  dass  ent- 
sprechende Gerade  sich  in  Punkten  einer  Geraden  treffen,  nennt  man  affin 
liegende    Figuren;    die    Verbindungsgeraden    entsprechender    Pimkte    heissen 


55^  Darstellende  Geometrie. 

Affinitätsstrahlen  und  die  Geraden,  auf  welcher  sich  je  zwei  entsprecheixk 
Gerade  der  beiden  Figuren  schneiden,  heisst  die  Affinitätsachse. 

Die  Normalprojection  einer  ebenen  Figur  und  ihre  Umlegung  sind  also  al&i 
liegende  Figuren;  die  Spur  der  Ebene  der  Figur  ist  die  Afünitätsachse  und  die 
Affinitätsstrahlen  sind  normal  zu  dieser  Achse. 

12.  Denkt  man  sich  eine  krummlinige  ebene  Figur  als  ein  Polygon  acs 
unzählig  vielen  verschwindend  kleinen  Seiten,  so  wird  eine  Gerade,  auf  welcher 
eine  Seite  dieses  Polygons  liegt,  zur  Tangente  der  Curve.  Die  Tangenten  in 
einem  Punkte  der  Projection  einer  ebenen  Curve  und  in  dem  entsprechenden 
Punkte  ihrer  Umlegung  schneiden  sich  also  in  einem  Punkte  der  Spur. 

13.  Aus  der  Projection  einer  ebenen  Figur,  der  Spur  und  dem 
Neigungswinkel  der  Ebene  kann  die  Umlegung  der  Figur  gefunden 
werden,  und  zwar  nach  zwei  Methoden. 

Erste  Methode.  Es  sei  ÄB'CD'E  (Tafel  I,  3)  die  Projection  eines  ebenen 
Fünfecks  ABCDE\  T  sei  die  Spur  der  Ebene,  auf  welcher  dieses  Fünfeck  li^. 
und  a  der  Neigungswinkel  dieser  Ebene  E  gegen  die  Projectionsebene.  Wir  ziehes 
AFy  BG,  CH^  Z>'/,  EK  normal  zu  T\  auf  diesen  Geraden  liegen  die  Uit- 
legungen  von  A^  B,  C,  D,  E,  —  Construiren  wir  femer  mit  Hülfe  des  Neigunfv 
winkeis  a  das  rechtwinkelige  Dreieck  ÄFh\  so  ist  FK\  der  Abstand  des  Punktes 
A  von  der  Spur  7]  also  finden  wir  die  Umlegung  von  A^  in  dem  wir  Fh  =  F\\ 
von  F  auf  AF  abschneiden. 

Bestimmen  wir  nun  den  Schnittpunkt  ß  der  Geraden  AB  mit  der  Spur,  so  mu« 
die  Umlegung  AB  durch  ß  gehen;  B  ist  also  der  Schnittpunkt  von  Aß  mit  BG 

Ebenso  findet  sich  C  als  Schnittpunkt  von  CH  mit  B7;  sodann  D  als  Schniu 
von  SC  mit  />[/.  Zur  Bestimmung  von  E  kann  man  die  Diagonale  EC  benutzen. 
und  E  als  Schnitt  von  C'e  mit  E^K  finden. 

14.  Die  zweite  Methode  besteht  darin,  dass  man  die  Entfernungen  aller 
Punkte  der  Figur  von  der  Spur  T  bestimmt  Statt  dabei  mehrere  solcher  recht 
winkeligen  Dreiecke  \A^  AFK^  zu  construiren,  projicirt  man  die  Ebene  der  Figtn 
ABC  DE  lieber  auf  eine  zweite  Projectionsebene,  die  senkrecht  zur  Spur  (also 
auch  senkrecht  zu  n^  und  zur  Ebene  ABC  DE)  gewählt  \vird.  Die  Projection:- 
achse  MN  ist  dann  senkrecht  zu  T,  Da  die  Ebene  ABCDE  senkrecht  in: 
zweiten  Projectionsebene  ist,  so  ist  die  zweite  Projection  dieser  Ebene  eine 
Gerade  NP^  die  mit  MN  den  Winkel  a  einschliesst,  und  die  zweite  Projection 
von  ABCDE  wird  erhalten,  indem  von  ÄBCD'E  Senkrechte  zu  MN  zieh: 
und  mit  diesen  die  Gerade  NP  durchschneidet  Die  Strecken  NA\  NE\ 
NC\  ND",  NE"  sind  dann  parallel  und  gleich  den  von  ABCDE  auf  die 
Spur  T  gefällten  Lothen.  Macht  man  daher  NA^^NA\  NB^^NB\ 
NC2  ==  NC\  ND2  =  ND'\  NE2  =  NE\  und  zieht  durch  A^  B^  C%  D%  £, 
Parallelen  zu  T,  so  durchschneiden  diese  die  Geraden  AF,  BG,  CH,  nj,EK 
in  den  gesuchten  Umlegimgen  A,  B,  C,  D,  E. 

Die  Abstände  der  Projectionen  A'B'C'D''E'  von  MN  sind  die  Höhen  der 
Punkte  ABCDE  über  der  ersten  Projectionsebene  III.  Mit  Hülfe  derselben 
kann  man  die  Projection  von  ABCDE  auf  irgend  eine  Verticalebene  ü»  finden 
Ist^^  die  Achse  für  Ils,  so  fUlle  man  sonABCD'E  Lothe  auf  Q^  und  tnj:e 
auf  diese  Lothe  der  Reihe  nach  von  QR  aus  die  Abstände  der  Punkte  A^B'C'D'ty 
von  MN  auf;  die  Endpunkte  A'' B'' C' D''' E''  der  aufgetragenen  Strecken  sind 
die  gewünschten  Projectionen  von  ABCDE  auf  Ils. 
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15.  Bei  der  Ausfuhrung  von  Umlegungen  ist  es  räthlich,  zunächst  die  zweite 
Methode  zu  benutzen  und  alsdann  die  erste  Methode  zur  Prüfung  zu  verwenden, 
indem  man  probirt,  ob  in  der  That  die  Geraden  der  gegebenen  Projection 
und  die  entsprechenden  Geraden  der  Umlegung  sich  in  Punkten  der  Spur 
schneiden. 

Handelt  es  sich  um  die  Umlegung  einer  krummlinigen  Figur,  so  wird  man 
stets  beide  Methoden  verwenden.  Nach  der  zweiten  Methode  bestimmt  man 
zunächst  die  Umlegungen  einer  genügenden  Anzahl  Punkte  und  hierauf  nach  der 
Methode  die  Tangenten  der  Umlegung  in  diesen  Punkten. 

16.  Es  sei  ein  Siebeneck  ABCDEFG  in  der  Projectionsebene  FIi 
gegeben.  Man  soll  dasselbe  um  eine  Gerade  T'seiner  Ebene  um  einen 
gegebenen  Winkel  drehen  und  dann  auf  IIi  projiciren  (Tafel  1,4). 

Die  Lage  des  Siebenecks  nach  erfolgter  Drehung  werde  mit  ABCDEFG 
bezeichnet.  Das  gegebene  Siebeneck  ist  die  Umlegung  von  ABCDEFG^  es 
kommt  also  darauf  an,  aus  der  Umlegung  einer  Figur,  der  Spur  T  und  dem 
Winkel  9  ihrer  Ebene  mit  der  Projectionsebene  die  Projection  zu  finden;  die 
Constnictionen  fUr  diese  Aufgabe  können  daher  als  die  Umkehrungen  der  in  14 
und  15  gegebenen  bezeichnet  werden. 

Zunächst  ist  es  klar,  dass  die  gesuchten  Projectionen  in  den  Lothen 
KH,  B/,  QK,  DZ,  EM,  FN,  GO  liegen,  die  von  ABCDEFG  auf  r  gefällt 
werden. 

Um  die  Projection  eines  Punktes  A  zu  erhalten,  construirt  man  KHP  =  9, 
femer  HK\  =  Hh.  und  h\Ä  J-  KH\  dann  ist  Ä  die  gesuchte  Projection  des 
Punktes  A, 

Verbindet  man  A  nun  mit  BCDEF,  durchschneidet  mit  diesen  Geraden  T 
in  oß^öe  und  verbindet  diese  Punkte  mit  A\  so  schneiden  die  Linien  nA,  ßy^, 
^\A\  ^A\  %Ä  die  von  BCDEF  auf  T  gefällten  Lothe  der  Reihe  nach  in  der 
gesuchten  Projectionen  ffCD'EF, 

Wollte  man  A  auch  mit  G  verbinden,  so  würde  der  Schnitt  dieser  Geraden 
mit  T  in  eine  unbequeme  Lage  kommen.  Man  zieht  daher  lieber  GF,  schneidet 
damit  durch  T  in  C>  zieht  X^F  und  erhält  dann  G  als  den  Schnittpunkt  von  X^F 
mit  dem  von  G  auf  T  gefällten  Lothe. 

17.  In  einer  Ebene,  deren  Lage  durch  Spur  und  Neigungswinkel 
gegeben,  ist  eine  Strecke  durch  ihre  Projection  auf  Oi  bestimmt;  man 
soll  in  der  Ebene  ein  reguläres  Sechseck  construiren,  das  die  ge- 
gebene Strecke  zur  Seite  hat,  und  dasselbe  auf  gi  projiciren  (Tafel  I,  5). 

Seien  TT  die  gegebene  Spur,  a  der  Neigungswinkel,  ÄB^  die  Projection 
der  gegebenen  Strecke,  so  construirt  man  zunächst  die  Umlegimg  AB  von  AB 
in  die  Projectionsebene.  Hierauf  constmirt  man  über  AB  als  Seite  ein  reguläres 
Sechseck,  dreht  dasselbe  um  T  bis  es  mit  Oi  den  Neigungswinkel  a  bildet  und 
projicirt  das  gedachte  Sechseck  (nach  16)  auf  FIi. 

18.  Statt  eine  Ebene  durch  eine  Spur  und  Neigungswinkel  zu  bestimmen, 
kann  man  eine  Ebene  auch  durch  die  zwei  Spuren  {T\  und  Jjj)  bestimmen,  in 
denen  sie  die  beiden  Projectionsebenen  FIi  und  Il-j  schneidet. 

Die  beiden  Spuren  einer  Ebene  schneiden  die  Achse  in  demselben  Punkte,  — 
nämlich  in  dem  Punkte  C,  in  welchem  die  Achse  von  der  Ebene  E  getroffen 
wird. 
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Alle  Geraden  einer  Ebene  E  haben 
ihre  Spuren  auf  den  Spuren  von  E. 
Insbesondere  wird  die  Verticalspur  einer 
Parallelen  zu  7i  (Hauptlinie  erster  An' 
gefunden,  indem  man  mit  deren  Hori- 
zontalprojection  die  Achse  durch- 
schneidet, im  Schnittpunkte  S^  eine 
Senkrechte  zur  Achse  zieht  und  mit 
dieser  die  Verticalspur  Tjj  durchschnei- 
det; der  Schnittpunkt  ^2  ist  die  gesuchte 
Spur  und  der  Aufriss  von  h  geht  daher 
^-  ^^-^  durch  1S2  parallel  zur  Achse. 

Auf  diesem  Wege  gewinnt  man  also  zum  Grundrisse  einer  Hauptlinie  erster 
Art  die  Höhe  derselben  über  Oi  (nämlich  S2S2). 

19.  Mit  Hülfe  der  vorigen  Construction  kann  man  aus  den  beiden  Spuren 
einer  Ebene  ihren  Neigungswinkel  mit  der  horizontalen  Projections- 
ebene  construiren. 

Man  zieht  (parallel  zu  7i)  den  Grund- 
riss  A'  einer  Hauptlinie  erster  Art,  und  be- 
stimmt deren  Aufriss  /i'\  —  Irgend  ein  Punk: 
P  auf  h  hat  einen  Grundriss  f,  der  auf  a' 
liegt,  und  seine  Höhe  über  11 1  ist  gleich  der 
Strecke  S2S2. 

Zieht  man  nun  I''M±  Ti,  PY=  Si^i. 
so  ist  nach  Früherem  PM^  der  gesuchte 
Neigungswinkel. 

Um   den  Neigungswinkel  der  Ebene  / 

mit  der  Projectionsebene  n^  zu  erhalten,  denkt 

man  sich  auf  E  eine  Hauptlinie  zweiter  Art 

(d.  i.  eine  Parallele  zu  T^)  gezogen,  der  Auf- 

^^^"^•^  riss   derselben   ist   parallel    zu   T%   und  dei 

Grundriss  parallel  zur  Achse, .  und  verfahrt  dann  wesentlich  ebenso,  wie  bei  der 

soeben  mitgetheilten  Construction. 

20.  Die  Construction  in  18  dient  dazu. 
für  einen  Punkt  der  Ebene  E^  von  welchem 
die  eine  Projection  (z.  B.  P)  gegeben  ist, 
die  andere  zu  finden. 

Legt  man  durch  P  eine  Hauptlinie 
erster  Art,  so  geht  deren  Grundriss  durch 
die  gegebene  Projection  P  und  der  Aufriss 
dieser  Hauptlinie  enthält  den  Aufnss  von  P, 
also  ist  die  gesuchte  Aufrissprojection  P 
der  Schnittpunkt  von  K^  mit  der  durch  P 
gelegten  Senkrechten  zur  Achse. 

Legt  man  durch  P  eine  Hauptlinie 
zweiter  Art  k^  so  geht  deren  Grundriss  k 
parallel  zur  Achse  und  durch  P.  Die 
Horizontalspur  von  k  sei  der  Punkt  2i.  Ist  2i"  der  Aufriss  von  Ji,  so  jrcht 
daher  der   Aufriss   K'   durch  2i"    parallel  zu   T%,    Auf  *"    muss  P'  ebcnf^iU 
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liegen,  und  man  hat  somit  eine  Controle  der 
ersten  Construction. 

21.  Um  zum  Grundriss  ci  einer  auf  der 
Ebene  E  gelegenen  Geraden  a  den  Aufriss 
ä"  zu  finden,  durchschneiden  wir  mit  ci  die 
Spur  7\  und  die  Achse;  dann  ist  iSi  die  erste 
Spur  von  a,  und  S'i  der  Grundriss  der 
zweiten  Spur.  Zieht  man  S\S\  und  SiSi 
senkrecht  zur  Achse,  so  ist  S\^  der  Aufriss 
von  S\  und  S%  ist  die  Verticalspur  von  a\  also 
ist  S\  S%  die  gesuchte  Verticalprojection  J\ 

22.  Ist  eine  Ebene  E  der  Projectionsachse 
parallel,  so  sind  ihre  Spuren  T\Ti  der  Achse 

parallel.    Jede  zur  Achse  senkrechte  Ebene  ^  ^^-^ 

ist  dann  Normalschnitt  sowol  fUr  den  Flächenwinkel  EIIi  als  ftlr  den  Flächen- 
winkel Ella;  sie  schneidet  das  von  E,  IIi  und  112  umschlossene  dreiseitige  Prisma 
in  einem  rechtwinkeligen  Dreieck, 
dessen  spitze  Winkel  die  Neigungs- 
winkel der  Ebene  E  mit  den  beiden 
Projectionsebenen  sind.  Sind  BC  und 
BD  senkrecht  zur  Achse,  so  schneidet 
die  Ebene,  welche  durch  B  senkrecht  . 
zur  Achse  gelegt  ist,  die  Spuren  T\ 
und  Ti'xn  C  und  D  und  schneidet  die 
Prisma  EIliII^  in  dem  rechtwinkeligen 
Dreiecke,  das  die  Katheten  BC  und 
BD  hat  Macht  man  BD^BY),  so 
ist  BT>C  die  Umlegung  dieses  Dreiecks; 
a  ist  der  Neigungswinkel  der  Ebene  E 
gegen  die  horizontale,  ß  der  gegen  die 
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verticale  Projectionsebene  und  CD  ist  die  Breite  des  zwsichen  den  Spuren  T\  und 
T%  eingeschlossenen  Streifens  der  Ebene  E, 

Um  den  Aufriss  eines  Punktes  P  der  Ebene  E  zu  finden,  wenn  der  Grund- 
riss von  P  gegeben  ist,  ziehe  man  durch  P  in  der  Ebene  E  eine  Gerade  ä, 
welche  die  Spuren  T\Ti  schneidet;  als  Grundriss  a!  derselben  kann  eine  beliebige 
durch  -P  gehende  und  die  Spur  T\ 
schneidende  Gerade  a'  angenommen 
werden-  Zieht  man  S^S^-LAA,  und 
S\S\*  J^  AA,  so  ist  S2S1"  der  Aufriss 
von  tf.  Legt  man  durch  P  eine  Senk- 
rechte zur  Spur,  so  ist  deren  Schnitt  ^ 
mit  ä"  die  gesuchte  Verticalprojec- 
tion P\ 

Wenn  der  Grundriss  einer  auf  E 
gezogenen  Geraden  der  Achse  nahezu 
parallel  ist,  so  dass  derselbe  die  Spur 
Tx  und  die  Achse  in  unzugänglichen 
Punkten  schneidet,  so  kann  man  den 
Aufriss  o*'  dadurch  construiren,  dass  man 
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die  Aufrisse  zweier  Punkte  von  a  bestimmt,  deren  Grundrisse  P  und  ö'  ^"^  ^ 
beliebig  angenommen  werden  können.  Die  Gerade  jP"Q"  ist  die  gesuchte 
Verticalprojection  a". 

23.  Die  Coincidenzebene  (§  1,7;  §  2,7)  wird  von  einer  Ebene -ß^  die  nicht 
parallel  zu  ihr  ist,  in  einer  Geraden  geschnitten;  diese  Gerade  die  Coincidenz- 
linie  von  £  —  enthält  die  Punkte  der  Ebene  £,  deren  Horizontal-  und  VerticaJ- 
projectionen  zusmmenfallen.  Zieht  man  auf  £  zwei  Gerade  und  bestimmt  man 
für  jede  den  Schnittpunkt  ihrer  Projectionen,  so  müssen  beide  Schnittpunkte  auf 
der  Projection  der  Coincidenzlinie  7  liegen,  diese  Projection  ist  also  die  Ver- 
bindungslinie der  Schnittpunkte  der  Projectionen  zweier  auf  jE  gelegenen  Geraden. 

Da  die  Coincidenzebene  durch  die  Achse  geht,  so  geht  die  Coincidenzlinie 
(und  also  auch  ihre  Projection  7)  durch  den  Punkt,  in  welchem  die  Ebene  £ 
die  Achse  durchschneidet.  Die  Projection  7  der  Coincidenzlinie  einer  Ebene  E 
geht  also  durch  den  Schnittpunkt  der  Spuren  von  £. 

Man  erhält  daher  die  Projection  7  der  Coincidenzlinie  einer  Ebene  £,  indem 
man  den  Schnittpunkt  der  Projectionen  einer  auf  £  gelegenen  Geraden  —  am 
einfachsten  einer  Hauptlinie  erster  oder  zweiter  Art  —  mit  dem  Schnittpunkte 
der  Spuren  von  £  verbindet;  oder  indem  man  die  Schnittpunkte  der  Projectionen 
zweier  auf  £  gelegener  Geraden  verbindet. 

24.  Sind  die  Spuren  einer  Ebene  und  der  Grundriss  einer  auf  der  Ebene 
liegenden  Figur  gegeben,  so  kann  man  zur  Construction  des  Aufrisses  folgende 
drei  verschiedenen  Wege  einschlagen: 

a)  Man  construirt  zu  jedem  Punkte 
des  Grundrisses  ÄBCD'EF  den 
Aufriss  nach  No.  20. 

b)  (Tafel  ü,  1).  Man  projicirt  zu- 
nächst die  Figur  auf  eine  seitliche 
Verticalebene,  welche  senkrecht  zu  1\ 
ist.  Die  horizontale  Spur  derselben 
ist  eine  Gerade  NN  senkrecht  zu  r«. 
Die  seitliche  Projection  von  £  ist  eine 
Gerade  -£'",  die  durch  F  gehl  und 
mit  FN  den  Neigungswinkel  der  Ebe- 
nen £  und  rii  einschliesst. 

Diesen  Neigungswinkel  erhält  mün* 
wenn  man  von  einem  Punkte  P  der 
Spur  Ta  aus  eine  Falllinie  erster  An, 
d.  i.  ein  Loth  zu  T\  zieht;  der  Grund- 
riss dieses  Lothes  geht  durch  /^senkrecht 
(M.  262.)  zu  Tl.    Macht  man  nun  FG  =  Fii. 

FGHr=  90°,  GII=  PP\  so  ist  das  Dreieck  HGF  dem  Dreiecke  congruent, 
das  die  Falllinie  PQ  zur  Hypotenuse  und  die  Strecken  PQ  und  PF"  zu  Katheten 
hat;  mithin  ist  HFG  der  gesuchte  Neigungswinkel  und  HF  die  zeitliche  Pro- 
jection der  Ebene  £  Zieht  man  durch  Äff  CD' £  Senkrechte  zu  NN  (aNo 
Parallele  zu  7\)  und  schneidet  mit  diesen  durch  £'*\  so  sind  die  Schnitt])unkte 
die  Seitenprojcctionen  der  Punkte  ABCD£,  aÄ'\  ^ff'\  7(7",  ^D"\  t/T"  sind 
die  Höhen  der  Punkte  AßCD£  über  III  und  FÄ'\  Fff'\  FC'\  Fjy'\  FE' 
sind  die  Abstände  der  Punkte  ABCD£  von  der  Spur  7\, 

Zieht  man  nun  durch  ABCD£  Senkrechte  zur  Achse  MM  und  trägt  man 
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auf  diesen  Senkrechten   von   der  Achse   aus   der  Reihe    nach   die  Höhen  der 
Punkte  ABCDEühGt  111  auf,  so  erhält  man  die  gesuchten  Aufrisse  Ä'B'C'D''E\ 

c)  (Tafel  n,  2.)  Man  ziehe  durch  AßCD'E  Lothe  zur  Achse  MM.  Femer 
ziehe  man  eine  passende  Diagonale,  z.  B.  CE^  welche  die  Achse  MM  und  die 
Spur  T\  in  zugänglichen  Punkten  G  und  P  schneidet,  und  bestimme  nach 
No.  21  den  Aufriss  /""C  dieser  Geraden.  Die  Schnitte  derselben  mit  den 
Lethen  C-y  und  Ez  sind  die  Aufrisse  C"  und  E\ 

Verbindet  man  den  Schnitt  von  EG  und  F^G^  mit  dem  Schnitt  der 
Spuren  7i  und  72>  so  erhält  man  die  Projection  F  der  Coincidenzlinie  der 
Ebene  E, 

Bestimmt  man  nun  die  Schnittpunkte  H^  /,  K  der  Geraden  CA^  CE,  CD* 
mit  r,  so  gehen  die  Aufrisse  C'A\  C'E\  CD''  der  Reihe  nach  durch  die 
Punkte  H,  /,  K,  sind  also  die  Geraden  CK,  C'I,  CK.  Die  Aufrisse  A'E'C 
sind  die  Pimkte,  in  denen  die  Geraden  ClI,  C"/,  CK  der  Reihe  nach  die 
Lothe  A\  B%  C'7  schneiden.  — 

Hat  man  eine  der 
Methoden  a)  oder  b) 
zur  Construction  des 
Aufrisses  benutzt,  so 
kann  man  die  Me- 
thode c)  zur  Prüfung 
verwenden,  indem 
man  die  Projection 
der  Coincidenzlinie 
bestimmt  und  nach- 
sieht, ob  die  ent- 
sprechenden Grund- 
und  Aufrisse  der 
Vielecksseiten  (oder 
Diagonalen)  sich  auf 
r  schneiden.  (m.  26S.) 

25.  Am  Schlüsse  dieses  Abschnittes  wollen  wir  noch  folgende  Aufgaben 
lösen:  Die  Spuren  einer  Ebene  zu  bestimmen,  die  durch  drei  gegebene 
Punkte  geht;  und  die  Spu- 
ren einer  Ebene  zu  be- 
stimmen, die  durch  einen 
gegebenen  Punkt  parallel 
zu  zwei  gegebenen  Gera- 
den geht. 

Um  die  Spuren  der  Ebene 
zu  erhalten^  die  durch  die 
Punkte  ABC  geht,  deren  Pro- 
jectionen  AB'C  und  A"B"C 
gegeben  sind,  bemerken  wir, 
dass  die  Spuren  der  drei  Ge- 
raden BC,  CA,  AB  auf  den 
Spuren  der  Ebene  ^i?Cliegen. 


(M.  261.) 


Bestimmt  man  also  die  Horizontalspuren  Ei  und  Ei  der  Geraden  AC  und  AB 
sowie  die  Verticalspuren  E2  und  E2,  so  ist  -£^1-^1  die  gesuchte  Horizontalspur 
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der  Ebene  ABC,  und  -£"2-^3  die  gesuchte  Verticalspur.  Fügt  man  noch  die 
Spuren  Di  und  D2  der  Geraden  BC  hinzu,  so  müssen  diese  auch  auf  den 
gefundenen  Spuren  der  Ebene  ABC  liegen;  man  erhält  dadurch  eine  Probe 
fiir  die  Genauigkeit  der  Construction. 

Hat  man  durch  P  (Fig.  264)  eine  Ebene  zu  legen  parallel  zu  den  Geraden  ü 
und  b,  so  muss  diese  Ebene  die  beiden  Geraden  enthalten,  welche  durch  P  parallel 
zu  a  und  b  gelegt  sind  Die  Grundrisse  dieser  Geraden  sind  die  Geraden  i 
und  ß',  welche  durch  P  parallel  zu  a'  und  V  gelegt  werden;  und  die  Aufrisse 
a"  und  ß"  gehen  durch  ^"  parallel  zu  ä"  und  b".  Die  Spuren  der  gesuchtes 
Ebene  sind  die  durch  die  gleichnamigen  Spuren  von  a  und  ß  gelegten  Geradea 

§  4.    Die  Projection  des  Kreises. 

1.  Die  Projection  des  Kreises  heisst  Ellipse.  Legt  man  durch  den  Mittel- 
punkt eines  Kreises  eine  Ebene  11  parallel  zur  Projectionsebene  11 1,  so  ist  die 
Projection  des  Kreises  auf  11  der  Projection  auf  11  ^  congruent.  Statt  daher  die 
Projection  des  Kreises  auf  eine  beliebige  Ebene  zu  untersuchen,  genügt  es,  die 
Projectionsebene  durch  das  Centrum  des  projicirten  Kreises  zu  legen. 

Die  Projection  eines  Kreisdiameters  wird  von  der  Projection  des  Kreismittel* 
Punktes  halbirt  Die  Projection  des  Kreismittelpunktes  hat  also  fUr  die  Ellipse 
die  Eigenschafl,  dass  sie  die  Mitte  aller  durch  sie  hindurchgehenden  Ellipsen- 
sehnen ist.  Man  nennt  sie  daher  das  Centrum  der  Ellipse,  und  die  durch  das 
Centrum  gehenden  Sehnen  heissen  Ellipsendiameter. 

Während  alle  Kreisdiameter  gleich  sind,  sind  die  Ellipsendiameter  von  un- 
gleicher Länge,  denn  sie  sind  die  Projectionen  der  unter  verschiedenen  Winkein 
gegen  die  Projectionsebene  geneigten  Kreisdiameter. 

Die  Projection  einer  gegebenen  Strecke  (eines  Kreisdiameters)  wird  am 
grössten,  wenn  die  Strecke  der  Projectionsebene  parallel  ist;  alsdann  ist  die 
Projection  gleich  der  projicirten  Strecke;  sie  wird  immer  kleiner,  je  grösser  der 
(spitze)  Winkel  wird,  den  die  Strecke  mit  der  Projectionsebene  bildet.  Unter 
allen  Geraden  einer  Ebene  E,  die  durch  einen  festen  Punkt  11  derselben  gehen, 
bildet  die  durch  11  gehende  Hauptlinie  den  kleinsten  Winkel  mit  der  Projections- 
ebene, nämlich  den  Winkel  0^  und  die  durch  11  gehende  Falllinie  den  grössten, 
nämlich  den  Neigungswinkel  a.  der  Ebene  E  gegen  die  Projectionsebene; 
dreht  man  eine  Gerade  auf  E  aus  der  Richtung  der  Hauptlinie  bis  in  die  der 
Falllinie,  so  wächst  deren  Neigungswinkel  gegen  11  von  (f  bis  a. 

Hieraus  ergiebt  sich:  Der  grösste  Ellipsendiameter  ist  die  Projection  dei 
Kreisdiameters,  der  mit  der  Projectionsebene  parallel  ist,  und  ist  gleich  dem 
Kreisdiameter.  Der  kleinste  Ellipsendiameter  ist  die  Projection  des  Kreisdiameters» 
der  auf  dem  vorigen  senkrecht  seht;  dieser  Ellipsendiameter  steht  senkrecht  auf 
dem  grössten  und  ist  gleich  dem  grössten,  multiplicirt  mit  dem  Cosinus  de^ 
Winkels,  unter  dem  die  Kreisebene  gegen  die  Projectionsebene  geneigt  ist 

Der  grösste  Ellipsendiameter  heisst  die  grosse  Achse  der  Ellipse,  der 
kleinste  die  kleine  Achse;  jener  wird  mit  2a,  dieser  mit  2^  bezeichnet  bt 
a  der  Neigungsmnkel  der  Kreisebene  gegen  die  Ellipsenebene,  so  hat  man  also 
flir  die  Halbachsen  die  Formel: 

b=:  a  •  cos  OL 

2.  Um  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a  auf  eine  Ebene  durch  das  Centnnn 
unter  einem  Winkel  a  zu  projiciren,  zeichne  man  in  der  Projectionsebene  die 
Umlegung  des  Kreises  und  ziehe  durch  O  die  Spur  A^A  der  Kreisebene.    Dan« 


§  4-    ^i^  Projection  des  Kreises. 


563 


B 


1\[ 


ist  A^A  zugleich  die  grosse 
Achse  und  O  das  Centrum 
der  Projectionsellipse.  Die 
halbe  kleine  Achse  der 
Ellipse  ist  die  Projection 
des  Kreisradius  OB,  der 
auf  AiA  senkrecht  steht; 
die  Umlegung  ist  OBJ-  A\A, 
Zieht  man  MN  JL  AxA, 
macht  NMB*^  =  a,  sowie 
MN  =  MB'  =  OB  und 
»'E^  JL  MN,  so  ist  OB 
die  halbe  kleine  Achse  der 
Ellipse.  (M.  365.) 

Wir  wollen  nun  von  jedem  Kreispunkte  11  aus  ein  Loth  auf  ^1^  fällen;  ein 
solches  Loth  mag  Kreisordinate  heissen  und  mit  j/  bezeichnet  werden.  Da 
jede  Kreisordinate  die  Richtung  einer  Falllinie  der  Kreisebene  hat,  so  ist  ihre 
Projection  —  die  wir  als  die  der  Kreisordinate  entsprechende  Ellipsenordinate  (t)) 
bezeichnen  wollen,  senkrecht  su  A\A,  fällt  also  auf  die  Umlegung  der  Kreis- 
ordinate, und  es  ist  femer  t)  =  j^  cos  a.  Vergleicht  man  dies  mit  b^=acos  a,  so 
folgt  die  Proportion 

a  :  h  s=^ :  t). 

Aus  dem  Kreispunkte  P  erhält  man  also  den  zugehörigen  Ellipsenpunkt  W\ 
indem  man  die  Kreisordinate  Yp  im  Verhältniss  b :  a  verjüngt 

Dies  erreicht  man  am  einfachsten,  indem  man  um  O  einen  Kreis  mit  Ra- 
dius b  zeichnet,  P  mit  O  verbindet  und  QP  \  A\A  zieht;  alsdann  ist  P  der 
gesuchte  Ellipsenpunkt,  denn  es  ist: 

OP\OQ^pY\pP,  d.  i.  a\b^y\pVi\ 

Bezeichnet  man  den  Winkel  POA  mit  9,  so  folgt  noch 

Op^OP'COS <p,  pP z=zqQ^OQ sin <p; 
also  hat  man  die  Formeln: 

Op^=^a  cos  9,  pP  =  b  sin  9. 

3.  Um  eine  Ellipse  aus  ihren 
beiden  Achsen  AA\  und  BB\ 
zu  construiren,  verfährt  man 
nach  No.  2  folgendermassen: 

Man  construirt  um  O  Kreise 
mit  den  Radien  a  und  b,  ver- 
bindet einen  Kreispunkt  Cmit  O, 
zieht  Cc  JL  A^A  und  DC  ||  A\,A. 
Dann  ist  C  der  zu  C  gehörige 
Ellipsenpunkt 

Construirt  man  in  C  die 
Kreistangente,  welche  die  ver- 
längerte grosse  Achse  in  E 
schneiden    mag,    so    ist    (nach 


h^ 


(M.3G&) 

§  3,12)  EC  die  Tangente  der  Ellipse  in  C,  gieht  also  die  Richtung  der  Ellipse 
in  C  an. 
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Auf  diese  Weise  kann  man  zu  jedem  Kreispunkte  den  zugehörigen  Ellipsen- 
punkt und  die  Tangente  der  Ellipse  in  diesem  Punkte  construiren. 

Diese  Construction  lehrt  zugleich,  dass  die  Ellipse  doppelt  symmetrisch  ist: 
Jede  der  beiden  Achsen  ist  eine  Symmetrieachse  der  Ellipse. 

4.  Zieht  man  zwei  aufeinander  senkrechte  Kreisdiameter,  so  halbirt  jeder 
die  Sehnen,  die  zu  dem  anderen  parallel  gehen  und  geht  durch  die  Berührungs- 
punkte der  beiden  zu  dem  anderen  parallelen  Tangenten.  Dies  ergiebt  für  die 
Ellipse  die  Sätze: 

Die  Mitten  paralleler  Ellipsensehnen  S  liegen  auf  einem  Dia- 
meter o;  derselbe  geht  durch  die  Berührungspunkte  der  beiden  mir 
den  Sehnen  S  parallelen  Ellipsentangenten. 

Die  zum  Diameter  a  parallelen  Ellipsensehnen  2  werden  von  dem 
Diameter  s  halbirt,  der  zu  den  Sehnen  S  parallel  ist 

Die  beiden  Ellipsendiameter  s  und  a  sind  die  Projectionen  zweier 
auf  einander  senkrechten  Kreisdiameter. 

Zwei  solche  Ellipsendiameter  heissen  conjugirte  Diameter. 

Sind  CC^  und  DI>i  zwei  Diameter  einer 

Ellipse,  so  sind  die  Ellipsensehnen  CJD  und 

C^D^,  sowie  CZ>,   und  DC^  parallel.    Der 

Diameter,  welcher  durch  die  Mitten  E  und 

E^  der  parallelen  Sehnen  CD^  ^\^i  g^**^ 

ist  mit  den  Sehnen  CDi  imd  C^D  parallel; 

und  der  durch  die  Mitten  F  und  F^  gehende 

(M.  267.)  Diameter  ist  zu  den  Sehnen  Z^jCi  und  CD 

parallel;  folglich  sind  diese  beiden  durch  F,  Fi  und  E^  E\  gehenden  Diameter 

conjugirt. 

6.  Um  zu  einem  Diameter  OC  den  conjugirten  zu  finden,  construire   man 

den  Punkt  D  des  umgelegten 

M 


Kreises,  der  dem  Ellipscn- 
punkte  C  entspricht,  ziehe  den 
zw  OD  senkrechten  Kreisradios 
£7^  und  bestimme  den  Ellipsen- 
punkt F,  der  zu  E  gehört 
Dann  sind  CO  und  FO  die 
Projectionen  zweier  aufeinander 
senkrechten  Kreisradien  (deren 
Umlegungen  OJ?  und  OEwn^ 
(M.  268.)  also  ist  OF  conjugirt  zu  OC 

6.  In  den  rechtwinkeligen  Dreiecken  DGC  und  EHF  sind  die  Hypotenusen 
gleich,  DG^EH\  femer  ist  Winkel  HEF^DOA^DGC\  also  sind  die 
Dreiecke  congruent  und  es  ist  FH^s^DC,  EF^=GC, 

Dreht  man  nun  die  Figur  EOF  yxm  das  Centrum  O  um  einen  rechten 
Winkel,  so  kommt  H  auf  G,  E  auf  D  zu  liegen;  kommt  femer  F  auf/,  so  i>^t 
FOJ  gleich  dem  Drehungswinkel,  also  JO  ^OF.    Ferner  ist 

C/=  FH^  DC,  und  Z>/=  EFr:^  GC, 
folglich  GJDC  ein  Rechteck. 

Zieht  man  JC  und  durchschneidet  damit  die  Hauptachse  in  Z  und  J/,  ^ 
ist  QC^  QG=QJ.  Da  mm  CG  \\  OL  und  G/\\  OM,  so  folgt,  da«;  auch  Ql 
=-QO'^QAf. 
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Beschreibt  man  also  von  Q  aus  mit  Radius  QO  einen  Kreis,  so  schneidet 
dieser  die  Gerade  /C  in  den  Punkten  M  und  Z,  durch  welche  die  Achsen 
hindurchgehen.  Dabei  ist  M/=  OG,  also  gleich  der  kleinen  Halbachse,  sowie 
/L  =  DO,  also  die  grosse  Halbachse. 

Hieraus  ergiebt  sich,  wie  man  nach  Richtung  und  Länge  die  Hauptachsen 
einer  Ellipse  finden  kann,  wenn  zweier  conjugirten  Diameter  Richtung  und 
Länge  bekannt  sind. 

Sind  nämlich  CCi  und  FJ*i  die  gegebenen  conjugirten  Diameter,  so  ziehe 
man  yO  senkrecht  auf  FO  und  gleich  F0\  halbire  /C;  construire  von  dem 
Mittelpunkte  Q  aus  einen  Kreis  durch  das  Centrum  O  der  Ellipse,  schneide  mit 
diesem  Kreise  durch  /C  und  verbinde  die  Schnittpunkte  Z  und  M  mit  O;  dann 
sind  OL  und  OM  die  Richtungen  der  beiden  Achsen;  femer  sind  M/  und  /£ 
(oder  CL  und  MC)  gleich  der  kleinen  und  grossen  Halbachse. 

Man  bemerke  noch,  dass  —  wie  sich  aus  der  Figur  sofort  ergiebt  —  die 
kleine  Achse  durch  das  Paar  stumpfe,  die  grosse  durch  das  Paar  spitze  Scheitel- 
winkel je  zweier  conjugirter  Diameter  geht. 

7-  Zieht  man  Paare  aufeinander  senkrechter  Kreisdiameter  AO-LAxO,  BO 
JL  ByO,  CO  JL  CxO 
u.  s.  w.  und  durch- 
schneidet dieselben  mit 
einer  Geraden,  so  ent- 
stehen die  rechtwinke- 
ligen Dreiecke  AOA\^ 
BOBu  COCi  u.  s.  w., 
die  die  gemeinsame 
Spitze  O  und  die  Hypo- 
tenusen auf  i/Whaben. 
Ist    OQ   lothrecht   zu 

MNt  so  ist  daher: 

OQ^  =  AQ  .  QAi  =  BQ  •  QBi  =  CQ'QCi:=... 

Projicirt  man  die  Figur  auf  eine  Ebene,  mit  der  sie  den  Winkel  a  bildet, 
so  projicirt  sich  der  Kreis  als  Ellipse,  das  System  rechtwinkeliger  Diameterpaare 
als  System  der  conjugirten  Durchmesser,  die  Gerade  MN  als  eine  die  conju- 
girten Diameter  schneidende  Gerade.  Sind  A\  B  etc.  die  Projectionen  von  A, 
B  etc.,  ist  femer  <p  der  Winkel,  den  MN  mit  der  Projection  MN"  bildet,  so  hat 
man: 


jir 


(M.  2G9.) 


A'Q'=^AQcosf^ 

BQ'^BQcosf^ 

OQ'  =  CQ  cos  9 

etc. 


A\Q'  =  A\Q  cos  <p 

B\Q'  =  BiQ  cos  (p 

CiC  =  CxQ  cos  (p 

etc. 


Mithin  ist 

A*Q;  .  Q*Ai'  =  B'Q'  •  ö'^i'  =  OQ'  •  C'Ci  ^...OQ^^cos^  (p. 

Hieraus,  bez.  aus  der  Umkehrung  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich  der  Satz: 
Die  Paare  conjugirter  Diameter  einer  Ellipse  schneiden  eine 
beliebige  Gerade  so,  dass  die  Strecken,  welche  von  den  Schnitt- 
punkten der  Geraden  mit  je  zwei  conjugirten  Diametern  und  einem 
gewissen  festen  Punkte  der  Geraden  begrenzt  werden,  ein  constantes 
Produkt  haben. 

Geht  die  Gerade  MISP  durch  die  Enden  C,  Ci'  zweier  conjugirter  Diameter, 
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SO  ist  sie  die  Projection  einer  Kreissecante,  die  durch  die  Enden  zweier  aufein- 
ander senkrechten  Kreisdiameter  geht;  der  Punkt  Q  ist  daher  der  Mittelpunkt 
der  auf  MN  liegenden  Kreissehne  CCi,  und  Q*  der  Mittelpunkt  von  CCt*. 
Femer  ist  OQ  =  QC,  also  OQ^  cos^  9  =  QC^  •  cos^ 9  =  Q*C^. 
Der  soeben  gegebene  allgemeine  Satz  nimmt  also  jetzt  folgende  Gestalt  an: 
Die  Paare  conjugirter  Diameter  einer  Ellipse  schneiden  eine  Gerade; 
welche  durch  die  Enden  zweier  conjugirten  Diameter  gelegt  ist,  so» 
dass  das  Produkt  der  Strecken  der  Geraden,  welche  von  dem  Mittel- 
punkte  (/*)  der  auf  ihr  liegenden  Ellipsensehne  {CCi')  und  von  zwei 
conjugirten  Diametern  begrenzt  werden,  gleich  dem  Quadrate  der 
halben  Ellipsensehne  ist, 

Dieser  Satz  lehrt,  wie  man  zu  jeder  Diameterrichtung  die  Richtung  des  con- 
jugirten Diameters  finden 
3f  kann,  wenn  zwei  conjugiite 

Diameter  der  Ellipse  nach 
Grösse  und  Richtung  ge- 
geben sind.  Sind  OCvmi 
O  Cx  die  Hälften  der  g^ 
gebenen  conjugirten  Dii- 
meter  und  soll  die  la 
Oiy  conjugirte  Diameter- 
richtung gefunden  werden, 
so  ziehe  man  CCi'  und 
(M.  270.)  errichte  im  Mittelpunkte^' 

der  Strecke  CC\  ein  Loth  Q^R  gleich  QO*  Construirt  man  nun  einen  Kreis,  der 
sein  Centrum  auf  NTN"  hat  und  durch  U  und  R  geht,  und  verbindet  den 
zweiten  Schnittpunkt  D\  dieses  Kreises  und  der  Geraden  M^N^  mit  Ö,  so  ist 
OD^  die  gesuchte  zu  OD^  conjugirte  Diameterrichtung,  denn  man  hat 

Die  Achsenrichtungen  werden  daher  gefunden,  indem  man  den  Kreis  con- 
struirt der  durch  R  und  O  geht  und  sein  Centrum  auf  ATN*  hat;  die  Achsen 
gehen  durch  die  Punkte,  in  welchen  M^IT  von  diesem  Kreise  geschnitten  wird 

8.  Beschreibt  man  vom  Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  B  aus  einen  Kreis, 
der  die  halbe  grosse  Achse  zum  Radius  hat,  so  schneidet  dieser  die  grosse  Achse 
in  zwei  symmetrisch  zum  Centrum  gelegenen  Punkten  F^  F\^  welche  die  Brenn- 
punkte der  Ellipse  heissen;  ihr  Abstand  vom  Centrum  FO^=OF\  heisst  die 
lineare  Excentricität  (^),  das  Yerhältniss  derselben  zur  halben  grossen  Achse 
die  numerische  Excentricität 

Es  ist  daher  FBO  (Fig.  271)  gleich  dem  Winkel  a,  den  die  Ellipsenebcne 
mit  der  Ebene  des  Kreises  bildet,  deren  Normalprojection  die  Ellipse  ist  und 

man  hat  c  =  ^/ö* —  ^*==  a  sin  a. 

9.  Ist  P  ein  Ellipsenpunkt,  P  der  zugehörige  Kreispunkt,  so  ist  0P^=^  a  und 
daher  0Q=:  acosfp,  QV  =  a  sin  9. 

Ist  femer  a  der  Neigungswinkel  der  Kreisebene  gegen  die  Ellipsenebene, 
also  cosa^^  d  la,  so  ist  QF=:  QP»  cosoL^^a sin  9  cos  «. 

FUr  die  Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  beiden  Brennpunkten  hat  man 
daher  aus  den  rechtwinkeligen  Dreiecken  FQP  und  F^QP 
FP^  =  PQ9  -+-  QF^  =  PQ^  -^(c—  OQY  =  a«wii>(p  w»  a  -h  a»(w«  «  —  cos^)' 
F^P^^PQ^  -h  QF\  =  PQi  -h  (tf  -h  OQy^a^sin^  (p  cos^ti  -h  a»(jwi «  -h  cos  i)^ 
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Nach  der  Auf- 
lösung der  Klammem 
ergiebt  sich: 

-^  sin*  a  —  2  sin  a. 
cos  9  -h  cos*  9) 

F^F*  =  ä3  (sin*  <p  r^?5^  a 

4-  sin*  a  -h  2  J/«  a. 

r^j  9  -h  r^?J*  9). 

Ersetzt  man  in  den 
ersten  Gliedern  cos'^  a 
durch  1  —  j/»2  a,  so 
vereinfachen  sich  diese 
Werthe  zu  (m.  271.) 

FF*  =:  a*(l  -h  sin*  a  cos*  9  —  2  sin  a  cos  9)  =  ä>  (1  —  x/Vi  a  cos  9)2 
^jjP®  =  a*(l  -h  sin* OL  cos* f^  -h  2  ««  a  cos  9)  =  a^  ^j  _^  j/i,  qi  cost^)*. 
Hieraus  folgt: 

FFr=  a  —  ccos  9,  F^F=^  a-hccos  9. 

10.  Die   soeben   aufgefundenen   Werthe    für  FF  und    für  F^F  führen  auf 

folgende  Ueberlegung: 

a 
Die  Strecke  OQ  ist  acosc^,  also  —  •^^<?i9;  macht  man  nun  OA==ÖAi 

=  —  •  fl,  und  zieht  durch  A  und  A 1  Parallelen  zur  kleinen  Achse,  so  sind  die 
Abstände  des  Ellipsenpunktes  F  von  diesen  Parallelen: 

/>n  =  (?  A  —  <^e  =  -  («  —  ccosf^)  =^-'FF 


a 


a 


F\[^^  ÖA1+  öö  =  -  (ö  +  ccosf^)  =  -'FF^, 

c  c 

Hieraus  folgt:  FFiFU^  FF^  :  /»ü  ^  =  r  :  ä. 

Jede  der  beiden  Geraden,  die  durch  A  normal  zur  grossen  Achse  gehen, 
heisst  Directrix  der  Ellipse.  Man  hat  daher  den  Satz:  Für  jeden  Ellipsen- 
punkt hat  der  Abstand  von  einem  Brennpunkte  zum  Abstände  von 
der  diesem  Brennpunkte  zunächst  gelegenen  Directrix  ein  constan- 
tes  Verhältniss;  dieses  Verhältniss  ist  gleich  der  numerischen  Excen- 
tricität 

11.  Addirt  man  die  beiden  für  FF 
und  FF^  gefundenen  Werthe,  so  erhält 
man 

FF-^-FF^=:^2a, 

Die  Summe  der  Abstände  jedes 
Ellipsenpunktes,   von   den   beiden  A^ 
Brennpunkten    ist   daher   constant 
und  gleich  der  grossen  Achse  der 
Ellipse. 

Dieser  wichtige  Satz  zeigt  eine  ein- 
fache Construction  der  Ellipse,  wenn  die  (M.  272.) 
grosse  Achse  und  die  Brennpunkte  gegeben  sind.    Man  theile  2  a  in  zwei  Theile 
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r  und  r^f  so  dass  also  r  -f-  r^  =  2flf.  Schlägt  man  von  FmxA  F^  aus  Kreisbogen 
mit  den  Halbmessern  r  und  r^,  so  erhält  man  im  Ganzen  vier  Punkte  FQRS, 
die  von  dem  einen  Brennpunkte  um  r,  von  dem  anderen  um  r^  entfernt  sind; 
also  sind  FQRS  Ellipsenpunkte.  Durch  andere  Theilung  von  2a  und  Wieder- 
holung der  Construction  kann  man  beliebig  viele  Gruppen  von  je  vier  Ellipsen- 
punkten erhalten. 

12.    Ist  P  der  zum  Ellipsenpunkte  F  gehörige  Kreispunkt  und  P^  J-  (?P, 
so  ist  FR  Ellipsentangente.     Nun  ist  OF  =  OV  :  cos  (^  =^  a :  cos  fp\  mithin 


FF=OF-^OF== 


F^R=OR'\'OF=^ 


1 


r  =  ia  —  c  cos  9)  = FF. 

cos  9  cos^^  ^'      cos 9 

a  \  1 

cos^  cos  ^^  ^'       ^^' '^    * 


(11373.) 


auch 


cos  9 
Hieraus  folgt: 
F^R :  FR  = 
F^FiFF 
Macht     maa 
FS^FS^^PF, 
so  ist 

F^F  i  FS  =  F,P 
:FF=^F^R:RF, 
folglich  ist  5/ 
parallel  FR.  Da 
nun  Z  FSF  = 
iS^FF,     so    ist 


Z  RFF^^S^FF.    Dies  ergiebt  den  Säte: 
Jede  Tangente  der  Ellipse  halbirt  den  Nebenwinkel  des  Winkels, 
den  die  Strahlen  bilden,  welche  den  Berührungspunkt  mit  den  beiden 
Brennpunkten  verbinden. 

Da  FS^  =  FF,  so  steht  FT  senkrecht  ZMiFSy^  und  halbirt  FS^.  Da  nun 
T  die  Mitte  von  FS^  und  O  die  Mitte  von  FF^  ist,  so  ist  demnach  0  T  die 
Hälfte  von  /^i^j,  also  gleich  der  halben  grossen  Achse.    Hieraus  folgt: 

Die  Fusspunkte  {T)  der  Lothe  {FT),  welche  von  einem  Brenn- 
punkte der  Ellipse  auf  die  Ellipsentangenten  gefällt  werden»  liegen 
auf  dem  Kreise,  der  um  das  Centrum  der  Ellipse  mit  der  halben 
grossen  Achse  als  Radius  beschrieben  ist 

13.  Errichtet  man  in  den 
Endpunkten  eines  KretsdiaIn^ 
ters  2<7  Lothe  zu  demselben 
und  schneidet  diese  Lothe 
durch  eine  Kreistangente  in 
Tj  und  r,  so  ist 
AT:  AR^OFiFR^  AJ, 
lA^R;  also 
TR 


(M.  274.) 


AR^AI^ 


A^R^A^T^ 


OF' 
FR 

O? 


Nun  ist  bekanntlich  AR •  A^R^^FR^,  also  erhält  man  durch  die  eben  gefun- 
denen Werthe  von  AR  und  AiR: 


§  4*     ^>c  Projection  des  Kreises.  5^9 

— ^pi —  =  p^^  folglich 

Da  man  nun  von  T  aus  nur  eine  Gerade  {TI^)  ziehen  kann,  welche  von 
der  Kreistangente  in  A^  ein  Stück  abschneidet,  dessen  Produkt  mit  ^T' gleich 
dem  Quadrat  von  a  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Bewegt  sich  eineOerade  so,  dass  dasProdukt  derStrecken,  welche 
auf  zwei  Parallen  von  der  beweglichen  Geraden  und  von  einer  Nor- 
malen zu  den  Parallen  {AA^)  begrenzt  werden,  gleich  dem  Quadrat  des 
halben  Abstands  der  Parallelen  ist,  so  berührt  die  Gerade  in  allen 
ihren  Lagen  den  Kreis,  der  die  Parallelen  in  A  und  A^  berührt 

Dreht  man  die  Figur  um  AA^  um  einen  Winkel  a  und  projicirt  sie  dann 
auf  die  Bildebene,  so  projicirt  sich  der  Kreis  als  Ellipse;  T2\',  die  Projection 
von  TT^,  ist  Tangente  der  Ellipse  in  dem  zum  Kreispunkt  P  gehörigen  Ellipsen- 
punkte und  man  hat 

AT^AT  cosd,  A^T^*  ^A^T^  cosa, 
mithin  AT  -  AJ"^' ^  AT  -  AJ"^  cos^  ^  ^  {a  cos  t^^  ^  h^ , 

Da  man  diese  Schlüsse  auch  umkehren  kann,  so  ergiebt  sich: 

Bewegt  sich  eineGerade  so,  dassdas  Produkt  derStrecken,  welche 
auf  zwei  Parallen  von  der  beweglichen  Geraden  und  einer  Normalen 
zu  den  Parallelen  {AA^  begrenzt  werden  (und  auf  derselben  Seite  der 
Normalen  liegen)  constant  gleich  dem  Quadrat  einer  Strecke  b  ist,  die 
kleiner  ist  als  der  halbe  Abstand  der  Parallelen,  so  berührt  die 
bewegliche  Gerade  in  allen  ihren  Lagen  eine  Ellipse,  welche  AA^ 
zur  grossen  Achse  und  b  zur  halben  kleinen  hat. 

Verbindet  man  T  und  T^  mit  einem  Brennpunkte  F  der  Ellipse,  so  ist 

A.S^AT.    -j^ 

A^F  a—c 

also     A^T^  .  A^S  =  A^T^  •  AT  •  -^-^=  b^  -  — — . 

Da  nun  ^^  =  ä*  —  r^,  so  erhält  man 

^i^i' .  A^S  =  (ä  —  r) >  =  Ay^F^ ; 
folglich  ist  SFT^  ein  rechter  Winkel.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Bei  jeder 
Ellipsentangente  wird  die  Strecke,  welche  zwischen  den  in  den  End- 
punkten der  grossen  Achse  gezogenen  Tangenten  der  Ellipse  liegt, 
von  jedem  der  beiden  Brennpunkte  aus  unter  einem  rechten  Winkel 
gesehen. 

Man  kann  dies  auch  umkehren.  Dreht  sich  ein  rechter  Winkel  um  seinen 
Scheitel  F^  und  werden  die  Parallelen  A^7<^  und  AT  von  den  Schenkeln  in 
den  Punkten  T^T  geschnitten,  so  hat  man 

TA  =«  5^,  •  y^  ,  also 

T{Ai'TA^Ti'Ai'SAi  •  J3^  =  ^i-^  •    f^=(«  — 0  (^^^ 

Dreht  sich  also  ein  rechtwinkliges  Dreieck  um  den  Scheitel, 
während  die  andern  Ecken  auf  zwei  Parallelen  gleiten,  zwischen 
denen  der  Scheitel  liegt,  so  berührt  die  Hypotenuse  in  allen  ihren 
Lagen  eine  Ellipse,  die  den  Scheitel  zum  Brennpunkt  und  die  Nor- 
male zwischen  den  Parallelen  zur  grossen  Achse  hat. 
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Der  Fusspunkt  der  von  F  auf  die  Hypotenuse  gefällten  Normalen  bewegt 
sich  daher  (und  nach  12)  auf  dem  Kreise,  der  AÄ  zum  Diameter  hat 

14.  Die  vorigen  Sätze  geben  die  Mittel  an  die  Hand,  zu  zwei  conjugiiten 
Durchmessern  der  Ellipse  die  beiden  zugehörigen  Kreisdurchmesser  (in  der  Um- 
legung)  zu  construiren. 

Man  bestimme  zunächst  (nach  No.  7)  die  Richtungen  der  Hauptachsen;  es 

sei  ^^  die  der 
grossen  Achse; 
dann  ziehe  man 
durch  die  End- 
punkte  C  Qfld 
C\  der  gegeb^ 
nen  conjugiiten 
Durchmesser 
Normale  zu 
MM\.     Es  gut 
nun,    auf  CD 
^^^^  und  C\D\  zwei 

Punkte  E  und  E^^  zu  finden,  so  dass  EO ^=^ E\0  und  EO -LE^O.  Da 
EO  =  EtO,  so  liegt  die  Mitte  von  EEi  auf  der  Parallelen  GH  zu  ED^  welche 
£>£>i  halbirt. 

Da  femer  EOEi  ein  rechter  Winkel  sein  soll,  so  liegt  (nach  No.  13)  der 
Fusspunkt  der  von  O  auf  E Et  gefällten  Normalen  auf  dem  Kreise,  der  DDizm 
Durchmesser  hat 

Da  EOEi  rechtwinkelig  und  gleichschenkelig  sein  soll,  so  fällt  der  Fusspunlt 
der  von  O  auf  EEi  gefällten  Normalen  mit  der  Mitte  von  EEi  zusammen,  also 
fallen  beide  in  den  Punkt  /,  in  welchem  Gif  und  der  über  dem  Diameter  DD\ 
geschlagene  Kreis  sich  schneiden. 

Die  gesuchte  Gerade  EEi  ist  also  die  durch  /  gehende  Normale  zu  10. 
Man  hat  dabei  zugleich  in  EO  =  EiO  die  Länge  der  grossen  Halbachse  erhalten. 
Zieht  man  noch  CK  parallel  MMi,  so  ist  (nach  No.  3)  OK  die  halbe  kleine 
Achse  der  Ellipse. 

15.  Um  die  Hauptachsen  einer  in  Zeichnung  gegebenen  Ellipse  zu  finden, 
ziehe  man  in  derselben  zwei  parallele  Sehnen,  halbire  sie  und  ziehe  die  Gerade 
durch  die  Mittelpunkte,  so  hat  man  einen  Ellipsendiameter;  man  halbire  den- 
selben und  ziehe  durch  den  so  gewoimenen  Mittelpunkt  der  Ellipse  einen  zweiten 
Diameter  parallel  den  zuerst  gezeichneten  Sehnen;  dieser  Diameter  ist  dem  xu- 
erst  gewonnenen  conjugirt;  aus  beiden  conjugirten  Diametem  construirt  man 
dann  die  Achsen.  Es  ist  zweckmässig,  die  Richtung  der  parallelen  Sehnen  so 
zu  wählen,  dass  sie  augenscheinlich  von  der  Richtung  einer  Hauptachse  stark 
abweichen. 

16.  Sind  OC  und  OD*  zwei  conjugirte  Radien  der  Ellipse  AB'Au  so  ge- 
hören sie  zu  zwei  auf  einander  senkrechten  Kreisradien  OC  und  OD.  Zieht 
man  J^p*  parallel  OC  und  bestimmt  durch  Normale  zu  OAi  die  zugehörigen 
Punkte  P  und  /,  so  ist  Z^'  die  Projection  von  -P/,  mithin  />  parallel  OC,  also 
senkrecht  auf  OD. 

Da/-P||  OC,  so  folgt 

/'/^  :pP=^  OC  :  OC,  folglich 

pP'^  -QQpP^ 
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Ferner  hat  man 
p'0\pO  =  iyO\DO,   also 

lyo 


fO= 


pO. 


a  cos<p^=a  costf 


DO 

Bezeichnen  wir  die  conjugirten 
Radien  Olf  und  OC  mit  «  und  ß, 
und  der  Winkel  POD  mit  9,  so  hat 
man 
pO  =ia  cos  ff  Pp  =  a  sin  9,       also 

'^  a 

t  n  r 

pP=^  —     •  ö  J/V»  9  =  ß  sin  9. 

Diese  werthvollen  Schlussfolgerungen  kann  man  umkehren  und  erhält  da  -i 
folgenden  Satz: 

Zieht  man  durch  die  Punkte -P  einer  Ebene  Parallele  zu  zwei  sich 
schneidenden  Geraden  11,  und  ^^  der  Ebene,  durch  welche  die  Punkte, 
auf  die  Geraden  111  und  11,  projicirt  werden,  so  liegen  alle  die  Punkte, 
deren  Projectionsstrahlen  aus  den  Formeln  folgen: 
PP'^a  cos(f,  PP=z^  sin  ff, 
(wobei  a  und  ß  gegebene  Längen 
sind,  und  durch  Aenderung  des 
Winkels  9  von  0°  bis  360°  alle 
möglichen    Punkte    dieser    Art 
erhalten    werden)    auf    einer 
Ellipse,  welche  die  auf  IIi 
und  n,  vom  Schnittpunkte 
aus  aufgetragenen  Strecken 
a  und  ß  zu  conjugirten  Dia- 
metern hat. 

Construirtman  nämlich  diese 
Ellipse  und  projicirt  irgend  einen 
ihrer  Punkte  P  parallel  mit  11 , 
und  Hl  auf  IIi  und  11,,  so  ist 
PP'  =  P'O  =  a  cos  9,  sin  9, 
also  ist  diese  Ellipse  der  Ort 
der  oben  bezeichneten  Punkte. 

17.    Jede  Parallelprojection  einer  Ellipse  ist  wieder  eine  Ellipse. 

Beweis.  Es  sei  £  eine  Ellipse  und  £*  eine  Parallelprojection  derselben, 
femer  ff  die  Projection  des  Ellipsencentrums. 

Da  die  Projection  der  Mitte  einer  Geraden  der  Mittelpunkt  der  Projection 
der  Geraden  ist,  so  folgt,  dass  alle  durch  O*  gehenden  Sehnen  der  Curve  £  in 
(y  halbirt  werden;  also  hat  die  Curve  £  ein  Centrum,  nämlich  0\ 

Parallele  Sehnen  von  £'  gehören  zu  parallelen  Sehnen  von  £.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Durchmesser  von  £,  ebenso  wie  die  von  £,  paarweis  conjugirt 
sind,  so  dass  jeder  von  zwei  conjugirten  Durchmessern  die  Sehnen  halbirt,  die 
zu  dem  andern  parallel  sind;  und  zwar  sind  zwei  conjugirte  Diameter  von  £* 
die  Projectionen  zweier  conjugirten  Diameter  von  £ 


(M.  3T7.) 
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Es  seien  OA  und  OB  zwei  conjugirte  Radien  der  Ellipse  E^  und  O'Ä, 
0*B  ihre  Projectionen.    Wir  setzen. 

OA  =  a,  0B  =  p,  O'Ä  =  a'  O'B  =  ß'. 

Femer  sei  ^  parallel 
p  -^  d?^;  dann  giebt  es  nach 

den  Entwicklungen  des 
vorigen  Abschnittes  einen 
Winkel  9,  für  welchen 

Fprr^^  sin  9. 

Sind  P  und  /  die 
Projectionen  von  P  und 
p,  so  so  ist  /**/'  parallel 
t7'^' ;  da  parallele  Strecken 
zu  ihren  Projectionct 
gleiche  Verhältnisse  haben, 
(M.  278.)  so  ist 

p'P\pP=aB\OB\ 

O'p' :  Op  =  &A  :  OA 

O'Ä  a* 

Oy  =«  ^2"  •  0/  =  -  -  a  r^j  9 

Also:  0>'  =  a'  cos  9,  /'-P  =  p'  sin  9. 

Mithin  ist  £*  eine  Ellipse,  wie  zu  beweisen  war. 


sowie  femer 
Dies  ergiebt 


§  5.    Durchschnitt  einer  Ebene  mit  Ebenen  und  Geraden. 

1.  Eine  Ebene  £,  deren  Spur  T  und  deren  Neigungswinkel  gegen  Fl  glekh 
a  ist,  wird  von  einer  zu  11  parallelen  Ebene  P  in  einer  Hauptlinie  geschnittea 
Um  deren  Projection  zu  erhalten,  projidre  man  £  auf  eine  durch  Q  normal  n 
T  gelegte  Verticalebene;  die  Projection  von  E  ist  dann  eine  Gerade  E*  dk 
mit  PQ  (J.  T7^  den  Neigungswinkel  a  einschliesst 

Die  Verticalprojection  der  Ebene  / 
£^  ist  eine  Gerade  P*  parallel  zu  QÄ  äc 
von  QP  um  die  Höhe  A  der  Ebene  ßtibc 
n  entfemt  ist  Der  Schnittpunkt  ff*  de 
Geraden  E*  und  P*  ist  die  Projectioo 
der  Sdmittgeraden  der  Ebenen  £  ucd 
P\  der  Grundriss  dieser  Schnittgcrada 
ist  der  die  durch  ff'  gelegte  Parallcie 
zu  TT. 

9.    Eine  Ebene   P,    die   senkrech: 
OL  na)  zu  n   ist  und  den   Grundriss  BP  b: 

schneidet  die  durch  die  Spur  T  und  den  Neigungswinkel  a  bestimmte  Ebene  £if: 
einer  Geraden,  deren  Spur  mit  B  und  deren  Grundriss  mit  BP  zusammenuil- 
Will  man  die  Ebene  P  (und  mit  ihr  die  Schnittlinie  von  P  und  ff)  ixu^^ 
Projectionsebene  umlegen,  so  bestimme  man  die  Höhe  des  zu  A*  gehörendes 
Punktes  der  Ebene  £  über  der  Projectionsebeiie.     Ist  J/l/T'  diese  Höhe,  ^' 
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mache  man  KÄ  senkrecht  zu  BÄ  und 
gleich  MA"]  dann  ist  BA  die  gesuchte 
Umlegung  der  Schnittlinie. 

3.  Sind  zwei  Ebenen  £  und  F 
durch  ihre  Spuren  T  und  U"  und  ihre 
Neigungswinkel  a  und  ß  gegeben,  so 
geht  ihre  Schnittlinie  durch  den  Punkt 
A,  in  dem  die  Spuren  sich  schneiden. 
Um  einen  zweiten  Punkt  der  Schnittlinie 
zu  erhalten,  lege  man  in  beliebiger 
Höhe  h  eine  Ebene  parallel  zu  11  und  bestimme  die  Grundrisse  ihrer  Schnittlinien 
mit  G  und  jF.  Der  Schnittpunkt  B  dieser  Schnittlinien  ist  ein  gemeinsamer 
Punkt  von  G  und  ß",   also   ein 

Punkt  der  Schnittkante  von  G  und 
F.  Der  Grundriss  der  letzteren 
ist  daher  AB*  und  ihr  Neigungs- 
winkel gegen  11  ist  der  Winkel 
BAB\ 

4.  Statt  einer  Parallelebene 
zu  n  zur  Construction  die  Schnitte 
zweier  Ebenen  £  und  £  zu  be- 
nutzen, kann  man  auch  eine  Ver- 
ticalebene  V  verwenden.  Die 
Ebene  V  schneidet  die  Ebenen  £  und  F  in  zwei  Geraden,  deren  Uml^gungen  man 
nach  No.  2  construiren  kann;  der  diesen  Schnittlinien  gemeinsame  Punkt  AT  ist  ein 
gemeinsamer  Punkt  der  Ebenen  £  und  £,  also  geht  durch  ihn  die  Schnittlinie 
von  £  und  £.  Aus  der  Umlegung  K  dieses  Punktes  gewinnt  man  dessen  Grund- 
riss K*  und  durch  Verbindung  dieses  Punktes  mit  dem  Schnittpunkte  A  der 
Spuren  von  £  und  F  den  Grundriss  der  Schnittlinie. 

Die   Ausführung   dieser  Construction    geschieht   am    einfachsten   folgender- 
massen: 

Man  lege  die  Verticalebene  V  durch  irgend  einen  Punkt  B  der  Spur  T  der 
Ebene  £  senk-  .. 

recht  zur  Spur 
^der  Ebene  F; 
dieSpur^Cder 
Ebene  V  ist 
dann  senkrecht 
zu  [/.  Die  Um- 
legung des 
Schnittes  der 
Ebenen  F  und 
V  ist  dann  die 
Gerade  CF*\ 
welche  mit  CD 
den  Winkel  p 
bildet  Um  die 
Umlegung  des 
Schnittes  der  Ebenen  £  und   F  zu  erhalten,  bestimme  man  die  Höhe  ///  des 
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zu  G  in  der  Ebene  E  gehörigen  Punktes  G^  und  mache  CPO  senkredit  zu  GS 
und  gleich  HI\  dann  ist  BE^  diese  Umlegung. 

Der  Punkt  K,  der  den  Geraden  BE^  und  CF^  gemeinsam  ist,  ist  die  Um- 
legung des  Punktes  K^  in  dem  die  drei  Ebenen  V,  E  und  F  sich  schneiden« 
mithin  K  die  Projection  von  K,  und  K^A  die  Projection  der  Schnittlinie  von 
E  und  F. 

Macht  man  iTK^  =  AT'K  und  senkrecht  zu  AK\  so  ist  ^K|  die  Umlegung 
der  Schnittlinie. 

5.  Schneiden  sich  die  Spuren  T  und  U  in 
einem  unzugänglichen  Punkte,  so  constniire 
man  die  Grundrisse  zweier  Punkte  der  Schnitt* 
linie  durch  wiederholte  Anwendung  der  soeben 
angegebenen  Construction. 

Man  mache  BC±-  UU  und  F'CB  =  ?; 
femer  GI\  TT,  GG  -L  BC  und  gleich  Bl, 
endlich  KA7  ±  CB;  so  ist  K  ein  Punkt  der 
Projection  der  Schnittlinie  von  E  und  F,  Legt 
man  nun  durch  L  eine  Ebene  parallel  zur 
vorigen  HUlfsebene  BKC,  so  schneidet  diese 
E  und  F  in  zwei  Geraden,  die  mit  BG  und 
CF*  parallel  sind;  also  sind  auch  die  Uoh 
legungen  derselben  LN  und  MNwit  BK  und 
CK  parallel.  Zieht  man  NO  senkrecht  zo 
ZM,  so  ist  O  ein  zweiter  Punkt  des  Gnmd- 
risses  der  Schnittlinie  von  £  und  F.  Also  ist 
JCO  der  Grundriss  der  gesuchten  Schnittlinie 
Die  Strecken  JCK  und  OM  sind  die 
Höhen  der  zu  IC  und  O  gehörenden  Punkte 
der  Schnittlinie;  mit  deren  Hülfe  kann  der 
Winkel  der  Schnittlinie  mit  der  Projections- 
ebene  construirt  werden. 

6.  Ist  jede  der  Ebenen  E  und  F  durch  ihre  beiden  Spiuren  E^E^  und  /'|/'t 

gegeben,  so  ist  der  Schnittpunkt  G  da 
Spuren  E^  und  F^  die  erste  Spur  der 
Schnittlinie  und  der  Schnittpunkt  ff  der 
Spuren  E^  und  F^  ist  die  zweite  Spur  der 
Schnittlinie;  mithin  sind  Gff^  und  BG' 
die  beiden  Projectionen  der  Schnittlinie 
der  Ebenen  E  und  F. 

7.  Wenn  die  beiden  Spuren  E^  und 
F^  oder  E^  und  F^  einen  unzugänglichen 
Schnittpunkt  haben,  so  kaim  man  Punkte 
der  Schnittlinie  durch  Einschaltung  von 
Hülfsebenen  bestimmen,  die  mit  etner 
der  Projectionsebenen  parallel  sind. 

Haben  z.  6.  ^|  und  F^  keinen  zugii^* 
liehen  Schnittpunkt,  so  legen  wir  durch 
AB  eine  Ebene  parallel  fl,;  dieselbe  schneidet  E  und  F  in  Hauptlinien  zweiter 
Art,  deren  Projectionen  A**C'  und  B*'C*  sind.    Diese  Hauptlinien  AC  und  ßC 


(iLssa.) 
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schneiden  sich  in  dem  zu  C"  ge- 
hörigen Punkte  C  und  dieser 
Punkt  liegt  auf  E  und  F,  Also 
ist  C*'  ein  Pimkt  der  zweiten 
Projection  der  Schnittlinie  der 
beiden  gegebenen  Ebenen,  und 
GC^  und  G^C  sind  die  gesuchten 
Projectionen  der  Schnittlinie. 

8.  Wenn  beide  Spuren  beider 
Ebenen  nahezu  parallel  der  Achse 
sind,  so  führt  folgendes  Verfahren 
zum  Ziele. 

Durch  einen  beliebig  gewähl- 
ten Punkt  A  der  Achse  legen  wir 
eine  Ebene  Fsenkrecht  zur  Achse; 
beide  Spuren  derselben  sind 
dann  senkrecht  zur  Achse.  Diese 
Ebene  schneidet  die  Horizontalspuren  E^^  und  Fy  m  B^  und  C^  und  die 
Verticalspuren  in  B^   und  C^,    Legen  wir  den  von  der  ersten  und  zweiten  Pro- 

jectionsebene  be- 
grenzten rechtwinke- 
ligen Theil  der  Ebene 
V  in  Hl  um,  so  ist 
AC^  ein  Schenkel  die- 
ses Winkels^  der  an- 
dere kommt  auf  die 

Achse  zu  liegen. 
Machen   wir  u^B,  «= 

SO    sind    B^B^    und 
C|  C  2  die  Umlegungen 

des  Schnittes  der 
Ebene  Kmit  den  Ebe- 
nen E  und  F;  mithin 


iJL-Af 
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ist  P  die  Umlegung  eines  Schnittpunktes  dieser  Ebenen.  Machen  wir  TP' 
normal  zu  A  C^  und  AF"  =  FV,  so  ist  F  ein  Punkt  des  Grundrisses  und  F' 
ein  Punkt  des  Aufrisses  der  Schnittlinie  von  E  und  F. 

Wiederholen  wir  diese  Construction  mit  einer  Ebene  IV  die  durch  Z>  normal 
zur  Achse  gelegt  wird,  so  gewinnen  wir  die  Projectionen  Q'Q"  eines  zweiten 
Punktes  Q  der  Schnittlinie. 

Mithin  sind  FQ'  und  F'Q"  die  beiden  Projectionen  der  gesuchten  Schnittlinie. 

Man  kann  die  Figur  dadurch  zusammen  drängen,  dass  man  die  Schnittlinien 
der  Ebene  fV  mit  E  und  F  auf  die  Ebene  F  projicirt  und  diese  Projectionen 
mit  der  Ebene  V  umlegt. 

9.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Construction  des  Schnittpunktes  einer 
Ebene  und  einer  Geraden. 

Ist  die  Ebene  E  durch  Spur  T  und  Neigungswinkel  a  und  die  Gerade  G 
durch  die  Projection  A*B  einer  auf  ihr  liegenden  Strecke  und  die  Höhen  ^j/i^ 
der  Endpunkte  derselben  gegeben,  so  projiciren  wir  E  und  G  auf  eine  durch  Q 
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senkrecht  zur  Spur  T  gelegte  Ebeoe 
ß'.  Die  Ebene  £  projicirt  sich  aaf 
diese  Ebene  als  eine  Gerade  QE\ 
die  mit  QI?  den  Neigungswinkel  i 
einschliesst  Ist  nun  A^B*'  die  Pro- 
jection  von  AB  auf  /,  so  ist  /*'  die 
Projection  des  Schnittes  der  Gerades 
G  und  der  Ebene  £]  macht  nun 
J^'J^  parallel  TT,  so  ist  /*  der  ge- 
suchte  Grundriss  des  Schnittpunktes 

und  -P"J?  seine  Höhe  über  der  Projectionsebene. 

10.  Wenn  A'B'  pa- 
rallel zu  TT  ist  oder  mi: 
rr  einen  kleinen  Winke! 
(<  20°)  bildet,  so  kaic 
man  J^  aus  J^'  durch  da« 
Loth  F"I^  gar  nicht  oder 
doch  nicht  genau  genug 
bestimmen.  In  diesen 
Falle  machen  wir  tcc 
der  Thatsache  Gebrauch,  dass  J^  die  Strecke  A*B*  in  demselben  Verhältnisse 
theilt,  wie  /^'  die  Strecke  Ä^B\    Ziehen  wir  daher  durch  Ä  unter  beliebiger. 

geeigneter  Richtung  eine  Gerade  cnd 
machen  auf  derselben  AC  =  A*!^. 
CD  =  P'B\  ziehen  femer  Dß 
und  CP  II  DJff,  so  ist  P  der  gesuchte 
Grundriss  von  P. 

11.  Sind  die  Ebene  tuid  die 
Gerade  durch  Spuren  und  Projectio- 
nen  auf  zwei  Ebenen  gegeben,  so 
kann  man  folgenden  Weg  ein- 
schlagen: 

Man  legt  durch ^^  eine  Veitical* 
ebene  V\  die  erste  Spur  derselben  ts: 
^'^' die  zweite  Spur  ^^',  Der  Grund- 
^  ^^^  riss  des  Schnittes  von  V  und  £  ta 

ABf,  der  Aufriss  C^D.  Da  nun  der  Schnitt  von  E  und  AB  offenbar  auf  der 
Schnittlinie  von  E  und  V  liegt,  so  folgt,  dass  P*  der  Aufriss  und  P  der  Grund- 
riss des  gesuchten  Schnittpunktes  ist 

Diese  Construction  versagt,  wenn  Äff  senkrecht  oder  nahezu  senkrecht  au: 
der  Projectionsachse  steht;  dann  muss  man  die  vorher  gegebenen  Mit^  an- 
wenden. 

Letzteres  empfiehlt  sich  auch  in  dem  Falle,  wenn  man  mehrere  Gerade  durch 
eine  Ebene  zu  schneiden  hat  — 

19.  Steht  eine  Gerade  senkrecht  auf  einer  Ebene»  so  ist  die  Normal- 
projection  der  Geraden  (auf  irgend  eine  Projectionsebene  11)  senkrecb; 
auf  der  Spur  der  Ebene. 

Beweis.    Ist  die  Ebene  E  senkrecht  auf  der  Geraden  G  und  sind  T  uikI  ij 
Spur  und  Projection  von  E  und  G  auf  die  Projectionsebene  II.  so  ist  die  Ebene 
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GG  senkrecht  auf  E  (weil  G  senkrecht  auf  E  ist)  und  auch  senkrecht   auf  11 

(als  projicirende  Ebene  von  G) ; 

also    auch    senkrecht    auf   der 

Schnittlinie  von  E  und  11,  d.  i. 

auf  der  Spur  TT.    Da  nun  TT 

senkrecht  auf  der  Ebene  GG  ist, 

so    ist  auch  7T  senkrecht  auf 

der  in  GG  liegenden  Geraden 

G\  — 

Mit  Hülfe  dieses  Lehrsatzes 
können  wir  den  Abstand  eines 
Punktes  von  einer  Ebene, 
den    Winkel    einer    Geraden    und 


(M.  290.) 


einer   Ebene,    den   Winkel    zweier 
Ebenen  und  eine  Reihe  daran  sich  anschliessender  Aufgaben  construiren. 

13.  Ist  eine  Ebene  E  durch 

Spur   und  Neigungswinkel   und  Q' 

ein  Punkt  durch  Projection  F'  A "  /  /*» 

und  Höhe  A  gegeben,  so  pro- 

jidre   man   E  und  P  auf  eine  T, 

durch  A  normal  zu  TT  gelegte 

Ebene.   Die  erste  Projection  des  ^■"■**---^  ^""^^^P" 

von  Z'  auf  ^  gefällten  Lothes  >t        - 

geht  nach  vorigem  Satze  durch  (M.  291.) 

J^  normal  zu  TT,  und  die  zweite  geht  durch  /*'  normal  zu  E^.    Folglich  ist 

Q"  die  zweite  Projection  des  Fusspunktes  des  von  P  auf  E  gefällten  Lothes,  Q' 

der  Grundriss  dieses  Fusspunktes  und  Q"I^'  die  wahre  Länge  des  Lothes. 

Sind  die  Ebene  und  der 
Punkt  durch  2wei  Spuren  und 
Projectionen  gegeben,  so  sind 
die  beiden  Projectionen  des 
Lothes  J^Q  die  Geraden, 
welche  durch  F*  und  P" 
normal  zu  E^  und  E^  gelegt 
sind.  Will  man  nur  die  Pro- 
jectionen des  Lothfusspunktes 
haben,  so  kann  man  den 
Schnitt  von  I^Q  und  E  aus 
den  Spuren  und  Projectionen 
nach  No.  1 1  finden.  Braucht 
man  —  wie  gewöhnlich  — 
auch  die  Länge  des  Lothes, 
so  schliesst  man  am  besten 
die   vorige  Constniction  an:  (M.  292.) 

Man   projicirt    E  und  -P   auf  eine   durch    A  normal   zu   E^    gelegte   Ebene, 
bestimmt  zunächst  jP"Q'"  normal  zu  E^  und  erhält  hierauf  Q'  und  daraus  Q". 

14.  Den  Winkel  einer  Geraden  und  einer  Ebene  erhält  nun  auf  fol- 
gendem Wege. 

Sind  TT  und  a  Spur  und  Neigungswinkel  der  Ebene  E,  femer  A*  und  B 
die  Projectionen,  g  und  A  die  Höhen  zweier  Punkte  der  Geraden,  so  bestimme 
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man  zunächst  in  bekannter  Weise  die  Projectionen  der  Ebene  E  und  der  Geraden 
AB  auf  eine  durch  C  normal  zu  TT  gelegte  Ebene.  Alsdann  sind  F**  und  F 
die  Projectionen  des  Schnittes  von  AB  und  E.  Zieht  man  weiter  B^'C?*  normal 
zu  E'\  B'G'  normal  zu  T  und  G'G  parallel  zu  T,  so  sind  B'G'  und  BG 
die  Projectionen  des  von  B  auf  E  gefällten  Lothes.  Der  Neigungswinkel  der 
Geraden  AB  gegen   die  Ebene  E  ist   der  bei  F  liegende  Winkel  des  recht- 

j  winkeligen  Dreiecks  GFB,     Die 

l,eine  ELathete  derselben,  GBy  \äi 


J'. 


-   J 
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gleich  ihrer  Projection  Ci?";  die 
andere  Kathete  FG  ist  die  Hypo- 
tenuse in  einem  rechtwinkeligen 
Dreieck,  dessen  eine  Kathete  F'G 
und  dessen  andere  Kathete  gleich 
dem  Unterschiede  von  F*Z^  und 
G^M  ist  Macht  man  also  IF 
-L  rG  und  gleich  BTT',  so  ist 
IG  =^  GF.     Macht   man    weiter 

GKl.  Gl  und  gleich  G'B',  so  ist  IGK^  FGB,  also  v  der  gesuchte  Neigungs- 

Winkel  und  nebenbei  IK  die  wahre  Länge  von  FB. 

15.  Um  aus  den  Spuren  E^,  Ej,,  F^,  F,  (Tafel  II,  3)  zweier  Ebenen  £ 
und  y^  ihren  Neigungswinkel  zu  bestimmen,  fallen  wir  von  einem  Punkte 
F  der  ersten  Projectionsebene  Lothe  auf  beide  Ebenen;  die  Projectionen  F^A, 
F^Ä\  FB*,  P^B*  stehen  senkrecht  auf  den  betreffenden  Spuren  von  E  und  /. 
Der  Winkel  dieser  Lothe  ist  bekanntlich  gleich  dem  Neigungswinkel  der  Ebenen; 
wir  haben  daher,  um  die  Aufgabe  zu  lösen,  nur  noch  den  Winkel  AFB  in  die 
Ebene  IT^  umzulegen. 

Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  zwei  auf  den  Lothen  liegende  Punkte 
A  und  B  eine  Gerade  und  bestimmen  deren  erste  Spur  C\  diese  liegt  auf  der 
Spur  der  Ebene  AFB,  also  ist  CP  diese  Spur.  Der  Abstand  des  Punktes  A 
von  derselben  ist  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks,  dessen  eine 
Kathete  das  von  A  auf  CP  gefällte  Loth  AD,  dessen  andere  Kathete  A'H  ist 
Macht  man  also  AG  J-  AD  und  gleich  A^H^  so  ist  GD  gleich  dem  Lothe  AD\ 
und  macht  man  femer  DA^=^  DG,  zieht  AC  und  macht  ^B -L C/^,  so  sind  A 
und  B  die  Umlegungen  von  A  und  B,  also  ist  A/"B  der  gesuchte  Neigungs- 
winkel. 

16.  Im  Anschlüsse  an  die  vorige  Construction  kann  man  leicht  die  Spuren 
der  Ebenen  bestimmen,  welche  die  Winkel  der  gegebenen  Ebenen 
halbiren  (Tafel  ü,  3). 

Die  von  F  auf  die  Halbirungsebenen  gefällten  Lothe  liegen  mit  den  Lotheo 
FA  und  FB  in  derselben  (zur  Schnittlinie  von  E  und  F  normalen)  Ebene  und 
halbiren  den  Winkel  AFB  und  seinen  Nebenwinkel.  Die  Uml^[ungen  dieser 
Lothe  sind  also  die  Halbirungslinie  PK  des  Winkeb  AFB  und  die  Normale 
dazu  PS,  Zieht  man  R^'  und  S5'  -L  CP,  so  sind  daher  PF'  und  PS 
die  Projectionen  der  von  P  auf  die  Halbirungsebenen  gefällten  Lothe.  Die 
ersten  Spuren  X^  Y^  dieser  Ebenen  sind  normal  zu  PF^  und  PS  und  g^cn 
durch  M\  die  zweiten  Spuren  X^,  Y^  gehen  durch  N  und  durch  die  Punkte»  b 
welchen  die  Achse  von  den  entsprechenden  ersten  Spuren  geschnitten  wird. 

17.  Ein  Dreieck  ABC  sei  durch  die  Projectionen  und  die  Höhen 
seiner  Eckpunkte,  eine  Ebene  £  durch  Spur  7T  und  Neigungswinkel 
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a  gegeben;  man  soll  die  Projection  des  Dreiecks  ABC  auf  die  Ebene 
E  construiren  (Tafel  11,4). 

Wir  legen  durch  einen  Punkt  O  der  Spur  T7  wieder  eine  Verticalebene 
normal  txl  1T\  ihre  Spur  OS  ist  normal  zu  TT  und  die  Projection  von  E  auf 
diese  Ebene  ist  die  Gerade  0E%^  welche  mit  OS  den  gegebenen  Neigungs- 
winkel a  einschliesst  Sind  PÄ\  Q,B^\  RC^  die  gegebenen  Höhen  der  Punkte 
ABC,  so  sind  Ä^B^C^  die  Projectionen  von  ABC  auf  die  verticale  Ebene. 
Zieht  man  nun  A'a'\  ff'V  und  C^V"  normal  zu  E^,  so  sind  fl"^'V"  die  Auf- 
risse der  Lothfusspunkte.  Die  Grundrisse  der  Lothe  gehen  durch  ABC  normal 
zu  TT,  zieht  man  a''a\  V'h\  c'W  normal  z\xOS  (also  parallel  TT)  so  sind  a'bU' 
die  Grundrisse  der  Lothfusspunkte.  Legt  man  nun  die  Figur  ade  in  die  Hori- 
zontalebene um,  so  ist  die  Umlegung  a^^^c^  die  gesuchte  Projection  des  Drei- 
ecks ABC  auf  die  Ebene  E, 

18.  Um  die  Entfernung  eines  Punktes  B  von  einer  Geraden  zu  be- 
stimmen, kann  man  folgenden  Weg  einschlagen: 

Die  Gerade  SA  sei 
durch  Spur  S,  Grundriss 
SA*  und  Neigungswinkel  a, 
der  Punkt  B  sei  durch 
Grundriss  und  Höhe  ge- 
geben. Wir  legen  eine 
Verticalebene  durch  SA\  ^j 
Die  Projection  SA"  von  ..  '•* 
SA  auf  diese  Ebene  ist  SA 
selbst,  bildet  also  mit  SA 
den  gegebenen  Neigungs- 
winkel a.  Ist  B'  der  Grund- 
riss des  gegebenen  Punktes, 
und  zieht  man  B'Q  normal 
zu  SA  und  macht  QB* 
gleich  der  gegebenen  Höhe 
des  Punktes  B,  so  ist  B'  der  Aufriss  von  B,  Es  sei  nun  BB  das  von  B  auf 
SA  gefällte  Loth. 

Ein  Schenkel  des  rechten  Winkels  BBA,  nämlich  BA,  (oder,  was  das- 
selbe ist,  SA")  liegt  in  der  Verticalebene;  also  ist  der  Aufriss  des  anderen 
Schenkels  B"B"  normal  zu  SA";  macht  man  noch  B^^B'  normal  zu  .S-^',  so 
ist  B'B'  der  Grundriss  des  Lothes  BB, 

Um  die  wahre  Länge  zu  bestimmen,  wollen  wir  diesmal  durch  S  eine 
Ebene  £  normal  zu  SA  legen;  der  Aufriss  derselben  ist  eine  Gerade  SE^  nor- 
mal zu  SA"  und  ihre  Horizontalspur  SEi  ist  normal  zu  SA.  Zieht  man  B^p" 
normal  zu  S£2  (also  parallel  zu  SA"),  so  ist  p"  der  Aufriss  der  Projection  von 
B  auf  die  Ebene  E;  macht  man  femer  Ss  =  Sp",  spo  \\  SEi  und  B'po  JL  SEi 
(also  II  SA^,  so  ist  pQ  die  Umlegung  dieser  Projection  in  die  horizontale  Ebene. 
5  ist  die  Projection  von  B  (wie  überhaupt  der  ganzen  Geraden  .S^^)  auf  die 
Ebene  £;  also  ist  Spo  die  Umlegung  der  Projection  von  BB  auf -5;  da  nun  BB 
parallel  der  Ebene  E  ist,  so  ist  BB  gleich  poS,  also  ist  poS  die  wahre  Länge 
des  gesuchten  Abstandes  des  Punktes  B  von  der  Geraden  «S^. 

Wir  schliessen  hieran  noch  folgende  Betrachtung: 

Dreht  sich  der  Pimkt  B  um  die  Gerade  SA,  so  beschreibt  er  einen  Kreis, 
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der  FR  zum  Radius  und  E  zum  Centrum  hat.  Dieser  Kreis  liegt  parallel  zur 
Ebene  E,  seine  Projection  auf  E  ist  also  mit  ihm  congruent  und  zwar  der  um  S 
mit  dem  Radius  Sp{^  beschriebene  Kreis.  Hat  man  nun  die  Aufgabe  zu  lösen, 
den  Punkt  P  um  die  Gerade  SA  um  einen  gegebenen  Winkel  e  zu  drehen,  so 
mache  man  /o*S'^3o  =  c>  p^S  =  ^aS]  dann  ist  Jjo  die  Projection  von  F  auf  E  nach 
der  Drehung.  Zieht  man  'i^tA-.SÄ,  macht  5p"  =  5/  und  zieht  jj"|J"  JL5^, 
(d.  i.  II  SÄ')  bis  in  die  Gerade  F'R'\  so  ist  ^"  der  Aufriss  von  F  nach  der 
Drehung. 

Aus  ^Jo  und  Sß"  bestimmt  man  in  bekannter  Weise  den  Grundriss  ^'. 

19.  Um  den  kürzesten  Abstand  zweier  Geraden  a,  b  aus  deren  Pro- 
jectionen  zu  finden,  bemerke  man,  dass  dieser  kürzeste  Abstand  bekanntlich 
gleich  dem  Abstände  der  Geraden  b  von  der  Ebene  E  ist,  die  durch  a  parallel 
zu  b  gelegt  werden  kann;  ist  7  die  Projection  von  b  auf  E^  so  ist  der  Schnitt 
von  7  und  a  ein  Endpunkt  des  kürzesten  Abstandes  (Tafel  II,  5). 

Um  die  Spuren  von  E  zu  erhalten,  legen  wir  durch  einen  Punkt  von  «7, 
z.  B.  durch  den  zu  Ä'  gehörenden,  eine  Gerade  ß  parallel  zu  b\  der  Aufriss 
derselben  fallt  mit  ^"  zusammen,  der  Grundriss  geht  durch  Ä  parallel  zu  b\ 
Sind  nun  ^i  und  ^2  <üe  Spuren  von  a,  T\  und  Ti  die  von  %  so  sind  die  Ge- 
raden S\T\  und  ^2^2  die  Spuren  E^  und  Ej  der  Ebene  E. 

Auf  diese  Ebene  haben  wir  nun  b  zu  projiciren.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen 
wir  durch  einen  Punkt  von  ^,  etwa  B^  ein  Loth  zu  E^  —  ziehen  also  dessen 
Projectionen  durch  B  und  B>'  normal  zu  Ei  und  E2,  und  bestimmen  in  be- 
kannter Weise  die  Projection  des  Schnittes  C  des  Lothes  und  der  Ebene  E. 
Durch  diesen  Punkt  C  geht  die  Projection  von  b  auf  E\  da  nun  b\E,  so  sind 
auch  Grund-  und  Aufriss  der  Projection  7  parallel  zu  b*  und  V\  Zieht  man 
schliesslich  Z>'A'  parallel  Cff  und  2>"Ä"  parallel  zu  C'B\  so  sind  n\ 
und  Z>"A"  die  Projectionen  des  kürzesten  Abstandes  von  a  und  b. 
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eiseitige  Ecke,  die  reguläre  Ecke  und 
die  regulären  Polyeder. 

1.  Die  Constructionen  der  Plani> 
metrie  lassen  sich  auf  die  Construction 
von  Dreiecken  zurückführen,  —  in  ähn- 
licher Weise  werden  die  stereometrischen 
Constructionen  aus  der  Construction 
dreiseitiger  Ecken  aus  gegebenen 
Seiten  und  Winkeln  zusammen- 
gesetzt 

Wir  construiren  zunächst  eine  drei- 
seitige Ecke  aus  zwei  Kantenwinkeln 
und  dem  von  ihnen  eingeschlossenen 
Flächenwinkel. 

Es  seien ^C7^  und  ^C7Cdie  beiden 
gegebenen  Kantenwinkel,  EDF  der 
von  ihnen  eingeschlossene  Flächen- 
winkel und  ED^OA,  Wir  haben 
nun  den  Winkel  AOC  um  die  Kante 
OA  zu  drehen,  bis  AOC  mit  der 
Ebene  BOA  (d.  i.  mit  der  Projecdons- 
ebene)  den  Winkel  EDF  bildet 
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Legen  wir  eine  Verticalebene  normal  zu  OA  durch  Z>,  so  ist  DF  die  Pro- 
jection  von  AOC  auf  diese  Ebene  nach  erfolgter  Drehung.  Ist  DG  die  Ver- 
längerung von  DE  und  macht  man  DH=^  DG^  so  ist  H  die  Verticalprojection 
von  G  nach  der  Drehung,  und  wenn  HI-L  DE,  so  ist  /  der  Grundriss  von  G 
nach  der  Drehung,  also  k'  der  Grundriss  der  dritten  Kante  k  unserer  Ecke 
und  IH  die  Höhe  des  zu  /  gehörenden  Punktes  dieser  Kante  über  der 
Ebene  BOA. 

Macht  man  IKM  normal  zu  OB,  sowie  IL  normal  zu  IK  und  gleich  IH, 
femer  KM=  KL,  so  ist  MOB  der  dritte  Kantenwinkel  unserer  Ecke,  und  LKI 
der  Bn  OB  liegende  Flächenwinkel. 

Um  den  Flächenwinkel  an  der  Kante  k  zu  erhalten,  legen  ynr  eine  Ebene 
normal  zu  k;  deren  Spur  IVB  ist  normal  zu  k\  Diese  Ebene  schneidet 
die  Ecke  in  einem  Dreieck,  dessen  Basis  W/*  ist,  dessen  Spitze  B  auf  k  liegt 
und  dessen  Winkel  B  der  Normalschnitt  des  gesuchten  dritten  Flächenwinkels 
ist.  Das  von  B  auf  JV^B  gefällte  Loth  fallt  im  Grundriss  mit  Ol  zusammen,  hat 
/  zum  Fusspunkte,  und  steht  auch  normal  auf  k,  da  k  normal  zur  Ebene  NBB 
isL  Legt  man  die  Ebene  kk  um,  indem  man  IQ  =  IH  macht,  so  ist  daher 
die  durch  /gezogene  Normale  t?R  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  70^  die  Um- 
legung der  Höhe  IB,  also  R  die  Umlegung  von  B.  Um  nun  das  Dreieck  NBB 
umzulegen,  mache  man  IB^  =:  TR,  dann  ist  NBBq  die  Umlegung  des  Dreiecks 
NBB  und  Winkel  NB(^  ist  der  Normalschnitt  des  bei  k  liegenden  Flächen- 
winkels unserer  Ecke. 

2.  Construction  einer  dreiseitigen  Ecke  aus  einem  Kantenwinkel 
{AOB)  und  den  beiden  anliegenden  Flächenwinkeln  {DCE  und  GEH, 
wobei  CD±-  OA  und  GE±-  OB  sei.) 

Macht  man  /Är=  Z  J/und 
normal  auf  CD  bez.  GE,  so 
ist  der  Grundriss  des  Punktes 
der  dritten  Kante,  der  um 
IK  von  der  Ebene  AOB  ab- 
steht, von  den  Geraden  OA 
und  Oj9  um  die  Strecken  CI 
und  LE  entfernt  Bringt  man 
daher  die  Geraden  IK  und 
ZJ/zum  Durchschnitt,  so  geht 
der  Grundriss  k*  der  dritten 
Kante  k  durch  den  Schnittpunkt 
N  Macht  man  NS±OA, 
NT±OB,  sowie  BS  =  CK 
und  ö^=  ^^*  so  sind  AOS 
und  TOB  die  beiden  übrigen 
Kantenwinkel  unserer  Ecke; 
der  an  Jk  liegende  Flächen- 
winkel kann  so  wie  im  vorigen 
Falle  gefunden  werden. 

3.  Um  eine  dreiseitige 
Ecke  zu  construiren,   von 

der  die  drei  Kantenwinkel  BOA,  AOC  und  DOB  gegeben  sind,  haben 
wir  zwei  der  Kantenwinkel,  AOC  und  DOB,  um  die  Kanten  OA  und  OB  zu 
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drehen,  bis  die  Kanten  OC  und  OD  in  eine 
zusammenfallen.  Machen  wir  OE^^OF,  so 
föllt  nach  der  Drehung  E  mit  F  zusammen. 
Die  Projection  von  E  auf  die  Ebene  AOB 
beschreibt  bei  der  Drehung  um  OA  eine  Ge- 
rade EI  normal  zu  OA^  und  die  Projection  von 
F  beschreibt  dabei  FI  normal  zu  OB\  der 
Schnittpunkt  /  von  EI  und  FI  ist  daher  der 
Grundriss  des  Punktes,  in  den  E  und  F  nach 
der  Drehung  zusammenfallen;  mithin  ist  K  der 
Grundriss  der  dritten  Kante  k  unserer  Exke. 
Macht  man  IK  JL  Gl,  IL  JL  FI^  und 
GK^  GE,  HL  =  HF,  so  geben  IK  sowie  IF 
die  Höhe  des  zu  /  gehörenden  Punktes  der 
Kante  k  an  und  IGK  und  LHI  messen  die 
Flächenwinkel  an  den  Kanten  OA  und  OB, 
^  ^-^  Der  Flächenwinkel  bei  k  kann  wie  unter  No.  1 

gefunden  werden. 

4.  Sind  von  einer  Ecke  die  drei  Flächenwinkel  gegeben,  so  construiren 
wir  zunächst  die  Polarecke  der  gesuchten  Ecke  und  zwar  nach  der  vorigen  Con- 
struction,  da  ja  die  Kantenwinkel  der  Polarecke  die  Supplemente  der  Flächen- 
winkel der  gegebenen  Ecke  sind.  In  der  Polarecke  construiren  wir  die  Flächen- 
winkel  und  nehmen  davon  die  Supplemente;  dies  sind  die  Kantenwinkel  der 
gesuchten  Ecke. 

5.  Um  eine  Ecke  aus  zwei  Kantenwinkeln  AOB  vndAOC  und  dem 

(T  AOC  gegenüberliegen- 

den Flächenwinkel 

EDF  (ED  JL  OB)  zu  con- 
struiren, legen  wir  durch  G 
eine  Verticalebene  K  nor- 
mal zu  OA;  diese  treffe 
OB  in  H,  OC  in  L  Die 
Ebene  IV,  welche  durch 
OB  geht  und  mit  AOB 
den  Flächenwinkel  a  ein- 
schliesst,  wird  von  V  in 
einer  Geraden  geschnitten, 
deren  Umlegnng  in  AOB 
sich  ergiebt,  wenn  wir 
GL  J-  ED  und  GAf^  KL 
machen. 

Nun  ist  der  WinkeM  6>r 
so  lange  zu  drehen,  bis  die 
Kante  O  C  auf  der  Ebene  W  liegt.  Bei  dieser  Drehung  bewegt  sich  /  auf  der 
Ebene  V  und  beschreibt  einen  Kreis  mit  Centrum  G  von  /  aus  bis  zum  Schnit: 
N  dieses  Kreises  mit  HM,  N  ist  daher  die  Umlegung  des  Schnittpunktes  der 
Ebene  Fmit  der  dritten  Kante  k  unserer  gesuchten  Ecke;  ist  NP1.GI,  so  ist 
k*  der  Grundriss  der  dritten  Kante  und  NP  die  Höhe  des  zu  P  gehörenden 
Punktes  derselben  über  AOB\  femer  ist  HG N  der  an  OA  liegende  FlächenwinkcL 
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Zieht  man  PR  J-  DE  (also  ||  OB)  und  PS  J-  OB,  und  macht  5r  =  DR, 
so  ist  TOB  der  dritte  Kantenwinkel  unserer  Ecke;  der  an  k  liegende  Flächen- 
mnkel  wird  wie  bei  No.  1  gefunden. 

Ist  GI^  GH  (also  AOC^  BOA),  so  trifft  der  Kreis  mit  Radius  Gl 
den  Schenkel  HM  nur  einmal;  der  zweite  Schnittpunkt  mit  der  unbegrenzten 
Geraden  HM  fällt  in  die  Verlängerung  über  H  hinaus  oder  auf  H  und  giebt 
keine  Lösung  unserer  Aufgabe. 

Ist  GI<.  GH,  doch  noch  grösser,  als  das  Loth  von  G  2Mi  HM,  so  hat  der 
Kreis  mit  der  Geraden  HM  zwei  brauchbare  Schnittpunkte,  und  die  Aufgabe 
hat  daher  zwei  Auflösungen. 

Ist  Gl  gleich  dem  Lothe  von  G  auf  HN,  so  berührt  der  Kreis  die  Ge- 
rade HN  und  die  Aufgabe  hat  nur  eine  Lösung,  nämlich  eine  bei  k  recht- 
winkelige Ecke. 

Ist  Gl  kleiner  als  das  Loth,  so  trifft  der  Kreis  die  Gerade  HM  nicht,  und 
die  Aufgabe  ist  daher  nicht  lösbar. 

6.  Die  Construction  einer  Ecke,  von  welcher  zwei  Flächenwinkel  und  der 
demeinen  von  ihnen  gegenüberliegenden  Kantenwinkelgegeben  sind,  kann 
erfolgen,  indem  man  zunächst  die  Polarecke  construirt,  von  welcher  zwei  Kanten- 
winkel und  der  dem  einen  gegenüberliegende  Flächenwinkel  (nämlich  die  Supple- 
mente der  gegebenen  Winkel)  bekannt  sind.  Aus  den  Stücken  der  Polarecke 
erhält  man  durch  Herstellung  der  Supplemente  die  Stücke  der  gesuchten  Ecke. 

7.  Unter  einer  regulären  «seitigenEcke  versteht  man  eine  Ecke,  welche 
»gleiche  Kantenwinkel  und  ;; gleiche  Flächenwinkel  enthält. 

Schneidet  man  eine  reguläre  useitige  Ecke  durch  eine  Kugel,  die  den 
Scheitel  der  Ecke  zum  Centrum  hat,  so  ist  der  entstehende  Kugelschnitt  der 
Ecke  ein  reguläres  »seitiges  sphärisches  Polygon.  Ebenso,  wie  den  entsprechen- 
den Satz  ^  ebene  reguläre  »-Ecke  beweist  man,  dass  die  Hauptkreise,  welche 
die  Winkel  eines  regulären  »seitigen  Polygons  halbiren,  sich  in  einem  Punkte 
treffen;  dieser  Punkt  hat  gleiche  sphärische  Abstände  von  den  Ecken  des  Poly- 
gons und  ist  auch  gleichweit  von  den  Seiten  entfernt;  er  ist  also  das  gemein- 
same Centrum  eines  dem  sphärischen  Polygon  umschriebenen  und  eines  einge- 
schriebenen Kreises;  die  Ecken  eines  regulären  sphärischen  Polygons  liegen  also 
auf  einer  Ebene,  und  bilden  hier  die  Ecken  eines  regulären  Polygons,  dessen 
Centrum  der  Durchschnitt  der  Ebene  mit  dem  nach  dem  sphärischen  Centrum 
des  sphärischen  Polygons  gezogenen  Kugelradius  ist. 

Für  die  reguläre  Ecke  ergeben  sich  hieraus  die  Sätze:  Die  Ebenen,  welche 
die  Winkel  einer  regulären  »seitigen  Ecke  halbiren,  schneiden  sich  in  einer 
Geraden,  die  durch  den  Scheitel  der  Ecke  geht;  diese  Gerade  —  die  Achse  der 
Ecke  —  bildet  gleiche  Winkel  mit  den  Kanten  der  Ecke  und  ist  gegen  die 
Seiten  der  Ecke  gleich  geneigt;  sie  ist  also  die  gemeinsame  Achse  eines  der 
Ecke  umgeschriebenen  und  eines  eingeschriebenen  Rotationskegels. 

Die  Punkte  auf  den  Kanten  einer  regulären  »seitigen  Ecke,  welche  gleich- 
weit vom  Scheitel  entfernt  ist,  liegen  auf  einer  Ebene  und  bilden  die  Ecken 
eines  regulären  «-Ecks,  dessen  Centrum  der  Durchschnitt  seiner  Ebene  mit  der 
Achse  ist 

Sind  daher  von  einer  regulären  «seitigen  Ecke  bereits  zwei  Kantenwinkel 
und  der  eingeschlossene  Flächenwinkel  construirt,  so  ergänzt  man  die  Ecke  am 
einfachsten,   indem   man  auf  den  drei  vorhandenen  Kanten  vom  Scheitel  aus 
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gleiche  Strecken  abträgt  und  durch  die  Endpunkte  eine  Ebene  legt;  diese  schneidet 
den  vorhandenen  Theil  der  Ecke  in  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen 
Winkel  eines  regulären  nEcks;  ergänzt  man  dasselbe  und  verbindet  die  Ecken 
dieses  Polygons  mit  dem  Scheitel  der  Ecke,  so  erhält  man  die  noch  fehlenden 
Kanten  der  Ecke. 

8.  Eine  reguläre  »-seitige  Ecke  ist  durch  ihren  Kantenwinkel  sowie  durch 
ihren  Flächenwinkel  bestimmt. 

Um  z.  B.  eine  reguläre  sechsseitige  Ecke  zu  construiren,  deren  Kanten- 
winkel die  gegebenen  Grössen  a 
(<  360° :  6)  hat,  construiren  wir  zu- 
nächst ein  reguläres  Sechseck -^j^CZ?^/". 
Gehen  die  Kanten  der  Ecke  durch  die 
Ecken  dieses  Sechsecks,  so  liegt  der 
Scheitel  auf  der  Geraden,  welche  durch 
das  Centrum  des  Sechsecks  normal  zur 
Ebene  desselben  errichtet  ist. 

Jeder  Punkt  dieser  Central-Normalen 
liefert  mit  zwei  folgenden  Ecken  A  und 
B    verbunden    ein    gleichschenkeliges 
(M.  299.)  Dreieck,  dessen  Basis  AB  ist,  und  das 

den  gegebenen  Winkel  a  an  der  Spitze  hat.  Wir  construiren  die  Umlegung 
dieses  Dreiecks  in  die  Ebene  des  Sechsecks,  indem  wir  Gerade  durch  A  und  B 
legen,  die  mit  der  Senkrechthalbirenden  von  AB  die  Winkel  HGA^=  BGH 
=  ^a  einschliessen.  Dreht  sich  ABG  um  AB^  so  bewegt  sich  der  Grundiiss 
von  G  auf  der  Geraden  GH\  liegt  der  Grundriss  der  Spitze  des  Dreiecks  in  ö, 
so  liegt  die  Spitze  selbst  auf  der  Central-Normalen  durch  O.  Legen  wir  die 
durch  OG  gehende  Verticalebene  um,  so  ist  Ol  (J-  OG)  die  Umlegung  der 
Normal-Centralen  des  Sechsecks,  und  der  Weg  des  Punktes  G  bei  der  Drehung 
ist  der  um  H  mit  Radius  HG  beschriebene  Kreis,  sein  Schnitt  mit  Ol  also  die 
Endlage  der  Spitze  G,  Mithin  ist  10  die  Höhe  des  Scheitels  der  gesuchten 
Ecke  über  der  Ebene  des  Sechsecks.  Mit  Hülfe  dieser  Höhe  kann  man  den 
Flächenwinkel  unserer  regulären  Ecke  aus  der  dreiseitigen  Ecke,  die  den  Scheitel  B 
und  die  Kanten  BA^  BQ  BT  hat,  ebenso  wie  in  No.  1  bestimmen. 

Hat  man  eine  reguläre  »seitige  Ecke  aus  dem  Flächenwinkel  zu  constuiren« 
so  suche  man  das  Supplement  dieses  Flächenwinkels  auf  und  constniire  eine 
reguläre  »seitige  Ecke,  welche  dieses  Supplement  zum  Kantenwinkel  hat;  diese 
Ecke  ist  die  Polarecke  der  gesuchten.  Bestimmt  man  den  Flächenwinkel  der 
Polarecke  und  nimmt  davon  das  Supplement,  so  ist  letzterer  der  Kantenwinkei 
der  gesuchten  Ecke.  — 

9.  Solcher  Polyeder,  deren  Flächen  alle  die  gleiche  Anzahl  Ecken  habea 
und  an  deren  Ecken  allen  die  gleiche  Anzahl  von  Flächen  liegt,  giebt  es  nach 
dem  EuLER'schen  Satze:  »Die  Anzahl  der  Ecken  und  Flächen  eines  Poly- 
eders ist  zusammen  um  zwei  Einheiten  grösser,  als  die  Anzahl  der 
Kanten«  —  nicht  mehr  als  fünf  Arten: 

1.  Tetraeder,  mit  4  dreieckigen  Flächen,  4  dreiflächigen  Ecken  und  6  Kanten; 

2.  Octaeder,  mit  8  dreieckigen  Flächen,  6  vierflächigen  Ecken,  und  12  Kanten; 

3.  Hexaeder,  mit  6  viereckigen  Flächen,  6  dreiflächigen  Ecken  und  12  Kanten; 

4.  Dodecaeder,  mit  12  fünfeckigen  Flächen,  20  dreiflächigen  Ecken  und 
30  Kanten; 
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5.  Icosaeder,  mit  20  dreieckigen  Flächen,  12  fünfflächigen  Ecken  und  SOKanten; 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  dergleichen  Polyeder,  über  die  der  EuLER*sche 
Satz  nur  aussagt,  dass  ihren  Bestimmungen  von  Seiten  dieses  Satzes  nichts  Wider- 
sprechendes nachgewiesen  werden  kann,  wirklich  existiren.  Die  Frage,  ob  es 
von  jeder  der  fünf  Polyederarten  auch  reguläre  Polyeder  giebt,  d.  i.  solche,  die 
von  regulären  Flächen  umschlossen  werden  und  reguläre  Ecken  haben,  kann 
nur  beantwortet  werden,  indem  man  reguläre  Polyeder,  von  den  nothwendigen 
Bestimmungsstücken  ausgehend,  zu  construiren  sucht. 

10.  Das  reguläre  Tetraeder.  Um  ein  reguläres  Tetraeder  (Tafel  II,  6)  mit 
der  Kante  a  zu  erhalten,  construiren  wir  zunächst  eine  Fläche  derselben,  also 
ein  gleichseitiges  Dreieck  ABQ  dessen  Seite  a  ist. 

Wir  construiren  bei  A  eine  Ecke  des  regulären  Tetraeders,  d.  i.  eine 
dreiseitige  reguläre  Ecke  mit  dem  Kantenwinkel  60°,  indem  wir  die  gleichseitigen 
Dreiecke  ABD  und  ACE  hinzufügen  und  von  D  und  ^Lothe  zvi  AB  und  AC 
ziehen;  diese  Lothe  sind  die  Geraden  BE  und  CD\  durch  ihren  Schnittpunkt 
F"  geht  der  Grundriss  der  dritten  Kante,  dieser  ist  daher  eine  Winkelhalbirende 
des  Dreiecks  ABC.  Ziehen  wir  F'HA-  PE  und  machen  GI£=  GE,  so  ist 
FH  die  Höhe  des  Punktes  F  über  der  Ebene  ABC 

Somit  haben  wir  am  Scheitel  A  eine  Ecke  des  regulären  Tetraeders  und 
die  drei  an  dieser  Ecke  liegenden  Flächen  ABC,  ACF  und  ABF  erhalten. 

Da  nun  CB  -=  CF^=^  FB  =  a^  so  ist  auch  CBF  ein  gleichseitiges  Dreieck, 
mithin  sind,  nach  Hinzufügung  der  Ebene  CBF,  die  Ecken  bei  B,  C  und 
F  reguläre  Tetraeder -Ecken,  also  ist  ABCF  die  Projection  des  gesuchten 
regulären  Tetraeders  auf  eine  seiner  Flächen  ABC 

Aus  der  Projection  und  der  Höhe  FIT  haben  wir  noch  eine  Verticalprojection 
A'B'C'F'  und  eine  Projection  ^'"^'"C*"/?*"  auf  eine  Ebene  entwickelt,  welche 
die  Spur  NN  (-L  MM)  und  den  Neigungswinkel  a  hat.  Bei  letzterer  hat  man 
sich  das  Auge  in  hinlänglich  grosser  Entfernung  von  der  Projectionsebene  auf 
derselben  Seite  zu  denken,  auf  welcher  der  projicirte  Körper  liegt,  und  den 
Körper  selbst  undurchsichtig;  die  Kanten,  welche  man  dann  sehen  kann,  sind 
als  ununterbrochene  Linien  gezeichnet,  die  unsichtbaren  als  unterbrochene. 

11.  Das  reguläre  Octaeder  (Tafel  III,  1).  An  jeder  Ecke  des  regulären 
Octaeders  liegen  vier  reguläre  Dreiecke;  die  Seiten  derselben,  welche  nicht  nach 
dem  Scheitel  der  Ecke  gehen,  bilden  ein  Quadrat;  dieses  Quadrat  sei  ABCD» 
A^B^OD*  sei  dessen  Gnmdriss  auf  einer  zu  ABCD  parallelen  Projectionsebene. 
Wir  projiciren  ABCD  sowie  alle  durch  die  Construction  gelieferten  Punkte  und 
Strecken  auf  eine  Verticalebene  durch  MM  und  auf  eine  schräge  Ebene,  welche 
NN  zur  Spur  und  den  Neigungswinkel  a  hat.  Auf  der  Central-Normalen  des 
Quadrats  ABCD  haben  wir  den  Punkt  aufzusuchen,  der  von  den  Ecken  des 
Quadrats  um  die  Seite  desselben  absteht;  dieser  Punkt  E  liegt  um  die  halbe 
Diagonale  E^D*  des  Quadrats  über  (oder  unter)  demselben.  Wir  legen  Ebenen 
durch  diesen  Punkt  E  und  durch  die  Seiten  des  Quadrats  und  erhalten  so  eine 
Ecke  des  regulären  Octaeders  und  die  an  ihr  liegenden  Flächen  EAB,  EBC, 
ECD,  EDA, 

Bei  A  liegen  nun  zwei  Kantenwinkel  und  ein  Flächenwinkel  einer 
regulären  Octaederecke,  DEB  sind  drei  Ecken  eines  Quadrats;  verlängern  wir 
die  Centralnormale  nach  unten,  suchen  den  Punkt  F  auf,  der  auf  ihr  so  weit 
unterhalb  ABCD  liegt,  wie  E  oberhalb,  so  ist  DEBF  ein  Quadrat;  legen  wir 
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zwei  Ebenen  durch  A  mvADF  und  BF^  so  ist  damit  eine  reguläre  Octaedcrcckc 
bei  A  vervollständigt. 

Bei  B  liegen  nun  drei  Kantenwinkel  und  die  von  ihnen  eingeschlossenen 
Flächenwinkel  (an  den  Kanten  BE  und  BA)  einer  regulären  Octaöderecke;  fügen 
wir  die  Ebene  BFC  hinzu,  so  ist  die  Octaederecke  vollständig. 

Ebenso  finden  wir  jetzt  bei  C  drei  Kantenwinkel  und  die  von  ihnen  einge- 
schlossenen Flächenwinkel  einer  regulären  Octaederecke,  die  wir  durch  die  Ebene 
CFD  vervollständigen;  durch  dieselbe  ist  auch  die  Octaederecke  bei  D  ven-oll- 
ständigt  worden  und  das  Polyeder  ist  nun  geschlossen.  Auch  ist  bei  F  noch  eine 
Ecke  entstanden,  die  ebenso  wie  die  bei  E  eine  reguläre  Octaederecke  ist. 

Aus  dieser  Construction  geht  hervor,  dass  man  ein  reguläres  Octaeder  erhält, 
wenn  man  drei  gleiche  Gerade  mit  ihren  Mittelpunkten  so  zusammenlegt,  das» 
sie  miteinander  rechte  Winkel  bilden;  die  sechs  Endpunkte  sind  dann  die  Ecken 
eines  regulären  Octaeders. 

12.  Das  reguläre  Hexaeder  (Tafel  III,  2)  wird  von  Quadraten  umschlossen, 
deren  je  drei  an  einer  Ecke  liegen.  Die  Ecken  und  Flächen  an  den  Eckpunkten 
der  Hexaederfläche  AB  CD  werden  daher  erhalten,  indem  wir  in  AB  CD  Lethe  zxa 
Ebene  des  Quadrats  errichten,  und  Aa  =  Bfk^=  C^  =  D8  =  AB  machen.  Die 
Punkte  aß 7  8  liegen  dann  in  einer  Parallelebene  zu  AB  CD  und  bilden  die  Ecken 
eines  Quadrats,  durch  welches  reguläre  Hexaederecken  bei  a,  p,  f  und  6  vervoll- 
ständigt werden. 

13.  Das  reguläre  Dodecaeder  (Tafel  HI,  3).  In  jeder  Ecke  des  regulären 
Dodecaeders  stossen  drei  reguläre  Fünfecke  zusammen,  der  Kantenwinkel  der  Dode- 
caederecke  beträgt  demnach  108°;  die  Endpunkte  der  drei  Kanten  einer  Ecke 
bilden  ein  gleichseitiges  Dreieck,  dessen  Seite  eine  Diagonale  einer  Fläche  des 
Dodecaeders  ist 

Wir  entwerfen  in  der  Projectionsebene  11  zunächst  ein  reguläres  Fünfeck,  das 
die  gegebene  Kante  des  Dodecaeders  zur  Seite  hat. 

Die  dritte  Kante  bei  A  bildet  mit  AB  und  AE  gleiche  Winkel  (108*^»  Bcgt 
also  in  der  Ebene,  welche  durch  die  Halbirungslinie  des  Winkels  BAE  geht  und 
auf  der  Ebene  des  Winkels  senkrecht  steht;  der  Grundriss  dieser  Kante  fällt  daher 
in  die  Halbirungslinie  i^A  des  Winkels  BAE,  Construirt  man  in  11  das  reguläre 
Fünfeck  Aol^^B,  so  hat  man  dasselbe  um  AB  zu  drehen,  bis  der  Grundriss 
von  d  in  mA  liegt  Zieht  man  tih  ^  AB,  so  kommt  nach  der  Drehung 
der  Grundriss  von  a  nach  F,  Zieht  man  femer  ße  -L  AB  und  schneidet  ßc  durch 
t-F,  so  ist  G*  der  Grundriss  von  ß  nach  der  Drehung.  Wir  werden  nachher 
sehen,  dass  coi^  =  coC,  dass  also  F'G*  die  Seite  des  dem  Kreise  mit  dem  Halb- 
messer coJ^'  eingeschriebenen  regulären  Zehnecks  ist  Wir  bestimmen  noch  die 
Projection  des  fünften  Eckpunkts  IT.  Machen  wir  /^t)  J-  Ö/^  und  hi\  ^  8«,  sowie 
G^'ö  -L  Si'',  so  sind  F\  und  %b  die  Höhen  der  zu  F*  und  G^  gehörenden  Punkte  Über 
der  Ebene  ABCDE. 

Nun  liegen  bei  B  zwei  Kantenwinkel  HBA,  ABC,  und  ein  Flächen- 
Winkel  (an  der  Kante  BA)  der  regulären  Dodecaederecke;  dieselbe  wird  daher 
durch  Hinzufügung  der  Ebene  CBH  vervollständigt,  und  es  ist  CBH^=  10*^ . 
Wir  ergänzen  das  reguläre  Fünfeck,  das  CB  und  BH  zu  Seiten  hat  —  Ebemo. 
wie  soeben  die  Dodecaederecke  bei  By  ergänzen  wir  mm  nacheinander  die 
Ecken  bei  C  und  D, 

Legen  wir  zur  Ergänzung  der  Ecke  E  eine  Ebene  durch  OE  und  EA^  s-^ 
schneidet  diese  die  Ebene  BAF  und  es  entsteht  bei  A  eine  EckCj  welche  emcn 


§  6.    Die  dreiseitige  Ecke,  die  reguläre  Ecke  und  die  regulären  Polyeder.  587 

Kantenwinkel,  EAB^  und  zwei  Flächenwinkel,  an  AK  und  an  AB^  einer  regulären 
Dodecaederecke  enthält,  also  eine  reguläre  Dodecaederecke  ist;  es  ist  daher  AF 
die  dritte  Kante  dieser  Ecke  und  OEAF  sind  vier  Ecken  eines  regulären  Fünf- 
ecks, dessen  fünfte  P  wir  hinzufügen. 

Wir  erhalten  so  eine  offene  polyedrische  Figur,  bestehend  aus  einem  regu- 
lären Fünfeck  als  Basis,  an  dessen  Seiten  sich  reguläre  Fünfecke  anlegen, 
deren  jedes  mit  dem  nächsten,  das  letzte  mit  dem  ersten,  eine  Seite  gemein  hat. 

An  jedem  der  Punkte  F^  H,  K,  M  und  O  liegen  zwei  Winkel  von  108°,  die 
einen  Flächenwinkel  der  regulären  Dodecaederecke  einschliessen.  Wir  ergänzen 
diese  fünf  Ecken  durch  Hinzufügung  der  dritten  Ebenen  dieser  Ecken,  also  durch 
die  Ebenen  PFG,  GHI,  IKL,  LMN,  NOP\  je  zwei  benachbarte  dieser  fünf 
Ebenen  schneiden  sich  in  Kanten,  die  von  G,  I,  L,  N,  O  ausgehen,  und  bilden 
an  diesen  Punkten  mit  den  schon  dort  vorhandenen  Fünfecken  dreiseitige  Ecken, 
welche  einen  Kantenwinkel  (z.  B.  FGH)  und  zwei  Flächenwinkel  (an  6^ i^  und  GH) 
einer  regulären  Dodecaederecke  haben;  also  sind  diese  Ecken  reguläre  Dode- 
caederecken. 

Machen  wir  auf  den  von  G,  /,  L  ausgehenden  Kanten  GQ  =  IR=^  LS 
=  AB,  so  entstehen  die  regulären  Pentagone  GHIRQ  und  IKLSR, 

Bei  R  finden  wir  nun  wieder  zwei  Kantenwinkel  von  108°,  die  einen  Flächen- 
winkel der  regulären  Dodecaederecke  (an  Rf)  einschliessen;  durch  die  Ebene  QRS 
wird  daher  die  Ecke  R  vervollständigt. 

Die  Ebene  QRS  schneide  die  von  iVund  /* ausgehenden  Kanten  in  T'und  U. 

Die  Ecke  S  hat  einen  Kantenwinkel  RSL  und  an  SR  und  SL  zwei  Flächen- 
winkel der  regulären  Dodecaederecke;  also  ist  die  Ecke  5  eine  reguläre  Dode- 
caederecke und  ^5Z=Z5r=108°.  Es  ist  daher  LSTNM  tm  reguläres 
Fünfeck. 

Ebenso  schliessen  wir,  dass  die  bei  T  und  dann,  dass  die  bei  U  und  bei  Q 
entstandenen  Ecken  reguläre  Dodecaederecken  sind;  woraus  sich  dann  weiter 
eigiebt,  dass  die  Fünfecke  WT'i/'-PÖ  imd  PUQGF  regulär  sind,  sowie  dass  die 
Wnkel  ST[/t=  7  C/Q  =:  C/QR=  lOS"",  dass  also  auch  QRS  TU  ein  reguläres 
Fünfeck  ist. 

Hierdurch  ist  der  Nachweis  und  die  Construction  des  regulären  Dodecaeders 
vollendet 

Dreht  man  das  Polyeder  um  die  Centralnormale  des  Fünfecks  ABCDE  bis 
A  nach  B  gelangt  (also  um  72°),  so  kommt  jede  Ecke  dieses  Fünfecks  an  die 
Stelle  der  nächstfolgenden;  daher  gelangt  auch  jedes  an  den  Seiten  dieses  Fünf- 
ecks liegende  Fünfeck  in  die  Lage  des  folgenden;  damit  auch  jedes  an  GHI^ 
IKLf  LMN,  NOP,  PFG  anliegende  Fünfeck  in  die  Lage  des  folgenden;  also 
endlich  auch  jede  Ecke  des  Fünfecks  QRS  TU  an  die  Stelle  des  folgenden.  Es 
sind  daher  die  Fünfecke  ABCDE  und  QRS  TU  parallel  und  haben  dieselbe 
Centralnormale. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  Projectionen  ffQ\  rR\  Z'5',  JSrT\  PU'  die 
Wmkel  des  Fünfecks  Q'R'S'T'U'  halbiren,  also  durch  w  gehen;  dass  die  Projectionen 
der  an  QRS  TU  liegenden  Fünfecke  congruent  denen  der  an  ABCDE  liegenden 
Fünfecke  sind;  dass  die  Punkte  F,  G,  If,  /,  K,  Z,  Af,  N,  O,  Pyon  m  gleichen  Ab- 
stand haben;  und  endlich,  dass  der  Abstand  der  Punkte  F,  H^  K^  M^  O  von 
der  Ebene  ABCDE  gleich  dem  Abstände  der  Punkte  ff,  /,  Z,  N,  P  von  der 
Ebene  QRS  TU  ist. 
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Aus  diesen  Angaben  lassen  sich  Projectionen  auf  verticale  oder  schräge 
Ebenen  leicht  construiren. 

14.  Das  reguläre  Icosaeder (Tafel  III,  4).  Eine  Ecke  des  regulären  Icosac- 
ders  wird  erhalten,  indem  wir  in  einer  Ebene  parallel  zur  Projectionsebene  ein 
reguläres  Fünfeck  ABC  DE  construiren,  das  die  Kante  des  Icosaeders  zur  Seite  haL 
Machen  wir  (oa-Lci)-^'  und  A'aL  =  A£,  so  ist  wa  die  Strecke,  um  welche  der 
Scheitel  der  Icosaederecke,  deren  Kanten  durch  die  Punkte  ABC  DE  gehen,  von 
der  Ebene  ABC  DE  entfernt  ist  Wir  wählen  noch  eine  zweite  Projectiomr 
ebene  Hg  normal  zu  B'E^  und  erhalten  als  zweite  Projection  der  Icosaederecke 
die  Figur  cü"^"^"C". 

Bei  A  liegen  zwei  Kantenwinkel  und  ein  Flächenwinkel  der  regulären  Ico- 
saederecke; wir  fügen  zu  den  Ecken  B^  co,  E  eines  regulären  Fünfecks  die  nocr 
fehlenden  Ecken  F  und  G  hinzu  und  ergänzen  dadurch  bei  A  eine  reguläre 
Icosaederecke.  Die  Ebene  des  Fünfecks  BvuEFG  ist  normal  zu  Hg,  seine  Pro- 
jection auf  FI  3  also  die  Gerade  o)"^". 

Die  Fünfecke  ABC  DE  und  BvuEFG  sind  congruent  und  haben  die  Ge- 
rade BE  gemein;  es  ist  daher  B"A"  z=:  B"ta"f  und  machen  wir  B*'C  =  B"C\ 
so  ist  G"  der  Aufriss  von  G  und  F;  die  Grundrisse  G*  und  F  liegen  in  den 
Geraden,  welche  durch  C  und  D^  normal  zu  B^E'  gelegt  werden. 

G  hat  gleiche  Abstände  von  B  und  A,  folglich  liegt  G  auf  der  normal- 
halbirenden  Ebene  von  AB,  und  ff  auf  der  Normalhalbirenden  von  A'B",  die 
zugleich  Halbirende  des  Winkels  A^taB'  ist. 

Aehnlich  ergänzen  wir  nun  der  Reihe  nach  die  regulären  Icosaederecken 
bei  B,  C,  D  und  E  und  erhalten  dabei  die  Punkte  If,  /,  K,  deren  Grundrisse 
auf  den  Halbirenden  der  Winkel  B*ü>C\  Cü>D\  D^taE*  liegen  und  von  o»  den- 
selben Abstand  haben,  wie  F  und  G\ 

Drehen  wir  das  Fünfeck  ABC  DE  um  die  Centralnormale  um  72**,  so  kommt 
jede  der  Icosaederecken  bei  A,  B,  C,  Z>,  E  mit  der  nächsten  zur  Deckung,  mit- 
hin kommt  jeder  der  fünf  Punkte  FGHIK  in  die  Lage  des  nächstfolgenden. 
Hieraus  folgt,  dass  FGHIK  ein  reguläres  Fünfeck  ist;  da  FG^^AB^  so  sind 
die  Fünfecke  FGHIK  nnd  ABCDE  congruent;  es  ist  also  auch  taff  ^=mA 
und  die  Punkte  ÄG'B'lTCrD'KET  sind  die  Ecken  eines  regulären  Zehnecks. 

Bei  F  liegen  jetzt  drei  Kantenwinkel  und  die  von  ihnen  eingeschlossenen 
Flächenwinkel  (an  FA  und  FE)  einer  regulären  Icosaederecke;  GAEK  sind 
daher  vier  Ecken  eines  regulären  Fünfecks;  wir  ergänzen  dasselbe  durch  Hinzu- 
fügung  der  fünften  Ecke  L  und  vervollständigen  dadurch  die  Ecke  /^  Es  «ird 
sich  nachher  zeigen,  dass  der  Grundriss  von  L  mit  o  zusammenfällt 

Bei  G  liegen  nun  vier  Kantenwinkel  und  die  von  ihnen  eingeschlossenec 
Flächenwinkel  einer  regulären  Icosaederecke;  LHBAF  \%t  daher  ein  regelmis- 
siges  Fünfeck  und  die  Ecke  G  wird  durch  Hinzuftlgung  der  Ebene  HGL  ver- 
vollständigt. 

In  gleicher  Weise  vervollständigen  wir  durch  die  Ebene  L HI  die  Ecke  bei  B 
Dann  bleibt  noch  eine  Lücke  ZIK]  fügen  wir  die  Ebene  Z /AT  hinzu,  so  schliessen 
wir  das  Polyeder  und  vervollständigen  zugleich  bei  /  und  K  reguläre  Icosaeder- 
ecken. Dabei  ist  nun  die  fUnfseitige  Ecke  Z  entstanden;  da  die  Konten 
durch  die  Eckpunkte  des  regulären  Fünfecks  FGHIK  gehen  und  gleich  der  Seite 
desselben  sind,  so  ist  die  Ecke  Z  ebenfalls  eine  reguläre  Icosaederecke,  ä1s> 
das  erhaltene  Polyeder  in  der  That  ein  reguläres  Icosaeder. 

Da  die  Ecke  Z  regulär  ist,  so  liegt  Z  auf  der  Centralnormalcn  von  FGHIK 
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die   zugleich  Centralnonnale  von  ABCDE  ist;    also  fallt  der  Grundriss  von  L 
mit  iD  zusammen*). 

§  7.    Das  Prisma  und  die  Pyramide. 

1.  Projicirt  man  ein  gerades  Prisma  (Tafel  IV,  1)  auf  die  Basis,  so  sind 
die  Ecken  der  Basis  die  Projectionen  der  Längskanten,  und  die  Seiten  der  Basis 
die  Projectionen  der  Seitenflächen.  Auf  eine  zur  Basis  senkrechte  Ebene  proji- 
ciren  sich  Basis  und  Endfläche  als  parallele  Gerade,  die  Längskanten  in  ihrer 
wahren  Länge  als  Normale  zu  den  Projectionen  von  Basis  und  Endfläche. 

Wird  das  gerade  Prisma,  dessen  Basis  ABCDE  in  der  Horizontalebene  liegt 
und  das  die  Höhe  -/4"a"  hat,  von  einer  Ebene  geschnitten,  deren  Spuren  Ej 
und  Ej  sind,  so  projiciren  wir  das  Prisma  am  einfachsten  auf  eine  Verticalebene 
normal  zu  E^.  Wir  erhalten  dadurch  die  Höhen  der  Punkte,  in  denen  die  Längs- 
kanten von  der  Ebene  E  geschnitten  werden  und  können  mit  derselben  jede 
andere  Verticalprojection  des  geschnittenen  Prisma  construiren. 

Um  die  Seitenflächen  des  Prisma  in  die  Projectionsebene  auszubreiten  (das 
Netz  des  Prisma  zu  entwickeln),  denken  wir  uns  die  Oberfläche  entlang  einer 
Längskante,  etwa  /5fa,  aufgeschnitten,  und  Basis  und  Endfläche  abgelöst.  Legen 
wir  nun  eine  Seitenfläche  AB^^  in  die  Projectionsebene  und  drehen  wir  die 
andern  um  die  Längskanten,  bis  sie  auch  in  die  Projectionsebene  fallen,  so  sind 
auch  jetzt  noch  die  Längskanten  parallel;  da  nun  die  einzelnen  Seitenflächen 
Rechtecke  sind,  so  setzen  sich  alle  ausgebreiteten  Seitenflächen  zu  einem  Recht- 
ecke zusammen,  dessen  Breite  die  Längskante  des  Prisma,  dessen  Länge  der  Peri- 
meter der  Basis  ist. 

Man  erhält  also  die  Ausbreitung  der  Seitenflächen,  wenn  man  auf  einer  Gera- 
den Strecken  A^  Bq,  Bq  Cq,  Cq  Dq,  Dq  £q,  £q  Aq  abträgt,  die  der  Reihe  nach 
den  Seiten  der  Prismenbasis  ABCDE  gleich  sind,  durch  die  Punkte  Aq  . ,  Eq 
Normalen  zu  AqA^  zieht,  und  diese  durch  eine  Parallele  zu  AqAq  begrenzt, 
die  von  ihnen  die  Längskante  abschneidet. 

Trägt  man  auf  den  Längskanten  des  Netzes  von  A^  Aq  aus  der  Reihe  nach 
die  Strecke  jeder  Längskante  ab,  die  unterhalb  der  Ebene  E  liegt,  so  wird  das 
Netz  des  durch  E  abgeschnittenen  Prismenstumpfes  erhalten. 

Bestimmt  man  die  Umlegung  der  Schnittfläche,  hängt  dieselbe  in  passender 
Weise  an  eine  Seite  der  Ausbreitung  der  Schnittfigur  und  hängt  ebenso  die 
Basis  und  Endfläche  an  den  Perimeter  AqAq  bez.  olqOLq,  so  ist  die  ganze  Ober- 
flache des  Prisma  und  des  Prismenstumpfes  ausgebreitet. 

2.  Ein  schiefes  Prisma  (Tafel  IV,  2)  ist  durch  die  Basis,  die  Projection 
einer  Kante  auf  die  Basis  imd  die  Höhe  bestimmt.  Das  in  der  Projectionsebene 
liegende  Fünfeck  ABCDE  sei  die  Basis  eines  Prisma  und  Aa*  die  Projection 
einer  Längskante,  so  entsteht  der  Grundriss  des  ganzen  Prisma,  wenn  wir 
By  =  Cy  =  Z>8'  =  Et*  parallel  und  gleich  Aa!  machen. 

Wir  projiciren  das  Prisma  auf  einer  Verticalebene  n^,  die  den  Längskanten 
parallel  ist,  deren  Spur  MM  also  parallel  Aa*  ist,  und  verwenden  dabei  die  gege- 
bene Höhe  aa*  des  Prisma.  Wir  legen  eine  Normalschnittebene  durch  A  und 
wollen  den  Normalschnitt  des  Prisma  projiciren  und  umlegen.    Die  Horizontal- 


*)  In  der  Figur  ist  in  Rücksicht  auf  die  Raumvertheilung  die  Umlegung  der  Projection  des 
Icosaedeis  auf  die  schrllg  zur  ersten  Projectionsebene  gestellte  Projectionsebene  um  eine  geeignete 
Strecke  an  die  erste  Projection  herangerückt  worden. 
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spur  AA'*  desselben  geht  durch  A  normal  zu  MAf,  und  die  Spur  auf  U^,  die 
zugleich  die  zweite  Projection  der  Schnittebene  ist,  geht  durch  A"  normal  n 
A"a'\  Ist  dies  die  Gerade  ^"^",  so  sind  A'F"G"ir'r  die  zweiten  Projectioncn 
der  Ebene  des  Normalschnitts  und  F"B",  ff'C,  H''jy\  /"^"  sind  die  Kanten- 
längen  zwischen  der  Basis  und  dem  Normalschnitte.  Aus  der  zweiten  Projection 
ergiebt  sich  der  Grundriss  und  die  Umlegung  A^  F^  G^  Hq  Iq  des  Normalschnitts; 
letztere  ist,  um  nicht  zu  viel  Linien  zusammenzudrängen,  um  ein  passendes  Stück 
parallel  verschoben  worden. 

Wird  das  Prisma  von  einer  zweiten  Ebene  geschnitten,  deren  Spur  FI*  und 
Neigungswinkel  ^  gegeben  sind,  so  projiciren  wir  das  Prisma  auf  eine  Veitical- 
ebene  FI  3  normal  zu  FF]  ihre  Spur  sei  NJV.  Wir  erhalten  so  die  dritten  Pro- 
jectionen  der  Punkte  der  Schnittfigur,  und  können  hieraus  die  ersten  und  zweiten 
ableiten,  sowie  die  Umlegung  der  Schnittfigur  (die  ebenfalls  parallel  verschoben 
worden  ist)  und  erhalten  aus  der  zweiten  Projection  noch  die  Kantenlängen 
zwischen  der  Basis  und  der  zweiten  Schnittebene. 

Schneiden  wir  die  Seitenfläche  des  Prisma  entlang  einer  Prismenkante  auf  und 
drehen  die  Seitenflächen  um  die  Kanten,  bis  sie  in  eine  Ebene  fallen,  so  breitet 
sich  der  Perimeter  des  Normalschnitts  zu  einer  Geraden  aus,  auf  welcher 
die  Längskanten  normal  stehen.  Um  das  Netz  des  Prisma  zu  erhalten,  haben 
wir  daher  auf  einer  Geraden  Strecken  a/,  fg^  gh^  hi^  ia  aufzutragen,  die  dei 
Reihe  nach  den  Seiten  des  Normalschnitts  A^  Fq  Gq  H^  7q  gleich  sind,  und  durch 
afghia  Normale  zu  aa  zu  ziehen. 

Auf  denselben  tragen  wir  auf/<^  =  F'F\  gc  =  G'C\  hd=  H'n\  ie^TE 
und  machen  an.=^b^  =  c^  =^5  =  ^e  =  Ä^f£\  so  haben  wir  die  Ausbreitung  der 
Seitenflächen;  zur  Vervollständigung  des  Netzes  fügen  wir  in  passender  Weise 
noch  Basis  und  Endfläche  hinzu. 

Mit  Hülfe  der  aus  der  zweiten  Projection  zu  entnehmenden  Kantenabschnitte 
können  wir  noch  die  zweite,  schräge  Schnittfläche  in  das  Netz  eintragen  und  an 
den  ausgebreiteten  Perimeter  derselben  die  Umlegung  der  Schnittfigur  hängen. 

3.  Eine  Pyramide  (Tafel  IV,  3)  ist  durch  die  Basis,  die  Projection  der  Spitze 
auf  die  Basis  und  die  Höhe  bestimmt. 

Das  in  der  Projectionsebene  liegende  Sechseck  ABCDEF  sei  die  Basis 
einer  Pyramide,  *S'  die  Projection  der  Spitze,  und  ausserdem  sei  die  Höhe 
gegeben. 

Aus  Grundriss  und  Höhe  erhalten  wir  die  Projection  S'' Ä' B"  C ZT' E' F* 
auf  eine  beliebige  Verticalebene  112. 

Um  den  Schnitt  der  Pyramide  mit  der  Ebene  £  zu  erhalten^  die  die  Spar 
T7  und  Neigungswinkel  a  hat,  projiciren  wir  die  Pyramide  auf  eine  Vertical- 
ebene FI  3  normal  zu  TT  und  erhalten  so  die  Projectionen  der  Schnittpunkte  der 
Pyramidenkanten   mit   E;    hieraus   ergeben   sich   der  Grundriss  G*  ITriCEM 
und    der   Aufriss    G' ITT K'' L' M''    der    Schnittfigur,    sowie    die    Uml^ui^ 

Zerschneiden  wir  den  Pyramidenmantel  längs  einer  Polkante  und  drehen 
die  Seitenflächen  um  die  Polkanten,  bis  sie  in  einer  Ebene  liegen,  so  erhallen  m 
sechs  Dreiecke,  die  die  Spitze  (5)  gemein  haben.  Um  diese  Dreiecke  constni- 
iren  zu  können,  müssen  wir  die  Kanten  bestimmen.  Diese  sind  die  Hypotenusen 
rechtwinkliger  Dreiecke,  welche  die  Höhe  der  Pyramide  als  gemeinsame 
Kathete  und  ausserdem  noch  die  Katheten  SA,  S*B,  S*C,  S*D,  S*£,  S^FhMhert 
Machen   wir  daher  2|a  gleich  der  Pyramidenhöhe  und  ^a^S'A,   ^d^SB, 
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pl^:  =  S*C,  pJ^  S'JD,  ^  =  S'E,  ft/=  S'F^  sind  2j,  Ib,  2r,  24  le,  If,  der  Reihe 
nach  gleich  den  Polkanten  SA,  SB,  SQ  SD,  S£,  SF  der  Pyramide.  Bestimmen 
wir  auf  den  Graden  la,  Id  etc.  die  Punkte  ^,  A,  i,  k,  l,  m,  so,  dass  sie  dieselben 
Höhen  über  Z^'V  haben,  wie  die  entsprechenden  Punkte  G",  £r\  F\  K\  rM'\ 
so  sind  ag,  bh,  ci,  dk,  ei,  fm  die  Kantenlängen  der  Pyramide,  welche  zwischen 
der  Basis  und  der  Schnittebene  liegen. 

Construiren  wir  nun  Sq^o  =  2  ä,  Sq^o  =  2^,  2o^o  ==  2^,  2o^o  =  2//,  2o^o=  2^, 

^o/o  ==  ff  und  «0^0  =  ^^f  ^0^0  =  ^^»  ^0^0  =  ^A  ^0^0  =  ^^*  ^0/0  =  ^^» 
/o'^o  =FA,  so  ist  ^QdQb^CQdQCQ/QaQ  die  Ausbreitung  der  Seitenflächen  der  Pyramide; 
durch  passendes  Anhängen  der  Grundfläche  wird  das  Netz  vervollständigt. 

Machen  wir  a^g^  =  ag,  b^h^  =  bh,  c^i^  =  et,  d^k^  =  dk,  e^l^  =  ^/,  /q^o 
=/m,  und  hängen  an  den  Perimeter  gQh^^J(/nQ  die  Umlegung  G^H^^^qM^  so 
haben  wir  damit  auch  das  Netz  des  von  E  abgeschnittenen  P)rramidenstumpfes 
hergestellt 

4.  Wir  wollen  zwei  Polyeder  A  und  B  in  eine  solche  gegenseitige 
Lage  bringen,  dass  sie  einen  Theil  C  des  Raumes  gemein  haben,  sich 
also  durchdringen.  Dann  kann  der  Fall  eintreten,  dass  das  eine  Polyeder, 
z.  B.  A,  in  drei  getrennte  Theile  zerfallt,  nämlich  in  den  beiden  Polyedern  gemein- 
samen Theil  C  und  beiderseit  an  C  anliegende  von  einander  völlig  getrennte 
Theile  D  und  E,  Die  gebrochene  Schnittfigur  der  beiden  Polyeder  besteht 
dann  aus  zwei  vollständig  getrennten  Zügen;  der  eine  Zug  bildet  die  Grenze 
zwischen  C  und  D,  der  andere  die  zwischen  C  und  E, 

Das  Polyeder  B  wird  dabei  im  Allgemeinen  nur  in  zwei  getrennte  Theile 
zerlegt,  deren  einer  der  gemeinsame  Theil  C  ist.  Entfernt  man  denselben,  so 
erscheint  das  Polyeder  B  durchbohrt;  einige  Kanten  und  Flächen  sind  völlig 
unterbrochen,  an  einigen  Flächen  fehlen  nur  zwei-  oder  mehrseitige  Ausschnitte, 
einige  Kanten  und  unter  Umständen  auch  einige  Flächen  sind  ganz  unverletzt. 

Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  jedes  der  beiden  Polyeder  nur 
in  zwej  getrennte  Theile  zerfallt,  deren  einer  der  gemeinsame  Theil  C  ist.  Die 
Linie,  in  der  sich  die  Polyeder  durchdringen,  bildet  dann  nur  einen  Zug,  nämlich 
die  zusammenhängende  Grenze  des  Theiles  C  und  des  übrigen  Theiles  von  A 
bez.  von  B. 

Ausser  den  Kanten  und  Flächen  in  beiden  Polyedern,  die  vollständig  unter- 
brochen sind,  giebt  es  dann  in  A  und  B  auch  unverletzte  Kanten  und  Flächen, 
von  denen  nur  Ausschnitte  fehlen,  unter  Umständen  kann  es  auch  ganz  unver- 
letzte Flächen  geben.  Ausser  diesen  beiden  Fällen  werden  wir  noch  Durch- 
dringungen kennen  lernen,  welche  als  Grenzfalle  zwischen  den  soeben  charakteri- 
sirten  liegen. 

Wu  wollen  uns  auf  die  Untersuchung  von  vier  Beispielen  beschränken,  und 
construiren  1.  die  Durchdringung  zweier  Prismen;  2.  die  Durchdringung  eines 
Prisma  und  einer  Pyramide;  3.  die  Durchdringung  zweier  Pyramiden;  während 
für  diese  Fälle  aus  der  Natur  der  sich  durchdringenden  Polyeder  besondere 
Constructionsweisen  sich  ergeben,  wollen  wir  schliesslich  4.  die  Durchdringung 
zweier  Tetraöder  nach  einer  Methode  construiren,  die  bei  allen  Durchdringungs- 
aufgaben anwendbar  ist. 

5.  Durchdringung  des  vierseitigen  Prisma  ABCDa^^B  (I)  und  des 
dreiseitigen  LMN\)f.^  (II)  (Tafel  V). 

Die  Durchdringung  zweier  Prismen  I  und  11  wird  am  einfachsten 
erhalten,  indem   man  durch  die  Kanten  des  einen  Prisma  I  Ebenen  legt,  die 
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mit  den  Kanten  des  anderen  parallel  sind;  diese  Ebenen  schneiden  die  Flächen 
der  Prisma  IL  in  Graden,  die  mit  den  Kanten  von  II  parallel  sind,  und  diese 
Schnittlinien  treffen  die  betreffende  Kante  von  I  in  den  Punkten,  in  welchen  sie 
in  das  Prisma  II  ein-  und  aus  ihm  austritt 

Wir  legen  daher  durch  den  auf  Aa  gelegenen  Punkt  £  eine  zu  ZX  parallele 
Grade  und  bestimmen  deren  Horizontalspur  F;  dann  ist  AjF  die  Horizontalspur 
der  Ebene  AEF^  also  einer  Ebene,  die  zu  den  Kanten  beider  Prismen  parallel  ist 

Hierauf  bestimmen  wir  die  Horizontalspuren  G,  /T,  /  der  Prismenkanten 
ZX,  if/ji,  iVv;  dann  ist  das  Dreieck  6^  Z^/ der  Schnitt  des  dreiseitigen  Prisma  und 
der  Horizontalebene. 

Ziehen  wir  HK\  AF,  so  ist  HK  die  Spur  der  durch  iVv  parallel  Ad  gelegten 
Ebene;  die  Schnitte  derselben  mit  den  Ebenen  V^olA  und  Z^Ö^Csind  daher 
die  durch  ZT  und  O  gelegten  Parallelen  zu  Aa.  Die  Schnitte  a  und  d  dies« 
Parallelen  mit  iVv  sind  die  Schnittpunkte  von  iVv  und  den  an  ^5  liegenden 
Ebenen  des  I.  Prisma.  Ziehen  wir  /F\\  AF,  und  Fe'  \\  Act  ||  AJ^^  so  sind  r 
und  d  die  Grundrisse  der  Punkte,  in  denen  M^  die  an  Z>8  liegenden  Ebenen 
des  I.  Prisma  schneidet. 

Es  ist  demnach  ac  der  Schnitt  der  Parallelogramme  Z^-^a  8  und  NM^y,  und 
bd  ist  der  Schnitt  von  NM^^  mit  Dh'^C. 

Wir  ziehen  ferner  GS\AF  und  Re'  ||  Sf  ||  Ar£  und  erhalten  so  die  Grund- 
risse der  Punkte  e  und  /,  in  welchen  die  Kante  ZX  die  Ebenen  D^^xCmoA  Ai}B 
durchschneidet. 

Die  Ebene  I^B-fC  wird  daher  von  den  Ebenen  M^\L  und  N^\L  in  den 
Graden  de  und  be  geschnitten,  und  das  Dreieck  bde  ist  der  Schnitt  des  II.  Prisma 
mit  der  Seite  D^^C  des  I.  Prisma. 

Die  Durchdringungslinie  beider  Prismen  besteht  also  hier  aus  zwei  getrennten 
Zügen,  deren  einer  bde  ist,  während  die  Grade  ac  und  der  Punkt  /  zum  anden 
Zuge  gehören. 

Vom  Schnitt  der  Ebenen  BA^ol  und  iVZXv  haben  wir  bereits  einen  Punkt 
/;  um  einen  zweiten  zu  erhalten,  schneiden  wir  mit  IfK  durch  die  Grade  ß-ff 
und  ziehen  T^'  \\  Aa',  Dann  ist  g/  die  gesuchte  Schnittlinie  und  daher  A  der 
Schnittpunkt  der  Kante  Aa  und  der  Ebene  iVZXv,  und  Aa  die  Schnittlinie  der 
Parallelogramme  iVZXv  und  AD^a. 

Vom  Schnitt  der  Ebenen  AD^a  und  LM^^  haben  wir  den  Punkt  c,  cio 
zweiter,  nämlich  der  Schnitt  von  ZX  mit  der  Ebene  AD  da,  wird  erhalten,  indem 
wir  mit  GS  die  Grade  DA  durchschneiden  und  C/i\\Aa'  ziehen.  Dann  ist  /. 
die  gesuchte  Schnittlinie;  mithin  k  der  Schnitt  von  Aa  und  der  Ebene  LMj^*^ 
und  kc  und  kf  sind  die  Schnittlinien  des  Parallelogramms  MLX\k  mit  den 
Pararallelogrammen  DAad  und  AB^a. 

Das  unebene  Vieleck  a'c'k'f'h'  ist  daher  der  zweite  Zug  der  Durchdringungs- 
linie. 

Aus  dem  Grundriss  entwickelt  man  den  Aufriss  der  Durchdringungsfigur. 

In  der  Figur  sind  die  Theile  der  Kanten  jedes  Prisma,  die  im  Innern  de* 
andern  liegen,  weggelassen  worden;  alle  Constructionslinien,  die  nicht  Prismen- 
kanten sind  und  nicht  zur  Durchdringungsfigur  gehören,  sind  als  schwache  un- 
unterbrochene oder  unterbrochene  Striche  gezeichnet 

Die  Prismenkanten  und  die  Kanten  der  Durchdringungsfigur,  die  man  von  einem 
unendlich  fernen  Punkte  oberhalb  der  Horizontalebene  bez.  vor  der  Vcrticalebene 
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sehen  kann,  zeigen  sich  im  Grundriss,   bez.  Aufriss  als  stärkere  unterbrochene 
Linien,  die  unsichtbaren  als  stärkere  unterbrochene  Linien. 

Um  zu  entscheiden,  ob  ein  Punkt  X^  im  Grundrisse  sichtbar  oder  verdeckt 
ist,  legt  man  durch  X  eine  verticale  Gerade  und  bestimmt  die  Punkte,  in  welchen 
diese  Gerade  die  Seitenflächen  der  Figur  schneidet;  X  ist  sichtbar,  wenn  X 
höher  liegt  als  diese  Schnittpunkte.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  der  äusserste 
Umriss  der  Projection  einer  Figur  immer  sichtbar  ist.  Ferner  bemerke  man,  dass 
alle  von  einem  unsichtbaren  Punkte  ausgehenden  Kanten  in  der  Nähe  dieses 
Punktes  unsichtbar  sind,  während  sie  in  einiger  Entfernung  davon  sichtbar 
werden  können,  \vie  z.  B.  die  von  B  ausgehenden  Kanten  im  Grundriss  unserer 
Figur.  Die  von  einem  sichtbaren  Punkte  ausgehenden  Kanten  können  auch  in 
der  Nähe  des  Punktes  unsichtbar  sein,  wie  z.  B.  die  von  7'  ausgehende  Kante 
7'C  des  Grundrisses. 

Um  die  Netze  der  beiden  Prismen  zu  erhalten,  projiciren  wir  jedes  Prisma  auf 
eine  Verticalebene,  die  den  Kanten  parallel  ist,  und  bestimmen  die  Umlegung 
des  Normalschnitts;  es  ist  hierzu  nicht  nöthig,  den  Grundriss  des  Normalschnitts 
aufzusuchen,  man  wird  dies  vielmehr  gern  unterlassen,  da  sonst  der  Grundriss 
der  Figur  mit  Linien  zu  sehr  angefüllt  wird. 

Wir  bestimmen  noch  die  dritten  Projectionen  der  zu  den  Kanten  parallelen 
Geraden  Ka,  Ob,  Fe,  Qd,  Re,  Sf,  die  zugleich  die  wahren  Längen  dieser 
Geraden  sind;  suchen  im  Normalschnitt  die  Punkte  auf,  in  welchen  er  von  diesen 
Geraden  geschnitten  wird  (a,  B,  c,  b,  c,  f)  und  können  mit  Hülfe  dieser  Punkte 
und  mit  Hülfe  der  aus  der  dritten  Projection  zu  entnehmenden  Strecken  a^r, 
hb,  er,  td,  et,  \f  die  Durchdringungsfigur  in  das  Netz  des  1.  Prisma  eintragen. 

Um  in  das  Netz  des  2.  Prisma  die  Durchdringungsfigur  eintragen  zu  können, 
haben  wir  durch  k  und  h  Parallele  zu  ZX  zu  legen,  deren  Projection  auf 
die  zu  ZX  parallele  Verticalebene  zu  bestimmen  und  die  Schnittpunkte  dieser 
Parallelen  mit  dem  Normalschnitt  des  2.  Prisma  in  die  Umlegung  des  Normal- 
schnittes einzutragen. 

Wer  zum  ersten  Male  eine  Durchdringungsaufgabe  löst  und  Mühe  hat,  sich 
beim  Anblick  der  Projectionen  die  räumliche  Figur  deutlich  vorzustellen,  der 
wird  gut  thun,  die  Netze  der  beiden  Prismen  nebst  den  Durchdringungsfiguren 
auf  Kartenpapier  zu  zeichnen.  Das  Netz  des  2.  Prisma  bleibt  in  unserem  Falle 
unverletzt,  im  1.  Prisma  schneidet  man  das  Fünfeck  ackfh  und  das  Dreieck  bde 
aus,  schneidet  dann  die  beiden  Netze  aus  und  kann  nun  das  Modell  jedes  Pris- 
ma herstellen,  indem  man  das  Netz  entlang  jeder  Seitenkante  geeignet  umbricht 
und  die  beim  Herstellen  des  Netzes  durch  Zerschneiden  getrennten  Ränder  wieder 
passend  vereinigt. 

Steckt  man  schliesslich  das  Modell  des  2.  Prisma  durch  die  Lücke  im 
L  Prisma,  so  erhält  man  ein  Modell  der  Durchdringungsfigur,  aus  dessen 
genauem  Anblick  man  auch  für  die  Construction  der  folgenden  Durchdringungs- 
aufgaben und  anderer  verwandter  Figuren  Nutzen  ziehen  wird. 

G.  Durchdringung  der  fünfseitigen  Pyramide  y4^CZ> ^i^mit  einem 
vierseitigen  Prisma. 

Das  vierseitige  Prisma  wollen  wir  uns  als  Prisma  im  weitem  Sinne  des  Wortes, 
d.  i.  als  die  Raumfigur  denken,  die  von  vier  Streifen  umschlossen  wird,  von  denen 
jeder  mit  dem  folgenden,  der  letzte  mit  dem  ersten  eine  Kante  gemein  hat;  aus 
einem  solchen  Prisma  wird  durch  irgend  zwei  parallele  Ebenen,  die  die  Längs- 
kanten schneiden,  ein  allseitig  begrenztes  Prisma  (im  engeren  Sinne)  ausgeschnitten. 
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Ein  unbegrenztes  vielseitiges  Prisma  ist  durch  Grund-  und  Aufriss  seiner 
(Längs-)Kanten  bestimmt;  um  es  deutlicher  zur  Anschauung  zu  bringen,  wollen 
wir  seinen  Durchschnitt  mit  der  Horizontalebene  angeben,  indem  wir  die  Hori- 
zontalspuren der  Prismenkanten  aufsuchen  und  der  Reihe  nach  verbinden ;  femer 
wollen  wir  in  passender  Entfernung  von  der  Pyramide  das  Prisma  durch  eine 
verticale  Ebene  schneiden,  deren  Grundriss  normal  zum  Grundriss  der  Prismen- 
kanten gewählt  werden  mag.  Wir  schneiden  dadurch  aus  dem  Prisma  den 
prismatischen  Abschnitt  GHIKLMNO  aus  (Tafel  VI,  1). 

Um  die  Punkte  der  Durchdringungsfigur  einer  Pyramide  mit  einem  Prisma 
zu  erhalten,  legen  wir  am  einfachsten  Ebenen  durch  die  Spitze  der  Pyramide 
und  durch  die  Kanten  des  Prisma.  Jede  solche  Ebene  schneidet  jede  Seiten- 
fläche der  Pyramide  in  einer  Geraden,  die  nach  der  Spitze  geht;  der  Schnin 
dieser  Geraden  mit  der  betreffenden  Prismenkante  ist  der  Schnitt  dieser  Kante 
mit  der  betreffenden  Seitenfläche  der  Pyramide. 

Die  Ebenen,  welche  durch  F  und  die  Kanten  des  Prisma  gelegt  werden, 
gehen  alle  durch  die  durch  F  gezogene  Parallele  zu  den  Prismenkanten;  P  sei 
Horizontalspur  dieser  Parallelen. 

Die  Horizontalspur  der  Ebene  FGL  ist  die  Gerade  PG\  die  Ebene  FGL 
schneidet  daher  die  Pyramidenflächen  FCB  und  FDE  in  den  Geraden  FQ  und  FR\ 
von  diesen  erhält  man  zunächst  die  Grundrisse  F^Q  und  FR  und  hieraus  kann 
man  die  Aufrisse  ableiten.  Der  Schnitt  J  von  FQ  und  GL  ist  der  Grundriss 
des  Punktes,  in  welchem  die  Ebene  FCB  von  der  Kante  GL  geschnitten  wird; 
und  der  Schnitt  von  F^^Q  und  ^^''Z"  giebt  den  Aufriss  «"  desselben  Schnittpunktes. 

Es  genügt  im  Allgemeinen,  den  Grundriss  d  als  Schnitt  von  FQ  und  GL 
zu  construiren  und  dann  ä"  als  den  zu  a!  gehörigen  Punkt  der  Geraden  G^L' 
zu  bestimmen;  in  dem  Falle  aber,  dass  F^Q  und  GV  sich  unter  einem  zu 
kleinen  Winkel  schneiden,  so  dass  ihr  Schnittpunkt  sich  nicht  mit  genügender 
Genauigkeit  angeben  lässt,  wird  man  auch  F"Q"  zeichnen,  um  zunächst  für  a' 
und  daraus  auch  für  a'  eine  genauere  Bestimmung  zu  erhalten. 

Im  Folgenden  wird,  wie  es  auch  bei  der  vorigen  Construcdon  geschah,  die 
Construction  an  der  Pyramide  und  dem  Prisma  selbst  entwickelt  und  weiter  keine 
Rücksicht  darauf  genommen  werden,  ob  man  von  nun  an  den  Grundriss  allein 
zur  Herstellung  der  Grundrisse  aller  nöthigen  Punkte  der  Durchdringungsfigui 
benutzt,  und  nachher  den  Aufriss  entwickelt,  oder  ob  man  zur  genauem  Be- 
stimmung einzelner  Punkte  erst  den  Aufriss,  und  dann  den  Grundriss  aufsucht 

Wir  legen  nun  eine  Ebene  durch  F  und  die  Prismenkante  A'ö.  Die  Hc»n- 
zontalspur  dieser  Ebene  ist  PK;  daher  werden  die  Pyramidenflächen  FCB  und 
FZ>F  von  der  Ebene  FKO  in  den  Geraden  SF  und  TF,  also  von  der  Kan!c 
KO  in  den  Punkten  c  und  d  geschnitten. 

Die  Dreiecke  FCB  und  F£>£  schneiden  also  das  Trapez  GLOA'in  de^ 
Geraden  ac  und  da. 

Von  den  Schnitten  derselben  Dreiecke  mit  dem  Trapez  OK  IN  haben  >*u 
je  einen  Punkt,  c  und  d\  noch  einen  Punkt  jeder  der  beiden  Schnittlinien  erlul- 
tcn  wir,  wenn  wir  den  Schnitt  der  Kante  IN  mit  den  beiden  Dreieckscbencr 
aufsuchen.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  /*/,  schneiden  damit  durch  die  Vct 
längerungen  von  CB  und  DE  und  verbinden  die  Schnittpunkte  mit  F\  dann  sin*. 
e  und  /  die  Schnittpunkte  von  FCB  und  FDE  mit  /iV,  und  mithin  g  und  h  die 
Schnittpunkte  der  Pyramidenkanten  FB  und  FE  mit  der  Prismenfläche  KIS^^- 
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Wir  verbinden  nun  V  und  U  mit  F  und  erhalten  so  die  Schnittpunkte  k  und 
/  der  Kante  IN  mit  den  Ebenen  FBA  und  FAE, 

Das  Trapez  OK  IN  schneidet  die  Pyramide  in  den  beiden  gebrochenen 
Linien  cgi  und  dhk. 

Durch  die  Geraden  PH^  FY  und  FZ  erhalten  wir  die  Schnittpunkte  /  und 
m  der  Kante  HM  mit  den  Pyramidenflächen  FBC  und  FAE,  Wir  ziehen  la 
und  erhalten  so  den  Schnitt  des  Trapezes  GH  ML  und  des  Dreiecks  FBC,  so 
wie  den  Schnittpunkt  n  dieses  Trapezes  mit  der  Pyramidenkante  FB, 

Um  nun  den  Schnitt  des  Dreiecks  FAE  und  des  Trapezes  GH  ML,  von 
dem  wir  schon  einen  Punkt  m  besitzen,  zu  erhalten,  suchen  wir  den  Schnitt  der 
Kante  GL  und  des  Dreiecks  FAE  auf,  indem  wir  mit  PG  durch  -<4J5  schneiden 
und  Z^  mit  F  verbinden;  dann  ist  p  der  gesuchte  Schnittpunkt,  und  pm  die  ge- 
suchte Schnittlinie.  Die  Schnitte  o  und  q  derselben  mit  den  Kanten  FA  und 
FE  sind  die  Punkte,  in  welchen  FA  und  FE  die  Ebene  HGLM  durchdringen, 
und  oq  ist  die  Schnittlinie  des  Dreiecks  FAE  und  des  Trapezes  HGLM, 

Die  gebrochene  Linie  anoqb  ist  daher  der  Schnitt  des  Trapezes  GHML  mit 
der  Pyramide. 

Die  Punkte  k  und  m  sind  die  Schnitte  von  IN  und  HM  mit  der  Ebene 
FAEf  mithin  ist  km  die  Schnittlinie  von  FAE  und  IHMN,  und  r  der  Schnitt 
desselben  Trapezes  mit  der  Pyramidenkante  FA,  Daraus  ergiebt  sich  endlich 
noch  ri  als  Schnitt  des  Trapezes  HINM  und  des  Dreiecks  FAB. 

Die  Pyramide  und  das  Prisma  scheiden  sich  also  längs  des  einfachen  Zuges 
anoqbdhkrigc.  Die  Pyramidenfläche  FCD  und  die  Prismenkante  HM  bleiben 
dabei  unverletzt 

Zur  Eintragung  der  Durchdringungsfigur  in  das  Netz  der  Pyramiden  bemer- 
ken wir  Folgendes:  Hat  man  nach  Tafel  IV,  3  die  wahren  Längen  der  Pyramiden- 
kanten hergestellt,  so  erhält  man  die  auf  den  Pyramidenkanten  liegenden  Punkte 
der  Durchdringungsfigur  ganz  so,  wie  dort  die  Punkte  g,  h^  i  etc.  des  Netzes. 
Um  einen  Punkt  der  Durchdringungsfigur,  der  nicht  auf  einer  P)rramidenkante 
liegt,  in  das  Netz  einzutragen,  z.  B.  den  Punkt  a,  tragen  wir  zunächst  FQ  mit 
Hülfe  des  Punktes  Q  in  das  Netz  ein.  Hierauf  theilen  wir  F^Q^  des  Netzes  im 
Verhaltniss  F'd :  dQ\  der  Theilpunkt  ist  der  zu  a  gehörige  Netzpunkt  a^, 

7.    Durchdringung  zweier  Ecken. 

Die  Durchdringung  zweier  Ecken  wird  am  einfachsten  gefunden,  indem  man 
Ebenen  durch  den  Scheitel  der  einen  Ecke  I  und  die  Kanten  a,  ß,  etc.  der 
andern  Ecke  legt.  Diese  Ebenen  gehen  alle  durch  die  Gerade,  welche  die 
Scheitel  beider  Ecken  verbindet,  ihre  Horizontalspuren  gehen  also  durch  die 
Horizontalspur  dieser  Gqraden,  und  ausserdem  durch  die  Horizontalspurcn  von 
<2,  ß,  etc.  Jede  solche  Ebene  schneidet  eine  Seitenfläche  von  I  in  einer  Geraden, 
und  der  Schnitt  dieser  Geraden  mit  der  betreffenden  Kante  der  anderen  Ecke 
ist  der  Schnitt  der  Seitenfläche  von  I  mit  dieser  Kante. 

Wir  wählen  als  Beispiel  die  Durchdringung  einer  fünfseitigen  und  einer  vier- 
seitigen Ecke  (Tafel  VI,  2).  Wir  schneiden  die  erstere  durch  die  Horizontalebene 
und  erhalten  dadurch  eine  fiinfseitige  Pyramide  ABCDEF,  Hierauf  bestimmen 
wir  die  Horizontalspur  M  der  Geraden  FL,  sowie  die  Horizontalspuren  MG, 
MHq,  Mh,  MKd  der  Ebenen  FLG,  FLH,  FLI,  FLK.  Die  Spur  MG 
der  Ebene  FLG  schneidet  die  Dreiecke  FAE  und  FBC  in  den  Geraden  PF 
und  QF,  mithin  sind  a  und  b  die  Schnitte  der  Kante  LG  mit  den  Dreiecken 
FAE  und  FBC 
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Die  Ebene  FLH  hat  die  Spur  MH^  und  schneidet  daher  dieselben  beiden 
Dreiecke  in  den  Geraden  FN  und  F0\  es  sind  somit  c  und  d  die  Schnitte 
dieser  beiden  Dreiecke  mit  der  Kante  LH. 

Hieraus  ergeben  sich  ac  und  bd  als  Schnittlinien  der  Dreiecke  FAE  unU 
FBC  mit  dem  Winkel  GLH, 

Durch  die  Spur  MK^  der  Ebene  FLK  und  die  Geraden  RF  und  SF  er- 
geben sich  die  Schnitti^unkte  g  und  //  der  Kante  LK  mit  den  Dreiecken  FVh 
und  FDC. 

Die  Geraden  Ml^y  TF  und  VF  ergeben  die  Schnittpunkte  e  und  /  der 
Dreiecke  FEA  und  FDC  mit  der  Kante  LI, 

Hieraus  folgt  ///  als  Schnitt  von  FDC  und  Z/Ä",  und  ec  als  Schnitt  von 
FEA  und  LHL 

Vom  Schnitte  der  Ebenen  FB  C  und  L IH  haben  wir  bereits  den  Punkt  d\ 
den  Punkt/,  in  welchem  FBC  von  Z/ geschnitten  wird,  erhalten  wir,  indem 
wir  LI  durch  FV  schneiden;  es  ist  daher  df  der  Schnitt  der  beiden  Ebenen 
FBC  und  Z/ZT,  sowie  femer  kf  der  Schnitt  von  FBC  und  A'ZZ 

Den  Schnitt  /  von  LG  mit  der  Ebene  FDC  erhalten  wir,  indem  wir  DC 
durch  MG  und  FW  durch  LG  schneiden.  Damit  haben  wir  den  Schnitt  hm 
von  FDC  und  LKGj  sowie  den  Schnitt  bm  von  LKG  und  FBC  gefimden. 

Das  unebene  Polygon  hkfdbnt  ist  ein  Zug  der  Durchdringungsfigur  der  bei- 
den Ecken. 

Von  dem  andern  Zuge  haben  wir  bereits  zwei  Seiten  ac  und  ce. 

Um  den  Schnitt  der  Ebenen  LIK  und  FEA  zu  erhalten,  bestimmen  wir 
den  Schnitt  von  LK  mit  FEA^  indem  wir  mit  MK  die  Verlängerung  von  AI 
durchschneiden  und  den  Schnittpunkt  H  mit  F  verbinden;  dann  ist  ne  die  ge- 
suchte Schnittlinie  und  o  der  Schnitt  von  FE  und  LKI. 

Dies  ergiebt  weiter  og  als  Schnitt  der  Dreiecke  FDE  und  LIK,  Verbinden 
wir  n  mit  ä,  so  erhalten  wir  den  Schnitt  der  Ebenen  LGK  und  FEA  und  f 
als  Schnitt  der  Kante  FE  mit  der  Ebene  LGK 

Ziehen  wir  noch  pg^  so  ist  nun  auch  der  zweite  Zug  aceogp  der  Durch- 
dnngungsfigur  vollendet. 

Ueber  die  Herstellung  der  Netze  gilt  dasselbe,  was  bei  der  vorigen  Aufgabe 
über  die  Constniction  des  Pyramidennetzes  bemerkt  worden  ist. 

8.  Durchdringung  zweier  Tetraeder  (Tafel  VII).  Bei  der  Constniction 
der  Durchdringung  der  beiden  Tetraeder  AB  CD  und  E FG II  "woW&a  vnx  eine 
Methode  anwenden,  die  in  jedem  Falle  zum  Ziele  führt,  wo  es  sich  um  Durch- 
dringung zweier  Polyeder  handelt. 

Wir  bestimmen  in  passender  Reihenfolge  die  Punkte,  in  denen  die  Kanten 
jedes  der  Polyeder  die  Oberfläche  des  andern  durchdringen. 

Wir  benutzen  dazu  die  Vcrticalebenen,  welche  durch  die  Kanten  jedes  Tc 
traeders  gelegt  werden;  dieselben  sollen  in  Kürze  mit  den  kleinen  gricchischt-n 
Buchstaben  bezeichnet  werden,  welche  im  Grundriss  an  die  Kanten  geschricl'cn 
sind. 

Um  den  Schnitt  von  FG  und  der  Ebene  ABC  z\x  erhalten,  suchen  yAx  die 
Schnittlinie  der  Ebenen  a  und  ABC  auf;  der  Schnittpunkt  derselben  mit  lo 
ist  der  Schnitt  von  FG  und  ABC 

Die  Ebene  a  schneidet /f  C  und -^  C  in  Punkten,  deren  Grundrisse /'  und  A" 
sind;  hieraus  ergiebt  sich  der  Aufriss  /"A'"  der  Schnittlinie  und  der  Aufriss  •»' 
des  Schnittpunktes,  und  aus  diesem  a\ 
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Der  Schnitt  b  von  GH  und  ACß  wird  gefunden,  indem  wir  den  Aufriss 
des  Schnittes  der  Ebene  ß  mit  den  Kanten  AC  und  BC  aus  dem  Grundriss  N'O' 
bestimmen,  und  G"H^'  mit  iV^'ö"  durchschneiden. 

Dies  ergiebt  ab  als  Schnittlinie  der  Dreiecke  FGH  und  ABC,  Wir 
bestimmen  nun  den  Schnitt  von  EGH  und  ABC\  dazu  haben  wir  schon  den 
Punkt  b  und  brauchen  noch  den  Schnittpunkt  c  von  GE  mit  y4i?C  Wir  durch- 
schneiden BC  und  -5^4  mit  der  Ebene  7,  erhalten  aus  dem  Grundriss  P(X  den 
Aufriss  der  Schnittlinie,  und  indem  wir  P^Q*'  mit  G^"jE"  durchschneiden,  folgt 
der  Aufriss  c"  des  gesuchten  Schnittpunktes. 

Verbinden  wir  c  mit  b  und  a  und  durchschneiden  AC  mit  diesen  Linien  in 
d  und  ^,  so  erhalten  wir  bd  und  «^  als  Schnitte  der  Ebenen  ACB  mit  EGH 
und  ^i^'i?. 

Für  den  Schnitt  von  ACD  und  EGH  construiren  wir  noch  den  Punkt/,  in 
welchem  CD  die  Ebene  EGH  durchdringt.  Aus  dem  Grundriss  RS^  construiren 
wir  den  Aufriss  ^"5"  und  erhalten  so  den  Aufriss  /"  und  hieraus  die  Schnittlinie 
df  und  den  Schnittpunkt  h  der  Ebene  ACD  mit  der  Kante  EH  (in  der  Figur 
befindet  sich  der  Buchstabe  K'  etwas  unter  dem  Punkte). 

Bei  h  schliesst  sich  der  Schnitt  der  Ebenen  ACD  und  EFH  zxi\  um  den- 
selben zu  erhalten,  suchen  wir  mit  Hülfe  der  Ebene  s  den  Schnitt  /  der  Kante 
DA  und  der  Ebene  EFH,  und  erhalten  so  den  gesuchten  Schnitt  ih.  Bestimmen 
wir  mittelst  der  Ebene  C  den  Schnitt  k  von  BD  und  EFH,  so  haben  wir  nun 
die  Linie  ik,  in  welcher  ABD  und  EFH  sich  schneiden. 

Vom  Schnitt  der  Ebenen  EGH  und  BCD  haben  wir  bereits  /;  wir  suchen 
mit  Benutzung  der  Ebene  ß  den  Schnittpunkt  /  der  Kante  GH  und  der  Ebene 
BCD\  dann  ist  If  die  gesuchte  Schnittlinie,  und  m  der  Schnittpunkt  von  BCD 
und  der  Kante  EH, 

Verbinden  wir  nun  m  mit  k^  so  erhalten  wir  den  Schnitt  der  Dreiecke  EFH 
und  BCD. 

Mit  Benutzung  der  schon  vorhin  verwendeten  Ebene  C  construiren  wir  nun 
den  Punkt  «,  in  welchem  BD  die  Ebene  FGH  durchstösst;  die  Strecke  In  ist 
der  Schnitt  der  Dreiecke  FGH  yxn^  BCD, 

Die  Ebene  a  liefert  uns  noch  den  Schnitt  o  der  Kante  FG  und  der  Ebene 
ABD,  und  nun  haben  wir  <?«,  den  Schnitt  der  Dreiecke  ABD  und  FGH, 

Fügen  wir  noch  mit  Benutzung  der  Ebene  e  den  Punkt  p  hinzu,  in  welchem 
EFG  von  der  Kante  AD  geschnitten  wird,  so  erhalten  wir  in.  den  Strecken  po 
und  pe  die  Schnitte  der  Dreiecke  ACD  uud  ADB  mit  dem  Dreiecke  EFG, 

Hierdurch  hat  sich  die  Durchdringungsfigur  geschlossen;  dieselbe  besteht 
in  unserm  Beispiele  aus  einem  Zuge,  nämlich  aus  dem  unebnen  Polygon 
abdhikmlnopea. 

Zur  Controle  bemerke  man,  dass  der  Schnitt  einer  Ebene  des  einen  Tetra- 
eders mit  einer  Ecke  des  anderen  ein  Dreieck  ist,  dessen  Eckpunkte  auf  den 
Kanten  der  Ecke  liegen;  die  Grundrisse  und  Aufrisse  der  Eckpunkte  liegen  also 
auf  den  Grundrissen  bez.  Aufrissen  der  betreffenden  Kanten.  So  schneidet  z.  B. 
die  Ebene  ABD  die  Ecke  des  anderen  Tetraeders,  dessen  Scheitel  F  ist,  in  den 
drei  Geraden  ik^  on  und  op\  die  Ecken  des  von  diesen  drei  Geraden  gebildeten 
Dreiecks  liegen  daher  der  Reihe  nach  auf  den  drei  Kanten  FGy  FE  und  FH 

Das  Netz  eines  der  beiden  Tetraeder,  z.  B.  das  von  EGFH  zu  erhalten, 
suchen  wir  die  wahre  Grösse  jeder  der  Tetraederkanten.  Zu  diesem  Zwecke 
trafen  wii*  von  ^inem  Punkte  3  aus,  d^r  auf  der  Achse  liegt,  Strecken  ja,  jfc,  je, 
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jb,  8«*  af  auf,  die  der  Reihe  nach  den  Grundrissen  GIT,  GF,  GE,  ITE,  FE, 
FH^  gleich  sind.  In  3,  a,  b,  c,  b,  e,  f  errichten  wir  Senkrechte  zur  Achse,  und 
ziehen  durch  G,  H^  F,  E  Parallelen  zur  Achse,  welche  die  in  g,  a,  b,  c  errichteten 
Senkrechten  in  g,  a^,  B^,  c^  schneiden;  dann  sind  ga^,  gB,,  gCj  der  Reihe  nach 
gleich  den  Tetraederkanten  GHy  GF^  GE,  Durchschneiden  wir  femer  mit  den 
durch  F  und  H  gezogenen  Parallelen  zur  Achse  die  in  f  und  3  errichteten  Nor- 
malen, und  mit  der  Parallelen  durch  E  die  Normalen  in  b  und  g,  so  sind  f|^ 
und  bi^  die  Kantenlängen  FH  und  ^^und  Cji  ist  die  Kantenlänge  EF, 

Aus  den  sechs  Kanten  kann  man  jede  Seitenfläche  des  Tetraeders  constniiren; 
hängt  man  die  Seitenflächen  in  passender  Weise  aneinander,  so  erhält  man  das 
Netz  des  Tetraeders. 

Wir  haben  nun  noch  die  Durchdringungsfigur  in  das  Netz  einzutragen;  die 
dazu  nöthigen  Constructionen  wollen  wir  an  dem  Theile  der  Durchdringungsfigur 
erläutern,  der  auf  der  Fläche  FGH  liegt. 

Ziehen  wir  durch  a"  und  ^"  Parallelen  zur  Achse  bis  zum  Durchschnitte  mit 
b^g,  so  sind  gn  und  gm  gleich  den  Kantenlängen  Ga  und  Go  und  können  in 
das  Netz  eingetragen  werden. 

Wir  ziehen  femer  eine  Parallele  durch  ^"  bis  zum  Durchschnitt  mit  fjb; 
dann  ist  o^  gleich  der  Strecke  qH  und  wird  auf  HF  in  das  Netz  eingetragen. 
Hiermit  ist  auch  oq  iva  Netze  gefunden. 

Die  Kantenlängen  Zf/^und  Hh  können  wir  durch  Parallelen  zur  Achse  auf 
a,g  nicht  abschneiden,  da  die  Schnitte  unter  zu  kleinen  Winkeln  erfolgen  würden. 
Wir  nehmen  daher  den  Grundriss  zu  Hülfe,  machen  3!  imd  }I  gleich  GV  und 
Gfy  ziehen  durch  f  und  l  Normalen  zur  Achse  und  erhalten  so  die  gesuchten 
Kantenlängen  gp  =  G^^,  gq==6^/,  die  wir  in  das  Netz  eintragen. 

Mittelst  einer  Parallelen  zur  Achse  durch  r"  schneiden  wir  auf  f|^  die  Strecke 
fit  =  i^r  ab,  und  bestimmen  damit  den  Punkt  r  im  Netze.  Der  Schnitt  der 
Geraden  oq  und  Ir  giebt  endlich  den  Netzpunkt  «.  In  gleicher  Weise  erhält 
man  im  Netze  die  übrigen  Theile  der  Durchdringungsfigur. 

§  8.    Der  Rotationscylinder. 

1.  Der  Rotationscylinder  ist  die  Fläche,  die  von  einer  Geraden  beschrieben 
wird,  welche  um  eine  zu  ihr  parallele  Gerade  rotirt.  Die  Rotationsachse  hcisst 
die  Achse  des  Cylinders,  der  Abstand  der  rotirenden  Geraden  von  der  Achse 
heisst  der  Radius  des  Cylinders. 

Eine  Ebene,  welche  die  Achse  des  Cylinders  enthält,  schneidet  den  Cylinder 
in  zwei  zur  Achse  parallelen  Geraden,  welche  von  ihr  um  den  Cylinderradios 
nach  beiden  Seiten  abstehen;  diese  Geraden  heissen  Mantellinien  des  Cylinders 
Eine  Ebene  senkrecht  zur  Achse  schneidet  den  Cylinder  in  einem  Kreise,  der 
den  Cylinderradius  zum  Radius  und  den  Schnitt  mit  der  Achse  zum  Ccfntruin 
hat;  auf  dem  Cylinder  giebt  es  unzählig  viele  solcher  Kreise,  die  alle  congnient 
sind,  und,  weil  sie  in  parallelen  Ebenen  liegen,  als  Parallelkreise  bezeichoet 
werden. 

Der  Rotationscylinder  ist  der  Ort  der  Punkte,  die  um  eine  gegebene  Strecke 
(den  Cylinderradius)  von  einer  festen  Geraden  (der  Cylinderachse)  entfernt  sind 

Die  Projection  des  Rotationscylinders  auf  eine  Ebene  senkrecht  zur  Achse 
ist  der  Parallelkreis,   der   auf  der  Frojectionsebene   liegt    Die  Punkte  dieses 
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Parallelkreises  sind  die  Projectionen  der  auf  der  Projectionsebene  senkrechten 
Mantellinien  und  der  Mittelpunkt  ist  die  Projection  der  Cylinderachse  *). 

2.  Eine  Gerade,  die  zur  Cylinderachse  parallel  ist,  hat  keinen  Punkt  mit 
dem  Cylinder  gemein,  wenn  ihr  Abstand  von  der  Cylinderachse  grösser  oder 
kleiner  ist,  wie  der  Cylinderradius;  ist  der  Abstand  gleich  dem  Cylinderradius, 
so  liegt  die  Gerade  auf  dem  Cylinder,  ist  eine  Mantellinie  des  Cylinders. 

Für  eine  Gerade,  die  zur  Cylinderachse  nicht  parallel  ist,  gelten  folgende 
Unterscheidungen : 

Ist  der  kürzeste  Abstand  der  Geraden  von  der  Cylinderachse  grösser,  als 
der  Cylinderradius,  so  liegen  alle  Punkte  der  Geraden  ausserhalb  des  Cylinders, 
die  Gerade  hat  also  mit  dem  Cylinder  keinen  Punkt  gemein.  —  Ist  der  kürzeste 
Abstand  einer  Geraden  von  der  Cylinderachse  gleich  dem  Cylinderradius,  so  liegt 
der  Punkt  der  Geraden  auf  dem  Cylinder,  in  welchem  das  gemeinsame  Loth 
der  Geraden  und  der  Cylinderachse  endigt;  alle  andern  Punkte  der  Geraden 
sind  um  mehr  als  den  Cylinderradius  von  der  Achse  entfernt,  liegen  also  ausser- 
halb des  Cylinders;  wir  sagen  in  diesem  Falle,  die  Gerade  berührt  den  Cylinder, 
ist  eine  Tangente  des  Cylinders.  —  Ist  der  kürzeste  Abstand  einer  Geraden  von 
der  Achse  eines  Cylinders  kleiner  als  der  Cylinderradius,  so  giebt  es  auf  der 
Geraden  gleichweit  vom  Fusspunkte  L  des  gemeinsamen  Lothes  der  Geraden 
und  der  Achse  zwei  Punkte  P  und  Q^  welche  um  den  Radius  von  der  Achse 
abstehen;  alle  Punkte  der  Geraden  zwischen  P  und  Q  liegen  innerhalb,  alle 
übrigen  Punkte  der  Geraden  ausserhalb  des  Cylinders;  die  Gerade  schneidet  also 
den  Cylinder  in  zwei  Punkten,  P  und  Q. 

Projiciren  wir  die  Gerade  und  den  Cylinder  auf  eine  Ebene  senkrecht  zur 
Cylinderachse,  so  ist  das  von  dem  Grund- 
riss  A  der  Achse  auf  den  Grundriss  BC 
der  Geraden  gefällte  Loth  ÄL!  parallel  und 
gleich  dem  kürzesten  Abstände  der  Cylinder- 
achse A  und  der  Geraden  BC.  Die  Ge- 
rade BC  trifft  daher  den  Cylinder  nicht, 
berührt  ihn  in  einem  Punkte  oder  schneidet 
ihn  in  zwei  Punkten,  je  nachdem  der 
Grundriss  BC  der  Geraden  den  Grund- 
riss des  Cylinders  verfehlt,  berührt,  oder 
zweimal  schneidet,  und  umgekehrt. 

Aus  dem  Grundriss  Z'  des  Berührungs- 
punktes L   (im  Falle   ü),    bez.    aus   den  ^^- ^'^ 
Grundrissen  P\  Q'  der  Schnittpunkte  (III)  bestimmt  man  die  Aufrisse  Z",  P',  Q" 
als  die  zu  Z',  P',  Q'  gehörenden  Punkte  des  Aufrisses  von  BC. 

3.  Alle  Geraden,  die  den  Cylinder  in  demselben  Punkte  Z  berühren,  stehen 
senkrecht  auf  dem  Radius  des  Punktes  Z,  liegen  also  auf  der  Ebene,  die  in  Z 
auf  dem  Cylinderradius  senkrecht  steht.  Diese  Ebene  heisst  die  Tangenten- 
ebene des  Cylinders  im  Punkte  Z;  man  sagt  von  ihr,  dass  sie  den  Cylinder 
im  Punkte  Z  berührt. 

Ausser  den  durch  Z  gehenden  Tangenten  enthält  diese  Ebene  auch  die  durch 
^  gehende  Mantellinie;  die  Ebene,  die  den  Cylinder  in  Z  berührt,  hat  also  mit 
dem  Cylinder  die  durch  Z  gehende  Mantellinie  X  gemein. 

•)  Wenn  in  §  8  von  einem  Cylinder  schlechthin  die  Rede  ist,  so  ist  immer  ein  Rotations- 
cylinder gemeint. 
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Hieraus  folgt  weiter,  dass  diese  Ebene  den  Cylinder  in  jedem  Punkte  der 
durch  L  gehenden  Mantellinie  X  berührt  Jede  Gerade  dieser  Ebene,  die  i 
schneidet,  ist  Tangente  des  Cylinders.  Insofern  man  von  den  Geraden  der 
Tangentialebene,  die  zu  X  parallel  sind,  sagen  kann,  dass  sie  X  in  einem  unend- 
lich fernen  Punkte  treffen,  kann  man  auch  sagen,  dass  sie  den  Cylinder  in  einem 
unendlich  fernen  Punkte  berühren. 

Spur  (und  Projection)  einer  Tangentialebene,  die  den  Cylinder  entlang  der 
Mantellinie  X  berührt,  auf  einer  zur  Cylinderachse  normalen  Ebene  11,  ist  die 
durch  X  gehende  Tangente  des  in  0  gelegenen  Parallelkreises. 

Es  giebt  zwei  Ebenen,  die  einen  Rotationscylinder  berühren  und  einer  mit 
der  Achse  nicht  gleichlaufenden  Geraden  parallel  sind.  Denn  diese  Ebenen 
sind  aus  der  Schaar  von  Parallelebenen  auszuwählen,  die  mit  der  Achse  und  der 
gegebenen  Geraden  parallel  sind;  und  zwar  sind  die  auszuwählen,  die  von  der 
Cylinderachse  um  den  Cylinderradius  abstehen;  deren  giebt  es  aber  zwei. 

Alle  Tangenten  eines  Rotationscylinders,  die  einer  gegebenen  mit  der  Achse 
nicht  gleichlaufenden  Geraden  parallel  sind,  liegen  auf  einer  der  beiden  zu  dieser 
Geraden  parallelen  Tangentialebene  des  Cylinders. 

4.  Wird  ein  Cylinder  auf  eine  Ebene  durch  Strahlen  projicirt,  die  zu  den 
Mantellinien  parallel  sind,  so  ist  die  Projection  jeder  Mantellinie  ein  Punkt;  die 
Projection  der  ganzen  Cylinderfläche  ist  also  die  krumme  Linie,  in  welcher  der 
Cylinder  die  Projectionsebene  schneidet. 

Sind  die  Projectionsstrahlen  nicht  parallel  zu  den  Mantellinien  des  Cylinders, 
so  bedeckt  die  Projection  des  Cylinders  einen  Theil  der  Projectionsebene.  Denkt 
man  sich  durch  jeden  Punkt  der  Projectionsebene  den  Projectionsstrahl  gezogen, 
so  gehören  die  Punkte  von  0  zur  Projection  des  Cylinders,  deren  Projections- 
strahlen den  Cylinder  treffen. 

Ein  Projectionsstrahl,  der  den  Cylinder  trifft,  schneidet  ihn  im  Allgemeinen 
in  zwei  Punkten;  ein  Punkt  der  Projection  eines  Rotationscylinders  gehört  aiio 
im  Allgemeinen  zu  zwei  Cylinderpunkten. 

Das  Gebiet  der  Punkte  der  Projectionsebene,  deren  Projectionsstrahlen  den 
Cylinder  zweimal  schneiden,  wird  von  dem  Gebiet  der  Punkte,  deren  Strahlen 
den  Cylinder  nicht  treffen,  durch  den  Ort  der  Punkte  getrennt,  deren  Projections- 
strahlen den  Cylinder  in  einem  Punkte  berühren. 

Diese  Projectionsstrahlen  erfüllen  die  beiden  Tangentialebenen  des  Cylinders 
welche  den  Projectionsstrahlen  parallel  sind;  die  Punkte,  von  welchen  die>e 
Strahlen  ausgehen,  erfüllen  also  die  Spuren  dieser  beiden  Tangentialebenen. 

Diese  Tangentialebenen  sind  parallel  zur  projicirenden  Ebene  der  Cylinder- 
achse und  haben  von  ihr  gleichen  Abstand;  ihre  Spuren  sind  daher  mit  der 
Projection  der  Cylinderachse  parallel  und  haben  von  derselben  gleichen  Abstand 
und  dieser  ist  die  Projection  des  Cylinderradius,  der  auf  der  Richtung  der 
Tangentialebenen  senkrecht  steht. 

Sind  die  Projectionsstrahlen  normal  zur  Projectionsebene,  so  ist  dieser 
Cylinderradius  parallel  zur  Projectionsebene,  daher  ist  alsdann  seine  Projcctiün 
ihm  gleich. 

Die  Normalprojection  eines  Cylinders  besteht  also  aus  zwei  Geraden,  die 
zur  Projection  der  Cylinderachse  parallel  sind  und  von  ihr  um  den  Cylinder 
radius  abstehen. 

5.  Eine  Ebene  E  (Fig.  301),  die  parallel  zur  Achse  eines  Rotationscylindei^  u< 
projicirt  sich  auf  eine  Parallelkreisebene  als  Gerade;  wenn  diese  Gerade  £{  dit 
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Projection  des  Cylinders  nicht  trifft  (I),  berührt  (II),  oder  zweimal  schneidet  Qll) 
so  hat  die  Ebene  £  mit  dem  Cylinder  keinen  Punkt  gemein,  oder  berührt  ihn 
längs  der  Mantellinie  X,  oder  schneidet  ihn  in  den  beiden  Mantellinien,  welche 
ji'  und  v'  zu  Projectionen  haben. 

Eine  Ebene  E,  welche  die  Cylinder- 
achse  schneidet,  schneidet  auch  alle 
Mantellinien  des  Cylinders,  und  schneidet 
den  Cylinder  in  einem  Parallelkreise,  wenn 
sie  normal  zur  Achse  ist;  ist  sie  nicht 
normal  zur  Achse,  so  schneidet  sie  den 
Cylinder  in  einer  geschlossenen  krummen 
Linie,  deren  Normalprojection  auf  jede  zur 
Achse  normale  Ebene  ein  Parallelkreis  ist. 

Die   krumme    Linie    CEDF   sei    der 
Schnitt   der   Ebene  E   mit  dem  Rotations- 
cylinder.    Wir  legen  eine  Ebene  durch  die 
Achse  AA  normal  zu  E,  diese  schneide  die 
E-Curve   CEDF  in   den   Punkten  C,    D, 
so  dass  der  Schnitt  von  CD  und  AA  die  Mitte  von  CD  ist.    Ferner  legen  wir 
durch  B  eine  Ebene  normal  zur  Achse; 
diese  schneidet  E  und  den  Cylinder  in 
den  Punkten  E,  F,  so  dass  EF  von 
B  halbirt  wird  und  auf  CD  senkrecht 
steht 

Durch  den  beliebigen  Punkt  Q 
der  Schnittcurve  legen  wir  eine  Ebene 
normal  zu  AA\  sie  schneidet  E  in 
einer  Geraden  QP^  die  normal  zu 
BD  ist 

Projiciren  wir  alles  auf  eine  Pa- 
rallelkreis-Ebene, so  projiciren  sich 
EF  und  CD  als  zwei  auf  einander 
senkrechte  Diameter  des  Parallel- 
kreises und  QP  als  eine  Normale  zur 
Projection  von  BD,  Ist  r  der  Cylinder- 
radius,  femer  a  der  Winkel,  unter  welchem  die  Ebene  E  gegen  die  Cylinder- 
achse  geneigt  ist,  und  9  der  Winkel  F'AP\  so  hat  man: 
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BP^ 


AP  ^=:  rcos  9,  Q^P  =  rsin  9 

AP  r 


smoL 


smoL 


cos  ff,  QP^Q'P  =^rsin<f 


Setzt  man  nun 


smoL 


=  a,  r  =  d,  so  erhält  man : 


BP=  acos  9,  QP  =  b  sin  9. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Inhalt  von  §  4,  Nr.  2,  insbesondere  mit  den 
Formeln  am  Ende  dieser  Nummer,  so  sieht  man: 

Eine  Ebene,  die  nicht  parallel  oder  normal  zur  Achse  eines  Rota- 
tionscylinders  ist,  schneidet  den  Cylinder  in  einer  Ellipse;  die  grosse 
Achse  derselben  fällt  in  die  Projection  der  Cylinderachse  auf  die 
Schnittebene   und   ist  gleich  dem   Diameter   des  Cylinders  getheiU 
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durch  den  Sinus  des  Winkels,  unter  dem  die  Schnittebene  gegen  die 
Cylinderachse  geneigt  ist;  die  kleine  Achse  ist  der  Diameter  de^ 
Cylinders. 

Aus  §  4,18  folgt:  Jede  Parallelprojection  eines  ebenen  Cylinderschnitts  k 
eine  Ellipse. 

6.  Ein  Rotationscylinder  habe  auf  die  Ebene  11 1  (Tafel  VTII,  1)  eines  Parallel 
kreises  den  um  O^  mit  Radius  r  geschlagenen  Kreis  als  Projection  und  wcrdt 
von  einer  Ebene  E  geschnitten,  deren  Spur  E^  und  Neigungswinkel  a  gegen  11, 
(CD  -J-  Ej)  gegeben  sind.  Der  Schnittpunkt  O  der  Cylinderachse  und  der  Eben« 
E  ist  das  Centrum  der  Schnittellipse,  die  durch  O  gelegte  Falllinie  enthält  die 
grosse  Achse  AA^  und  die  durch  O  gelegte  Hauptlinie  enthält  die  kleine  Achse 
Projicirt  man  den  Cy linder  und  die  Ebene  E  auf  eine  Verticalebene  11  j,  die 
normal  zu  Ej  ist  und  durch  C  geht,  so  ist  Ej  die  Projection  von  E,  und  A*'A^ 
gleich  der  grossen  Achse  der  Ellipse. 

Bestimmt  man  aus  diesen  beiden  Projectionen  den  Aufriss  der  Figur  aü 
eine  beliebige  Verticalebene  Hg  (z.  B.  auf  die  durch  J/il/ gelegte),  so  sind  A'"A^" 
und  B"'B^"'  conjugirte  Diameter  für  die  Projection  der  Schnittcllipse  auf  flj 
Aus  diesen  beiden  conjugirten  Durchmessern  construirt  man  nach  §  4  die 
Hauptachsen  der  Ellipse  und  hieraus  beliebig  viele  Punkte  und  Tangenten  der 
selben. 

7.  Einen  Cylinder  kann  man  sich  als  ein  Prisma  von  unzählig  vielen  ver 
schwindend  breiten  Seiten  denken;  dann  sind  die  Parallelkreise  desselben  al- 
congruente  Polygone  von  unzählig  vielen  verschwindend  kleinen  Seiten  anzusehen, 
und  bilden  Normalschnitte  des  Prisma;  die  Kanten  des  Prisma  sind  Mantellinicn 
des  Cylinders.  Der  Cylindermantel  lässt  sich  daher  in  eine  Ebene  ausbreiten 
und  giebt  einen  zwischen  zwei  Parallelen  eingeschlossenen  Streifen,  dessen  Breite 
gleich  dem  Umfange  eines  Parallelkreises  ist. 

Der  Theil  des  Cylindermantels,  der  zwischen  zwei  Parallelkreisen  liegt, 
giebt  bei  der  Ausbreitung  ein  Rechteck,  dessen  Breite  gleich  dem  Perimetc: 
eines  Parallelkreises  und  dessen  Länge  gleich  dem  Abstände  der  beiden  begrenzen- 
den Parallelkreise  ist. 

Der  Theil  des  Cylindermantels,  der  zwischen  zwei  Mantellinien  liegt,  gicb: 
ausgebreitet  einen  Streifen,  dessen  Breite  gleich  dem  Bogen  eines  Parallelkreiscs 
ist,  der  auf  dem  betreffenden  Theile  des  Cylindermantels  zwischen  den  beider 
begrenzenden  Mantellinien  liegt. 

8.  Um  einen  Cylinder  oder  Theile  desselben  in  die  Ebene  auszu 
breiten,  hat  man  also  Strecken  zu  construiren,  die  gleich  dem  ganzen  Perimeter 
oder  gleich  einem  bestimmten  Bogen  eines  gegebenen  Kreises  sind.  Diese  Con- 
structionen  lassen  sich  bekanntlich  nur  annäherungsweise  ausführen;  von  den  za!) 
reichen  Annäherungen,  die  man  aufgefunden  hat,  wollen  wir  folgende  mittheiien 

a)  Der  Kreisumfang   wird  angenähert  erhalten,   indem  man  den  Diameter 

dreimal  nimmt  und  dazu  den  siebenten  Theil  des  Diameters  fügt 

Man  setzt  dabei,  wenn  u  den  Umfang,  d  den  Diameter  bezeichnet, 

22 
u=»  —d=^  3,1429  •  d  (auf  5  Ziffern  abgekürzt), 

während  der  wahre  Werth  ist 

u  ^=T.  *  d, 

also  auf  5  Ziffern  abgekürzt: 

u  =  3,1416  • «/. 
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Man  erhält  also  durch  die  angegebene  Annäherurig  den  Umfang  um  0,0013  •  d 
d.  i.  um  ungefähr  ^^  des  Diameters,  oder  um  ^^  ^^s  Umfangs  zu  gross. 

b)  Man  füge  zu  dem  dreifachen  Diameter  ein  Fünftel  einer  Quadrantensehne. 

Die  Länge  der  Quadrantensehne  ist  r^  oder  1,4142  •  r,  oder  \  •  1,4142  •  d\  der 
fünfte  Theil  davon  also  ist  0,14142  •  d,  also  der  angenähert  gefundene  Umfang 

»  =  3,14142.  </. 
Mit  dem  auf  6  Ziffern  abgekürzten  genauen  Werthe  verglichen: 

«  =  3,14159-^ 
zeigt    sich  der  Annäherungswerth  um   0,00017  •  //,    also    ungefähr   um  ^   des 
Diameters  oder  um  j^^  des  Umfangs  zu  klein.     Dies  ist.  ein  für  graphische 
Zwecke  hinreichender  Grad  der  Uebereinstimmung.  — 

c)  Um  eine  Strecke  zu  zeich- 
nen, die  einem  gegebenen  Kreis- 
bogen AB  gleich  ist,  mache  man 
auf  der  Verlängerung  des  Radius  OA 
die  Strecke  O  C  gleich  dem  Diameter 
des  Kreises,  ziehe  AD  normal  zu 
OA  und  durchschneide  diese  Grade 
durch  CB\  dann  ist  DA  angenähert 
gleich  dem  Kreisbogen  AB.  (M.  303.) 

Ist  nämlich  ß  der  Arcus  des  Centriwinkels  von  AB,  und  macht  man  B£  ^  OA, 
so  hat  man 

CE\CA^EB\  AD, 
Nun  ist  aber 

CE=^CO^OE^^r  -^  rcos ß,  CA  =  3r, 

BE=^  rsin  ß, 


folglich 


also 


2r  4-  rcos  ß  :  3r  =  rsin  ß  :  AD, 

3««ß 
AD  =  ^       - 


2  -+-  r^  j  ß     ' 
Die  Differentialrechnung  lehrt,  dass  man  angenähert  setzen  kann 


ß 


i 


ttap=p-^  + 


ß' 


120 


ß'       ß* 


Mithin  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit 

ßi  ^  i* 

6  120 


(' 


) 


r. 


^       2    ^24 
Hebt  man  im  Zähler  den  Faktor  ß  und  im  Nenner  den  Faktor  3  aus,  und  tilgt 
den  letzteren  gegen  den  gleichen  Faktor  im  Zähler,  so  entsteht 

ß« 


1-^ 
^       6 


120 


AD=> 


1  — 


ß' 


ßr. 


ßi 
6     '72 

Fuhrt  man  Division  aus,  so  erhält  man,  wenn  man  von  Glieder  mit  höheren 

Potenzen  von  ß,  als  der  vierten,  absieht,  und  bemerkt,  dass  ßr  der  Kreisbogen 

AB  bt,  den  wir  kurz  mit  b  bezeichnen  wollen, 
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Für  einen  Bogen,  dessen  Centriwinkel  30°  ist,  beträgt  der  Arcus  da 
sechsten  Theil  von  ir,  also  wenig  mehr  als  J;  somit  ist  alsdann 

180  "^^^'^"'^  —  16  .  180  ~  2880  ' 

Wenn  es  auf  yg'^^  einer  Strecke  bei  graphischen  Darstellungen  nicht  ankomiFL 
kann  also  diese  Annäherungsconstruction  benutzt  werden. 

Man  sieht,  wie  man  mit  Hülfe  derselben  auch  den  Bogen  eines  Kitise 
findet,  der  einer  g^ebenen  Strecke  gleich  ist. 

9.  Will  man  den  Schnitt  des  Rotationscylinders  mit  der  Ebene  E 
(Tafel  VIII,  1)  in  die  Ausbreitung  des  Cylindermantels  eintragen,  >■ 
theilt  man  den  Umfang  des  Parallelkreises  in  eine  beliebige  Anzahl  gleiche 
Theile;  man  wählt  dabei  am  besten  eine  durch  vier  theilbare  Zahl  und  beginr 
die  Theilung  bei  einem  der  vier  Punkte  A\  A^  B\  oder  B^  dann  treten  als 
diese  Punkte  als  Theilpunkte  auf.  In  der  Figur  sind  sechzehn  Theile  angenommer. 
worden.  Durch  die  Theilpunkte  legt  man  Mantellinien  und  projicirt  diesell)r 
auf  Hg;  dann  haben  immer  je  zwei  gleichweit  von  Ä  oder  von  A^^  abstehenc^;: 
dieselbe  Projection.  Die  Stücke  dieser  Mantellinien,  welche  zwischen  der  hör. 
zontalen  Ebene  und  der  Schnittebene  E  liegen,  sind  gleich  den  zwischen  Cl^ 
und  Eg  liegenden  Strecken  ihrer  Projection  auf  02. 

Denkt  man  sich  den  Cylindermantel  behufs  der  Ausbreitung  entlang  de: 
durch  B  gehenden  Mantellinie  aufgeschnitten,  theilt  in  der  Ausbreitung  den  r. 
eine  Gerade  ausgestreckten  Umfang  der  in  II  ^  liegenden  Cylinderbasis  in  1- 
gleiche  Theile  und  zieht  durch  die  Theilpunkte  Normale  zur  ausgestreckten  Ba^^r 
FF^  so  hat  man  die  durch  die  Theilpunkte  der  Basis  gelegten  Mantellinien  r 
das  Cylindemetz  eingetragen.  Man  messe  nun  die  Längen  der  einzelnen  Martc 
linien  an  der  Projection  auf  Hg  ab,  so  erhält  man  16  Punkte  der  ausgebreitetv" 
Schnittlinie. 

Wir  ziehen  durch  den  Punkt  G  der  Ellipse  eine  Tangente.  Betrachtet  mr 
den  Cylinder  als  Prisma  von  unendlich  vielen  verschwindend  schmalen  Scitcr, 
so  erscheint  die  Ellipse  als  ebenes  Schnitti)olygon  dieses  Prisma,  und  die  Ellipior- 
tangente  in  G  erscheint  als  die  Verlängenmg  der  durch  G  gehenden  Seite  di^ 
Schnittpolygons. 

Die  Basis  des  Cylinders  kann  als  Grundriss  des  Schnittpolygons  aufgefa«»' 
werden;  der  Grundriss  der  durch  G  gehenden  unendlich  kleinen  Seite  <lr 
Schnittpolygons  ist  daher  das  durch  Q  gehende  Kreiselement,  und  der  GniiHl 
riss  der  durch  G  gehenden  Ellipsentangente  ist  mithin  die  durch  G  gehend«. 
Tangente  der  Basis.  Beide  Tangenten  treffen  sich  in  H^  da  ja  die  Ellipsentangenu: 
auf  E  liegt. 

Die  Ebene  HGG^  ist  Tangentialebene  des  Cylinders  und  berührt  ihn  cn: 
lang  der  Mantellinie  GG\  sie  kann  als  Erweiterung  der  unendlich  schnulcc 
Prismenfläche  angesehen  werden,  auf  welcher  die  Mantellinie  GG  liegt  \^- 
der  Ausbreitung  des  Prismen-  d.  i.  Cylinder-Mantels  kommt  daher  diese  Ebene 
auf  die  Projectionsebene  zu  liegen  und  GH  ist  dann  die  Verlängerung  der  dun* 
den  Netzpunkt  G  gehenden  unendlich  kleinen  Seite  des  Schnittpolygons  im  Net*t. 
d.  i.  Tangente  der  Schnittcurve  im  Netze  im  Netzpunkte  6r„,  GH  legt  >i<^ 
bei  der  Ausbreitung  auf  die  Gerade,  in  welche  sich  die  Cylinderbasis  ausstreck' 

'IVagcn  wir  daher  von  der  Mantellinie  Co  ini  Netze  Äuf  FF  die  Strecke 
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GoA  =  GH  auf,  und  verbinden  h  mit  dem  Netzpunkte  6^0»  so  ist  hG^  Tangente 
der  Ausbreitung  der  Schnittellipse. 

Construiren  wir  so  zu  den  16  Netzpunkten  der  Schnittcurve  die  Tangenten, 
so  haben  wir  genug  Anhalt,  um  die  ganze  Schnittcurve  im  Netz  zu  zeichnen. 

10.  Als  Beispiel  für  die  Durchdringung  eines  Rotationscylinders 
mit  einem  ebenflächigen  Körper  wählen  wir  die  Durchdringung  mit 
einem  Tetraeder  (Tafel  VIII,  2).  Wir  nehmen  eine  Parallelkreisebene  des 
Cylinders  zur  horizontalen  Projectionsebene;  der  Kreis  um  O  sei  der  Grundriss 
des  Cylinders,  ÄßCD*  und  A"^"C'Z>^'  seien  die  Projectionen  des  Tetraeders. 

Zunächst  construiren  wir  (nach  §  8,  2)  die  Aufrisse  der  Schnittpunkte 
EFGH  der  Tetraederkanten  AC,  AD,  BQ  BD  und  des  Cylinders. 

Um  Punkte  für  den  Aufriss  der  Ellipsen  zu  erhalten,  in  welchen  die  Ebenen 
ABC  etc.  den  Cylinder  schneiden,  theilen  wir  den  Bogen  des  Parallelkreises 
zwischen  den  Mantellinien  durch  E  und  J£  (zwischen  denen  sich  die  Schnittfigur 
befindet},  in  eine  genügende  Anzahl,  etwa  12,  gleiche  Theile,  und  zeichnen  die 
Aufrisse  der  durch  die  Theilpunkte  gehenden  Mantellinien. 

Wir  legen  nun  durch  die  Mantellinien  1  bis  9  Verticalebenen,  die  der 
Kante  A  C  parallel  sind,  deren  Grundrisse  also  durch  die  Punkte  1  bis  9  parallel 
zu  AC  gehen.  Diese  Ebenen  schneiden  das  Dreieck  ABC  in  Parallelen  zu 
ACt  deren  Aufrisse  aus  den  Grundrissen  der  Punkte  gefunden  werden,  in  welchen 
sie  die  Gerade  AB  oder  CB  schneiden.  So  finden  wir  z.  B.  den  Aufriss  der  auf 
ABC  durch  die  Mantellinie  6  gehenden  Parallelen  zu  AC,  indem  wir  6a'  parallel 
A'C  ziehen,  den  Aufriss  a"  des  Punktes  a  der  Kante  AB  bestimmen,  und 
durch  a"  eine  Parallele  zu  y4"C"  legen.  Wir  bestimmen  in  dieser  Weise 
Grundrisse  und  Aufrisse  aller  auf  ^^C  durch  die  Mantellinien  1  bis  9  gehenden 
Parallelen  zu  AC,  und  construiren  dann  die  Aufrisse  der  Schnittpunkte  dieser 
Parallelen  mit  dem  Cylinder.  Wir  erhalten  dadurch  zwischen  den  äussersten 
Punkten  E*  und  G^  nach  9  Aufrisse  von  Punkten  der  Ellipse,  in  der  der  Cylinder 
von  ABC  geschnitten  wird,  und  diese  Punkte  können  genügen,  um  den  Aufriss 
der  Schnittlinie  zu  zeichnen. 

Die  durch  1,  2,  3  gehenden  Parallelen  zu  ÄC  können  auch  als  Grundrisse 
von  auf  ACD  liegenden  Parallelen  zu  ^C  angesehen  werden.  Bestimmt  man 
deren  Aufrisse  mit  Hülfe  der  Punkte,  in  denen  die  Grundrisse  die  Gerade  ÄD* 
schneiden,  und  dann  weiter  die  Schnitte  dieser  Parallelen  und  des  Cylinders,  so 
erhält  man  drei  Punkte  für  die  kurzen  Ellipsenbogen ,  der  den  Aufriss  des 
Schnittes  des  Dreiecks  ACD  und  des  Cylinders  bildet. 

Um  Punkte  vom  Aufrisse  des  Schnittes  der  Ebenen  BDA  und  BDC  mit 
dem  Cylinder  zu  haben,  legen  wir  in  gleicher  Weise  durch  die  Punkte  4  bis  11 
Parallele  zu  B^D  und  betr;ichten  diese  als  Grundrisse  von  Parallelen  zu  BD,  die 
auf  der  Ebene  BDA  liegen;  sowie  die  Parallelen  10,  11  als  Grundrisse  von 
Parallelen  zu  BD  auf  der  Ebene  BDC\  suchen  die  Aufrisse  dieser  Parallelen ; 
und  bestimmen  schliesslich  die  Aufrisse  ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  Cylinder. 

Das  Eintragen  der  im  Innern  der  Flächen  liegenden  Punkte  der  Schnittcur- 
ven  in  das  Netz  des  Tetraeders  erfolgt,  indem  man  die  auf  jeder  Tetraederfläche 
liegenden  Parallelen  in  das  Netz  einträgt,  durch  die  Curvenpunkte  Parallele  zu 
einer  anderen  Seite  jedes  Dreiecks  (auf  ABC  z.  B.  Parallele  zu  CB)  zieht,  und 
auch  diese  in  das  Netz  einträgt;  die  Netzpunkte  der  Schnittcurvcn  werden  dann 
als  Schnittpunkte  einer  Parallelen  zu  der  einen  Dreiecksseite  {AC)  mit  der  ent- 
sprechenden Parallelen  zu  der  anderen  Dreieckscite  {CB)  erhalten. 
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Um  die  Schnittcurven  in  das  Netz  des  Cylinders  einzutragen,  wollen  vir 
die  Mantelfläche  des  Cylinders  entlang  der  Mantellinie  durch  F  aufschneiden. 
Wir  schneiden  von  der  Rectification  der  Cylinderbasis  Strecken  ab,  die  den 
Bogen  VE,  EF,  FG\  GIT  gleich  sind.  Drei  dieser  Bogen  FE,  EF. 
G*jr  haben  Centriwinkel,  die  nicht  grösser  sind  als  30^,  können  also  direit 
nach  der  in  Nr.  8  angegebenen  Methode  rectificirt  werden.  Um  den  Bogen  FC 
zu  rectificiren,  nehme  man  von  ihm  einen  Bogen  hinweg,  der  zum  Centriwinkel 
30°  gehört;  den  kleinen  übrigbleibenden  Bogen  rectificiren  wir  nach  Nr.  8;  und 
fiigen  schliesslich  zum  zwölften  Theile  des  Kreisumfangs  (d.  i.  zu  dem  Böget, 
dessen  Centriwinkel  =  30°)  die  Rectification  des  Restes. 

Wir  erhalten  so  im  Netz  die  Mantellinien  durch  EFGH^  und  damit  auch 
die  Eckpunkte  des  krummlinigen  Schnittcurvenvierecks. 

Den  zwischen  den  Netzpunkten  E  und  H^  liegenden  Theil  der  Cylinderbasif 
theile  man  in  12  gleiche  Theile,  ziehe  durch  die  Theilpunkte  Mantellinien  md 
trage  auf  denselben  aus  dem  Aufrisse  die  Strecken  ab,  welche  von  der  Bas:- 
bis  zu  den  auf  ihnen  liegenden  Punkten  der  Durchdringungsfigur  reichen. 
11.  Wir  untersuchen  die  Schnittlinie  zweier  Rotationscylinder. 
Wir  wollen  dabei  der  einfacheren  Darstellung  willen  die  horizontale  Pro- 
jectionsebene  normal  zur  Achse  des  einen  Cylinders  und  die  Verticalebene  parallel 
der  Achse  des  andern  wählen. 

Der  einfachste  Fall  ist  die  Durchdringung  zweier  Cylinder,  deren  Achse« 
parallel  sind.  Die  Grundrisse  beider  Cylinder  sind  dann  zwei  Kreise;  die  Punkte 
welche  dieselben  gemein  haben,  sind  die  Grundrisse  von  Mantellinien,  welche 
die  Cylinder  gemein  haben. 

Für    zwei    Rotationscylinder    mit    parallelen    Achsen    gelten    dir 

Sätze:  Ist  der  Abstand  der  Achsen 
grösser,  als  die  Summe  der  Cylinder 
radien,  so  haben  die  Cylinder  keinen 
Punkt  gemein.  Ist  der  Abstand  der 
Achsen  gleich  der  Summe  der  beiden 
Radien,  so  haben  die  Cylinder  cioe 
Mantellinie  (a)  gemein,  die  auf  der 
Ebene  der  Achsen  zwischen  denselber 
liegt;  entlang  dieser  Mantellinie  werdet 
beide  Cylinder  von  derselben  Ebene 
berührt,  man  sagt  daher  die  beider. 
Cylinder  berühren  sich  in  diese: 
(H.  904.)  Mantellinie. 

Ist  die  Summe  der  Radien  grösser  und  die  Differenz  der  Radien  kleiner  i'> 
der  Abstand  der  Achsen,  so  haben  die  Cylinder  zwei  Mantellinien  gemein  * 
und  7),  in  denen  sie  sich  schneiden;  diese  beiden  Mantellinien  liegen  s)Tnin^ 
trisch  zur  Ebene  der  Achsen. 

Ist  die  Differenz  der  Radien  gleich  dem  Abstand  der  Achsen,  so  wird  der 
kleinere  Cylinder  ganz  von  dem  grösseren  eingeschlossen  und  hat  mit  ihm  eine 
Mantellinie  (3)  gemein,  die  auf  der  Ebene  der  beiden  Achsen  liegt  Entlang 
dieser  Mantellinie  werden  die  Cylinder  von  derselben  Ebene  berührt,  die  Cylin- 
der tangiren  einander  also  entlang  dieser  Linie. 

Ist  die  Differenz  der  Radien  grösser,  als  der  Abstand  der  Achsen,  so  schlie»>! 
der  grössere  den  kleineren  ein,  ohne  mit  ihm  einen  Punkt  gemein  zu  haben. 
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12.  Wir  betrachten  nun  die  Durchdringung  zweier  gleichen  Cylinder, 
deren  Achsen  sich  schneiden;  wir  wollen  den  einen  durch  zwei  Parallelkreis- 
ebenen, den  anderen  durch  zwei  Ebenen  vertical  zur  Projectionsachse  abgrenzen. 

Die  Geraden  AAy^  und  BBy^  sind 
die  Aufrisse  der  Halbirungslinien  der 
von  den  Cylinderachsen  gebildeten 
Winkel,  und  zugleich  die  Projectionen 
der  durch  diese  Halbirungslinien  normal 
zur  Verticalebene  gelegten  Ebenen.  Die 
Stereometrie  lehrt,  dass  alle  Punkte, 
welche  von  zwei  sich  schneidenden 
Geraden  gleich  weit  entfernt  sind,  auf 
einer  der  beiden  Ebenen  liegen,  welche 
durch  die  Halbirungslinien  der  von  den 
beiden  Geraden  eingeschlossenen  Winkel 
normal  zur  Ebene  der  Geraden  stehen. 
Da  nun  die  Punkte,  welche  beide 
Cylinder  gemeinsam  haben,  gleichweit, 
nämlich  um  den  Radius  beider  Cylinder, 
von  den  Achsen  der  Cylinder  entfernt 
sind,  so  folgt,  dass  diese  gemeinsamen 
Punkte  auf  den  beiden  Ebenen  E  und 
fliegen,  welche  AA^  und  BB^  zu  Pro- 
jectionen haben.  Die  Schnittcurve  der  beiden  Cylinder  besteht  also  aus  zwei 
Ellipsen;  dieselben  können  als  die  Schnitte  des  vertical  stehenden  Cylinders  mit 
den  Ebenen  E  und  F  construirt  und  in  die  Cylindemetze  eingetragen  werden. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  in  den  beiden  Punkten,  deren  Grund- 
risse C  und  Cj'  sind,  und  deren  gemeinsamer  Aufriss  C"  ist,  die  beiden  Durch- 
dringungsellipsen sich  schneiden.  In  diesen  Punkten  haben  beide  Cylinder  je 
eine  gemeinsame  Tangentialebene;  man  sagt  daher,  die  beidenCylinder  be- 
rühren sich  in  den  Punkten  C  und  Cj. 

13.  Bei  der  Beurtheilung  der  gegenseitigen  Lage  zweier  ungleichen 
Cylinder,  deren  Achsen  nicht  parallel  sind,  kommt  der  kürzeste  Abstand 
der  beiden  Cylinderachsen  in  Betracht. 

Ist  die  Horizontalebene 
normal  zur  Achse  des  einen 
Cylinders,  so  ist  das  von 
der    Projection    Ä    dieser 

Cylinderachse  auf  den 
Grundriss  ffC  der  Achse 
des  andern  Cylinders  gefällte 
I.oth  ÄD*  parallel  und  gleich 
dem  kürzesten  Abstände 
beider  Cylinderachsen. 

Ist  die  Summe  der  Cy- 
linderradien  kleiner  als  der 
kürzeste  Abstand  der  beiden 
Achsen,  so  haben  die  Cy- 
linder keinen  Punkt  gemein.  (M,  306.) 
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Ist  die  Summe  der  Radien  gleich  dem  kürzesten  Achsenabstande,  so  haber 
die  Cylinder  einen  Punkt  {£)  gemein.  Hat  man  die  Verticalebene  parallel  Bt 
gelegt,  so  ist  der  Aufriss  von  AZ>  der  Schnittpunkt  der  Achsenaufrisse;  dieser 
Punkt  ist  zugleich  der  Aufriss  £.  Wie  man  sieht,  haben  die  Cylinder  in  £  eine 
gemeinsame  Tangentialebene,  sie  berühren  sich  also  in  £, 

Ist  die  Summe  der  Cylinderradien  grösser,  und  ihre  Differenz  kleiner  aj- 
der  kürzeste  Achsenabstand,  so  schneiden  sich  die  Cylinder  in  einer  Dunl- 
dringungscurve,  die  aus  einem  einzigen  Zuge  besteht.  Auf  dem  verticalen  Cylinder 
liegt  die  Durchdringungscurve  zwischen  den  Mantellinien  £  und  G,  auf  den 
schrägen  zwischen  den  beiden  Mantellinien,  deren  gemeinsamer  Grundriss  /fr  w 
Diese  vier  begrenzenden  Mantellinien  sind  Tangenten  der  Durchdringung 
curve. 

Ist  die  Differenz  der  Radien  gleich  dem  kürzesten  Achsenabstandc,  so  haben 
die  beiden  Cylinder  unter  Anderm  den  Punkt  JC  gemein  (dessen  Aufriss  mit  dem 
Schnittpunkt  der  Achsenaufrisse  zusammenfallt)  und  berühren  sich  in  diesem 
Punkte. 

Ausserdem  schneiden  sie  sich  in  einer  Curve,  die  eine  ganz  besondere  Ce- 
stalt  annimmt  Auf  dem  verticalen  Cylinder  liegt  sie  nämlich  zwischen  des 
Mantellinien  Z  und  M,  auf  dem  schrägen  Cylinder  reicht  sie  sowol  auf  der 
nach  oben  gewandten  Seite  des  Cylinders,  als  auf  der  der  Horizontalebene  zuge- 
wandten, bis  an  den  Punkt  K]  die  beiden  Theile  der  Durchdringungscurve,  der 
von  oben  sichtbare  und  der  von  oben  nicht  sichtbare  (die  beide  den  Kreisbogen 
L^K^Af  zum  Grundriss  haben)  treffen  sich  also  in  K,  Dieser  Punkt  spielt  da- 
her für  die  Durchdringungscurve  eine  ausgezeichnete  Rolle;  man  bezeichnet  ihn 
als  Doppelpunkt  der  Durchdringungscurve.  Die  Curve  hat  ungefähr  die 
Gestalt  einer  auf  den  Mantel  des  verticalen  Cylinders  schräg  aufgelegten  arabischen 
Ziffer  8;  der  Punkt,  durch  welchen  der  Schriflzug  zweimal  hindurchgeht»  und  in 
welchem  derselbe  sich  selbst  durchschneidet,  entspricht  dem  Doppelpunkt  A*  der 
Durchdringungscurve. 

Ist  die  Differenz  der  Cylinderradien  grösser,  als  der  kürzeste  Achsenabstand, 
so  durchdringen  sich  die  Cylinder  in  einer  Curve,  die  aus  zwei  vollständig  ge- 
trennten Zügen  besteht.  Auf  dem  grösseren,  verticalen  Cylinder  liegt  der  eine 
Zug  zwischen  den  Mantellinien  N  und  (9,  der  andere  zwischen  P  und  Q,  Der 
kleinere  (schräge)  Cylinder  wird  von  den  beiden  Zügen  in  drei  getrennte  Theile 
zerlegt;  der  mittlere,  endliche  Theil  liegt  ganz  innerhalb  des  grösseren  Cylinderv. 
die  andern  beiden,  einerseits  unbegrenzten  Theile  liegen  ausserhalb  des  grösseren 
Cylinders. 

14.       Wir    wollen     nun     zeigen,     wie     die     Construction     des     Auf 
risses  der  Durchdringungscurve  zweier  Cylinder  und  die  Eintragun: 
in  das  Netz  erfolgt,  und  zwar  wollen  wir  die  Construction  für  den  Fall  du^f^ 
führen,    dass  der  Unterschied  der  Cylinderradien  gleich  dem  kürzesten  Ach>er 
abstände   ist,   weil  dieser  Fall  durch  das  Auftreten  eines  Doppel])unktes  in 
der  Durchdringungscurve  besondere  Aufmerksamkeit  erfordert  (Tafel  MIl.,! 
Wir  nehmen  die  Horizontalebene  normal  zur  Achse  des  grösseren  Cylinder 
und  grenzen  denselben  durch  die  horizontale  Projectionsebene  und  eine  in  passen- 
der Höhe  gelegte  Parallelebcne  ab.     Den  kleineren  (schrägen)  Cylinder  grcn/en 
wir  durch  zwei  Parallelkreisebenen  ab,  die  also,  wenn  die  Achsen  der  Cylinder 
wie  wir  annehmen  wollen,  sich  nicht  rechtwinkelig  kreuzen,  congniente  KUip^en 
/u  Grundrissen   haben.     Die  halbe  grosse  Achse   derselben  ist  gleich  dem  Rj 
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dius  p  des  kleineren  Cylinders  und  steht  normal  auf  dem  Grundriss  der  Cylinder- 
achse;  die  halbe  kleine  Achse  fallt  in  die  Richtung  der  Cylinderachse  und  ist 
gleich  dem  Radius  p  multiplicirt  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  a,  den  die  Cy- 
linderachsen  mit  einander  bilden. 

Wir  bestimmen  zunächst  die  Aufrisse  der  Punkte  L  und  /,  in  denen  die 
Mantellinie  GE  den  grösseren  Cy linder  schneidet,  sowie  den  Aufriss  des  Doppel- 
punktes K. 

Um  nun  weitere  Punkte  der  Durchdringungscurve  zu  erhalten,  schneiden 
wir  die  Cylinder  durch  Ebenen,  die  beiden  Cylinderachsen  parallel  sind.  Jede 
solche  Ebene  schneidet  jeden  Cylinder  im  Allgemeinen  in  zwei  Mantellinien, 
und  diese  zwei  Paare  Mantellinien  schneiden  sich  in  den  Ecken  eines  Parallelo- 
gramms; dies  sind  vier  Punkte  der  Durchdringungscurve  der  beiden  Cylinder. 

In  der  Figur  sind  die  Schnittebenen  so  angeordnet,  dass  sie  den  schrägen 
Cylinder  in  16  gleiche  Theile  zerlegen.  Eine  dieser  Ebenen  trifft  den  verticalen 
Cylinder  in  den  Mantellinien  y,  und  v,  den  schrägen  in  den  Mantellinien  a  und  ß. 

Letzere  werden  aus  dem  Grundriss  in  den  Aufriss  übertragen  in  dem  man 
den  einen  den  Cylinder  begrenzenden  Parallelkreis  um  seinen  horizontalen 
Diameter  dreht,  bis  er  parallel  der  Horizontalebene  ist,  die  Umlegungen  der 
Endpunkte  der  Mantellinien  a  und  ß  aufsucht  und  «"(?"  =  |i"G^"  gleich  dem  ge- 
meinsamen Abstände  dieser  Umlegungen  von  &  H^  macht. 

Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  die  Tangenten  an  die  Durchdringungscurve 
in  den  durch  Construction  soeben  gewonnenen  Punkten  gefunden  werden. 

Betrachtet  man  beide  Cylinder  als  Prismen  von  unendlich  vielen  verschwin- 
dend schmalen  Seitenflächen,  so  erscheint  die  Durchdringungscurve  als  ein  Poly- 
gon von  unzählig  vielen  verschwindend  kleinen  Seiten,  und  die  Tangente  der 
Durchdringungscurve  im  Punkte  M  erscheint  als  die  Gerade,  auf  welcher  die 
durch  M  gehende  Seite  des  Durchdringungspolygons  liegt;  diese  ist  aber  der 
Durchschnitt  der  durch  M  gehenden  Seitenflächen  der  beiden  Prismen,  und 
diese  Seitenflächen  liegen  auf  den  durch  M  gehenden  Tangentialebenen  beider 
Cylinder.  Wir  haben  daher  den  Satz:  Die  Gerade,  welche  die  Durch- 
dringungscurve zweier  Rotationscylinder  in  einem  gegebenen  Punkte 
derselben  berührt,  ist  die  Schnittlinie  der  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Tangentialebenen  der  beiden  Cylinder. 

Der  Schnittpunkt  dieser  Schnittlinie  mit  der  durch  die  Achse  des  schrägen 
Cylinders  und  durch  das  gemeinsame  Loth  beider  Achsen  (also  normal  zu  Hg) 
gelegten  Ebene  kann  leicht  gefunden  werden. 

Legt  man  durch  den  zu  a  gehörigen  Punkt  O  der  Umlegung  der  Endfläche 
des  schrägen  Cylinders  eine  Tangente  an  den  Kreis  um  B\  durchschneidet  damit 
Gir  und  zieht  PQ!  parallel  FC ,  so  ist  PQ'  der  Grundriss  und  G'E'  der 
Aufriss  der  Geraden,  in  welcher  die  den  schrägen  Cylinder  entlang  a  tangirende 
Ebene  die  Ebene  GBC  schneidet. 

Zieht  man  femer  M^Q  normal  zu  M^A\  so  ist  M^Q  der  Grundriss  der 
Tangentialebene  des  verticalen  Cylinders,  die  ihn  entlang  ji  berührt 

Daher  ist  Q!  der  Grundriss  und  ö"  ^^^  Aufriss  eines  Punktes  der  in  M  an 
die  Durchdringungscurve  gelegten  Tangente;  also  sind  M^Q^  und  M"Q"  Grund- 
und  Aufriss  dieser  Tangente. 

Die  Construction  fuhrt  zu  keinem  bestimmten  Resultate,  wenn  man  die  Tan- 
gente im  Doppelpunkt  K  bestimmen  will.  Die  beiden  Tangentialebenen  an  die 
beiden  Cylinder  im  Punkte  K  fallen  zusammen,  und  jede  durch  K  gehende  Ge- 
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rade  dieser  gemeinsamen  Tangentialebene  kann  daher  als  Tangente  der  Cuive 
im  Doppelpunkte  angesehen  werden.  Unter  diesen  unzähligen  Geraden,  die  durch 
den  Doppelpunkt  gehen  und  in  der  gemeinsamen  Tangentialebene  beider  Cylin- 
der  liegen,  sind  zwei  von  besonderer  Bedeutung,  nämlich  die  beiden,  welche 
die  Richtungen  der  durch  den  Doppelpunkt  gehenden  Curvenzweige  angeben. 

Um  die  Winkel  zu  erhalten,  die  diese  beiden  Geraden  mit  der  Horizonte- 
ebene  bilden,  verbinden  wir  K  mit  irgend  einem  Punkte  der  Durchdringungsfigur, 
dessen  Radius  im  Grundriss  mit  ÄK^  den  Winkel  9  bilde  und  suchen  eine  Func- 
tion des  Winkels  zu  berechnen,  den  der  Aufriss  dieser  Verbindungslinie  mit  de: 
Projectionsachse  bildet.  Lassen  wir  dann  diesen  Winkel  immer  kleiner  un: 
kleiner  werden,  so  geht  die  Verbindungslinie  immer  mehr  in  die  Lage  ein« 
der  gesuchten  Geraden  über,  und  fällt  mit  ihr  zusammen,  wenn  man  ^  =  0 
setzt. 

Um  die  Betrachtung  durchzuführen,  legen  wir  durch  K  eine  Parallelkreisebeiu 

des  grossen  Cylinders,  nehmen  sie  zj: 
Horizontalebene  und  legen  die  Vertical- 
ebene  durch  den  Grundriss  BC  der 
Achse  des  schrägen  Cylinders.  KDC 
sei  ein  Quadrant  der  Spurellipse  de 
schrägen  Cylinders. 

Ziehen  wir  PD  ^  ÄK  udl 
DEl-  BC,  machen  BE^^^SE  und 
ziehen  EF\\E^JI  parallel  mit  dem 
Aufriss  BB"  der  Achse  des  schrägen 
Cylinders,  so  sind  /"und  Iföie  Auinssc 
der  Punkte  der  Durchdringungscunt. 
(M.  807.)  welche  den  Grundriss  P  haben. 

Wir  wollen  nun  die  Tangenten  der  Winkel  GBF  und  GBIf  aus  de- 
Radien  r  und  p  des  verticalen  und  des  schrägen  Cylinders,  aus  dem  Winkel  2 
den  die  Achse  des  schrägen  Cylinders  mit  der  des  verticalen  macht,  und  dorr 
Winkel  <p  berechnen. 

Ist  B^  ±  BB\  so  ist  CB^  =  a  und  daher  die  grosse  Halbachse  der  Sj  w 
elHpse  BC  =  ^\  cos  a,  die  kleine  Halbachse  BK^=^  p. 

Nach  §  4,2  giebt  es  einen  Winkel  4*»  für  welchen  man  hat 
1.  BE^BC'Cos^,      ED^BK'Sin^. 

Aus  der  zweiten  Formel  folgt 

stn  ^  =  ^-T-i  also: 


cos^ 


-V^-'S-^Ky^^^'^^- 


Dies  ergiebt 
2. 


BC 


BE=^  iBK^  —  ED^  . 

Nun  ist  BK=  p,  und 

ED  ^BQ^  A'Q  —  A'B  =  rcos  9  —  (/*  —  p) 

=  p  —  r  (1  —  cosr^) 


=  p  —  2rsin 


?. 


Hieraus  folgt  weiter: 
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3.  BK^  —  ED'^  =  p»  -.  fp  —  2r ««»  ly  =4rpj/«2  |  —  4r2 j/«*  |- 

Da  femer  BC^-^  und  BK^o,  so  ist 

^C  1 


Setzt  man  die  in  3.  und  4.  gewonnenen  Werthe  in  2.  ein,  so  entsteht: 


^^  =  ^^K4^P^'«^|-4r2j/«*|,  also  folgt 
Da  femer  GB  =  F'Q  =  r  sin  <p,  so  folgt: 


6. 


cos  OL     f 

GE.r=:^BE-'BG^ ^1/rp  — r»««2|  — r««<p 


Nun  ist 

7.  FG:=GE'  cotfi,      GH^  GE^  .  r^/a 

und  hieraus  endlich  folgt 

^„^      G/^        GEcota  GEcosoL 

tangGBF^-^^^ 


GB  rsifif^  «      •  T  9      ■ 

2rsm^  '  cos  ^  -sma 

_  „  ,^      6rZr     6^^i  cot  a  GE.  cos  ol 

tang  GBH^-7T-B=^  


GB         rsino         «       .   9  9      . 

2r  ««^  •  r^j  ^  .  smoL 


Setzt  man  hier  die  Werthe  6.  ein,  so  hat  man 

tangGBF=^— -j/^p  _  ^2  sin^  |  +  r^/a 


rstnoL'  cos-^ 


/««^  G^/r=  — ^ -j/^p  _  ^2  j/;,2  I  -  ^^/a 


rstna»  cos-^ 

Setzt  man  hier  9  =  0,  so  geben  diese  Formeln  die  Tangenten  der  Winkel  e 
und  ej,   welche  die  Richtungen  der  beiden  durch  den  Doppelpunkt  gehenden 

Curvenzweige  mit  der  Horizontalen  einschliessen.   Da  nun  für  9  =  0,  cos^  =1, 

sin  2  =  0,  so  folgt:  ^ 

1    l/p 
fang  8  =  -: —  y  —  -i-  cofa 

10. 


1     l/p 
*    *      sma  '    r 


Wir  wollen  die  Strecken  r5  und  T^i  (Tafel  VIII,  3)  construiren,  welche 
die  unter  den  Richtungen  e  und  Sj  durch  IC  gezogenen  Geraden  (die  als  die 
Doppelpunktstangenten  bezeichnet  werden)  von  SS^  abschneiden.  Wir 
haben: 

39* 
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11. 


Nun  ist. 


TS  =  r  tang  e  =  -: — Vor  -\-  r  coti. 
TS^  =  r  fang  e,  =  -: —  l/pr  —  r  cot 


IC'h^-^,     ^'V=-^,        ab=:rc0ti 
stn  a  sma 


Macht  man  also  K*'ä=K*'lf,  JC'e  =  JiP'c  und  schlägt  den  Kreis,  der  (J 
zum  Diameter  hat,  so  ist 

-'  -^  ^       f    smoL   stnn      stna'     ^ 

und  zieht  man  weiter  dg  ||  -ÄT'df,  so  ist 

g/=  -. — l/r p  -f-  r  cot  a,     W",  =  -: —  Vrö —  r  cot  a. 

Die  Gerade  ^T'ist  parallel  K^b\  zieht  man  hierzu  Parallelen  durch  /und/,, 
so  sind  SIC^  und  S^K}^  die  Aufrisse  der  Doppelpunktstangenten  der  Durch- 
dringungscurve  der  beiden  Cylinder. 

Die  Construction  des  Netzes  beider  Cylinder,  das  Eintragen  der  Dopi)el- 
punktstangenten  sowie  der  Tangenten  in  den  übrigen  Punkten  der  Netzcurve  ist 
aus  dem  bisher  Mitgetheilten  leicht  abzuleiten. 

§  9.   Die  Kugel. 

1.  Die  Kugel  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche  vom  Kugelcentrum  um  den 
Kugelradius  entfernt  sind;  sie  wird  von  einem  Halbkreis  beschrieben,  der  um 
den  seine  Endpunkte  verbindenden  Diameter  rotirt. 

Eine  Gerade  hat  mit  einer  Kugel  keinen  oder  zwei  Punkte  gemein,  je  nach- 
dem ihr  Abstand  vom  Kugelcentrum  grösser  oder  kleiner  ist,  als  der  Radius. 
Ist  der  Abstand  der  Geraden  vom  Kugelcentrum  gleich  dem  Radius,  so  hat  die 
Gerade  mit  der  Kugel  den  Fusspunkt  des  vom  Centrum  auf  die  Gerade  gefällten 
Lothes  gemein;  sie  berührt  die  Kugel  in  diesem  Punkte.  Alle  Geraden,  welche 
die  Kugel  in  einem  gegebenen  Kugelpunkte  P  berühren,  stehen  senkrecht  auf 
dem  Radius  dieses  Punktes  und  erfüllen  daher  eine  Ebene,  die  auf  diesem  Ra- 
dius senkrecht  steht  und  mit  der  Kugel  nur  diesen  Punkt  P  gemein  hat;  diese 
Ebene  heisst  daher  Tangentialebene  der  Kugel  im  Punkte  P, 

Alle  Tangenten  der  Kugel,  die  einer  gegebenen  Richtung  parallel  sind 
sind  um  den  Kugelradius  von  der  Geraden  a  entfernt,  die  parallel  zu  der  Richtung 
durch  das  Centrum  gelegt  wird;  sie  sind  daher  die  Mantellinien  eines  Rotations- 
cylinders,  dessen  Achse  die  Gerade  a  und  dessen  Radius  gleich  dem  Kugel 
radius  ist.  Dieser  Cylinder  ist  der  Kugel  umschrieben;  die  Berührungspunkte 
der  Mantellinien  mit  der  Kugel  liegen  auf  dem  Parallelkreis  des  Cylinders,  dessen 
Ebene  durch  das  Kugelcentrum  geht 

Hieraus  folgt:  Eine  Normalprojection  der  Kugel  ist  ein  Kreis,  der  die 
Projection  des  Centrums  zum  Centrum  hat  und  dessen  Radius  gleich  dem  Kugel 
radius  ist. 

Eine  (schräge)  Parallelprojection  der  Kegel  ist  eine  Ellipse;  das  Centnim 
derselben  ist  die  Projection  des  Kugelcentrums;  die  kleine  Achse  steht  nomul 
auf  den  Projectionsstrahlen  und  ist  gleich  dem  Kugeldiameter;  die  grosse  Achse 
ist  gleich  dem  Kugeldiameter  getheilt  durch  den  Cosinus  des  Winkels,  den  die 
Projectionsstrahlen  mit  einer  Normalen  zur  Projectionsebene  bilden. 
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Denn  der  Umriss  der  normalen  oder  schrägen  Parallelprojection  einer  Kugel 
wird  von  den  Punkten  gebildet,  deren  Projectionsstrahlen  die  Kugel  berühren; 
diese  Projectionsstrahlen  sind  aber,  wie  wir  schon  gesehen  haben,  die  Mantel- 
linien eines  der  Kugel  umgeschriebenen  Rotationscylinders.  Im  Falle  der  Normal- 
projection  ist  die  Kugelprojection  ein  Normalschnitt  (Parallelkreis)  dieses  Cylinders, 
im  Falle  der  schrägen  Parallelprojection  ein  schräg  zur  Cylinderachse  geführter 
Schnitt  (die  Horizontalspur  des  umschriebenen  Cylinders). 

2.  Ist  der  Abstand  einer  Ebene  vom  Centrum  einer  Kugel  grösser,  als  der 
Kugelradius,  so  Jiat  die  Ebene  mit  der  Kugel  keinen  Punkt  gemein ;  ist  der  Ab- 
sland gleich  dem  Kugelradius,  so  berührt  die  Ebene  die  Kugel  im  Endpunkte 
des  vom  Kugelcentrum  auf  die  Ebene  gefällten  Lothes;  ist  der  Abstand  kleiner 
als  der  Kugelradius,  so  schneidet  die  Ebene  die  Kugel  in  einem  Kreise,  dessen 
Centrum  die  Normalprojection  des  Kugelcentrums  auf  die  Schnittebene  ist. 

Projicirt  man  die  Kugel  und  die  Ebene  E  auf  eine  Ebene  Oj  senkrecht  zu 
Ey  so  projicirt  sich  E  als  Gerade  E^  und  der  Abstand  der  Ebene  E  vom  Kugel- 
centrum ist  gleich  und  parallel  dem  Ab- 
stände der  Projection  des  Kugelcen- 
tnims  von  der  Projection  von  E\  die 
Projection  der  Kugel  auf  112  ist  ein 
Kreis,  der  die  Projection  des  Kugel- 
centiums  zum  Centrum  und  der  Radius 
der  Kugel  hat  Je  nachdem  die  Pro- 
jection E^  den  Kreis  schneidet,  be- 
rührt oder  verfehlt,  hat  die  Ebene 
E  mit  der  Kugel  einen  Kreis  gemein, 
oder  tangirt  sie  in  einem  Punkte  oder 
trifft  sie  nicht. 

In  der  Figur  ist  angenommen, 
dass  die  Kugel  durch  die  Projection 
des  Centrums,  den  Radius  und  den 
Abstand  BÄ^  des  Centrums  von  der 
horizontalen    Projectionsebene ,    die  (M.  308.) 

Schnittebene  E  durch  die  Spur  TT  und  den  Neigungswinkel  («i  bez.  «j,   «3) 
gegeben  ist. 

Ebenen  durch  den  Kugelmittelpunkt  schneiden 
die  Kugel  in  Hauptkreisen,  d.  i.  in  Kreisen,  die 
mit  der  Kugel  das  Centrum  und  den  Radius  ge- 
mein haben. 

3.  Mit  Ausnahme  des  Hauptkreises,  dessen 
Ebene  der  Projectionsebene  parallel  ist  und  dessen 
Projection  die  Kugelprojection  selbst  ist,  hat  jeder 
Hauptkreis  eine  Ellipse  als  Projection.  Die  grosse 
Achse  dieser  Ellipse  ist  der  Kugeldiameter  und  ist 
parallel  der  Spur  der  Hauptkreisebene;  die  kleine 
Achse  ist  gleich  dem  Kugeldiameter  multiplicirt  mit 
dem  Cosinus  des  Neigungswinkels,  den  die  Haupt- 
kreisebene mit  der  Projectionsebene  einschliesst. 

Ebenen,  die  der  Projectionsebene  Oi  parallel 
sind,  deren  Projectionen  auf  eine  dazu  verticale 
Ebene  H,  also  Gerade  B'C\  B^'C^\  B^''C^\ 


(M.  809.) 
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sind,  schneiden  die  Kugel  in  Kreisen,  welche  die  Diameter  B"C'\  B^'C^', 
B^''C^'\  . . .  haben;  die  Projectionen  diesei  Kreise  auf  11  ^  sind  mit  ihnen  congruent 
und  haben  Ä  zum  Centrum.  Ein  Kugelkreis,  dessen  Ebene  nicht  mit  der  Pro- 
jectionsebene  parallel  ist,  hat  sein  Centrum  auf  dem  seiner  Ebene  normalen 
Diameter,  projicirt  sich  also  als  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  auf  dem  Lothe  liegt, 
das  von  der  Projection  des  Kugelcentrums  auf  die  Spur  der  Kreisebene  gefällt 
wird. 

Ist  der  Kreis  um  Ä  die  Projection  der  Kugel,  T  die  Spur  einer 
Schnittebene  E,  AB  normal  zu  T',  a  der  Neigungswinkel  der  Schnitt- 
ebene zur  Projectionsebene  und  AC  normal  zu  BC^  so  ist  BE  die  Um- 
legung der  durchs  Centrum  des  Schnittkreises  gehenden  Falllinie  der  Ebene 
E,  C  die  Umlegung  des  Schnittkreis- 
centrums und  ED  die  des  Diameters 
des  Schnittkreises.  Zieht  man  CFA.  AB, 
so  ist  F  das  Centrum  der  Ellipse,  als 
welche  sich  der  Schnittkreis  projicirt; 
die  grosse  Achse  GHht  gleich  DE  und 
liegt  auf  FC,  die  kleine  Achse  ist  die 
Projection  D'E^  der  Strecke  DE  auf  die 
Gerade  AB, 

Kugelkreise,  deren  Ebenen  unter 
einander  parallel,  aber  nicht  parallel  zur 
Projectionsebene  sind,  projiciren  sich 
als  Ellipsen,  deren  Centra  auf  einer 
Geraden  liegen,  die  durch  die  Projection 
des  Kugelcentrums  normal  zur  Richtung 
der  Spuren  der  Kreisebenen  gezogen  ist; 
auf  dieser  Geraden  liegen  zugleich  die 
kleinen  Achsen  der  Projections- Ellipsen, 
ähnlich,  d.  h.  sie  haben  dasselbe  Achsen- 
verhältniss;  denn  das  Verhältniss  der 
kleinen  Achse  zur  grossen  ist  bei  allen 
diesen  Ellipsen  gleich  dem  Cosinus  des 
Neigungswinkels  der  Parallelebenen  gegen 
die  Projectionsebene. 

4.  Sind  die  beiden  Projectionen  einer 
Kugel  und  einer  Geraden  BC  gegeben, 
so  können  wir  die  Projectionen  der 
Schnittpunkte  der  Kugel  und  der  Geraden 
in  folgender  Weise  bestimmen. 

Wir  legen  durch  BC  eine  verticale 
Ebene  E;  dieselbe  schneidet  die  Kugel 
in  einem  Kreise,  dessen  Diameter  DE 
und  dessen  Centnim  die  Projection  F 
des  Punktes  A  auf  die  Ebene  E  ist. 
Legen  wir  durch  A  eine  horizontale 
Ebene  und  legen  E  in  diese  Ebene  um, 
so  wird  die  Umlegung  der  Geraden  BC 
(oder    vielmehr    die    horizontale    Pro* 


(M.  810.) 

Alle   diese   Ellipsen   sind   einander 


(M.  SIL) 
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jection  dieser  Umlegung)  gewonnen,  indem  wir  Bb  -L  ffC  imd  gleich  GB\ 
sowie  Cc±.ß^C  und  gleich  HC  machen,  und  b  mit  c  verbinden.  Die  Um- 
legung des  Kreises,  in  welchem  die  Kugel  von  E  geschnitten  wird,  ist  der  um 
F  mit  Radius  DP  geschlagene  Kreis.  Die  Schnittpunkte  /  und  k  dieses  Kreises 
mit  bc  sind  die  Umlegungen  der  Punkte,  in  denen  die  Kugel  von  der  Geraden  BC 
geschnitten  wird;  aus  ihnen  werden  die  Grundrisse  /',  IC  und  die  Aufrisse  /",  Ä^' 
gefunden. 

5.  Die  Lage  eines  Rotationscylinders  gegen  eine  Kugel  hängt  von 
dem  Radius  der  Kugel,  dem  Radius  des  Cylinders  und  dem  Abstände  der  Cylinder- 
achse  von  dem  Kugelcentrum  ab. 

Ist  der  Abstand  des  Kugelcentrums  von  der  Cylinderachse  grösser,  als  die 
Summe  der  beiden  Radien,  so  hat  der  Cylinder  mit  der  Kugel  keinen  Punkt 
gemein. 

Ist  der  Abstand  des  Kugelcentrums  von  der  Cylinderachse  gleich  der  Summe 
der  Radien,  so  hat  die  Kugel  mit  dem  Cylinder  den  Punkt  gemein,  der  auf  dem 
zur  Cylinderachse  normalen  Radius  liegt;  und  ausserdem  keinen  Punkt.  Die 
Ebene,  welche  durch  den  gemeinsamen  Punkt  normal  zum  Kugelradius  gelegt 
wird,  ist  von  dem  Kugelcentrum  um  den  Kugelradius,  von  der  zu  ihr  parallelen 
Cylinderax:hse  um  den  Cylinderradius  entfernt,  tangirt  also  die  Kugel  und  den 
Cylinder.  Man  sagt  daher:  Die  Kugel  und  der  Cylinder  berühren  sich  in  dem 
gemeinsamen  Punkte. 

Ist  die  Summe  der  Radien  grösser  und  ihre  Differenz  kleiner  als  der  Ab- 
stand des  Kugelcentrums  von  der  Cylinderachse,  so  durchschneiden  sich  die 
Kugel  und  der  Cylinder  entlang  einer  Curve,  die  aus  einem  einzigen  Zuge 
besteht 

Ist  die  Differenz  der  Radien  gleich  dem  Abstände  des  Kugelcentrums  von 
der  Cylinderachse,  so  berühren  sich  die  Kugel  und  der  Cylinder  in  dem  Kugel- 
punkte, der  auf  dem  zur  Cylinderachse  normalen  Radius  liegt;  ist  der  Cylinder- 
radius grösser,  als  der  Kugelradius,  so  haben  die  Kugel  und  der  Cylinder  ausser 
dem  Berührungspunkte  keinen  Punkt  gemein;  ist  dagegen  der  Cylinderradius 
kleiner,  als  der  Kugelradius,  so  durchdringt  der  Cylinder  die  Kugel  in  einer 
Curve,  die  aus  einem  Zuge  besteht,  und  die  den  Berührungspunkt  zum  Doppel- 
punkt hat. 

Ist  die  Differenz  der  Radien  grösser  als  der  Abstand  des  Kugelcentnims  von 
der  Cylinderachse  und  der  Kugelradius  kleiner  als  der  Cylinderradius,  so  liegt 
die  Kugel  ganz  im  Innern  des  Cylinders,  ohne  mit  ihm  einen  Punkt  gemein  zu  haben 
ist  der  Kugelradius  der  grössere,  so  durchdringt  der  Cylinder  die  Kugel  in  einer 
Curve,  die  aus  zwei  getrennten  Zügen  besteht,  durch  welche  die  Kugel  in  zwei, 
der  Cylinder  in  drei  vollkommen  getrennte  Stücke  zerschnitten  werden. 

Diese  Verhältnisse  lassen  sich  am  leichtesten  übersehen,  wenn  man  durch 
das  Kugelcentrum  eine  Ebene  normal  zur  Cylinderachse  legt  und  auf  dieselbe 
die  Kugel  und  den  Cylinder  projicirt;  die  Kugel  projicirt  sich  als  Hauptkreis, 
die  Projection  des  Cylinders  ist  ein  Parallelkreis  desselben,  die  Centrale  beider 
Kreise  AB  ist  der  Abstand  des  Kugelcentrums  A  von  der  Cylinderachse. 

Wenn  sich  die  beiden  Kreise  ausschliessen,  so  haben  Kugel  und  Cylinder 
keinen  Punkt  gemein.  Wenn  sie  sich  von  aussen  berühren,  so  berühren  sich 
Kugel  und  Cylinder  in  dem  Berührungspunkte  der  beiden  Kreise  und  die  durch 
die  gemeinsame  Tangente  der  Kreise  normal  zur  Projectionsebene  gelegte  Ebene 
tangirt  sowol  Kugel  ak  Cylinder,    Wenn  sich  die  Kreise  zweimal  schneiden,  so 
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haben  Kugel  und  Cylinder  eine 
Curve  gemein,  die  auf  der  der 
Kugel  zugewandten  Seite  des 
Cylinders  zwischen  den  Mantel- 
linien liegt,  die  durch  D  und  E 
gehen,  und  von  diesen  Mantel- 
linien berührt  wird.  Wenn  der 
Kreis  um  A  den  Kreis  um  B 
einschliesst  und  berührt,  so  durch- 
dringt der  Cylinder  die  Kugel  in 
einer  Curve,  die  aus  einem  Zuge 
besteht  und  F  zum  Doppelpunkte 
hat  Schliesst  der  Kreis  um  A 
den  Kreis  um  B  ein,  ohne  ihn  zu  berühren,  so  durchdringt  der  Cylinder  die 
Kugel  in  zwei  getrennten  Curven. 

6.  Wir  wollen  die  Construction  der  Durchdringungscurve  eines 
Cylinders  und  einer  Kugel  für  den  Fall  durchführen,  der  durch  das  Auftreten 
eines  Doppelpunktes  besonderes  Interesse  hat.    (Tafel  VHI, 4.) 

Wir  nehmen  an,  die  Kugel  berühre  die  erste  Projectionsebene,  die  durch 
das  Kugelcentrum  A  und  die  Cylinderachse  BC  bestimmte  Ebene  sei  parallel  der 
ersten  Projectionsebene  0^,  und  die  Cylinderachse  sei  parallel  zur  Achse.  Wir 
grenzen  den  Cylinder  durch  zwei  Parallelkreise  ab,  und  legen  den  einen  Parallel- 
kreis  (oder  seine  obere  Hälfte)  in  die  durch  die  Cylinderachse  geführte  Horizontal- 
ebene um.  Diesen  Kreis  theilen  wir  in  eine  genügende  Anzahl  gleicher  Theile, 
am  besten  von  E  aus,  in  eine  durch  vier  theilbare  Zahl,  damit  auch  die  höchste 
und  die  tiefste  Mantellinie  bei  der  weiteren  Construction  betheiligt  werden. 
Durch  diese  Theile  ziehen  wir  Mantellinien  des  Cylinders  und  construiren  die 
Schnitti)unkte  dieser  Mantellinien  mit  der  Kugel. 

Die  Aufrisse  der  zu  h  gehörigen  Mantellinien  Hl  und  /Tj/j  werden  erhalten, 
indem  wir  C  ff'  ^  C'H^'*  ^  hff  von  C  aus  auf  CT'  abtragen  und  If'r\ 
^A"A"  parallelere  ziehen;  construiren  wir  um  ^"  einen  Kreis  mit  Diameter  Ä'A'*. 
so  sind  die  Schnittpunkte  N"Ar  A^/'J//'  dieses  Kreises  mit  ^"/",  ^/'Z,"  die 
Aufrisse  der  Schnittpunkte  der  Mantellinien  HI  und  H^I^  mit  der  Kugel. 

Um  die  Punkte  zu  haben,  in  welchen  der  Aufriss  der  Durchdringungscune 
den  Aufriss  der  Kugel  berührt,  construiren  wir  noch  die  Schnittpunkte  der  Kugel 
mit  den  Mantel linien  des  Cylinders,  deren  Grundriss  durch  A  geht 

Die  Richtungen,  unter  denen  sich  die  Curvenzweige  im  Doppelpunkte  durch- 
schneiden, erhalten  ^vir  auf  ähnlichem  Wege,  wie  bei  der  Durchdringung  nveier 
Cylinder. 

Wir  verbinden  den  Dopi>clpunkt  A  mit  dem  Curvenpunkte,  der  auf  der  zu 
//  gehörenden  Mantellinie  liegt.  Ist  r  der  Kugel-  und  p  der  Cylinderradtus,  m» 
ist  die  Höhe  dieser  Mantellinie  über  der  durch  das  Kugelcentrum  gehenden 
Horizontalehcne. 

1.  hir  =  lY'O  =  iV/'Ö  =  p  sin  9. 

Femer  ist 


Hieraus  folgt 


=  r  —  p  (1  —  <-*JX  ^)  =  r  —  2 p  j/i|2  ^ 
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2.     =2  «>i  I |/r p  —  p2  «•«»  I 
Da  nun  N''A'  =  A^,"^"  =  KL,  so  folgt 

5/Vf  iVr"^"6^  ==  sin  N^'A'O  =  -^^^„  =  p  «« <p  :  2  w«  f  [/  r  p  —  p  sin^  |- 

mm  91/  9 

=  2p ««  !-•  cos  ^:2  sin ^  y  ^9  —  P*  ^^^^a 

also      3.        sin  N^A'^0  =^pcos  ^  -  y  ^9  —  P  ^^«^  o 

I.ässt  man  nun  den  Winkel  9  bis  zur  Grenze  Null  abnehmen,  so  ergiebt 
diese  Formel  den  Sinus  des  Winkels  e,  unter  welchen  die  Doppelpunktstangenten 
nach  oben  und  unten  gegen  die  durch  das  Kugelcentrum  und  die  Cylinderachse 

m  m 

gelegte  Ebene  geneigt  sind.     Setzt  man  in  3.  cos  ^  =  1>  sin  ^  =  0,    so   erhält 


man 


4.  sin  e  =  p  :  "j/rp  =z  y  —, 


Die  Höhen  (über  und  unter  B"C')  der  Punkte,  in  denen  die  Doppelpunkts- 
tangenten den  Aufriss  der  Kugel  schneiden,  ergeben  sich  zu 

5.  r  sinz=  ry^^=  ypr. 

Macht  man  also  ^"ö  =  P  ^^^  schlägt  einen  Kreis,  der  FQ  zum  Diameter 
hat,  und  zieht  TR\\US\\ß''C\  so  sind  A'T  und  Ä'U  die  Doppelpunkts- 
tangenten. 

Legt  man  im  Cylindernetz  durch  den  Netzpunkt  A  eine  Parallele  zur  aus- 
gestreckten Cylinderbasis  und  trägt  auf  ihr  die  Strecken  Ar  =  Aj  =  Ä^R  ab, 
zieht  durch  r  und  s  Mantellinien  und  schneidet  auf  diesen  nach  derselben  Seite 
hin  ri=^su^=^RT  ab,  so  sind  A/  und  A«  die  Doppelpunktstangenten  der 
Durchdringungscurve  im  Netze. 

Der  Schnitt  der  durch  einen  Punkt  der  Durchdringungscurve  gehenden 
Tangentialebenen  der  Kugel  und  des  Cylinders  ist  die  Tangente  der  Durch- 
dringungscurve in  diesem  Punkte.  Construiren  wir  die  Spuren  der  beiden 
Tangentialebenen  auf  der  durch  das  Kugelcentrum  gehenden  Horizontalebene, 
so  ist  der  Schnitt  dieser  Spuren  die  Spur  der  Tangente  auf  derselben  Ebene. 

Um  die  Tangente  im  Punkte  K  zu  projiciren,  ziehen  wir  Vvl^AV^'j  da 
wir  den  Kreis  um  Ä  auch  als  Umlegung  des  verticalen  Hauptkreises  der  Kugel 
betrachten  können,  der  durch  V  geht  (umgelegt  in  die  durch  A  gehende 
Horizontalebene),  so  ist  v  die  Umlegung  von  K  Ziehen  wir  nun  vw  -L  vA\  so 
so  ist  VW  die  Umlegung  einer  Kugeltangente  und  zugleich  die  Projection  der 
in  V  die  Kugel  berührenden  Ebene  auf  die  Ebene  des  verticalen  Hauptkreises 
durch  den  Punkt  V,  Es  ist  daher  w  ein  Punkt  der  Spur  dieser  Tangentialebene 
und  der  durch  A  gelegten  Horizontalebene;  die  Spur  Ww  selbst  geht  durch  w 
normal  zu  Äw. 

Ziehen  wir  XYl^CY,  so  ist  A'  ein  Punkt  der  Geraden,  in  welchem  die 
Ebene,  die  den  Cylinder  entlang  der  Mantellinie  VY  berührt,  die  durch  A  gelegte 
Horizontalebene  durchschneidet;  die  Gerade  XW\^ß^C  ist  daher  der  Grundriss 
dieser  Schnittlinie  selbst. 
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Hieraus  ergeben  sich  der  Punkt  W  als  der  Schnittpunkt  der  in  ^  an  die 
Durchdringungscurve  gelegten  Tangente  mit  der  Horizontalebene  durch  A^  und 
die  Projectionen   WV  und  WV'  der  Tangente. 

Bei  der  Construction  des  Cylindemetzes  hat  man  von  dem  Punkte  V  des 
Netzes  aus  nach  E  zu  normal  zu  den  Mantellinien  YX  abzuschneiden,  durch 
X  die  Mantellinie  zu  ziehen,  XW  darauf  abzutragen  und  ^  mit  dem  Netzpunkte 
V  zu  verbinden;  dann  ist  WV  die  Tangente  in  J^an  die  Durchdringungscurve 
im  Netze. 

7.  Um  über  den  Schnitt  zweier  Kugeln  zu  urtheilen,  legen  wir  eine 
Ebene  durch  beide  Kugelcentren;  diese  Ebene  schneidet  die  Kugeln  in  Haupt- 
kreisen, K^  und  Ä'j.    Man  sieht: 

Ist  die  Summe  der  Radien  kleiner,  oder  die  Differenz  der  Radien  grösser 
als  die  Centrale  (die  Strecke  zwischen  den  Centren),  so  haben  die  Kugeln  keinen 
gemeinsamen  Punkt. 

Ist  die  Summe  oder  die  Differenz  der  Radien  gleich  der  Centralen,  so  be- 
rühren sich  die  Kugeln  in  einem  auf  der  Centralen  liegenden  Punkte,  und  zwar 
im  ersten  Falle  von  aussen,  im  andren  einschliessend. 

Ist  die  Summe  der  Radien  grösser  und  zugleich  die  Differenz  kleiner  als  die 
Centrale,  so  haben  die  Kugeln  einen  Kreis  gemein,  dessen  Ebene  normal  zur 
Centralen  steht  und  der  durch  die  gemeinsamen  Punkte  der  Kreise  K^  und  K^  geht 

8.  Wir  betrachten  nun  den  Schnitt  dreier  Kugeln. 

Wir  legen  die  Projectionsebcne  durch  die  Centren  A,  B,  C\  die  Projectionen 
der  Kugeln  sind  die  mit  den  Kugelradien  r,  s,  t  um  A^  B,  C  geschlagenen  Kreise 
K,  Z,  M. 

Liegen  A,  B^  C  auf  einer  Geraden  xind 
haben  K,  L,  M  einen  gemeinsamen  Punkt  I\ 
so  berühren  sich  die  drei  Kugeln  in  diesem 
Punkte. 

Liegen  die  Mittelpunkte  A,  B,  C  aui 
einer  Geraden  und  haben  die  Kreise  K,  L,  M 
zwei  Punkte  Z>  und  JS  gemein,  so  haben  die 
drei  Kugeln  den  Kreis  gemein,  der  D  und 
£  zum  Diameter  hat. 
(M.  813.)  Sind  A,  B,  C  die  Ecken  eines  Dreieck* 

und  haben  die  Kreise  H^,  Z,  M  einen  und  nur  einen  Punkt  Z>  gemein,  so  haben 

die  Kugeln  diesen  Punkt  D  und  sonsi 
keinen  gemein  und  haben  in  I>  eine  ge- 
meinsame Tangente,,,  welche  lothrecbt  ms 
Centralebene  ABC  ist. 

Sollen  die  drei  Kugeln  einen  ausser- 
halb der  Ebene  der  Centren  liegenden 
Punkt  gemein  haben,  so  müssen  je  xwei 
der  Kugeln  sich  schneiden.  Die  Ebenes 
Fj,  F),  F|  der  Schnittkreise  haben  als  Pro- 
jection  zufABC die  Chordalen  F /,  F, ',  T , 
OL  814)  der  drei  Kreise  um  A,  B  und  C;   die^ 

schneiden  sich  bekanntlich  in  einem  Punkte  D,  der  (ttr  die  drei  Kreise  gleiche 
Potenz  hat;  die  Ebenen  F^,  F^,  F,  schneiden  sich  daher  in  der  Geraden«  die 
durch  jD  normal  ssur  Ebene  der  Centren  geht 
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Liegt  nun  der  Chordalpunkt  D  innerhalb 
eines  der  drei  Kreise,  so  liegt  er  bekanntlich 
auch  innerhalb  der  beiden  anderen.  Sind  E 
und  F  die  beiden  Punkte  der  Kugel  ATj, 
deren  Projection  auf  die  Ebene  der  Centren 
mit  D  zusammenfallt,  so  liegen  E  und  F  auf 
dem  Kreise  der  Kugel  K^^  dessen  Projection  in 
r,'  fallt,  sowie  auf  dem  Kreise  von  K<^^ 
dessen  Projection  in  Tg'  fällt,  also  liegen  E 
und  F  auch  auf  den  Kugeln  K^  und  K^^  sind 
also  die  Schnittpunkte  der  drei  Kugeln.  Zieht 
man  DA  und  macht  De  -L  DA,  so  ist  De  =  Df 
der  gemeinsame  Abstand  der  beiden  Kugel- 
schnittpunkte E  und  F  von  der  Centralebene 
ABC  der  drei  Kugeln. 

Zieht  man  in  den  Kreisen 
JTj  und  K^  Sehnen,  welche  nor- 
mal zu  BD  und  CD  sind,  so 
sind  diese  beiden  Sehnen  gleich 
der  Sehne  ef\  denn  die  zweiten 
Potenzen  der  Hälften  dieser  drei 
Sehnen  sind  die  Potenz  des 
Punktes  D  für  die  drei  Kreise, 
und  sind  gleich,  weil  D  gleiche 
Potenz  für  alle  drei  Kreise  hat 


§  10.    Der  Rotationskegel. 

1.  Der  Rotationskegel  ist  die 
Fläche,  welche  durch  Rotation 
einer  Geraden  um  eine  Gerade 
entsteht,  die  von  ihr  geschnitten 
TOd;  die  letztere  Gerade  heisst  die  Achse  des  Rotationskegels,  die  erstere  heisst 
in  jeder  ihrer  bei  der  Rotation  erreichten  Lagen  Mantellinie  des  Kegels.  Der 
spitze  Winkel,  den  die  rotirende  Gerade  mit  der  Rotationsachse  bildet  (also 
den  Winkel  jeder  Mantellinie  mit  der  Kegelachse)  wird  als  Meridianwinkel  des 
Kegels  bezeichnet.  Der  Schnittpunkt  der  rotirenden  Geraden  mit  der  Kegel- 
achse heisst  die  Spitze  des  Kegels.  Der  Rotationskegel  besteht  aus  zwei  con- 
gnienten  Theilen,  die  durch  die  Spitze  von  einander  getrennt  werden. 

Man  kann  den  Rotationskegel  auch  als  den  Ort  der  Punkte  definiren,  deren 
Abstand  von  einer  festen  Geraden  (Kegelachse)  zum  Abstand  von  einem  festen 
Punkte  dieser  Geraden  (Kegelspitze)  ein  gegebenes  Verhältniss  hat;  dieses  Ver- 
hältniss  ist  der  Sinus  des  Meridianwinkels. 

Jede  Ebene,  die  normal  zur  Kegelachse  ist  und  nicht  durch  die  Spitze  geht, 
schneidet  den  Kegel  in  einem  Kreise,  einem  Parallelkreise  des  Rotations- 
kegels; der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  ist  der  Schnitt  seiner  Ebene  mit  der 
Kegelachse.  Ist  a  der  Meridianwinkel  des  Kegels  und  d  der  Abstand  der  Parallel- 
kreisebene  von  der  Kegelspitze,  so  ist  der  Radius  des  Parallelkreise? 

r^^d*  fang  a. 
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Zwei  gleich  weit  von  der  Spitze  entfernte  Parallelkreise  sind  daher  gleich 

2.  Für  die  Lage  eii\es  Rotationskegels  gegen  eine  Ebene,  die 
durch  die  Spitze  des  Kegels  geht,  ergeben  sich  folgende  Fälle: 

Ist  der  Neigungswinkel  der  Kegelachse  gegen  die  Ebene  grösser,  als  der 
Meridianwinkel  des  Kegels,  so  hat  der  Kegel  mit  der  Ebene  ausser  der  Kegel- 
spitze keinen  weiteren  Punkt  gemein. 

Ist  der  Neigungswinkel  der  Kegelachse  gegen  die  Ebene  gleich  dem  Meridtan- 
Winkel,  so  hat  der  Kegel  mit  der  Ebene  eine  Mantellinie  gemein,  nämlich  die 
Projection  der  Kegelachse  auf  die  Ebene;  der  Kegel  und  die  Ebene  berühren 
sich  entlang  dieser  Mantellinie. 

Ist  der  Neigungswinkel  der  Kegelachse  gegen  die  Ebene  kleiner,  als  der 
Meridian  Winkel ,  so  schneidet  die  Ebene  den  Kegel  in  zwei  Mantellinien,  die 
symmetrisch  zur  Projection  der  Kegelachse  auf  die  Schnittebene  liegen.  Der 
Winkel  dieser  Schnittlinien  ist  kleiner  als  der  Meridianwinkel,  ausser  wenn  die 
Ebene  durch  die  Kegelachse  geht;  denn  dann  wird  der  Kegel  in  zwei  Mantel- 
linien geschnitten,  die  symmetrisch  zur  Kegelachse  liegen. 

Legt  man  eine  Ebene  11  normal  zur  Kegelachse  und  bezeichnet  den  auf  ihr 
liegenden  Parallelkreis  des  Kegels  mit  K^  die  Spur  der  durch  die  Kegelspitze 
gehenden  Ebene  E  auf  der  Ebene  FI  mit  5,  so  hat  die  Schnittebene  mit  dem 
Kegel  keine  Mantellinie  gemein,  wenn  die  Gerade  5  den  Kreis  AT  nicht  trifft;  berührt 
S  den  Kreis  K  in  einem  Punkte  A^  so  berührt  die  Ebene  E  den  Kegel  entlang 
der  durch  A  gehenden  Mantellinie;  schneiden  sich  5  und  K  in  zwei  Punkten 
B  und  Cf  so  schneidet  die  Ebene  E  den  Kegel  in  den  beiden  Mantellinien,  die 
durch  ß  und  C  gehen. 

3.  Um  die  Lage  einer  Geraden  a  gegen  einen  Rotationskegel  zu  beur- 
theilen,  durch  dessen  Spitze  die  Gerade  a  nicht  geht,  lege  man  eine  Ebene /;' 
durch  a  und  durch  die  Kegelspitze.  Hat  diese  Ebene  mit  dem  Kegel  keine  Mantel- 
linie gemein,  so  trifft  die  Gerade  a  den  Kegel  nicht.  Berührt  E  den  Kegel  entlam: 
einer  Mantellinie,  und  wird  diese  Mantellinie  von  a  in  einem  Punkte  A  geschnitten, 
so  hat  der  Kegel  mit  der  Geraden  a  diesen  Punkt  A  und  sonst  keinen  gemeta 
die  Gerade  a  tangirt  den  Kegel  in  diesem  Punkte.  Auch  dann,  wenn  a  mit  der 
Mantellinie  parallel  ist,  kann  man  sagen,  dass  a  den  Kegel  berührt;  insofern  man 
sagen  kann,  dass  parallele  Gerade  einen  unendlich  fernen  Punkt  gemeinsam 
haben,  insofern  kann  man  in  unserem  Falle  auch  sagen,  dass  die  Gerade  a  den 
Kegel  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  berührt. 

Schneidet  die  Ebene  E  den  Kegel  in  zwei  Mantellinien,  so  schneidet  die 
Gerade  a  den  Kegel  in  den  beiden  Punkten,  die  sie  mit  diesen  Mantellinier, 
gemein  hat.  Ist  die  Gerade  a  mit  der  einen  dieser  beiden  Mantellinien  parallel 
so  kann  man  sagen,  dass  sie  den  Kegel  in  einem  erreichbaren  und  in  eines" 
unendlich  fernen  Punkte  schneidet. 

4.  Aus  dem  soeben  Mitgetheilten  folgt,  dass  alle  Tangenten  eines  KegcK 
die  einer  festen  Richtung  parallel  sind,  die  beiden  Ebenen  erfüllen,  die  durch 
die  Kegelspitze  parallel  der  festen  Richtung  gehen  und  den  Kegel  berühren, 
diese  Ebenen  gehen  durch  die  Gerade,  die  durch  die  Kegelspitze  der  festes 
Richtung  parallel  gelegt  ist. 

Um  die  Tangentialebenen  eines  Rotationskegels  zu  finden,  die  durch  eine 
durch  die  Kegelspitze  gehende  Gerade  a  gelegt  werden  können,  schneiden  wir 
den  Kegel  und  die  Gerade  durch  eine  Parallelkreisebene  R  des  Kegels,  deti 
Kegel  in  einem  Parallelkreise  K,  die  Gerade  a  in  einem  Punkte  A.     Die  Ge- 
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raden,  in  denen  die  durch  a  gehenden  Tangentenebenen  des  Kegels  die  Ebene  11 
schneiden,  sind  die  von  A  an  den  Kreis  K  gelegten  Tangenten.  Je  nachdem 
nun  A  innerhalb  des  Parallelkreises,  auf  demselben,  oder  ausserhalb  liegt,  kann 
man  von  A  keine  Tangente,  eine,  oder  zwei  an  den  Parallelkreis,  und  daher  durch 
a  keine,  eine  oder  zwei  Tangentenebenen  an  den  Kegel  legen. 

Die  Geraden,  die  durch  die  Kegelspitze  gehen  und  mit  der  Achse  einen 
Winkel  bilden,  der  kleiner  wie  der  Meridianwinkel  ist,  können  als  im  Innern  des 
Kegels  liegend  bezeichnet  werden. 

Femer  wollen  wir  bemerken,  dass  die  Aufgabe,  durch  einen  Punkt  Tangenten- 
ebenen  an  einen  Kegel  zu  legen,  mit  der  identisch  ist.  Tangentenebenen  durch 
die  Gerade  zu  legen,  die  den  Punkt  mit  der  Kegelspitze  verbindet.  Wenn  man 
dies  beachtet,  so  ergeben  sich  aus  dem  Vorhergehenden  die  Bemerkungen: 

Durch  einen  Punkt  oder  durch  eine  die  Kegelspitze  enthaltende  Gerade 
lassen  sich  keine,  eine  oder  zwei  Tangentenebenen  an  einen  Rotationskegel 
legen,  je  nachdem  der  Punkt  oder  die  Gerade  im  Innern  des  Kegels,  auf  dem 
Kegel  oder  ausserhalb  desselben  liegt. 

Im  Anschluss  hieran  ergiebt  sich  noch: 

Um  zu  beurtheilen,  ob  parallel  einer  festen  Richtung  Gerade  gezogen  werden 
können,  die  einen  Kegel  nicht  treffen,  ziehe  man  durch  die  Spitze  eine  Gerade 
a  der  Richtung  parallel.  Liegt  diese  Gerade  im  Innern  des  Kegels,  so  schneidet 
jede  zu  ihr  parallele  Gerade  den  Kegel  in  zwei  Punkten,  von  denen  keiner 
unendlich  fem  ist,  und  die  auf  beide  durch  die  Spitze  getrennten  Hälften  des 
Kegels  vertheilt  sind.  Ist  die  Gerade  a  eine  Mantellinie  des  Kegels,  so  giebt 
es  unter  den  zu  ihr  parallelen  Geraden  solche,  die  den  Kegel  in  einem  unendlich 
fernen  Punkte  berühren;  dieselben  liegen  auf  der  durch  a  gehenden  Tangenten- 
ebene des  Kegels;  alle  anderen  zu  a  parallelen  Geraden  treffen  den  Kegel  in 
einem  endlich  fernen  und  in  einem  unendlich  fernen  Punkte. 

Liegt  die  Gerade  a  ausserhalb  des  Kegels,  so  lege  man  durch  a  zwei 
Tangentenebenen  an  den  Kegel;  diese  theilen  den  Raum  in  vier  Flächenwinkel ; 
in  dem  einen  Winkel  liegt  die  eine  Hälfte,  im  Scheitelwinkel  die  andere  Hälfte 
des  Kegels,  die  beiden  anderen  Scheitelwinkel  enthalten  keinen  Punkt  des 
Kegels  (ausser  der  auf  der  Kante  liegenden  Kegelspitze).  Die  Parallelen  zu  0, 
welche  in  den  Scheitelwinkeln  liegen,  die  den  Kegel  nicht  enthalten,  treffen  den 
Kegel  nicht;  die  Parallelen  zu  0,  welche  in  den  Scheitelwinkeln  liegen,  die  den 
Kegel  enthalten,  treffen  jede  den  Kegel  in  zwei  Punkten,  die  auf  derselben 
Kegelhälfte  liegen;  die  Parallelen  zu  a^  welche  auf  den  durch  a  gehenden 
Tangentenebenen  liegen,  tangiren  den  Kegel. 

5.  Die  Parallelprojection  eines  Rotationskegels  bedeckt  entweder 
die  ganze  Projectionsebene  oder  nur  einen  Theil  derselben;  welcher  von  beiden 
Fällen  eintritt,  hängt  von  der  Richtung  der  Kegelachse  gegen  die  Projections- 
strahlen  ab. 

Ist  der  Winkel,  den  die  Kegelachse  mit  den  Projectionsstrahlen  bildet, 
kleiner  als  der  Meridian winkel  (liegt  also  die  durch  die  Kegelspitze  parallel  zu 
den  Projectionsstrahlen  gezogene  Gerade  a  im  Innern  des  Kegels),  so  schneidet 
jeder  Projectionsstrahl  den  Kegel  zweimal;  also  ist  jeder  Punkt  der  Projections- 
ebene die  Projection  zweier  Kegelpunkte,  die  auf  die  beiden  durch  die  Spitze 
getrennten  Kegelhälften  vertheilt  sind.  Eine  Ausnahme  hiervon  macht  nur  der 
Punkt,  der  die  Projection  der  Kegelspitze  ist. 

Ist  der  Winkel  zwischen  der  Kcgelachse  und  der  Richtung  der  Projections- 
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strahlen  gleich  dem  Meridianwinkel  (liegt  also  die  durch  die  Spitze  zu  den 
Projectionsstrahlen  gezogene  Parallele  a  auf  demKegel),  so  construire  man  dieEbene 
Ef  die  den  Kegel  entlang  a  berührt.  Alle  Punkte,  die  auf  der  Spur  S  dieser 
Ebene  liegen,  haben  Projectionsstrahlen,  die  den  Kegel  nicht  (oder  wenigsten^ 
in  keinem  erreichbaren  Punkte)  schneiden ,  mit  Ausnahme  des  Punktes,  in 
welchem  S  von  a  geschnitten  wird,  denn  dieser  Punkt  ist  die  Projection  von 
allen  den  Punkten  des  Kegels,  die  auf  der  Mantellinie  a  liegen.  Die  eine 
Kegelhälfte  liegt  ganz  auf  der  einen,  die  andere  ganz  auf  der  anderen  Seite  von 
E  und  beide  ruhen  auf  E  entlang  den  beiden  durch  die  Spitze  getrennter 
Hälften  der  Mantellinie  0.  Die  Punkte  der  Projectionsebene,  die  auf  einer  Seile 
von  S  liegen,  sind  die  Projectionen  je  eines  Punktes  der  einen  Kegelhälite, 
die  auf  der  andern  Seite  von  S  liegenden  Punkte  gehören  zur  andern  K^el- 
hälfte. 

Ist  also  der  Winkel  zwischen  der  Kegelachse  und  den  ProjectionsstrahleF 
gleich  dem  Meridianwinkel,  so  bedeckt  die  Projection  des  Kegels  die  ganze 
Projectionsebene  mit  Ausnahme  der  Geraden  S\  die  auf  beiden  Seiten  von  5 
liegenden  Hälften  der  Projectionsebene  sind  die  Projectionen  je  einer  K^el- 
hälfte;  jeder  Punkt  der  Projectionsebene  ist  die  Projection  eines  und  nur  eines 
Kegelpunktes.  Die  Punkte  auf  S  sind  nicht  Projectionen  von  Kegelpunkten«  bis 
auf  einen  von  ihnen,  der  die  Projection  der  Mantellinie  des  Kegels  ist,  deren 
Richtung  mit  den  Projectionsstrahlen  parallel  ist 

Ist  der  Winkel  zwischen  der  Kegelachse  und  den  Projectionsstrahlen  grösser 
als  der  Meridianwinkel  (liegt  also  die  durch  die  Kegelspitze  zu  den  Projections- 
strahlen gezogene  Parallele  a  ausserhalb  des  Kegels),  so  lege  man  durch  a  zwa 
Tangentenebenen  E  und  E^  an  den  Kegel;  deren  Spuren  seien  S  und  S^,  Der 
Schnittpunkt  dieser  Spuren  ist  die  Projection  der  Kegelspitze.  Die  beiden  von  .S  und 
S^  gebildeten  Scheitelwinkel,  die  in  den  beiden  von  E  und  E^  eingeschlossenen 
Flächenwinkel  liegen,  in  denen  der  Kegel  liegt,  enthalten  die  Punkte  der  Projections- 
ebene, deren  Projectionsstrahlen  den  Kegel  zweimal  und  zwar  auf  derselben 
Hälfte  schneiden;  jeder  dieser  beiden  Scheitelwinkel  ist  also  die  Projectior 
einer  Kegelhälfte  und  zwar  ist  jeder  Punkt  die  Projection  zweier  Punkte  dieser 
Hälfte.  Die  Punkte  der  beiden  anderen  von  S  und  S^  eingeschlossenen  Scheitel 
Winkel  sind  nicht  Projectionen  von  Kegelpunkten.  Die  Geraden  S  und  S^  sinii 
die  Projectionen  der  Mantellinien,  entlang  welcher  die  Ebenen  E  und  E^  der. 
Kegel  berühren. 

Projicirt  man  einen  Rotaüonskegel  auf  eine  Ebene  11  j   normal  zur  Kegei- 
achse  und  auf  eine  Ebene  n^  parallel  zur  Kegelachse,  so  bedeckt  die  erste  Yxo- 
jection  des  Kegels  die  ganze  Ebene  ü^  und  jeder  Punkt  von  11 1  ist  die  Pn> 
jection  zweier  gleich  weit  von  der  Kegelspitze  entfernten  Punkte. 

Die  Projection  auf  FI,  wird  von  zwei  Geraden  begrenzt,  die  die  Projection 
der  Kegelachse  in  der  Projection  der  Spitze  schneiden  und  mit  ihr  nach  beiden 
Seiten  hin  den  Meridianwinkel  einschliessen. 

Die  Parallelkreise  des  Kegels  projiciren  sich  in  der  ersten  Projection  a)> 
Kreise,  welche  die  Projection  der  Spitze  zum  gemeinsamen  Centrum  haben;  m 
der  zweiten  Projection  erscheinen  sie  als  Gerade,  die  normal  zur  Projection  der 
Kegelachse  sind. 

Wir  wollen  im  Folgenden  —  wenn  nicht  das  Gegentheil  ausdrQcklich 
bemerkt  ist  —  die  horizontale  Projectionsebene  immer  normal  zur  Kegelach^ 
wählen. 
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Sind  2'  und  2"  die  Projectionen  der 
Spitze,  so  ist  2'2"  der  Aufriss  der  Kegelachse; 
ist  der  Meridianwinkel  a,  so  ziehe  man  2"A" 
und  2"^'  so,  dass  sie  mit  der  Achsenprojection 
den  Winkel  a  bilden;  dann  ist  der  Winkel 
^"2"-ö"  und  sein  Scheitelwinkel  der  Aufriss 
des  Kegels.  Die  Spur  des  Kegels  auf  der 
Horizontalebene  ist  der  um  das  Centrum  2' 
mit  dem  Diameter  A'B'  =  A"J5*'  beschriebene 
Kreis. 

6.  Um  die  Schnittpunkte  eines  Ro- 
tationskegels mit  einer  ihn  schneiden- 
den Geraden  darzustellen,  suchen  wir  die 
horizontale  Spur  S  der  Schnittgeraden  BC  auf; 
verbinden  femer  die  Kegelspitze  2  mit  einem 
passenden  Punkte  £  der  Geraden  BC  und 
bestimmen  die  Horizontalspur  F  dieser  Ge- 
raden l£. 

Dann  ist  5/'die  Horizon- 
talspuT  der  durch  2  und  BC 
gelegten  Ebene.  Soll  BC  den 
Kegel  schneiden,  so  muss  diese 
Spur  SjFöie  Horizontalspur  des 
Kegels  zweimal  schneiden. 

Verbinden  wir  die  Schnitt- 
punkte G  und  H  mit  2,  so 
sind  IG  und  llf  die  Schnitt- 
linien des  Kegels  und  der 
Ebene  ItBC]  mithin  sind  /und 
A'  die  Schnittpunkte  des  Kegels 
mit  der  Geraden  BC 

7.  Betrachtet  man  den 
Rotationskegel  als  eine  Ecke 
von  unzählig  vielen  verschwin- 
dend schmalen  Seitenflächen, 
so  sieht  man,  dass  sich  der 
Kegel  in  eine  Ebene  ausbreiten 
lässt  Zerschneidet  man  die 
Kegelfläche  längs  einer  Mantel- 
linie und  breitet  die  Fläche 
dann  aus,  so  giebt  die  Aus- 
breitung zwei  Scheitelwinkel; 
die  Mantellinien  sind  auch  in 
der  Ausbreitung  Gerade  durch 
die  Kegelspitze. 

Die  Punkte  eines  Parallel- 
kreises sind  gleichweit  von  der 
Spitze  entfernt,  werden  also  in 
der   Ausbreitung    zu   Punkten 


(M.  317.) 
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eines  Kreises,  der  um  die  Kegelspitze  beschrieben  ist  und  die  auf  einer  Mantel- 
linie zwischen  der  Spitze  und  dem  Parallelkreise  liegende  Strecke  zum  Radius  hat 
Ist  m  diese  Strecke  und  a  der  Meridianwinkel  des  Kegels,  so  ist  der  Radius 
p  des  Parallelkreises 

der  Umfang  des  Parallelkreises  ist  daher 

»  =  2irp  =  2it«rj/«  a. 
Der  Winkel  x,  welchen  wir  (nebst  seinem  Scheitelwinkel)  als  Ausbreitung  des 
Kegels  erhalten  haben,  gehört  als  Centriwinkel  im  Kreise  mit  dem  Radius  m 
zum  Bogen  u\  also  ist  der  Arcus  dieses  Winkels: 

arc  X  =  —  =  2tr  •  jw  a, 

und  der  Winkel  in  Gradmass: 

180 


-  •  arc  X  =  ooO 


X  = arc  X  =  360  •  sinoL, 


Um  diesen  Winkel  angenähert  zu  finden,  wird  man  wie  folgt  verfahren: 

Man  zeichnet  eine  Strecke  «,  die  gleich  dem  Umfange  u  eines  Parallel 
kreises  ist 

Man  zeichnet  eine  Strecke  b  gleich  dem  Umfange  des  Kreises,  der  das  von 
der  Kegelspitze  bis  zum  Parallelkreise  reichende  Stück  m  einer  Mantellinie  zun: 
Halbmesser  hat,  sowie  diesen  Kreis  jx  selbst 

Man  theilt  die  Strecke  b  und  den  Kreis  jx  in  zwölf  gleiche  Theile,  uml 
schneidet  ein  solches  Zwölftel  so  oft  als  möglich  von  der  Strecke  «ab;  es  sei 
dies  »mal  möglich,  und  es  bleibe  noch  ein  Rest  öj,  so  dass  man  hat 

b 


Man  construire  im  Kreis  mit  dem  Halbmesser  m  den  Centriwinkel  ^,  dessen 
Hogen  gleich  a<^  ist 

Die  Ausbreitung  des  Kegels  ist  dann  der  Winkel 

X  =  30°  •  «  -+-  9  • 

Um  Punkte  in  das  Netz  einzutragen,  dessen  Grundrisse  und  Aufrisse  vor 
liosj«^"»  2.  B.  /  und  K,  theilen  wir  den  Umfang  des  Parallelkreises  AB,  der  zur 
C'onstruction  des  Winkels  x  benützt  wurde,  von  der  Mantellinie  SiVaus,  entlar: 
woU  hon  wir  den  Kegel  aufgeschnitten  haben,  in  12  gleiche  Theile,  entsprechenii 
den  Winkeln  von  30°,  die  in  dem  Kegelnetz  sich  schon  vorfinden. 

Hierauf  construiren  wir  die  Strecken,  die  den  Bogen  NG  und  NH  gleich 
sind,  und  die  Winkel  des  Kreises  mit  dem  Radius  /»,  deren  Bogen  gleich  der 
StrtM'ken  NG  und  NH  sind.  Dadurch  erhalten  wir  im  Netz  die  Mantellinicr 
v„0\,   und  So//ü,  die  den  Mantellinien  IG  und  2/r  des  Kegels  entsprechen 

/iohcn  wir  nun  im  Aufriss  IC'M\\rr' \\Ä'B'' ,    so  sind  ff'L  und  B  M 
^W\v\\  i\v\\  Strecken  ///  und  GK\  trägt  man  also  auf  den  Mantellinien  Z^,G, 
\\\\i\  !£//„    (loH  Netzes  von  H^  und  Gq  aus  die  Strecken  Gq/q^=  B*L^   II^,K 
/l*'A/  ftl),  HO  sind  Iq  und  Ä'^  die  Netzpunkte,  die  den  Kugelpunkten  /  und  A 
itnlit|itrrbcn. 

H,  Die  (leslalt  der  Curve,  in  welcher  ein  Rotationskegcl  vor 
MliMH  Kbt*ne  A'  geschnitten  wird,  ist  wesentlich  davon  abhängig,  ob  dir 
l'lii'iM'  A',,  «lie  imrallcl  zu  £  durch  die  Kegclspitze  gelegt  wird,  mit  dem  Kepcl 
|.i  liMi,  riiu'  oder  zwei  Mantellinien  gemein  hat 

II (i(   A|  nut  dem  Kegel  keine  Mantellinie  gemein,  so  liegen  die  Kegelhilften 
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auf  entgegengesetzten  Seiten  von  £^  und  die  gegebene  Ebene  £  ist  mit  keiner 
Mantellinie  parallel,  sondern  trifft  alle  Mantellinien  in  Punkten,  die  im  End- 
lichen liegen.  Die  Schnittcurve  ist  daher  eine  geschlossene,  aus  einem  Zuge 
bestehende  Curve;  wir  werden  dann  beweisen,  dass  die  Schnittcurve  in  diesem 
Falle  eine  Ellipse  ist. 

Enthält  die  Parallelebene  £^  eine  Mantellinie  a,  so  ist  die  Ebene  JS  dieser 
Mantellinie  parallel,  ein  Punkt  der  Durchdringungscurve,  der  auf  dieser  Mamtel- 
linie  liegt,  ist  also  unendlich  fem.  Da  auch  jetzt  die  beiden  Kegelhälften  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  £^  liegen,  so  schneidet  JE  nur  die  eine  Kegelhälfte 
Die  Schnittcurve  besteht  daher  aus  einem  Zuge,  und  erstreckt  sich  nach  einer 
Richtung  hin  ins  Unendliche.     Schnittcurven  dieser  Art  heissen  Parabeln. 

Enthält  die  Parallelebene  £^  zwei  Mantellinien  a  und  d,  so  liegt  auf  jeder 
Seite  von  £^  von  jeder  Kegelhälfte  ein  Theil;  ausser  der  Spitze  haben  diese 
Theile  keinen  Zusammenhang  unter  einander.  Die  Schnittebene  trifft  alle  Mantel- 
hnien  des  Kegels,  ausgenommen  a  und  d,  mit  denen  sie  parallel  ist  Die  Schnitt- 
curve besteht  daher  aus  zwei  getrennten  Zügen,  die  auf  den  beiden  Kegelhälften 
liegen;  jj^der  Zug  läuft  nach  den  Richtungen  der  beiden  Mantellinien  a  und  ^ 
ins  Unendliche.    Schnittcurven  dieser  Art  heissen  Hyperbeln. 

.  9.      Symme- 
trifeverhältnisse 
der  Kegel- 
schnitte (d.  i. 
ebenen  Schnitt- 
curven  des   Rota- 
'  donskegels). 

Legt  man  durch 
die  Kegelachse 
eine  Ebene  £  nor- 
mal zur  Schnitt- 
ebene, so  sind  der 
Rotationskegel  und 
die  Schnittebene 
zu  dieser  Ebene  £ 
symmetrisch;  also 
ist  auch  die  Curve, 

in  welcher  die 
Schnittebene    den 
Kegel     schneidet, 
zu  £  symmetrisch, 
folglich  symme- 
trisch  zu  der  Ge- 
raden, in  welcher 
die  Ebene  £  von 
/"  geschnitten  wird. 
Diese   Gerade    ist 
die  Nonnalprojec- 
tion     der    Kegel- 
achse auf  die  (M.  si9.) 
Schnittebene. 

ScMUDOtiLCH.  Handbuch  der  KCatheroatik.    Bd.  I.  ^O 
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Wir  schliessen  hieraus:  Jeder  ebene  Schnitt  eines  RotationskegeU 
hat  die  Projection  derKegelachseauf  die  SchnitteUene  zur  Symmetrie- 
achse. 

Diese  Symmetrieachse  wird  als  Achse  der  Parabel,  bez.  als  Hauptachse 
der  Hyperbel  bezeichnet. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  die  Parabeln  eine  zweite  Symmetrieachse  nicht  haben 
können.  Bei  den  Hyperbeln  lässt  sich  aber  (wie  bei  den  Ellipsen)  noch  eine 
zweite  Symmetrieachse  nachweisen. 

Es  sei  der  Kreis  um  2'  die  Horizontalspur  eines  Rotationskegels,  2"  der 
Aufriss  der  Spitze,  die  Aufrissebene  normal  zur  Spur  E^  der  Schnittebene  E. 
E^  die  Verticalspur  von  E,  Machen  wir  S"-<4"  parallel  E^  und  A"A\  noraui. 
zur  Projectionsachse,  so  sind  2"^"  und  A^A'i  die  Spuren  der  Ebene,  die  durch 
2  parallel  zu  E  geht,  und  lA  und  lA^  sind  die  zu  E  parallelen  Mantellinien 
des  Kegels.  Die  Ebenen,  welche  den  Kegel  entlang  derselben  berühren,  haben 
die  Tangenten  in  A*  und  A\  an  die  Horizontalspur  des  Kegels  zu  Spurea 
schneiden  sich  alo  in  der  Geraden  IB,  welche  die  Ebene  E  in  O  trifft. 

OQ  ist  die  Hauptachse  der  Schnitthyperbel;  wir  wollen  nun  beweisen,  dass 
die  durch  O  gehende  Senkrechte  zu  OQ  ebenfalls  Symmetrieachse  der  Hy- 
perbel ist 

Wir  haben  dazu  nachzuweisen,  dass  alle  Hyperbelsehnen,  die  der  Haupt- 
achse parallel  sind,  von  den  Geraden  halbirt  werden,  die  z\i  OQ  in  O  nomia^ 
ist;  der  Aufriss  dieser  Geraden  fällt  in  den  Pimkt  O"  und  der  Gnindriss  der- 
selben O'E'  ist  normal  zu  0'Q\ 

Die  Gerade  IC  ist  der  Hauptachse  der  Hyperbel  parallel;  die  Ebene  S/'c 
schneidet  den  Kegel  in  den  Mantellinien  IE  und  26^  und  die  Ebene  E  in  der 
durch  H  gehenden  Parallelen  zu  2  C]  also  sind  /  und  JC  zwei  Hyperbelpunkie. 

Nun  ist  //r  :Cr^  GH:  GQ         HK' :  C2'  =  FH\  FC 

GH  EM 

also  ist  HF  =  ^2'  •  -^^ ,  HIC  ==  C2'  •  -^  , 

GHFC-^FHGC 
HF  4-  HK'  =  CV  GC'FC  ' 

Da  nun  G//- FC-h  EU' GC=(GC— CJT)  FC -h  {FC-h  CJI)GC 

=  2GC'  FC-h  CHiflC--  FC) 
und  CH=^Q'C\cosz,     '  GC— FC^^CT  ^  cos  t, 

so  folgt  i  {HF  H-  HK')  =  C2  •  (1  ^  ^^Z^) ' 

Ferner  ist  C2'  =  ÄC^  :  Cff,  und  Q'C :  CB  =  6>'2' :  2'^. 

mithin  i  {^HF  h-  HK')  =  C2'  (1  -h  ^\  =  C2'.  ^'  ^  &Q\ 

w.  z,  b.  w. 

Aus  der  Existenz  zweier  Symmetrieachsen  folgt,  dass  alle  durch  den  Schnitt- 
punkt O  der  Symmetrieachsen  gehenden  Hyperbelsehnen  in  O  halbirt  werden; 
man  bezeichnet  daher  O  als  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel. 

10.  Wir  haben  in  §  4  die  Ellipse  charakterisirt,  indem  wir  jeden  Punkt  F 
derselben  auf  die  Hauptachsen  projicirten  und  fanden,   dass  die  dadurch   ton 
den  Achsen  abgeschnittenen  Stücke  OP^  und  OI^^  die  wir  mit  x  und  y  Iw 
zeichnen  wollen,,  durch  die  Formeln  verknüpft  sind 

1 .  x^=aco5^t      y-=^  ^sin  9; 


§  lo.    Der  Rotationskegel.  627 

wir  erhalten  hieraus  die  Projectionsabstände  x  und  y  für  alle  Ellipsenpunkte; 
wenn  wir  den  willkürlichen  Winkel  9  alle  Werthe  von  0°  bis  360°  durchlaufen 
lassen. 

Durch  die  Formeln  1.  sind  x  und  y  mit  einander  verbunden;  diesen  Zu- 
sammenhang kann  man  ohne  den  Hülfswinkel  9  in  Form  einer  Gleichung 
zwischen  x  und  y  darstellen,  wenn  man  9  aus  den  beiden  Formeln  eliminirt. 
Bildet  man 

quadrirt  und  addirt,  so  erhält  man  die  gewünschte  Gleichung. . 

x^      y^ 

Die  Gleichung  2.  sagt  genau  dasselbe  aus,  wie  die  Formeln  1.;  die  Curve, 
für  deren  Punkte  die  projicirenden  Strahlen  PP^  =  x  und  PP^  =y  durch  die 
Gleichung 

verknüpft  sind,  ist  also  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  d. 

In  ähnlicher  Weise  wollen  wir  nun  auch  die  Hyperbel  charakterisiren:    Wir 

projiciren  jeden  Hyperbelpunkt  (2.  B.  /)  auf  die  Symmetrieachsen,  bezeichnen 

die  dadurch  auf  den  Achsen  abgeschnittenen  Stücke  ö"/"  mit  x,   o^O^  =  HQ' 

mit  y  und  suchen  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  auf 

Ist  6  der  Neigungswinkel  der  Hyperbelebene  gegen  die  Kegelachse,  so  ist 

2x  =  AT'/' :  sin  8  =  {K'If^  PH) :  sin  8, 

(FC'^CG)CIf      TC'  FG'  Clf 
mithm  2x sin  8  =  2 'C*  -^ — GC-  FC ~  — GC-  FC — ' 

Wird  AC^k  gesetzt,  so  ist  GC'  FC=^  k^.  Femer  ist,  wenn  2'C  mit  e  und 
Q^C  mit  A  bezeichnet  werden: 

FG  =  2yr»  —  e^  sin^  e 
y  =  CH^  sin  e,  CH^  ^y^  -h  h^. 
Folglich  hat  man 

xsinb  =  j^ yr»  {y^  -h  h^)  —  e^y^  =  ^l/|2y»T7«P. 
Mithin  ergiebt  sich 

3.  k^sin^  8  .  ^a  —  e^y^  =  —^' 

Das  Stück,  welches  die  Curve  von  der  -Y-Achse  0"^"  abschneidet,  ergiebt 
sich  hieraus,  indem  wir^  =  0  setzen;  bezeichnen  wir  dasselbe,  wie  bei  der  Ellipse, 
als  halbe  Hauptachse  und  schreiben  dafür  a,  so  folgt 

reh 
^"^WliiTV 
femer  setzen  wir  rh\  k  =  b\  die  Gleichung  3.  geht  dann  nach  der  Division  durch 
die  rechte  Seite  über  in 

x^        y^       , 

4  ^^  =  1 

Diese  Gleichung  wird  als  Gleichung  der  Hyperbel,  bezogen  auf  die 
Symmetrieachsen,  bezeichnet. 

11.  Wir  wollen  zeigen,  dass  diese  Gleichung  charakteristisch  für  die  Hyperbel 
ist,  indem  wir  beweisen: 

40* 
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Sind  die  Strahlen  x  und  y,  welche  jeden  Punkt  einer  Curve  auf 
zwei  aufeinander  senkrechte  Achsen  projiciren,  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form 

verbunden,  so  ist  die  Curve  eine  Hyperbel. 

Zu  diesem  Zwecke  drücken  wir  a  und  d  durch  den  Meridianwinkel  a  des 
Kegels,  den  Neigungswinkel  8  der  Hyperbel  ebene  gegen  die  Kegelachse  und 
den  Abstand  g  der  Hyperbelebene  von  der  Kegelspitze  aus.  Wir  haben,  wenn 
2"Z>  mit  ä  bezeichnet  wird,  die  Formeln: 

e  =  dtang  8,  r  =  dtang  a,  ^  = -z 


1.  flr  = 


>&»  ==  r»  —  ^2  =  ^  {fang^  a  —  fang^  S),  also 
tang^tangoL  g  gtanga  1 


tang^  a  —  /ang^  8      cos  ö  sin  B        cos^  d      tang^  a  —  /ang^  8 

gfang  a  1 


2.  ^=  .      -      . 

^^^^        y/ang^  a  —  fang^  B 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Verhältniss 

^  y 

3.  —  =  cosB'  ytang"^  a  —  tang^  8. 

Man  kann  nun  g  und  8  so  bestimmen,  dass  a  und  h  beliebig  gegebene 
Werthe  annehmen.  Setzt  man  d:a  =  ^,  so  ergiebt  sich  der  Winkel  8  nach  3.  aus 
der  Gleichung 

cos^  8  (fang^  a  —  fang^  8)  =  7*, 
oder:  cos^  8  sin^  a  —  sin^  8  cos^  a  =  7*  r^j*  a. 

Nun  ist  {cos^  8  jm*  a — sin^  8  ^^j*  a)  =  (cos  8  ««  a  -f-  ««  8  r^f  a){cosd  sina  —  sin B  cos 9) 

=  sin  (a  H-  8)  •  j/«  (a  —  8) 
=  i(^<?5  28  — r^j2a). 
Daher  hat  man 

cos2B  —  cos  2(1  ^=  2-^^  cos^  a 

cos  28  =  27*  cos^  a  -h  cos  2a  =  27*  r^f*  a  -f-  2  rw^  a  —  1,  also 

4.  r^j  28  =  2  (7»  4-  1)  cos^  a  —  1. 
Diese  Formel  ist  nur  dann  brauchbar,  wenn 

(7*-hl)^^J*a^l,  also 
7  5  /ang  a. 

Aus  dem  Werthe  für  8  folgt  nun  g  mit  Hülfe  der  Formeln  1.  oder  2,  Wir 
schliessen  daher: 

Sind  die  Strecken,  welche  die  Punkte  einer  Curve  auf  zwei  senk- 
rechte Achsen  projiciren,  durch  die  Gleichung  verbunden: 

a»        ^»  ""  ^' 
so  ist  die  Curve   eine  Hyperbel;   sie   kann  als  ebener  Schnitt  aller 
Rotationskegel   erhalten  werden,   für  welche  die  Tangente  des  Me- 
ridianwinkels nicht  kleiner  ist  als  das  Verhältniss  d:a. 

Projicirt  man  eine  Hyperbel  auf  eine  Ebene,  die  zur  Nebenachse  (d.  i.  zur 
zweiten  Symmetrieachse)  parallel  ist,  so  sind  die  Projectionen  der  Achsen  normil 
zu  einander.  Bezeichnen  (  und  t)  die  Abstände  eines  Punktes  $  der  Projecdun 
der  Hyperbel  von  den  Projectionen  der  Hyperbelachsen,  und  x  und  y  die  Ab- 
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stände  des  zugehörigen  Hyperbelpunkts  P  von  den  Hyperbelachsen,  femer  ß  den 
Neigungswinkel  der  Hyperbelebene  gegen  die  Projectionsebene,  so  ist 

Tf]  =>>,       5  =  xcos  ß. 
Ist  die  Gleichung  der  Hyperbel 


i3 


a^ 


^=1 


so  gilt  daher  für  die  Projection  der  Hyperbel  die  Gleichung 


5^ 


=  1. 


d^  cos^        b^ 

Diese  Projection  der  Hyperbel  ist  also  wieder  eine  Hyperbel. 

Es  genügt  daher,  weitere  geometrische  Untersuchungen  auf  den  Grundriss 
einer  Schnitthyperbel  zu  beschränken;  die  für  denselben  aufgefundenen  Sätze 
gelten  für  alle  Hyperbeln. 

12.  Der  Grundriss  einer  Schnitthyperbel  kann  ohne  Benutzung  des  Aufrisses 
in  einfacher  Weise  folgendermassen  construirt  werden:  Es  seien  E^  die  Spur 
der  Schnittebepe,  1,A  und  2^i  die  zur  Schnittebene  parallelen  Mantellinien. 
Um  den  Schnitt  der  Hyperbelebene  mit  der  Mantellinie  2j?  zu  erhalten,  legen 
wir  die  Ebene  ^AB\  diese  schneidet  die  Hyperbelebene  in  einer  Geraden,  die 
durch  C  parallel  zu  2^1  geht;  der  Grundriss  CP^  derselben  ist  also  parallel  zu 
1,A,  Der  Schnittpunkt  P  der  Geraden  2'^  und  CP  ist  ein  Punkt  der  gesuchten 
Hyperbel. 

Lässt  man  B  den  ganzen  Kreis  durchlaufen,  so  erhält  man  alle  Hyperbel- 
punkte; der  Kreisbogen  ABA^  liefert  den  unteren,  der  andere  Kreisbogen  den 
oberen  Zug  der  Hjrperbel;  von  letzterem  ist  die  Construction  eines  Punktes  P^ 
in  der  Figur  noch  ausgeführt. 

13.  Da  1:A 
=s  ÜBf  so  ist  auch 
FC=PB,m\i}Kai 

1.  TP-^PC=r, 
wenn  r  den  Radius 
der  Spur  des  Ke- 
gels bezeichnet 

Ziehen  wir  die 
Gerade  AA,  deren 
parallel   mit    l'Ä 

gemessene  Entfer- 

nung  von  E^  den 
Betrag  r  hat,  so  ist 

2.  C/*'-4-/"n=:r. 

Aus  1.  und  2. 
folgt 

3.  TP  =  PH, 
Wird  der  Winkel 

l^^AAi  mit  E  be- 
zeichnet, und  ist 
P^^  normal  zu  A, 
so  hat  man 

folglich  (M.  320.) 
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stnt 


Ebenso  ergiebt  sich: 

P^D  =  P^'B^,  also  F^D'-r^i:P\=JP^\\^=^P\%^^ 

r/\'         1 


stnt. 


Dies  ergiebt  den  Satz: 

Für  alle  Hyperbelpunkte  hat  der  Abstand  von  einem  festen,  auf 
der  Hauptachse  gelegenen  Punkte  zum  Abstände  von  einer  festen,  zur 
Hauptachse  normalen  Geraden  ein  constantes  Verhältniss,  das  grösser 
als  die  Einheit  ist. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  diese  Schlüsse  und  Constructionen  umkehr- 
bar sind  und  gewinnt  so  den  Satz: 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Abstand  von  einem  festen  Punkte  zum 
Abstand  von  einer  festen  Geraden  ein  gegebenes  Verhältniss  hat. 
das  grösser  als  1  ist,  ist  eine  Hyperbel,  deren  Hauptachse  durch  den 
festen  Punkt  normal  zu  der  festen  Geraden  geht. 

Der  Punkt  2'  wird  als  Brennpunkt  (Focus)  der  Hyperbel,  die  Gerade  ^ 
als  Directrix  bezeichnet. 

Aus   der   doppeltsymmetrischen  Gestalt  der  Hyperbel   folgt,   dass  es   zwe: 

Brennpunkte  F  und  /*,  und 
zwei  Directricen  A  und  A^ 
giebt,  die  symmetrisch  zum 

Centrum  der  Hyperbel 
liegen,  so  dass  ftir  alle 
Hyperbelpunkte  auch  der 
Abstand  von  F<^  zum  Ab- 
stände von  A  j  das  constante 
Verhältniss  1  :  x»i  e  hat 

14.     Bezeichnen     wir 
1 :  sin  %  mit  /,  so  ist: 
PF^tP^,PF^=€P^^. 
mithin 
PF^  _  PF=e{P^^  — ^^ 

ISeraus  folgt:  Die 
Differenz  der  Abstände 
jedes  Hyperbelpunkts 
von  den  beiden  Brenn- 
punkten  ist  constant 

Insbesondere  gilt  für 
die  Scheitel  der  Hyperbel 


(M.82t) 


d.  i.  für  die  auf  der  Hauptachse  liegenden  Punkte  A  und  A^: 

FA^  —FA^^e-  OD,    also 
OA   =^a     =    r .  OD, 
Also  folgt:  PF^  —  PF=  2  a. 

Auch  dieser  Satz  ist  umkehrbar.    Aus  demselben  folgt  eine  einfache  Cot) 
struction  der  Hyperbel, 
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Sind  F  und  F^  die  Brennpunkte,  A  und  A^  die  Scheitel,  so  wähle  man  auf 
der  Hauptachse  ausserhalb  FF^  liegende  Punkte,  z.  B.  C,  und  schlage  von  F 
und  F^  aus  Kreise  mit  den  Radien  CA  und  CA^\  durch  deren  Schnittpunkte 
erhält  man  im  Ganzen  vier  Hyperbelpunkte. 

15.  Rücken  die  Punkte  B  oder  B^  (Figur  siehe  No.  13)  in  den  Punkt  A^ 
so  geht  BA  oder  B^A  in  die  Kreistangente  AG  über;  die  Geraden  2'y4  und 
die  durch  G  hierzu  zu  ziehende  Parallele  schneiden  sich  in  einem  unendlich 
fernen  Punkte.  Da  A  als  Grenzlage  von  B  und  B^  angesehen  werden  kann, 
so  folgt,  dass  beide  getrennte  Züge  der  Hyperbel  mit  GG  einen  unendlich 
fernen  Punkt  gemein  haben,  dass  also  je  ein  ins  Unendliche  verlaufender  Hyper- 
belast 2Ji  GG  sich  im  Unendlichen  anschmiegt. 

Je  näher  B  oder  -^^  an  -^  rücken,  um  so  mehr  nähert  sich  die  Gerade  CH 
der  Geraden  GG^  um  so  näher  rücken  also  auch  die  auf  2'-^  und  2'-^^  liegen- 
den Hyperbelpunkte  2Ji  GG  heran;  der  Abstand  von  GG  nimmt  bis  zur  Grenze 
Null  ab,  wenn  B  oder  B^  unendlich  nahe  an  A  herankommt. 

Die  Gerade  GG  heisst  Asymptote  der  Hyperbel. 

Aus  den  Symmetrieverhältnissen  folgt,  dass  es  noch  eine  Asymptote  G^G^ 
giebt;  dieselbe  geht  durch  den  Schnitt  der  Kreistangente  A^G^  und  der  Geraden 
E^  parallel  zu  UA^  und  trifft  GG  auf  der  Hauptachse  der  Hyperbel. 

GG  und  G^G^  sind  die  Grundrisse  der  Geraden,  in  welchen  di^  den  Kegel 
entlang  "LA  und  2  j-^^  berührenden  Ebenen  die  Schnittebene  E  treff"en;  der 
Schnittpunkt  dieser  Geraden  ist  daher  das  Centrum  der  auf  E  liegenden  Schnitt- 
hyperbel, und  der  Grundriss  ö'  folglich  das  Centrum  der  in  der  Grundrissebene 
liegenden  Hyperbel. 

Die  Gleichung  der  letzteren  Hyperbel  sei 

a\        bl  ~  ^' 
dann  ist,  wenn  man  die  Bezeichnungen  von  No.  9  benutzt  und  bemerkt,  dass  die 
Ebene  E  mit  der  Horizontalebene  den  Winkel  90°  —  8  bildet,  und  mit  Rücksicht 
auf  No.  10 

öj  =asin^,      b^  =^, 
Daher  ^^ :  <Z|  =  ^  :  a  sin  $. 

Setzt  man  hier  für  a  und  b  die  in  No.  9  gefundenen  Werthe  ein,  so  hat  man 

b^  _  yr^  —e^  _  A'C_  JV'Q' 

Bezeichnet  7  den  Winkel  der  Hyperbelasymptoten  mit  der  Hauptachse,   so 

ist  daher 

^1 
«j 

Construirt  man  (vorige  Figur)  um  einen  Brennpunkt  F^  einen  Kreis  mit  dem 
Radius  2  a,  verbindet  einen  Punkt  M  dieses  Kreises  mit  F^  und  F  und  schneidet 
Fy^M  mit  der  Normalhalbirenden  von  MF^  so  ist  der  Schnittpunkt  /*  ein  Hyperbel- 
punkt; denn  man  hat  PFy  —  FF=^  2  a, 

Ist  jJ/j /^  Tangente  an  den  Kreis  um  F^,  und  rückt  Mi  näher  an  M,  so  nähert 
sich  der  Winkel  F^MF  immer  mehr  einem  Rechten,  und  die  Gerade  F^M  und 
die  Normalhalbirende  von  MF  nähern  sich  der  parallelen  Lage;  rückt  M  nach 
M^,  so  sind  die  beiden  genannten  Geraden  parallel,  ihr  Schnittpunkt  ist  unend- 
lich fem;  mithin  ist  ON,  die  Normalhalbirende  von  MiF,  eine  Asymptote  der 
Hyperbel.    Man  hat 


•*^ 


632 


Darstellende  Geometrie. 


NO^ 


NF  _  i/OF^  — 
/««^T  =  ;^- NO         ' 

Bezeichnet  man  OF  mit  c  und  benutzt  NO^=a^,  so  folgt 


Da  nun 


so  folgt: 
oder  besser 


Zieht  man  durch  den  Hyperbelscheitel  A  eine  Normale  zur  Hauptachse  und 
durchschneidet  damit  die  Asymptote  OG  \vl  H^  %o  folgt  aus  den  Formeln 

tang^  =  ~    und  r*  ==  «J  -+-  ^f , 

dass  die  Strecke  HA  gleich  b^  und  OH  gleich  c  ist. 

Sind  daher  die  Strecken  a^  und  ^^  zur  Construction  einer  Hyperbel  gegeben, 
so  zeichne  man  O A^=^OA^'=^a^\  ziehe  HH^  durch  Al^OA^  und  mache 
Ä^  =  H^A  =  ^,  0/^=  Ö^i  =  OH  Dann  sind  Ö/T  und  OH^  die  Asymptoten 
der  Hyperbel  imd  F  und  /^j  die  Brennpunkte. 

16.  Wir  wollen  mm  nachweisen,  dass  eine  Ebene,  die  keiner  Mantel- 
linie des  Kegels  parallel  ist,  den  Kegel  in  einer  Ellipse  schneidet; 
auf  dem  Wege  zu  diesem  Beweise  werden  wir  eine  einfache  Construction  des 
Schnittgrundrisses  (ohne  Benutzung  des  Aufrisses)  und  die  Directrixeigen- 
Schäften  der  Ellipse  kennen  lernen. 

Der  Kreis  um  1!  sei 
die  Spur  des  Rotations- 
kegeis,  E|  die  Spur  der 
Schnittebene,  Q  die  Spur 
einer  durch  2  parallel  zu 
einer  Falllinie  der  Schnitt- 
ebene  E  gelegten  Gera- 
den, HQ  also  normal  zu 
El-    Da  die  durch  2'C 

gelegte  Verticalebene 
Symmetrieebene  Hir  den 
Kegel  und  für  die  Ebene 
E  ist,  so  ist  sie  auch 
Synmietrieebene  für  den 
Kegelschnitt  auf  E  und 
für  seinen  Gnindriss;  die- 
ser hat  also  2'Q  zur 
Symmetrieachse. 

-  vi     rc  ^"^   Ebene    durch 

IQ   hat   zur  Spur  eine 

^  ^^  durch  Q  gehende  Gerade 

QB\  sie  schneidet  den  Kegel  in  den  Mantellinien  ^A  und  I^,  und  die  Ebene 

E  in  der  durch  C  gehenden  Parallelen  zu  2  Q,  deren  Gnindriss  parallel  zu  2'(> 

ist    Mithin  sind  D  und  E  Punkte  des  Grundrisses  der  Schnittcurve. 

Man  hat  nun: 

EC\  TQ  r=  BC:  BQ,      DC\  l'Q  ^ACi  AQ, 
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folglich  EC=^  || .  HQ,     DC=^TQ; 

und  hieraus 

1.  £C^  DC^  2'C Xq^BQ  ' 

Setzt  man  TA  =  r  und  l'Q  =  d,  so  folgt 

Femer  ist 

BC'AQ-^AC'BQ  ^{BQ  —  C0  AQ  -^{AQ  —  (70^0 

2.  =  ^BQ  .  ^Ö  ~  CQ{AQ  4-  ^Ö). 

Ist  2'G^  normal  zu  BQ  und  iV  der  Schnittpunkt  von  Ej  und  3/Ö»  so  ist 
S'C*  CA^  ein  Kreisviereck  und 

AQ-i-BQ  =  2GQ,      GQCQ^l/QNQ^d-  NQ, 
Also  folgt 


^C74-Z>C=2^— 


d^  —  r^' 


EC^DC       .       .„         ^ 


mithinist = // — NO     „         „. 

2  ^    d^  —  r^ 

Ist  ZT  die  Mitte  von  ED,  so  ist  ^HC=:^  EC -^  DC,  also 

Die  Mitten  aller  zur  ersten  Symmetrieachse  parallelen  Sehnen  der  Schnitt- 
curve  und  ihrer  Projection  haben  daher  von  Ej  einen  constanten  Abstand;  die 
Projection  der  Schnittcurve  hat  daher  eine  zweite  zu  O^  normale  Symmetrie- 
achse (TK. 

17.    Aus  der  Proportion 

DCil'Q^^ADiAV 

r^x.       d'AD 

folgt  DC^ . 

d  d 

Hieraus  ergiebt  sich        DC-\ TD  =  -{A D-^DT)=d. 

Zieht  man  zu  E^  eine  Parallele  A  im  Abstand  /C^=d,  so  ist 

/?/=  -  TD, 


also 


r 
TD     r 


DI     d' 

Für  alle  Punkte  des  Grundrisses  der  Schnittcurve  hat  also  der 
Abstand  von  einem  festen  Punkte  (2')  zum  Abstand  von  einer  festen 
Geraden  (A)  ein  constantes  Verhältniss  (rid). 

Der  Punkt  T  heisst  in  Rücksicht  auf  diese  Eigenschaft  Brennpunkt,  die 
Gerade  A  Directrix  unserer  Curve. 

Da  die  Curve  symmetrisch  gegen  O'K  ist,  so  existiren  noch  ein  zweiter  Brenn- 
punkt ^  und  eine  zweite  Directrix  A^,  so  dass  die  Brennpunkte  und  die  Direc- 
trixgeraden  symmetrisch  zu  O'  liegen. 

Ist  £  ein  Curvenpunkt,  so  ist  also  auch 

FE:EZ=^r:d,  FE^^EL. 

Addirt  man  hierzu  TE  =  ^  •  EI^ 

so  entsteht 
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1.  EF-^-  TE  =  ^  {EL  -+-^/)  =  ^  •  2  M0\ 

Die  Summe  der  Abstände  jedes  Curvenpunktes  von  den  beiden 
Brennpunkten  (2'  und  F)  ist  also  constant. 

Die  Curve  im  Grundriss  ist  folglich  eine  Ellipse;  und  daher  auch  die  aü 
E  liegende  Schnittcurve  selbst,  da  diese  als  Parallelprojection  der  Grundrisscurve 
auf  die  Ebene  E  angesehen  werden  kann,  und  wir  bewiesen  haben,  dass  jede 
Parallelprojection  einer  Ellipse  wieder  eine  Ellipse  ist. 

Man  kann  die  Schlüsse,  die  uns  zu  1.  führten,  auch  in  umgekehrter  Folge 
an  einander  reihen  und  sieht  dann,  dass  jeder  Curve,  die  die  Eigenschaft  1. 
besitzt,  d.  i.  also  jeder  Ellipse,  auch  die  Directrixeigenschaften  zukommen. 

18.  Wir  untersuchen  nun  den  Schnitt  eines  Rotationskegels  mit 
einer  Ebene,  die  zu  einer  Mantellinie  parallel  ist,  und  entwickeln  zu- 
nächst die  Construction  und  einige  Eigenschaften  des  Grundrisses  der  Schnitt- 
parabel. 

Es   sei  wieder  der  Kreis  um  T 

die  Horizontalspur  des  Kegels,  Ej  die 
Spur  der  Schnittebene,  2'^  normal 
zu  E|,  also  2Q  die  zu  £  parallele 
Mantellinie.  Da  Kegel,  Schnittebene 
und  Projectionsebene  symmetrisch  zur 
Ebene  22'^  sind,  und  die  Projecdons- 
strahlen  parallel  zu  dieser  Ebene,  so 
ist  nicht  nur  die  Schnittparabel  selbst, 
sondern  auch  ihr  Grundriss  symme- 
trisch zu  dieser  Ebene;  also  ist  der 
Grundriss  der  Parabel  symmetrisch 
zu  VQ. 

Die  Ebene  ^AQ  schneidet  den 
Kegel  in  der  Mantellinie  'lA^  die 
Ebene  £  in  der  durch  B  gehenden 
Parallelen  zu  2Q,  deren  Grundriss 
BC  parallel  2'Q  ist;  mithin  ist  C  ein 
(if.823.)  Punkt  des  Parabelgrundrisses. 

Da  nun  VQ  =  l'A,  so  ist  auch  CA  =  CB,  also 

1.  CV-^CB^r. 

Zieht  man  A  parallel  zu  E^  im  Abstände  DB^^r^  so  ist 

2.  DC-^CB^r. 
Aus  1.  und  2.  folgt: 

3.  CV  «  CD. 

Jeder  Punkt  des  Parabelgrundrisses  hat  also  von  einem  festen 
Punkt  (2')  denselben  Abstand  wie  von  einer  festen  Geraden  (A).  Der 
feste  Punkt  heisst  wieder  Brennpunkt,  die  feste  Grerade  Directrix.  Der  Gnmd- 
riss  5'  des  Parabelscheitels  liegt  daher  in  der  Mitte  von  2'  und  AA, 

Wir  ziehen  durch  S*  eine  Parallele  5'J  zur  Directrix  und  suchen  den  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Abständen  x  imd  y  jedes  Parabelpunkts  von  den 
Geraden  S'T  und  S'Q  auf. 

Bezeichnen  wir  den  Ab&tand  der  Geraden  AA  von  2'  mit  p,  so  ist 


l. 


CD  =  CC,  4-  C^D  =  Ä  -H  ^. 
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Femer  ist 

Da  nun  Cl'^  =  CZ?»,  so  folgt: 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  Auflösung  der  Klammem: 
4.  y^  =  2px. 

Geht  man  von  der  Gleichung  4.  aus,  so  kann  man  rückwärts  zu  3.  2.  1. 
gelangen,  sowie  alle  Constructionen  umkehren  und  man  sieht  daher: 

Wenn  die  Abstände  der  Punkte  einer  Curve  von  zwei  auf  einander 
senkrechten  Achsen  einer  Gleichung  von  der  Form  genügen:  j'^  =  2/ar, 
so  ist  die  Curve  die  Normalprojection  einer  Parabel. 

Sind  S  und  tj  die  Abstände  eines  Parabelpunktes  von  der  Symmetrieachse 

und  der  durch  S  gelegten  Normalen  (welche  S^T  zur  Projection  hat),  ist  femer 

OL  der  Meridianwinkel  des  Kegels,  also  auch  der  Neigungswinkel  der  Ebene  £ 

gegen    den    Horizont,    so    ist    für   jeden    Parabelpunkt   und    seinen    Grundriss 

X  =  IcosoL,  y  =  r^.     Mithin  ist 

rj2  =  ^pcosT.  •  t 

Diese  Gleichung  hat  aber  die  Form  tj*  =  2/,  E,  wenn  man  p^  =^pcosfi  setzt. 
Die   Schnittparabel    kann    also    selbst   als   Projection   einer   Parabel    aufgefasst 
werden;  die  Normalprojectionen  von  Schnittparabeln  auf  Parallelkreisebenen  sind 
daher  wieder  Parabeln,  und  die  soeben  für  den  Gmndriss  einer  Schnittparabel 
entwickelte  Directrixeigenschaft  gilt  daher  für  Parabeln  überhaupt. 

In  den  Figuren  Tafel  DC,  1  und  2  a,  ß,.  7  sind  eine  Parabel  und  drei  Hy- 
perbeln in  grösserer  Ausdehnung  aufgezeichnet  worden. 

19.    Aus  Tafel  VIII,  4  ergiebt  sich  Folgendes: 

Es  ist  ITC  =  p  cos  ff  f  folglich,  wenn  e  den  Abstand  des  Kugelcentrums  von 
der  Cylinderachse  bezeichnet, 

A^L  =  ^  -h  ITC  =  ^  H-  p  cosff. 

Femer  ist  AN' 2  =  r^  —  Ä'^a  =  r»  —  p«  sin^ 9. 

Daher        N'L^^JST/t^-'AL^  =  r»  —  p3w«2p  —  ^2  __  ^e^cosfs^  —  p^cos  »<? 

=  r»  —  p*  —  ^»  —  2i?  {A'L  —  e) 

r^  —  o2   1.^2 
Trägt  man  aul  A*L  von  A'  aus  nach  Z  zu  die  Strecke 

auf,  so  hat  man 

A^Z2  =  2€  {A'Z  —  A'L)  =  2€  -  LZ. 

Die  Projection  der  Durchdringungscurve  einer  Kugel  und  eines 
Rotationscylinders  auf  die  Ebene,  welche  das  Kugelcentrum  und  die 
Cylinderachse  enthält,  besteht  also  aus  zwei  Bogen  einer  Parabel; 
der  Scheitel  dieser  Parabel  ist  um  (r^  —  p^  -h  e^)  :  2e  vom  Kugelcentrum 
entfernt. 

Berührt  die  Kugel  den  Cylinder  (wie  in  der  Figur),  so  ist  r  =  p  -+-  c,  und 
daher,  wie  man  leicht  sieht,  A'Z  =  r,  also  fallt  der  Scheitel  der  Parabel  mit  A' 
zusammen. 
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20.  Die  Durchdringungsfigur  eines  Rotationskegels  und  eines 
Prisma  wird  gefunden,  indem  man  durch  die  Kegelspitze  Ebenen  legt,  die 
parallel  den  Prismenkanten  sind,  die  also  alle  die  Gerade  enthalten,  welche  den 
Prismenkanten  parallel  durch  die  Kegelspitze  gelegt  wird.  Die  Construcdon 
verläuft  wesentlich  so,  wie  bei  der  Durchdringung  einer  Ecke  mit  einem  Prisma. 

Um  die  Durchdringung  eines  Rotationskegels  mit  einer  Ecke  zu 
construiren,  legt  man  Ebenen  durch  die  Spitzen  des  Kegels  und  der  Ecke,  und 
verfahrt  im  Wesentlichen  ebenso,  wie  bei  der  Durchdringung  zweier  Ecken. 

lieber  die  Eintragung  der  Schnittlinie  in  das  Netz  des  Kegels  ist  zu  dem, 
was  am  Schlüsse  von  No.  6  mitgetheilt  worden  ist,  nichts  hinzuzufügen. 

21.  Ein  Rotationscylinder  kann  einen  Rotationskegel  ganz  verfehlen. 
Oder  er  hat  mit  ihm  eine  Tangentialebene  gemein,  und  berührt  ihn  also  in  dem 
Schnittpunkte  A  der  Mantellinien,  längs  welcher  die  gemeinsame  Tangential- 
ebene den  Kegel  und  den  Cylinder  berührt;  haben  Cylinder  und  Kegel  noch 
ausserdem  Punkte  gemein,  so  ist  der  Punkt  A  Doppelpunkt  der  Durchdringungs- 
curve. 

Haben  Cylinder  und  Kegel  zwei  gemeinsame  Tangentialebenen  E  und  F, 
berühren  sie  sich  also  in  zwei  Punkten,  so  ist  die  Cylinderachse  der  Schnittlinie 
dieser  Tangentenebenen  parallel;  und  da  jeder  Punkt  der  Cylinderachse  gleiche 
Abstände  von  E  und  F  hat,  so  liegt  die  Cylinderachse  auf  einer  der  beiden  Hai- 
birungsebenen  der  vier  von  E  und  /^gebildeten  Flächenwinkel;  auf  einer  dieser 
Halbirungsebenen  liegt  auch  die  Kegelachse.  Liegen  nun  die  Cylinderachse  und 
die  Kegelachse  nicht  auf  derselben  Halbirungsebene,  so  haben  Cylinder  und 
Kegel  ausser  den  beiden  auf  ^  und  /'gelegenen  Berührungspunkten  keinen  Punkt 

gemein.  Liegen  aber 
beide    Achsen    auf 
derselben  Hai* 
birungsebene,  so 
schneiden   sich   die 
beiden  Achsen  und 
die  beiden  Flächen. 
Sind    AC   und 
BC  die  Spuren  der 
beiden  Flächen  ge- 
meinsamen  Tangen- 
tenebeneuy  so  ist  die 
Cylinderachse  paral- 
lel zu  SC,  und  der 
Grundriss  der  Cylin- 
derachse fällt  in  die 
Gerade   S'C     DD 
II  2"C*'  sei  der  Am- 
riss    der    Cylinder- 
achse,  also  E  der 
Schnittpunkt  beider 
Achsen. 
(M.  324.)  Das  von  E  auf 

die  Tangentenebene  1.BC  gefällte  Loth  hat  ^^B  zum  Grundriss;  denn  der  Grund- 
riss dieses  Lothes  geht  durch  2^  den  Grundriss  von  E^  und  ist  normal  vx  BC 
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der  Spur  von  2BC,  Dieses  Loth  trifft  2BC  in  dem  CyUnderpunkte,  der  zugleich 
auf  der  Mantellinie  2B  des  Kegels  liegt;  folglich  ist  der  Fusspunkt  dieses  Lothes 
einer  der  Berührungspunkte  des  Kegels  und  des  Cylinders;  der  andere  Berührungs- 
punkt ist  der  Fusspunkt  des  von  E  auf  2^  (oder  ^AC)  gefällten  Lothes;  diese 
Lothe  sind  gleich  dem  Cylinderradius. 

Construirt  man  die  Umlegung  aTB  des  Dreiecks  1TB  macht  tse  =  2"-ß"  und 
//-i-  qBj  fF  JL  EB^  so  ist  ef  der  Cylinderradius  und  F*  und  F\  sind  die  Grund- 
risse der  beiden  Doppelpunkte  der  Durchdringungscurve.  Zieht  man  zw,  DD  zwei 
Parallelen  GG  und  HH,  die  von  DD  den  Abstand  *r/  haben,  so  ist  der  von 
diesen  Parallelen  eingeschlossene  Streifen  der  Aufriss  des  Rotationscylinders. 

Die  Mantellinie  IK  durchdringt  den  Cylinder  in  den  Punkten  L  und  N, 
Die  Ebene,  welche  duich  L  und  die  beiden  Doppelpunkte  geht,  schneidet  den 
Cylinder  und  den  Kegel  in  zwei  Ellipsen,  deren  gemeinsamer  Scheitel  L  ist 
und  deren  grosse  Achsen  auf  der  Geraden  liegen,  die  durch  L  geht  und  FF^ 
normal  halbirt.  Die  Schnitte  der  Ebene  LFF^  mit  den  Tangentenebenen  IBC 
und  lAC  haben  mit  beiden  Ellipsen  in  den  Doppelpunkten  F  und  F^  je  zwei 
unendlich  nahe  Punkte  gemein,  beide  Schnittlinien  berühren  die  beiden  Ellipsen 
also  in  den  Doppelpunkten. 

Der  Schnittpunkt  P  der  Ebene  LFF^  mit  der  Geraden  2C  ist  der  Schnitt 
der  beiden  Tangenten;  er  liegt  auf  der  verlängerten  grossen  Achse  beider 
Ellipsen. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  es  nur  eine  Ellipse  giebt,  deren  grosse  Achse 
auf  einer  gegebenen 
Geraden  LP  liegt, 
und  von  der  ein 
Scheitel  Z,  sowie  ein 
ausserhalb  der  Achse 
liegender  Punkt  und 
die  Tangente  PF 
in  diesem  Punkte 
bekannt  sind. 

Ist  nämlich    S 
das  Centrum   einer 

solchen  Ellipse, 
LVR    der    um    S 

mit  der  halben 

grossen  Achse  LS^=^a  beschriebene  Kreis  und  U  der  zu  F  gehörige  Kreispunkt, 
so  geht  die  Kreistangente  in  U  durch  P.    Setze  man  PS=^  d,  so  ergiebt  sich 


(M.325.) 


LPr^.d'-a, 


Hieraus  folgt: 

FPiFT^LPiZT. 

Hierdurch  ist  Ä  eindeutig  bestimmt;  macht  man  P/=PL,  /t  =  TZ,  und 
zieht  durch  /  eine  Parallele  zu  /T,  so  schneidet  diese  PT  in  dem  gesuchten 
Punkte  ü.  Hierdurch  ist  nun  auch  C/  eindeutig  bestimmt,  und  mithin  auch  die 
Itleine  Halbachse  d  der  Ellipse,  denn  es  ist  bekaimtlich: 

d:a^FT:C/T. 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Ebene  LFF^  den  Kegel  und  den  Cylinder  in  der- 
selben Ellipse  schneidet;  ebenso  schliesst  man,  dass  auch  die  Ebene  NFF^ 
identische  Schnitte  mit  dem  Kegel  und  dem  Cylinder  hat  Wir  erhalten  daher 
den  Satz: 

Wenn  ein  Rotationscylinder  und  ein  Rotationskegel  sich  in  zwei 
Punkten  berühren,  so  besteht  ihre  Durchdringungscurve  aus  zwei 
Ellipsen. 

Es  folgt  noch,  dass  LO  und  NM  die  grossen  Achsen  der  Durchdringungs- 
ellipsen und  der  Schnittpunkt  von  Z"0"  und  N^^M^  der  Aufriss  der  Doppel- 
punkte F  und  F^  sind. 

22.  Wir  construiren  nun  den  Grundriss  der  Durchdringungscurve  eines 
Rotationskegels  und  eines  Rotationscylinders.     (Tafel  DC,  3.) 

Der  Kreis  um  2'  sei  die  Horizontalspur  des  Kegels,  A  die  Spur  der  Cylindcr- 
achse,  AB  der  Grundriss  dieser  Achse,  a  ihr  Neigungswinkel  gegen  die  Pro- 
jectionsebene,  DC-LAB  und  AC'=AD  gleich  dem  Cylinderradius,  femer 
CE  II  DF\^  AB,  so  begrenzen  CE  und  DF  den  Grundriss  des  Cylinders.  Femer 
sei  2'a  (-L  Aß)  die  Höhe  der  Kegelspitze  über  der  Projectionsebene  und  2'«/ 
II  AB,  Die  Gerade  ddy^  ist  die  Projection  der  Cylinderachse  auf  die  Ebene  £2V; 
ziehen  wir  dJT^  J-  dd^,  so  ist  diese  Gerade  die  Projection  der  durch  A  gehen- 
den Parallelkreisebene  des  Cylinders;  der  um  A  mit  dem  Radius  ^ C  geschlageiK 
Kreis  ist  die  Umlegung  dieses  Parallelkreises. 

Um  nun  Punkte  der  Durchdringungscurve  des  Kegels  und  Cylinders  zti 
erhalten,  legen  wir  durch  2  eine  Gerade  parallel  der  Cylinderachse;  der  Aufrii^ 
derselben  iG  ist  parallel  ddy^,  ihre  Spur  ist  G,  und  /^'  ist  der  Aufriss  ihres 
Schnittpunktes  mit  der  durch  A  gehenden  Parallelkreisebene  E  des  Cylinders. 
Macht  man  dh  =  dll^\  so  ist  h  die  Umlegung  von  H  (in  der  Umlegung  von  E\ 

Wir  legen  nun  eine  Ebene  durch  26^,  die  den  Kegel  und  den  Cylinder 
schneidet;  sie  schneidet  beide  Flächen  in  Mantellinien,  und  die  Schnittpunkte  der 
Kegelmantellinien  mit  den  Mantellinien  des  Cylinders  sind  Punkte  der  Durch- 
dringungsfigur. 

Die  Ebene  1.GN  schneidet  den  Kegel  in  den  Mantellinien  2 AT  und  2A/i 
Die  Ebene  E  trifft  diese  Ebene  in  der  Geraden  HI^  deren  Umlegung  A/  ist: 
mithin  wird  der  Cylinder  von  der  Ebene  IGJV  in  den  beiden  Mantellinien 
geschnitten,  die  durch  die  Punkte  gehen,  deren  Umlegungen  k  und  /  sind;  die 
Grundrisse  dieser  Mantellinien  gehen  durch  k  und  /  parallel  zu  AB.  Mithin  sind 
O*,  P\  Q\  m  Punkte  des  Grundrisses  der  Durchdringungscurve. 

Die  Tangente  der  Durchdringungscurve  im  Punkte  P  ist  der  Schnitt  der 
durch  P  gehenden  Tangentenebenen  des  Kegels  und  des  Cylinders, 

Zieht  man  in  /  die  Tangente  des  umgelegten  Pärallelkreises  und  construirt 
in  der  aus  der  Figur  ersichtlichen  Weise  die  Spuren  m  und  o  der  Parallelen  zt 
ABf  welche  durch  Punkte  der  Ebene  E  gelegt  sind,  die  /  und  n  zu  Umlegungrr. 
haben,  so  ist  /»<?  die  Spur  der  Ebene,  die  den  Cylinder  entlang  der  Mantellinie 
OP  tangirt  Fügt  man  die  Spur  NT  der  Ebene  hinzu,  welche  den  Kegel  ent- 
lang Nl  berührt,  so  ist  p  die  Spur  der  gesuchten  Tangente  der  Durchdringungs- 
curve, ihr  Grundriss  pP  berührt  den  Grundriss  der  Durchdringungscurve  in  /' 

Die  Mantellinien  des  Cylinders,  welche  die  Durchdringungscur>'e  berühren, 
also  den  Theil  des  Cylindermantels  begrenzen,  innerhalb  dessen  die  DuKh 
dringungscurvc  liegt,  werden  auf  dem  Cylinder  durch  die  Ebene  ^GU  ausgc 
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schnitten,  die  den  Kegel  berührt;  die  Grundrisse  derselben  sind  also  vv  und  ww, 
und  V  und  IV  die  auf  ihnen  liegenden  Punkte  der  Durchdringungscurve. 

Die  Grundrisse  der  auf  der  Mantellinie  CE  liegenden  Punkte  JC  F'  der 
Durchdringungscurve  werden  mit  Hülfe  der  Ebene  1,GC  gewonnen  und  liegen 
auf  den  Kegelmantellinien  2  a:  und  l,y. 

23.  Wenn  die  Cylinderachse  nahezu  normal  zur  Kegelachse  ist,  so  ist  die 
soeben  mitgetheilte  Methode  nicht  mehr  verwendbar.  Man  hat  dann  eine  kleine 
Veränderung  anzubringen,  indem  man  folgendermassen  verfährt.     (Tafel  DC,  4.) 

Es  sei  ÄB^  der  Grundriss  der  Cylinderachse  und  -^"^"  der  Aufriss  auf  die 
durch  die  Kegelachse  parallel  zur  Cylinderachse  gelegte  Ebene  22'C. 

Wir  legen  durch  A  und  2'  Normalebenen  zur  Cylinderachse;  die  Projectionen 
dieser  Ebenen  auf  die  Ebene  22'C,  Ä'E  und  Z>"2',  sind  normal  zu  A"B'\  die 
Horizontalspuren  E  und  TH  sind  normal  zu  2'C7. 

Wir  ziehen  durch  2  wieder  eine  Parallele  zur  Cylinderachse,  die  die  beiden 
Normalebenen  in  /  und  K  schneidet 

Beide  Normalebenen  AEF  und  DT H  legen  wir  in  die  Horizontalebene 
um  und  geben  die  Umlegungen  /  und  k  von  /  und  K  sowie  die  Umlegung  des 
Parallelkreises  an,  in  welchem  AEF  den  Cylinder  schneidet. 

Eine  Ebene,  die  durch  72  gelegt  wird,  schneidet  die  Ebenen  AEF  und 
D1H  in  Parallelen,  die  durch  /  und  K  gehen.  Ziehen  wir  also  durch  /  und  k 
zwei  Parallele,  welche  EF  und  2'Zr  in  L  und  M  schneiden,  so  ist  LM  die 
Spur  einer  durch  2/  gelegten  Ebene»  Diese  Ebene  schneidet  den  Cylinder  in 
Mantellinien,  deren  Grundrisse  durch  N  und  O  gehen,  und  den  Kegel  in  den 
Mantellinien  2/*  und  2öi  mithin  sind  R\  S\  T,  IT  Punkte  des  Grundrisses  der 
Durchdringungscurve. 

Ist  die  Cylinderachse  normal  zur  Kegelachse,  so  werden -^^  und  2 /parallel 
zur  Projectionsebene;  mithin  sind  auch  die  Spuren  der  durch  2 /gelegten  Ebenen 
parallel  zu  AB,  Man  bedarf  also  in  diesem  Falle  der  Hülfsebene  D1H  nicht, 
sondern  zieht  LQ  durch  L  parallel  zu  Äff, 

24.  Zwei  Rotationskegel  können  sich  verfehlen;  oder  sie  haben  eine 
Tangentenebene  gemein,  ohne  sich  sonst  zu  schneiden;  oder  sie  haben  zwei 
Tangentenebenen  gemein,  ohne  sich  sonst  zu  schneiden;  oder  sie  schneiden  sich, 
und  zwar  kann  die  Durchdringungscurve  aus  einem  Zuge  oder  aus  zwei  Zügen 
bestehen. 

Wenn  die  Kegel  eine  Tangentenebene  E  gemein  haben,  so  haben  sie  den 
Punkt  A  gemein,  in  welchem,  sich  die  Mantellinien  schneiden,  längs  welcher 
die  Kegel  von  der  Ebene  E  berührt  werden. 

Haben  die  Kegel  noch  ausserdem  Punkte  gemein^  so  ist  A  Doppelpunkt  der 
Durchdringungscurve. 

Wenn  die  Kegel  zwei  Tangentenebenen  E  und  F  gemein  haben,  so  berühren 
sie  sich  in  zwei  Punkten  P  und  ö>  ^^  ^"^  ^  ^^^  ^  liegen. 

Jede  Achse  liegt  auf  einer  der  zwei  Halbirungsebenen  der  von  E  und  F 
gebildeten  Flächenwinkel.  Liegen  die  Achsen  auf  verschiedenen  Halbirungs- 
ebenen und  haben  die  Kegel  die  Spitze  nicht  gemein,  so  haben  die  Kegel  ausser 
P  und  Q  keinen  Punkt  gemein. 

Liegen  beide  Achsen  auf  derselben  Halbirungsebene,  und  haben  die  Kegel 
die  Spitzen  nicht  gemein,  so  schneiden  sich  die  Kegelachsen  in  einem  mit  keiner 
Spitze  zusammenfallenden  Punkte  A,  Die  von  diesem  Schnittpunkte  auf  die 
gemeins&Dien  Tangentialebenen  gefällten  Lothe  treffen  jede  dieser  Ebenen  in  je 


D*ntellende  Geomelrie. 


\ 


J/ 


einem  Punkte,  P  und  Q,  die  ^uf  beiden  Kegeln  liegen,  also  die  6eTÜhmng:spimkte 
der  beiden  Kegel  und  die  Doppelpunkte  ihrer  Durchdringungscurve  sind;  sie 
liegen  symmetrisch  zur  Ebene  der  beiden  Kegelachsen. 

Ist  die  Bildfläche  die  Ebene  der  Achsen  1a  und  l^a^,  so  ist  aus  dem 
soeben  Mitgetheilten  zunächst  ersichtlich,  dass  die  auf  der  Ebene  der  Achsen 
liegenden. Mantellinien  einen  Kreis  berühren,  der  den  Schnittpunkt  dei  Achsen 
zum  CentTum  hat;  die  Kegel  selbst  sind  der  Kugel  umschrieben,  welche  diesen 
Kreis  zum  Hauptkreis  hat.  BB^^  und  CC^  sind  die  Diameter  der  Kreise,  in 
welchen  diese  Kugel  von  den  beiden  Kegeln  berührt  wird  und  F"  ist  die  Pro- 
jection  der  gemeinsamen  Berührungspunkte  P,  Q  beider  Kegel  (und  der  Kugel\ 

Sind  flf  und  JCZ  Tangenten 
an  den  um  A  geschlagenen  Kreis 
parallel  zu  ^G  bez.  2P,  und  li^ 
.  S,   ausserhalb  der  Streifen  ^G/// 

\  und    IFJirL,    so    liegen    die    %-i« 

^^   Schnittpunkte  der  auf  der  Bildfläche 
enthaltenen  Mantellinien    auf  der- 
selben   Seite   beider  Kegelspitzen, 
g  Die    beiden    Ebenen    ßPQ    und 

£PQ   schneiden  jede   die   Kegel 
in    zwei    Ellipsen,    deren    grosse 
j^  Achsen  auf  DT"  bez.  MV"  U^en, 

,y  jjg^j  die  einen  Scheitel  £>  bei,  £,  femer 

die  Doppelpunkte  P  und  Q,  sonie 
in  diesen  Funkten  die  Tangenten  gemein  haben;  diese  Ellipsen  sind  also  paar- 
weise identisch  und  DF  und  £G  ihre  grossen  Achsen. 

Liegt  S,  innerhalb  eines  der  beiden 
Streifen  1FLK  oder  IG  HI,  so  schneide! 
die  Ebene  DPQ  beide  Kegel  in  Ellipsen, 
deren  grosse  Achsen  auf  DT"  liegen,  und 
die  den  Scheitel  D,  die  Doppelpunkte  F 
und  Q,  und  die  Tangenten  in  diesen 
Punkten  gemein  haben;  die  also  identisch 
sind. 

Die  Ebene  EPQ  schneidet  beide 
Kegel  in  Hyperbeln,  deren  grosse  Achsai 
auf  ET"  liegen,  und  die  den  Schehel  £, 
die  Doppelpunkte  P  und  Q  und  die 
Tangenten  in  diesen  Punkten  gemeio 
haben.  Aehnlich,  wie  bei  Ellipsen,  kann 
(^  ^J  man  bewäsen,  dass  diese  Hjrpetbeln  iden- 

tisch sind. 

Die  beiden  Kegel  schneiden  sich  also  in  diesem  Falle  in  einer  Ellipse  und 
einer  Hyperbel,  deren  Hauptachsen  DF  und  EG  sind. 

Liegt  £,  auf  IH  oder  KL,  so  besteht  der  Schnitt  der  K^el  in  einer  Ellipse 
mit  der  grossen  Achse  DF  und  einer  Parabel,  die  den  Scheitel  E  und  die  Achte 
ET"  hat  (Fig.  328). 

25.  Wir  construiren  die  Projection  der  Durchdringungscurve  aweicr 
Kegel  auf  eine  Parallelkreisebene  des  einen  Kegels  (Tafel  X,  !>. 
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Der  Kreis  um  2'  sei  die  Spur  des 
einen  Kegels,  2|'  sei  der  Grundriss  der 
Spitze,  1\A'  der  Grundriss  der  Achse 
des  anderen  Kegels;  2",  2'\,  A"  seien 
die  Aufrisse  von  2,  2^,  A  auf  eine  Ebene 
2^'B,  die  durch  die  Achse  des  ersten 
Kegels  parallel  zu  \A  gelegt  ist. 

Wir  legen  durch  A  und  2  Ebenen 
a  und  ß  normal  zu  Al^;  ihre  Aufrisse 
A"B  und  1"C  sind  normal  zu  A"T\, 
die  Horizontalspuren  BB^  und  CC^  sind 
normal  zu  Bl'.  Wir  construiren  den 
Schnitt  Z>  der  Geraden  2i2  mit  der 
Ebene  a,  sowie  die  Umlegung  ä  dieses 
Punktes  und  des  in  a  liegenden  Parallelkreises  des  zweiten  Kegels,  der  die  Um- 
legung a  des  Punktes  A  zum  Centrum  hat.  Femer  legen  wir  die  Ebene  p  um 
und  bestimmen  die  Umlegung  s  des  auf  ß  liegenden  Punktes  2. 

Ziehen  wir  parallele  Gerade  durch  ä  und  s  und  schneiden  damit  durch  BB^ 
und  CC^,  so  ist  die  Verbindungsgerade  der  Schnittpunkte  B  und  B  die  Spur  einer 
durch  22i  gelegten  Ebene.  Diese  Ebene  schneidet  a  in  der  Geraden,  welche 
d£  zur  Umlegung  hat,  also  den  zweiten  Kegel  in  den  Mantellinien,  welche  durch 
die  Punkte  gehen,  die  g  und  ^  zu  Umlegungen  haben.  Zieht  man  gg^  J-  BB^ 
und  macht  ^G^"  ==^^,,  so  ist  G"  der  Aufriss  des  zu  g  g^örigen  Punktes;  aus 
ihm  gewinnt  man  den  Grundriss  G*  und  in  gleicher  Weise  IT, 

Die  Ebene  11  ^BF  schneidet  den  ersten  Kegel  in  den  Mantellinien  2/  und 
2A'i  den  zweiten  in  den  Mantellinien  l^G  und  l^If.  Mithin  sind  Z',  Af,  A^, 
O'  Punkte  des  Grundrisses  der  Durchdringungscurve  beider  Kegel. 

In  der  Figur  sind  noch  die  Punkte  der  Durchdringungscurve  construirt,  die 
auf  den  Mantellinien  2-^  und  IS  liegen  (mit  Hülfe  von/,  g,  B",  Q'^)  und  die 
Constructionen  der  Mantellinien  des  zweiten  Kegels  angedeutet,  welche  die 
Durchdringungscurve  beriihren. 

Wenn  die  Spur  der  Geraden  22 j  in  keiner  unpassenden  Entfernung  liegt, 
so   kann   man  sie  zur  Construction  mit 
verwenden  und  dafür  die  Ebene  ICCi 
weglassen. 

Die  in  der  Nähe  oder  auf  der 
Verticalebene  durch  22^  liegenden 
Punkte  der  Durchdringungscurve  findet 
man  durch  Benutzung  des  Aufrisses. 

26.  Liegt  das  Centrum  C  einer 
Kugel  auf  der  Achse  lA  eines  Rota- 
tionskegels, dessen  Meridianwinkel  a 
ist,  so  gelten  folgende  Sätze: 

Ist  der  Abstand  ä  =  CD  des  Cen- 
trums von  einer  Mantellinie  IB  grösser 
als  der  Kugelradius,  so  hat  die  Kugel 
mit  dem  Kegel  keinen  Punkt  gemein; 
ist  d  gleich  dem  Kugelradius,  so  berührt 
der  Kegel  die  Kugel  entlang  des  durch  I>  gehenden  Parallelkreiscs  des  Kegels;  ist 
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d  kleiner  als  der  Kugelradius,  so  schneiden  sich  Kugel  und  Kegel  in  den  beiden 
durch  E  und  F  gehenden  Parallelkreisen  des  Kegels.  Ist  dabei  der  Kugelradius 
kleiner  als  2C7,  so  liegen  beide  Schnittkreise  auf  derselben  Kegelhälfte;  ist  der 
Kugelradius  gleich  2  C,  so  zieht  sich  der  eine  Schnittkreis  zu  einem  Punkte,  der 
Kegelspitze,  zusammen;  ist  der  Kugelradius  grösser  als  2C,  so  sind  die  beider 
Schnittkreise  auf  beide  Kegelhälften  vertheilt 

27.  Wir  construiren  nun  den  Schnitt  eines  Kegels  mit  einer  Kugel, 
deren  Centrum  nicht  auf  der  Kegelachse  liegt.     (Tafel  X,  2.) 

Wir  wählen  als  Projectionsebenen  eine  Parallelkreisebene  des  Kegels  uiwi 
eine  Ebene,  die  parallel  zu  der  durch  die  Kegelachse  und  das  Kugelcentrum  A 
gelegten  Ebene  ist. 

Bei  der  in  der  Figur  gewählten  Lage  der  Kugel  gegen  den  Kegel  besteh: 
die  Schnittcurve  aus  zwei  getrennten  Zügen. 

Der  eine  Zug  liegt  zwischen  den  beiden  Parallelkreisen  des  Kegels,  die 
durch  B  und  C  gehen  und  den  Zug  in  B  und  C  berühren;  der  andere  Zug  liesri 
zwischen  den  beiden  Parallelkreisen,  die  durch  D  und  E  gehen,  und  wird  vi>n 
ihnen  in  D  und  E  berührt 

Um  nun  weitere  Punkte,  z.  B.  des  oberen  Zuges,  zu  erhalten,  legen  wir  eine 
Parallelkreisebene  des  Kegels  zwischen  B  und  C\  der  Aufriss  derselben  schneide 
den  Aufriss  der  Kugel  in  -F"  und  G\  den  Aufriss  des  Kegels  in  /T"  und  7": 
der  Grundriss  des  Schnittes  dieser  Ebene  mit  Kegel  und  Kugel  sind  die  um  2*  umi 
Ä  mit  den  Durchmessern  ^"/"  und  /^"6^"  beschriebenen  Kreise.  Die  Schnitt- 
punkte K  und  L  dieser  Kreise  sind  Punkte  der  Durchdringungscurve. 

28.  Zieht  man  durch  2"  eine  Normale  2"il/'  zum  Aufriss  der  Kegelachse,  s*» 
ergiebt  sich  für  einen  Punkt  AT"  des  Aufrisses  die  Durchdringungscurve  zwischen 
den  Abständen  K^ N  und  2"iV  folgender  Zusammenhang. 

Ist  r  der  Kugelradius,  so  ist 

Setzt  man  TN^  Ä^M^b,  sowie  Äl^  =ij,  so  ist 

AK'^  =  <j2  -+-  2'A:'s  _  2a  •  2'Ä"  .  cos  <p. 

und  daher 

r2  =  «2  -h  2'Ar'2  —  2ä  2'ä"  'Cosf^-^  {K''N—  by. 

Nun  ist  weiter 

2'Ar'  =  (9/"  =  OT  tang^  =  K''Ntang  ot 

und  2'A:'  cos  <p  =  T'N, 

also  hat  man  die  Gleichung: 

r»  =  ö»  -H  K'^m  tang  a  —  2a  2'W4-  (JCN--'  by, 

r^=.a^-^b^-h  K"N^  {tang^  a  -h  1)  —  ^K'^N—  2a  2"iV; 

mithin:      K^'N^  (Jan^  a  -+-  1)  —  2^  •  IC'N=  2a  •  l"N-h  r«.—  a«  —  b^ 

A'"N^—2b  .  cos^  a  •  K''N-\-b^  cos*  a  =  (2a  l^'N-h  r»— «»  —  ^«)  cos^a-^b^  cos'  1 

r*  —  a^  —  b^  sin^  «\ 
(AT' W—  b  cos^  a)>  =  2a  cos^  a  (2"iVH ^^ J. 

Zieht  man  nun  PQ''  parallel  2"J/  so,  dass  52"  =  b  cos^  a, 
und  macht  man  SQ^  =  (r*  —  a^  —  b^  sin^  a)  :  2a,  so  hat  man 

IC'N^  b  cos^  a  =  K"N^  52"  =  K"N-^  RN^  JC'R 
und     rW-h  (r>  —  «»  —  ^»  sin^  a) :  2a  =  2"A^-h  SQ"  ^RS-^  SQ''  =  RQ'\ 
also  folgt  schliesslich  die  Gleichung 

K"R^=^2acos^a'RQ'\ 
Dies    ergiebt   den  Satz:     Die    Projection    der   Durchdringungscurve 
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einer  Kugel  und  eines  Rotationskegels  auf  die  Ebene,  welche  das 
Kugelcentrum  und  die  Kegelachse  enthält,  ist  eine  Parabel.  Die 
Gestalt  dieser  Parabel  hängt  nur  von  dem  Meridianwinkel  des  Kegels  und  von 
der  Entfernung  des  Kugelcentrums  von  der  Kegelachse  ab,  ist  aber  unabhängig 
vom  Kugelradius  und  vom  Abstände  der  Kegelspitze  von  der  Projection  des 
Kugelcentrums  auf  die  Kegelachse. 

§  11.     Axonometrie. 

1.  Hat  man  die  Projection  eines  Gegenstandes  im  natürlichen  oder 
im  verjüngten  Maassstabe  zu  entwerfen,  so  bestimmt  man  gewöhnlich 
am  einfachsten  die  Abstände  gewisser  Hauptpunkte  des  Objects  (mit  welchen 
die  vorkommenden  Punkte  und  Linien  in  möglichst  einfachem  geometri- 
schen Zusammenhange  stehen)  von  drei  auf  einander  senkrechten  Ebenen; 
eine  derselben  wählt  man  zumeist  horizontal  (bei  einem  regelmässig  gestalteten 
Bauwerk  nimmt  man  die  Horizontalebene,  eine  mit  der  Vorderfront  und  eine 
mit  der  Seitenfront  parallele  Ebene).  Diese  drei  Ebenen  wollen  wir  als  Co  or- 
dinateneb enen,  ihre  aufeinander  senkrechten  Schnittlinien  OX,  OY,  OZ  als 
X-^  Y-  und  Z-Achse,  die  Abstände  x,  y,  z  eines  Punktes  P  von  den  drei  Ebenen 
OYZ9  OZX,  OXY  als  Coordinaten  des  Punktes  bezeichnen. 

Man  kann  nun  die  drei  Ebenen  als  Projectionsebenen  wählen. 

Fällt  die  Ebene  OXY  mit  der 
Zeichenebene  zusammen,  und  sind  die 
auf  einander  normalen  Geraden  OX  und 
OY  die  in  dieser  Ebene  liegenden  Achsen, 
^  findet  man  die  Projectionen  des  Punktes 
P,  dessen  Coordinaten  x,  y^  z  gegebene 
Werthe  haben,  indem  man  0^^'=^x,  ^— ^— 
6>$,  =y,  PP'  II  OY,  PP''  II  OX,  $1/^' 
=  ^,/^"'=;s  macht;  P',  P"  und  /^'" 
sind  dann  die  drei  Projectionen  von  P. 

Wenn  man  nur  die  Horizontalpro- 
jection  eines  Bauwerks  vor  sich  hat,  so 
ersieht  man  daraus  nichts  über  die  Vorder-  ^ 

und  Seitenfronte ;    und  aus  Projectionen 
auf  mit  der  Vorder-  und  der  Seitenfronte  ^^'  *^'^ 

parallelen  Ebenen  erfährt  man  nichts  über  den  Grundriss  und  die  Seiten-  bez. 
Vorderfronte. 

Will  man  aus  einer  einzigen  Projection  eine  möglichst  vollständige  An- 
schauung des  dargestellten  Objects  gewinnen  (die  man  dann  noch  dadurch 
ergänzt,  dass  man  aus  der  Natur  des  dargestellten  Gegenstandes  kennt,  dass 
gewisse  Linien  Gerade  sind,  gewisse  Punkte  auf  gewissen  Linien,  diese  wieder 
auf  gewissen  Ebenen  liegen  und  Aehnliches  mehr),  so  hat  man  eine  Projections- 
ebene  zu  wählen,  die  auf  keiner  der  Coordinaten-Achsen  senkrecht  ist. 

Man  könnte  nach  dem  früher  Mitgetheilten  eine  solche  Projection  herstellen, 
indem  man  zunächst  das  Object  auf  zwei  Coordinatenebenen  projicirt,  und  aus 
diesen  Projectionen  und  aus  den  Spuren  der  neuen  Projectionsebene  die  Projec- 
tion des  Objects  auf  diese  Ebene  construirt 

Dieses  Verfahren   würde   ziemlich   umständlich   sein   und  ist  nur  dann  zu 
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empfehlen,  wenn  die  Projectionen  des  Objects  auf  zwei  Ebenen  bereits  vorliegen; 
statt  desselben  werden  wir  zweckmässigere  Mittel  finden. 

Die  besonderen  Methoden  der  descriptiven  Geometrie,  durch 
welche  aus  den  Coordinaten  der  Punkte  einer  Raumfigur  die  Projec- 
tion  der  Figur  auf  eine  beliebige  Ebene  erhalten  wird,  bilden  den 
Gegenstand  der  Axonometrie. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  Herstellung  von  Normalpro- 
jectionen  auf  axonometrischem  Wege. 

2.  Die  Punkte  A,  B,  C  seien 
die  Spuren  der  Coordinatenachsen 
OX,  OY,  OZ,  Da  die  Dreiecke 
AOB,  BOQ  COA  bei  O  recht- 
winkelig sind,  so  ist  O  der  Schnitt» 
punkt  der  drei  Kugeln,  welche 
die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  vi 
Diametern  haben.  Die  Schnitt- 
ebenen je  zweier  dieser  Kugeln, 
sind  normal  zu  ABC  und  die 
Spuren  dieser  Ebenen  sind  die 
Höhen  AA^,  BB^,  CC^  dieses 
Dreiecks;  der  Schnittpunkt  O'  der 
Höhen  ist  daher  die  Projection 
von  O, 

Die  Höhe  0^0  wird  gefunden, 
indem  man  den  einen  der  drei 
Schnittkreise  umlegt;  man  con- 
struirt  z.  B.  einen  Halbkreis  über 
dem  Diameter -^-<4,  und  errichtet 
in  O'  ein  I.oth  zu  AA^\  dann  ist  o  die  Umlegung  des  Punktes  O  und  mithin 
oA  die  wahre  Länge  von  OA. 

Macht  man  ö'ß  =  O^B,  0''(  =  O'C,  so  sind  o^  und  o^  die  wahren  Längen 
von  OB  und  OC. 

Projectionen  x\  y\  «'  von  Strecken 
x^  y,  z,  die  auf  den  Coordinatenachsen 
liegen  oder  den  Coordinatenachsen 
parallel  sind,  haben  daher  zu  den 
Strecken  selbst  die  Verhältnisse 

X        oA^    y  " 


(M.  ?Üi.) 


oA*  y  o^*  z  0^ 
3.  Drei  in  einem  Punkte  O*  sieb 
schneidende  Gerade  O'M,  O'N,  O'P 
können  immer  als  die  Projectionen 
dreier  Coordinatenachsen  OX^  OV. 
OZ  angesehen  werden. 

Legt  man  nämlich  durch  einen  auf 

(M.882.)  OX  gelegenen   Punkt  A  eine  Ebene 

parallel  zur  Projectionsebene,  so  schneidet  diese  Ebene  nach  dem  soeben  Mit- 

getheilten  die  Achsen  in  den  Ecken  eines  Dreiecks,  dessen  Höhen  auf  CfM. 

O^Nf   O^P  liegen.     Dieses  Dreieck  ist  hierdurch  eindeutig  bestimmt;  denn  die 
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durch  A  gehenden  Seiten  AB  und  AC  sind  normal  zu  O'N  und  0^P\  die  dritte 
Seite  BC  wird  dann  noth wendig  normal  zu  O^M, 

Hierdurch  sind  zugleich  die  Verhältnisse  x^  i  x^  y  \y^  z' :  z  eindeutig  be- 
stimmt, in  welchen  mit  den  Achsen  parallele  Strecken  in  der  Projection  verkürzt 
erscheinen. 

4.  Sind  die  Verhältnisse  gegeben, 
in  denen  die  den  beiden  Coordinaten- 
achsen  OX  und  (?  K  parallelen  Strecken 
in  der  Projection  verkürzt  erscheinen 
sollen,  so  lassen  sich  dadurch  die 
Winkel  bestimmen,  welche  die  Projec- 
tionen  der  Coordinatenachsen  mit  ein- 
ander bilden. 

Sind  drei  Strecken  p,  g,  r  gegeben 
und  soll  sein 

X         r*     y         r* 
so  mache  man  DE^=r^    EF  normal 
zu  DE,  DG  =/,  DH=  q  und  ziehe 
HI  parallel  DE,  IK  parallel  EF, 

Dann  sind  GDE  und  HDE  die  Neigungswinkel  der  X-  und  der  K- Achse 
gegen  die  Projectionsebene. 

Wählt  man  HE  als  Höhe  des  Coordinatenanfangspunkts  O  über  der  Pro- 
jectionsebene, so  sind,  wie  der  Vergleich  mit  No.  2  ergiebt,  die  Strecken  O^A 
=  KD  und  O'B  =  ED, 

Der  Punkt  O*  hat  für  die  drei  Kugeln,  die  AB,  BC  und  CA  zu  Diametern 
haben,  gleiche  Potenz;  es  ist  also 

O'A^  .  <9'^=  aB^  '  O'B^O'O^. 
Setzt  man  für  O'A,  O'B,  O'O 
die  Werthe  XD,  ED,  HE  (oder 
IK)  ein,  so  hat  man: 

O'A^  .  KD  ==  /ä:2, 
O'B^  .  ED  =  HE^, 
Construirt  man  die  Normal- 
halbirenden  von  DI  und  DH, 
durchschneidet  damit  DE  m  L 
und  ifund  construirt  zwei  Kreise, 
welche  L  und  M  zu  Centren 
haben  und  durch  D  gehen,  so 
schneiden  diese  Kreise  DE  \n  N 
und  F  so,  dass 

KN'KD=^IX^, 
EF'ED=^HE^, 
also  ist 

O'A^  =  KN,  O'By^  =  EP, 
Aus  den  nun  gefundenen  vier 
Höhenabschnitten 

aA  =  KD,  O'A^  =  KN\  (M.  33L) 
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0'B=  ED,  O'B^  =  EP 
kann  man  das  Spurendreieck  ABC  eindeutig  constniiren. 

Man  mache  B^O^  normal  auf  einer  Geraden  B^C  und  gleich  £/\ 
femer  bestimme  man  A  auf  dieser  Geraden  so,  dass  O^A  =  KD\  auf  den  Vei 
längerungen  von  O^A  und  O^B^  bestimme  man  A^  und  B  so,  dass  ö'y4,  =  A\V 
O'B  r=  ED,  und  durchschneide  AB^  mit  der  Geraden  BA^  (in  C)\  dann  k 
^^C  das  gesuchte  Spurendreieck  und  O'A,  O'B,  O'C  sind  die  Projectionen  de 
drei  Coordinatenachsen.  Man  sieht  leicht,  dass  ABA^B  ein  Kreisviereck  ui/1 
daher  BC  normal  zu  AA^  ist. 

Sind  die  drei  Verkürzungsverhältnisse  x*  :x,  y'  \y,  z*  iz  gleich,  so  wird  di 
Spurendreieck  gleichseitig;  die  Achsenprojectionen  bilden  unter  sich  Winkel  vo: 
120°;  der  Werth  des  Verkürzungsverhältnisses  kann  durch  Constniction  und  ir. 
Anschlüsse  hieran  auch  durch  Rechnung  bestimmt  werden. 

Sind  zwei  Verkürzungsverhältnisse  x' :  x  und  ^  \y  gleich,  so  wird  das  Spuret 
dreieck  gleichschenkelig;  die  Projectionen  der  X-  und  der  K-Achse  liegen  dam 
symmetrisch  gegen  die  Projection  der  Z-Achse. 

5.  Wir  setzen  iip^  Folgenden  voraus, 
dass  die  Projectionen  O'X,  O'T,  OZ,yaii 
die  zugehörigen  Verkürzungsverhältnisse  b^ 
kannt  sind,  und  zwar  letztere  durch  vier 
Strecken  /,  q,  r,  s  so,  dass 

x'  i  X  =: p  i  s,  y  \y  ^=  g  \  s,  z*  :z=sr:s. 
Sind  nun  die  Coordinaten  eines  Punte 
^       P  gleich  den  gegebenen  Strecken  5,  j^  i  k 
constniire  man  E'i  tj',  f  so,  dass 

5':5=/:j,  V-^  =  ^-^»  C':C  =  r:j; 
(M.334.)  femer  mache  man  (!7'g}j=f';  ^,|J  paraüeJ 

O'T  und  gleich  i)';  $/^  parallel  O'Z  und 
gleich  C;  so  ist  P*  die  axonometrische  Projection  (d.  h.  die  auf  axonometiischcr 
Wege  bestimmte  Normalprojection)  des  Punktes  P, 

Es  ist  kaum  nöthig  hervorzuheben,  dass  durch  die  Coordinaten  eine 
Punktes  wol  seine  Projection  bestimmt  ist,  durch  die  Projection  eines  Punk:* 
aber  nicht  umgekehrt  seine  Coordinaten  bestimmt  sind;  ist  aber  die  Pn 
jection  einer  Coordinate  z.  B.  F%  in  der  Figur  angegeben,  so  i^ 
auch  der  Punkt  «ßj,  es  sind  also  auch  die  Projectionen  ^^^  und  f!,t' 
der  beiden  anderen  Coordinaten,  mithin  auch  die  Coordinaten  iit 
Punktes,  also  auch  die  Lage  des  Punktes  gegen  die  Coordinaier. 
achsen  eindeutig  bestimmt. 

6.  Bei  axonometrischer  Behandlung  von  Aufgaben  der  descripUven  (kt- 
metne  kommen  die  Spuren,  welche  Gerade  und  Ebenen  mit  der  Projection- 
ebene  bestimmen,  nicht  mehr  in  Betracht;  statt  deren  berücksichtigt  nian  6. 
Projectionen  der  Spuren,  welche  auf  den  Coordinatenebenen  liegen. 

7.  Eine  Gerade  ist  bestimmt,  wenn  man  die  Projectionen  zweier  ihrer  Punkt- 

P'  und  Q;  und  die  Projection  je  einer  Coordinate  derselben,  etwa /^»  und(?i: 
kennt. 

Die  Projectionen    der   auf  den   drei  Coordinatenebenen   liegenden  Spurc- 
findet  man  folgendermaassen:     Man  ziehe  g}fi  und  durchschneide  damit  FX 
der  Schnittpunkt  5/  ist  die  Projection  der  auf  der  C^A^F-Ebene  liegenden  Spur.< 
i^erner  stelle  man  die  Schnittpunkte^  und  ^  her  und  ziehe  durch  diese  PurA'^' 


§  II.     Axonometrie. 


647 


(M.  935.) 


Parallele  zu  O'Z';  diese 
schneiden  P'  Q*  in  den  Fro- 
jecüonen  5 '2  und  5' 3  der 
SLuf  den  beiden  anderen 
Ooordinatenebenen  liegen- 
den Spuren. 

8.  Die  Lage  einer  Ebe- 
ne A  gegen  die  Coordinaten- 
a.chsen  ist  bestimmt,  wenn 
man  die  Projectionen  der 
Punkte  v4,,  A^,  A^  kennt, 
in  welchen  die  Ebene  die 
Ooordinatenachsen  schnei- 
det; wir  wollen  diese  Punkte 
Spurpunkte  der  Ebene 
nennen. 

Ist  die  Projection  /" 
eines  Punktes  gegeben,  und  ausserdem  bekannt,  dass  er  auf  einer  Ebene  liegt, 
die  durch  die  Projectionen  A\,  A\f  A\  ihrer  Spurpunkte  gegeben  ist,  so  kann  man 
die  Coordinaten  des  Punktes  construiren. 

Denn  eine  durch  P 
parallel  zur  KZ -Ebene  ge- 
legte Ebene  £  schneidet  die 
Ebene  A  in  einer  Geraden, 
deren  Projection  durch  P^ 
geht  und  parallel  zu  A\A\ 
ist;  die  Projectionen  der 
Spuren  dieser  Geraden  auf 
der  XY-  und  JTZ- Ebene 
sind  die  Schnittpunkte  ^', 
C  der  Parallelen  mit  A\ 
A'2   und  A^A^, 

Die  Projectionen  der 
Spuren  von  £  gehen  daher 
durch  B^  und  C  parallel 
zu  O'V  und  O'Z'  und 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  ^^  der  Geraden   O'X'. 

Zieht  man  P'^  parallel  O'Z',  so  sind  P%  gSSß^  xind^^O'  die  Projectionen 
der  Coordinaten  von  P 

9.  Sind  die  Projectionen  zweier  Punkte  AB  einer  Geraden  und  die  Pro- 
jectionen der  Ecken  CD£  eines  Dreiecks  sowie  die  Projectionen  der  Abstände 
dieser  fünf  Punkte  von  der  -YK- Ebene  gegeben,  so  kann  man  die  Projection 
des  Schnittpunktes  der  Geraden  AB  und  der  Ebene  CD£  folgendermaassen 
construiren. 

Die  auf  der  Coordinatenebene  XOY  liegende  Spur  der  Ebene,  die  durch 
AJ3  normal  zur  JfK- Ebene  gelegt  wird,  hat  die  Projection  S(S;  ihre  Schnitte 
mit  den  durch  CD  und  £D  normal  zur  -YK- Ebene  gelegten  Ebenen  haben  die 
Projectionen  G'%  und  £'%]  der  Schnitt  IT  von  A'B  und  G'F'  ist  daher  die 
Projection   des  Schnittpunktes  H  des  gegebenen  Dreiecks  und  der  gegebenen 
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Geraden,  und  JT^  die  Pro- 
jection  des  Abstandes  dieses 
Punktes  von  der  JTK-Ebene. 

Es  hat  hiemach  keine 
Schwierigkeit,  eine  grosse  An- 
zahl von  Aufgaben  nach  axono 
metrischer  Methode  zu  lösen; 
wir  enthalten  uns  weiterer  Aus- 
führungen und  überlassen  die- 
selben dem  Leser  als  eine  sehr 
nützliche  Uebung. 

10.  Aufgaben,  bei  welchen 
es  sich  um  die  Construction 
von  Normalen  zu  Ebenen 
handelt,     die    mit    keiner 
Oi^^^')  Coordinatenebene    paral- 

lel sind,  eignen  sich  nicht  gut  für  die  axonometrische  Behandlung;  denn  bei 
diesen  Aufgaben  ist  es  unerlässlich,  die  Abstände  von  Punkten  von  der  Pro- 
jectionsebene,  und  die  Spuren  von  Ebenen  auf  der  Projectionsebene  zu  benutzen, 
während  doch  bei  der  axonometrischen  Methode  nur  Projectionen  der  Ab- 
stände der  Punkte  von  den  Coordinatenebenen  und  Projectionen  der  auf  den 
Coordinatenebenen  liegenden  Spuren  von  Ebenen  zur  Anschauung  kommen. 

Man  kann  hier  die  Constructionen  zunächst  so  ausfuhren,  dass  man  eine 
Coordinatenebene  zur  Projectionsebene  wählt  und  nun  die  nöthigen  Lothe  von 
Punkten  auf  Ebenen,  Normalschnitte  von  Prismen  etc.  in  der  gewöhnlichen 
Weise  construirt. 

Hat  man  dabei  zwei  aufeinander  senkrechte  Projectionsebenen  verwendet, 
so  wird  man  die  eine  als  A'K- Ebene,  die  andere  als  JfZ- Ebene  betrachten,  dazu 
noch  eine  auf  beiden  senkrechte  KZ- Ebene  fugen,  die  Abstände  der  noth wendigen 
Punkte  von  den  Coordinatenebenen  aus  den  Projectionen  direkt  abmessen,  hier- 
auf die  Projection  der  Coordinatenachsen  OX^  OV,  OZ  auf  die  für  die  end- 
gültige Darstellung  vorgeschriebene  Projectionsebene  herstellen  und  nun  die  end- 
gültige Projection  jedes  Punktes  axonometrisch  mit  Hülfe  der  abgemessenen 
Abstände  x,  y,  z  eintragen. 

Hat  man  das  x,  y,  z  jedes  Punktes  mit  einem  hinlänglich  genauen  Maass- 
stabe gemessen,  so  stelle  man  sich  drei  verjüngte  Maassstäbe  her,  in  welchen 
die  Längeneinheit  in  den  für  die  Projectionen  von  x,  y^  z  gültigen  Verhältnissen 
X* :  X,  y  :y,  z' :  z  verjüngt  erscheint.  Die  Projectionen  der  Abstände  x,  y,  s  eines 
Punktes  sind  dann  der  Reihe  nach  von  dem  ersten,  zweiten,  dritten  dieser  ver- 
jüngten Maassstäbe  abzumessen,  und  zwar  enthält  dann  jede  Projection  eben  so 
viele  verjüngte  Maasseinheiten,  wie  die  projicirte  Strecke  ursprüngliche. 

11.  Liegt  der  Coordinatenanfang  O  auf  der  Projectionsebene,  so  sind  die 
Spuren  der  Coordinatenebenen  die  durch  O  gelegten  Normalen  zu  0X\  O  K,  OZ\ 
Die  Spur  einer  Ebene  auf  der  Projectionsebene  wird  daher  au^ 
den  Projectionen  ihrer  Spurpunkte  A\,  A\,  A\  gefunden,  indem  man 
mit  den  GtT2i6^tn  A\A\,  A\A\,  A\A\  der  Reihe  nach  die  Spuren  der  Ebenen 
OXY,  O  YZf  OZX  durchschneidet;  diese  drei  Schnittpunkte  D,  E,  F  liegen 
auf  einer  Geraden,  und  diese  Gerade  ist  die  Spur  der  Ebene  A  auf  der  Pro- 
jectionsebene. 
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Um  den  Ab- 
stand eines 
Punktes   P  von 
derProjections- 
ebene    aus   den 
axonometri- 
sehen  Bestim- 
mungsstücken 
desselben  ab- 
zuleiten, con- 
struire     man     zu- 
nächst   den     Nei- 
gungswinkel,   den 
eine    der   Coordi- 
natenachsen,  z.  B. 
die  A'-Achse,  mit 
der  Projections- 
ebene  bildet,  und 
trage  unter  diesem 
Winkel   eine    Ge- 
rade ÖS  an  OX' 
an.  (M.  338.) 

Hierauflege  man  durch  /'eine  Parallele  zu  0F\  die  Projection  dieser  Paralle- 
len geht  durch  P  parallel  OF,  Diese  Gerade  ist  parallel  der  Ebene  XOZ^  die 
Projection  ihrer  Spur  auf  der  Ebene  XOY  ist  also  der  Schnitt  G^  ihrer  Pro- 
jection mit  einer  Parallelen  zu  OX^  durch  Sp. 

Eine  Ebene,  die  durch  P  parallel  zur  Projectionsebene  gelegt  wird,  enthält 
die  zur  Projectionsebene  parallele  Gerade  PG  und  schneidet  daher  die  Ebene 
XOYxsi  einer  Geraden,  deren  Projection  durch  G'  parallel  z\i  OD  geht 

Der  Schnittpunkt  H  dieser  Geraden  mit  OX  ist  daher  von  der  Projections- 
ebene ebenso  weit  entfernt,  wie  P\  diese  Entfernung  ist  aber  gleich  der  Strecke 
H^h^  die  auf  dem  zu  OX^  in  X^  errichteten  Lothe  von  öS  abgeschnitten  wird. 
Also  ist  H^h  der  Abstand  des  Punktes  P  von  der  Projectionsebene.  — 

12.  Wir  gehen  nun  zur  Herstellung  schiefer  Projectionen  aufaxonor 
metrischem  Wege  über,  und  beschränken  uns  dabei  auf  den  in  der  Praxis 
ausschliesslich  anzutreffenden  Fall,  dass  eine  Coordinatenebene,  —  wir  wählen 
dazu  die  Ebene  XOZy  —  mit  der  Projectionsebene  zusammenfallt 

Alsdann  ist  jede  Figur,  die  in  der  JfZ-Ebene  oder  in  einer  dazu  parallelen 
Ebene  liegt,  mit  ihrer  Projection  congnient. 

Jede  durch  O  gehende  Gerade  O  Y*  kann  als  Projection  der  K- Achse  ange- 
nommen werden,  und  man  kann  noch  ausserdem  willkürlich  bestimmen,  welches 
Verhältniss  die  Projection  einer  der  K- Achse  parallelen  Strecke  zur  Strecke  selbst 
haben  soll.  Aus  beiden  Angaben  bestimmt  sich  die  Richtung  der  Projections- 
strahlen. 

Soll  O  y  die  Projection  der  Y-  Achse,  und  y  die  Projection  einer  mit  der 
l'- Achse  parallelen  Strecke  y  sein,  so  mache  man  O^  senkrecht  zu  O  Y\  OÄ 
=y,  0^  =^y  und  ziehe  Äa,  Dann  ist  qlÄ  die  Umlegung  eines  Projections- 
strahles. 

Insbesondere    kann    man    zur    Erleichterung    der    Construction    OÄ  =^0^ 
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nehmen;  der  Neigungswinkel  OA^  der 
Projectionsstrahlen  gegen  die  Prqjec- 
tionsebene  beträgt  dann  45°. 

Wir  setzen  im  Folgenden  die  Pro- 
jection  der  Coordinatenachsen  und  das 
für  die  mit  OK  parallelen  Strecken  gül- 
tige Verhältniss  y  :y=:^  als  gegeben 
voraus. 

13.  Um  die  schiefe  Projection 
eines  Punktes  P,  dessen  Coordi- 
naten^,  >^,  2:  gegeben  sind,  axono- 
metrisch  zu  bestimmen,  construire 
man  zunächst  y  =  xy]  gewöhnlich  wird 
•f  =  1  oder  7  =  -^  angenommen,  so  dass 
y  entweder  gleich  y  oder  gleich  dfer 
Hälfte  von  y  ist  Hierauf  mache  man 
0^'=x,  SP'SP  II  (9  r  und  gleich  y',  und  ^P'=z,  so  ist  P*  die  gesuchte  Pro- 
jection. 

Ein  Punkt  ist  durch  seine  Projection  P'  und  die  Projection 
seines  Abstandes  von  einer  Coordinatenebene,  z.  B.  -PSP,  eindeutig 
bestimmt;  der  normale  Abstand  des  Punktes  von  der  Projectionsebene  und  die 
Normalprojection  des  Punktes  werden  aus  diesen  Angaben  gefunden,  indem  man 
gjgj'  und  /"n'  parallel  OV,  sowie  fß'W  parallel  OZ  zieht;  femer  U'P'p  gleich 
dem  Neigungswinkel  der  Projectionsstrahlen,  also  Pp  \\  A'a  macht,  und  O'p  senk- 
recht zu  P'ü'  zieht.  Dann  ist  11'  die  Normalprojection  des  Punktes  und  H'p  sein 
Abstand  von  der  Projectionsebene. 

Eine  Ebene  ist  durch  ihre  Spur  auf  der  Ebene  OXY  (der  Projections- 
ebene) und  durch  die  Projection  des  auf  der  K-Achse  liegenden  Spur- 
punktes bestimmt.  — 

Auch  hier  ist  zu  bemerken,  dass  Aufgaben,  bei  denen  es  sich  um  die  Con- 
struction  bestimmter  Winkel,  insbesondere  des  am  häufigsten  vorkommenden 
rechten  Winkels  handelt,  unter  Benutzung  von  Normalprojectionen  auf  die  Ebene 
OXZ  oder  auf  eine  andere  geeignete  Ebene  zu  lösen  sind;  die  Resultate  kann 
man  dann  axonometrisch  in  die  schiefe  Projection  eintragen. 

14.  Unter  isometrischer  Projection  versteht  man  theils  die  Abart  der 
axonometrischen  Normalprojection,  bei  welcher  die  Verkürzungsverhältnisse  für 
die  drei  Achsen  gleich  gross  sind,  die  Achsen  also  Winkel  von  120°  mit  einander 
bilden;  theils  die  axonometrische  schiefe  Projection,  bei  welcher  die  Ebene  XO/ 
Projectionsebene  ist  und  die  Projectionen  der  der  K-Achse  parallelen  Strecken 
den  Strecken  selbst  gleich  sind,  die  Projectionsstrahlen  also  gegen  die  Projections 
ebene  unter  einem  Winkel  von  45°  geneigt  sind. 

Als  monodimetrische  Projection  bezeichnet  man  die  axonometrische 
Normalprojection,  bei  welcher  die  Verkürzungsverhältnisse  zweier  Coordinaten 
achsen  gleich,  diese  Coordinatenachsen  also  gegen  die  Projectionsebene  gleich 
geneigt  sind,  während  die  dritte  Achse  eine  davon  abweichende  Neigung  hai, 
wobei  also  die  Projectionen  der  beiden  ersteren  Achsen  symmetrisch  gegen  die 
Projection  der  dritten  liegen.  Der  allgemeine  Fall  der  axonometrischen  Nomul 
projection  wird  auch  als  trimetrische  Projection  bezeichnet 

Die  schiefe  Projection  wird  auch  als  Parallel -Perspective  bezeichnet;  die 


§12.     Centralprojection. 


651 


vorhin  beschriebene  isometrische  schiefe  Projection  bezeichnet  man  auch  als 
Cavalier-Perspective,  oder  Militär-Perspective;  doch  lohnt  es  kaum  der  Mühe,  für 
in  Bezug  auf  die  Methode  unwesentliche  Aenderungen  in  den  Bestimmungs- 
stücken der  axonometrisch  behandelten  schiefen  Projection  besondere  Namen 
festzustellen. 

§  12.     Centralprojection. 

1.  Unter  der  Centralprojection  eines  Punktes  P  auf  eine  Ebene  11  versteht 
man  den  Punkt  /^,  in  welchem  die  Ebene  fl  von  der  Geraden  geschnitten  wird, 
die  man  von  einem  festen  Punkte  A^  dem  Projectionscentrum,  nach  dem 
Punkte  P  zieht*). 

Alle  Punkte,  welche  auf  einem  Projectionsstrahle,  d.  i.  auf  einem  durch  das 
Projectionscentrum  A  gehenden  Strahle  liegen,  haben  dieselbe  Centralprojection. 

2.  Die  Projectionsstrahlen,  die  vom  Centrum  A  nach  den  Punkten  einer 
Geraden  PQ  gehen,  liegen  auf  einer  Ebene;  diese  Ebene  heisst  die  projicirende 
Ebene  der  Geraden. 

Die  Centralprojection  einer  Geraden  PQ  ist  der  Schnitt  PQ  ihrer  proji- 
cirenden  Ebene  mit  der  Projectionsebene  11. 

Alle  Geraden,  die  auf  derselben  durch  das  Centrum  A  gehenden  Ebene 
liegen,  haben  dieselbe  Centralprojection. 

Die  Spur  5  einer  Geraden  ist  der  einzige  Punkt  der  Geraden,  der  mit 
seiner  Projection  zusammenfällt;  ausser,  wenn  die  Gerade  ganz  in  der  Projections- 
ebene liegt  • 

Der  in  unendlicher  Feme  liegende  Punkt  einer  Geraden  PQ  hat  als  Pro- 
jecdonsstrahl  die  Gerade,  welche  durch  A  parallel  zu  PQ  geht.  Die  Spur  dieser 
Parallelen  ist  daher  die  Projection  dieses  unendlich  fernen  Punkts;  diesen  Punkt 
/"bezeichnet  man  als  Fluchtpunkt  der  Geraden. 

Eine  Gerade  ist  durch  Spur  S  und  Fluchtpunkt  7^  bestimmt;  denn 
man  kennt  dann  von  ihr  einen  Punkt,  die  Spur,  sowie  die  Richtung,  die  parallel 
i\^  AS  ist.  Die  Centralprojection  der  Geraden,  und  zwar  des  Theiles  der- 
selben, der  sich  von  der  Projectionsebene  auf  der  vom  Centrum  abgewandten 
Seite  bis  ins  Unendliche  erstreckt,  ist  die  Strecke  5/^ 

3.  Parallele  Gerade  haben  ^r 
denselben  Fluchtpunkt.  Die 
Centralprojection  einer  Schaar  paral- 
leler Geraden  ist  daher  ein  Strahlen- 
büschel, das  den  Fluchtpunkt  der 
Schaar  zum  Träger  hat 

Normale  zur  Projectionsebene 
n  haben  die  Normalprojection  Ä 
des  Centrums  auf  die  Ebene  11  zum 
Fluchtpunkt;  da  Normale  zur  Pro- 
jectionsebene bei  vielen  Construc- 
tionen  eine  besondere  Rolle  spielen, 
so  hat  man  den  Fluchtpunkt  der- 
selben besonders  benannt;  er  heisst 
der  Augenpunkt  (M.840.) 

*)  Die  Figuren  für  diesen  und  den  letzten  Abschnitt  sind  zum  Theil  in  schiefer  Projection 
axonometrisch  ausgeführt;   dasselbe  gilt  von  einigen  Figuren    des  1.  und  2.  Abschnittes, 
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4.  Die  Centralprojection  eines  Punktes  -Pist  bestimmt^  wenn  man  eine  Parallel- 
projection  des  Punktes  auf  die  Ebene  0,  den  Fluchtpunkt  der  Projectionsstrahlen 
und  die  Strecke  des  Projectionsstrahles  für  die  Parallelprojection  zwischen  dem 
Punkte  -P  und  der  Projectionsebene  11  kennt. 

Denn  ist  PS  die  Richtung  der  Projectionsstrahlen,  mithin  P  der  Flucht- 
punkt derselben,  und  S  die  Parallelprojection  von  P  auf  11,  so  liegt  J'  auf 
SF;  und  da  FS  parallel  AF,  so  theilt  F  die  Strecke  SF  in  dem  Verhältniss 
SFiAF 

F*  wird  also  erhalten,  indem  man  5  mit 
dem  Fluchtpunkte  F  verbindet,  durch  S  und  F 
zwei  Parallele  zieht,  auf  denselben  Strecken  •Sr 
=  SF,  Fa  =  FA  abträgt  und  pa  zieht;  dann  ist 
F  die  gesuchte  Centralprojection. 

Wenn  eine  von  den  Strecken  SF  oder  FA 
eine  unbequeme  Länge  hat,  so  kann  maji  statt 
der  ganzen  Strecken  auch  die  Hälften,  die  Viertel, 
etc.  auftragen,  oder  überhaupt  für  5p  und  Fa 
zwei  Strecken  wählen,  die  sich  wie  SF  und  FA 
verhalten. 

Die  Strecke  FA  erhält  man,  wenn,  wie  immer 
vorauszusetzen  ist,  der  Augenpunkt  und  die  Ent- 
fernung des  Projectionscentrums  von  der  Projectionsebene  (kurzweg,  die  Di  st  am 
genannt)  bekannt  sind,  als  Hypotenuse  des  rechtwinkeligen  Dreiecks  Ä  AF. 

5.  Ist  eine  Ebene  E  parallel  der  Projectionsebene,  so  sind  die  Projectionen 
der  auf  dieser  Ebene  enthaltenen  Figuren  den  Figuren  selbst  ähnlich.  Die  Pro- 
ection  einer  auf  der  Ebene  E  liegenden  Strecke  verhält  sich  zur  Strecke  selbst, 
wie  die  Distanz  zum  Abstände  des  Centrums  von  der  Ebene  E, 

6.  Geht  eine  Ebene  durch  das  Projectionscentrum  A,  so  fallen  die  Projec- 
tionen aller  ihrer  Punkte  in  die  Spur  der  Ebene;  die  Projection  der  Ebene  ist 
also  in  diesem  Falle  eine  Gerade. 

7.  Legt  man  durch  das  Projectionscentrum  A  eine  Ebene  e,  die  mit  einer 
gegebenen  Ebene  F,  parallel  ist,  so  enthält  e  alle  die  Projectionsstrahlen,  die 
parallel  mit  E,  also  nach  unendlich  fernen  Punkten  von  E  gezogen  sind.  Der 
Schnitt  /  dieser  Ebene  e  mit  der  Projectionsebene  enthält  also  die  Projectionen 
aller  unendlich  fernen  Punkte  auf  E, 

Die  Gerade  /  heisst  die  Fluchtlinie  der  Ebene  E, 

Parallele  Ebenen  haben  dieselbe  Fluchtlinie. 

Eine  Ebene  ist  durch  Spur  und  Fluchtlinie  bestimmt 

Die  Fluchtpunkte  aller  Geraden  einer  Ebene  E  liegen  auf  der  Fluchtlinic 
von  E\  die  Spuren  aller  auf  E  enthaltenen  Geraden  liegen  auf  der  Spur  von  F. 

Der  Fluchtpunkt  der  Falllinien  der  Ebene  E  ist  der  Fusspunkt  des  vom 
Augenpunkte  auf  die  Fluchtlinie  /  gefällten  Lothes;  der  Fluchtpunkt  von  Para^ 
lelen  auf  E,  die  mit  den  Falllinien  (also  auch  mit  der  Spur)  Winkel  von  45*^  bil 
den,  ist  einer  der  beiden  Punkte,  die  auf  der  Fluchdinie/der  Ebene  E  vom  Fuss- 
punkte  B  des  vom  Augenpunkte  auf/  gefällten  Lothes  um  die  Strecke  AB  ent- 
fernt sind. 

Jede  Gerade   einer  Ebene  E  und  ihre  Centralprojection    treffen 
seh   auf  der  Spur   dieser  Ebene;    ein  Polygon    auf  E  und  seine  Central 
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projecdon  auf  FI  haben  daher  die  Beziehung  zu  einander,  dass  sich  je  zwei  ent- 
sprechende Gerade  in  einem  Punkte  der  Spur  der  Ebene  E  treffen. 

8.  Es  sei  Ä  der  Augenpunkt,  d  die  Distanz;  femer  s  die  Spur  einer  Ebene 
E,  f  ihre  Fluchtlinie.  (Tafel  X,  3). 

Macht  man  AB  normal  zu  /,  Äa  parallel  zu  /  und  gleich  der  Distanz  d, 
femer  Ba  =  ^a,  so  ist  Ba  =  B^  der  senkrechte  Abstand  des  Projectionscentrums 
A  von  der  Fluchtlinie  /. 

Um  nun  für  eine  Figur  CDGHI  der  Ebene  E  die  Centralprojection  herzu- 
stellen, legen  wir  E  durch  Drehung  um  die  Spur  s  in  die  Projectionsebene  um; 
diese  Umlegung  ergebe  C^D^G^H^I^, 

Wir  fallen  von  C,  D,  G,  H,  I  Lothe  auf  die  Spur  und  zeichnen  femer  Parallelen 
zu  einer  willkürlichen  Richtung  bis  an  die  Spur.  Die  Umlegungen  dieser  beiden 
Gmppen  von  Parallelen  seien  C^c,  D^d^  G^g,  H^h^  lyi^  femer  C^c,  Z^^b,  G{^^ 

B  ist  der  Fluchtpunkt  der  von  C,  Z>,  G^  H,  I  auf  s  gefällten  Lothe;  macht 
man  aF  parallel  C^c,  so  ist  F  der  Fluchtpunkt  der  Parallelen  zu  Cc 

Verbindet  man  nun  c,  d,  g,  ä,  /  mit  B^  sowie  c,  b,  g,  1^,  i  mit  F,  so  sind 
diese  beiden  Gruppen  von  Geraden  die  Centralprojectionen  der  beiden  Gruppen 
von  Parallelen;  die  Schnittpunkte  entsprechender  nach  B  und  F  gehender 
Strahlen  sind  daher  die  verlangten  Centralprojectionen  der  Punkte  C,  /?,  G^  H,  /. 

Schliesslich  prüfe  man  die  Construction,  indem  man  sich  überzeugt,  dass 
sich  je  zwei  entsprechende  Gerade  der  Projection  und  der  Umlegung  in  einem 
Punkte  der  Spur  s  schneiden. 

9.  Die  weiteren  Mittheilungen  über  die  Centralprojection  wollen  wir  nun 
darauf  beschränken,  dass  wir  zeigen,  wie  die  Centralprojection  jedes 
Punktes  nach  axonometrischer  Methode  bestimmt  werden  kann,  d.  h. 
wie  man  die  Centralprojection  eines  Punktes  findet,  wenn  man  dessen  Abstände 
^^f  y,  z  von  drei  auf  einander  normalen  Coordinatenebenen  und  die  Lage  der 
Coordinatenebenen  gegen  die  Projectionsebene  0  kennt.  Wir  wollen  die  Con- 
stniction  für  drei  Fälle  getrennt  erörtern:  1.  eine  Coordinatenebene,  die 
Ebene  OXZ,  fällt  mit  der  Ebene  11  zusammen;  2.  eine  Coordinatenachse, 
etwa  OZ,  fällt  in  die  Projectionsebene,  ohne  dass  dabei  eine  Coordinatenebene 
mit  n  zusammenfKUt;  3.  der  Coordinatenanfangspunkt  liegt  auf  der  Projections- 
ebene,  ohne    dass    eine  Achse  mit  der 

Projectionsebene  zusammenfallt. 

10.  Axonometrische  Construc- 
tion der  Centralprojection  eines 
Punktes,  wenn  die  Ebene  XOZ  mit 
der  Projectionsebene  zusammen- 
fällt. 


Ist  A'  der  Augenpunkt,   so  ist  OA^ 
die  Centralprojection  der  F  Achse. 

Femer    sei    A'a   parallel    OX   imd 
gleich  der  Distanz. 

Um   nun   die  Centralprojection   des 
Punktes  P  zu  finden,  dessen  Coordinaten  x 
*»  ^,   z    sind,     mache     man     zunächst 
Oß^y^   und   ziehe   Ba.     Dann   ist   C  (M.  342.) 

die  Centralprojection  des  Punktes  der  KAchse,  welcher  von  O  um  y  entfernt  ist. 
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Femer  mache  man  OD  =^Xf  0£  =  z,  und  ziehe  AD  und  AE]  femer  riebe 
man  CG  parallel  OX  und  CF  parallel  OZ,  sowie  FF*  parallel  OX  und  GF 
parallel  OZ;  so  ist  F  die  Centralprojection  von  F, 

Ausser  von  den  mitgetheilten  Sätzen  ist  hier  noch  von  dem  Satze  Gebrauch 
gemacht  worden,  dass  Gerade,  die  mit  der  Spur  einer  Ebene  parallel  sind, 
Centralprojectionen  haben,  die  ebenfalls  mit  der  Spur  der  Ebene  parallel  sind. 

Man  sieht  leicht,  wie  man  umgekehrt  aus  der  Centralprojection  eines  Punktes 
und  seines  Abstandes  von  einer  Coordinatenebene,  z.  B.  von  der  Ebene  XOYt 
die  Coordinaten  des  Punktes  bestimmen  kann. 

11.  Axonometrische  Construction  der  Centralprojection  eines 
Punktes,  wenn  keine  Coordinatenebene,  doch  eine  der  Achsen  mit 
der  Projectionsebene  zusammenfällt.  (Tafel  X,4.) 

Es  sei  A'  der  Augenpunkt,  d  die  Distanz,  O  der  Coordinatenanfang,  OZ 
die  in  der  Projectionsebene  liegende  Coordinatenachse.  Die  Spur  3/W  der 
Ebene  OXY  geht  durch  O  normal  zu  OZ,  die  Fluchtlinie  /  parallel  zu  dieser 
Geraden  durch  Ä,  Macht  man  ÄC  normal  zur  Fluchtlinie  /  und  gleich  der 
Distanz  d,  und  zieht  man  durch  C  Gerade,  deren  Winkel  mit  CA  gleich  den 
Winkeln  der  Achsen  OX  und  O  Y  mit  der  Normalen  zur  Projectionsebene  sind, 
so  erhält  man  die  Fluchtpunkte  ?  und  i\  dieser  beiden  Achsen. 

Wir  wollen  nun  die  Fluchtpunkte  der  auf  der  Ebene  OXY  liegenden 
Geraden  bestimmen,  welche  von  OM  und  ON  Strecken  von  derselben  Grösse 
abschneiden,  wie  von  OX  und  O  K,  alle  Strecken  von  O  aus  gerechnet. 

Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  durch  C  eine  Parallele  zu  /,  machen 
Cm  =  Cn  ^=  Cp  =i  Cqy  und  ziehen  Cp  parallel  pq^  sowie  C7  parallel  mn\  dann 
sind  p  und  7  die  gewünschten  Fluchtpunkte. 

Um  nun  die  Centralprojection  eines  Punktes  F  zu  erhalten,  der  die  Coordi- 
nanten  jc,  y,  z  hat,  mache  man  OB-=x,  OC=^y  und  durchschneide  O^  und 
Oi\  mit  den  Geraden  B^  und  C7  in  D  und  E\  dann  sind  OD  und  0£  die 
Centralprojectionen  der  von  O  aus  auf  den  Achsen  OX  und  O  Y  aufgetragenen 
Strecken  x  und  y. 

Der  Schnittpunkt  Sß  der  Geraden  Di^  und  Ei  ist  die  Centralprojection  der 
Projection  des  Punktes  F  auf  die  Ebene  OXY. 

Macht  man  nun  OF=^z,  durchschneidet  /  mit  O^,  zieht  /*/ und  schliess- 
lich ^F  parallel  OZ,  so  ist  F  die  gesuchte  Projection. 

Man  kann  auch  \F  und  r\F  ziehen,  darauf  durch  Parallele  zvl  OZ  die 
Punkte  G  und  H  bestimmen  und  erhält  dann  F  als  Durchschnitt  von  Gr^ 
und  H\' 

12.  Construction  der  Centralprojection  eines  Punktes  aus  den 
Coordinaten  desselben,  wenn  keine  Coordinatenachse,  sondern  nur 
der  Anfangspunkt  in  der  Projectionsebene  liegt. 

Gegeben  sei  ausser  dem  Augenpunkt  Ä  und  der  Distanz  d  der  Coordinaten- 
anfang O  und  die  Spur  S  der  Ebene  OXY\  femer  sei  bekannt,  dass  eine  Ebene, 
die  der  Projectionsebene  parallel  und  von  ihr  um  die  Distanz  d  entfernt  ist,  von 
den  Achsen  die  Strecken  OB,  OC  und  OD  abschneidet. 

Wir  constmiren  zunächst  (Tafel  XI,  2)  das  Dreieck  BCD  in  der  ProjediAni- 
ebene  in  sonst  beliebiger  Lage  aus  seinen  Seiten,  die  als  Hypotenusen  recht- 
winkeliger Dreiecke  gefunden  werden,  deren  Katheten  je  zwei  der  Strecken  OB, 
OC,  OD  sind,  zeichnen  die  Höhen  dieses  Dreiecks  und  bemerken  den  Höhen- 
Schnittpunkt  a. 
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Ziehen  wir  durch  das  Centrum  A  Parallele  zu  OX,  OY,  OZ  und  durch- 
schneiden damit  die  Projectionsebene,  so  erhalten  wir  die  Fluchtpunkte  6,  tq,  C 
der  Coordinatenachsen  (Tafel  XI,  1).  Das  Dreieck  JtjC  ist  congruent  BCD, 
Die  Höhen  des  Dreiecks  JijC  sind  die  Normalprojectionen  der  Geraden  ^  5,  ^tj, 
A\^  (§  11,  2)  und  Ä  ist  der  Höhenschnittpunkt  Die  Gerade  A%  ist  daher 
parallel  der  Normalprojection  der  Z- Achse  auf  die  Bildebene,  mithin  normal 
zur  Spur  S  der  Ebene  OXY. 

Macht  man  AX  normal  zu  S  und  gleich  aZ?,  so  ist  C  der  Fluchtpunkt 
der  Z- Achse  in  richtiger  Lage.  Copirt  man  nun  das  Dreieck  BCD,  von  der 
zu  Z?a  homologen  Strecke  ^Ä  ausgehend,  so  erhält  man  das  Dreieck  der  Flucht- 
punkte JtjJ,  dessen  Seiten  E^),  t)C,  CE  die  Fluchtlinien  der  Ebenen  OXY,  OYZ, 
OZX  sind. 

Construirt  man  einen  Halbkreis  über  5?),  der  AX  in  a  schneidet,  so  ist  das 
Dreieck  ?ät)  die  Umlegung  des  Dreiecks  \At^. 

Um  nun  die  Fluchtpunkte  der  Parallelen  in  der  Ebene  XOY  zvl  erhalten, 
welche,  von  S  und  von  OX  und  O  Y  von  O  aus  gezählt,  gleiche  Strecken  ab- 
schneiden, ziehen  wir  ab^  S  und  machen  ac  =  ad^=  ae  =  «/und  ziehen  öß  und 
<?7  parallel  /e  und  cd\  ß  und  7  sind  die  gewünschten  Fluchtpunkte. 

Die  Spur  /  der  Ebene  OXZ  ist  parallel  zu  K.  Construiren  wir  einen  Halb- 
kreis über  5C,  der  A\  m  a^  schneidet,  so  ist  das  Dreieck  S^jC  die  Umlegung 
von  £-^C-  Machen  wir  a^g-^a^h  und  parallel  EC»  sowie  a^h  parallel  gh,  so  ist 
0  der  Fluchtpunkt  der  Parallelen,  die  von  /  und  OZ  von  O  aus  gerechnet 
gleiche  Strecken  abschneiden. 

Die  Centralprojection  eines  Punktes,  der  von  den  Coordinatenebenen  die 
Abstände  x,  y,  z  hat,  wird  nun  in  folgender  Weise  gefunden: 

Man  mache  OL^=Xy  OM=^y,  ON=^z  und  durchschneide  der  Reihe 
nach  (96,  Ori,  O^  mit  den  Geraden  Zß,  J/7,  N^\  dann  sind  OL^,  OM^, 
ON^  die  Centralprojectionen  der  auf  den  Achsen  von  O  aus  abgeschnittenen 
Strecken  x,  y,  z. 

Zieht  man  nun  My^  und  -A^ji),  so  ist  der  Schnittpunkt  5ß  die  Centralprojection 
der  Normalprojection  des  Punktes  auf  die  Ebene  OXY\  die  gesuchte  Central- 
projection P  liegt  also  auf  SßC«  Durchschneidet  man  5 7)  mit  O^  und  zieht  iVj^, 
so  ist  der  Schnittpunkt  P  die  gesuchte  Projection. 

Man  kann  dieselbe  auch  erhalten,  wenn  man  Z^C/  A^i?,  sowie  M^J^,  ^i^p 
und  schliesslich  -Ätj  und  T^  zieht;  der  Schnittpunkt  dieser  letzten  beiden  Ge- 
raden ist  ebenfalls  P, 

13.  Wenn  die  Centralprojection  eines  Gebäudes,  einer  Maschine  etc.  con- 
struirt werden  soll,  so  kann  man  meist  die  Coordinaten  der  Punkte  des  Objects 
ihrer  Grösse  wegen  nicht  auf  die  Projectionsebene  auftragen. 

Man  wähle  in  diesem  Falle  Coordinatenebenen  möglichst  nahe  dem  Object. 

Handelt  es  sich  um  die  Projection  eines  Gebäudes,  dessen  Wände  je  einer 
von  zwei  auf  einander  senkrechten  Verticalebenen  parallel  sind,  so  wird  man 
die  Horizontalebene  und  diese  beiden  Verticalebenen  zu  Coordinatenebenen 
wählen. 

Hierauf  entscheide  man  sich  über  die  Lage  des  Centrums  und  der  Projections- 
ebene gegen  die  Coordinatenachsen. 

Hat  man  das  Centrum  gewählt,  so  wird  man  die  Projectionsebene  in  ge- 
eignete Entfernung  vom  Centrum  (die  jedenfalls  nicht  weniger  wie  die  deutliche 
Sehweite,  d.  i.  ca.  25  Centimeter,  betragen  sollte)  so  legen,  dass  der  Augenpunkt 
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ungefähr  in  die  Mitte  des  herzustellenden  Bildes  kommt    Die  Distanz  sei  d^  der 
Abstand  des  Anfangspunktes  von  der  Projectionsebene  sei  A. 

Hierauf  denke  man  sich  vom  Centrum  aus  Strahlen  nach  allen  Punkten  der 
Coordinatenebenen  und  nach  allen  Punkten  des  darzustellenden  Gegenstandes 
gezogen  und  diese  Strecken  im  Verhältnisse  d  \  A  getheilt 

Die  Theilpunkte  bilden  eine  Figur,  welche  der  aus  den  Coordinatenebenen 
und  dem  Object  bestehenden  ähnlich  ist,  und  zwar  so,  dass  homologe  Strecken 
das  Verhältniss  d\{d-\-bk)  haben;  wir  haben  also  das  Coordinatensystem  und 
das  Object  im  verjüngten  Maassstabe  vor  uns;  das  Veijüngungsverhältniss 
ist  d:(d-h  A).  Der  Anfangspunkt  des  verjüngten  Coordinatensystems  liegt  auf 
der  Projectionsebene.  Anstatt  nun  das  Object  selbst  darzustellen,  projicire  man 
von  dem  gegebenen  Centrum  aus  das  verjüngte  Coordinatensystem  und  erzeuge 
mit  Hülfe  der  verjüngten  x,  y,  z  die  Centralprojection  des  verjüngten  Objccts, 
die  zugleich  die  des  gegebenen  Objects  ist 

§  13.     Schattenconstruction  und  Helligkeit 

1.  Bei  der  geometrischen  Construction  des  Schattens,  den  eine  undurch- 
sichtige Figur  auf  die  Projectionsebene  oder  auf  irgend  welche  Flächen  uirft, 
kommen  zwei  Arten  der  Beleuchtung  in  Betracht:  Die  Beleuchtung  durch  parallele 
Strahlen,  welche  angenähert  der  Beleuchtung  durch  die  Sonne  und  den  Mond 
entspricht,  und  die  Beleuchtung  durch  Strahlen,  die  von  einem  Punkte  ausgehen, 
ungefähr  entsprechend  der  Beleuchtung  durch  eine  einzelne  Kerzenflamme. 

Bei  der  Beleuchtung  durch  Parallelstrahlen  setzt  man  gewöhnlich  voraus» 
dass  die  Richtung  der  Lichtstrahlen  die  einer  Würfeldiagonale  ist,  wenn  eine 
Kante  des  Würfels  mit  der  Projectionsachse  und  zwei  Flächen  mit  den  Projections- 
ebenen  zusammenfallen;  und  zwar  nimmt  man  die  Diagonale,  die  von  links, 
vom,  oben  ausgeht  Bei  axonometrischen  Darstellungen  setzt  man  meist  dieselbe 
Richtung  der  Lichtstrahlen  gegen  die  Coordinatenebenen  voraus. 

2.  Der  Schatten  eines  Körperpunktes  ist  der  Durchschnitt  des 
durch  ihn  gehenden  Lichtstrahles  mit  der  den  Schatten  aufnehmen- 
den Fläche. 

Im  Falle  paralleler  Strahlen  ist  daher  der  Schatten  einer  Figur  eine  Parallel- 
projection  derselben  auf  die  den  Schatten  aufnehmenden  Flächen,  bei  centraler 
Beleuchtung  eine  Centralprojection. 

3.  Wir  müssen  uns  darauf  beschränken,  die  Schattenconstruction  fUr  eben- 
flächige Körper  an  einem  Beispiele  zu  erläutern,  indem  wir  axonomctrisch  den 
Schatten  construiren,  den  die  Pyramide  ABCDEF  auf  die  Ebenen  OXY  und 
OXZy  sowie  auf  das  gerade  Parallelepiped  GHIKLMNP,  und  den  Schatten, 
den  letzteres  auf  die  Ebenen  OXY  und  OXZ  wirft  (Tafel  XD). 

Das  Licht  habe  die  Richtung  der  Diagonale  eines  Würfels,  dessen  Kanten 
parallel  den  Achsen  sind. 

Die  Projection  einer  Strecke  der  K-Achse  sei  der  projidrten  Strecke  gleich. 
Machen  wir  OQ=^OR=^RS  und  RS  \\  OZ^  so  ist  SQ  die  Richtung  der  Licht 
strahlen. 

Ist  T  die  Projection  von  A  auf  OXY  und  ziehen  wir  Ta  parallel  RQ^  Aa 
parallel  SQ,  so  ist  a  der  Schatten  der  Pyramidenspitze  A  auf  die  Ebene  OXY, 
mithin  begrenzen  Fa  und  J?a  den  Pyramidenschatten. 

Ist  d  der  Schnitt  von  Ta  und  OX,  und  zieht  man  äc  normal  zu  0Jf,  so 
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ist  c  der  Schatten,  den  A  auf  die  Ebene  XOZ  wirft,  und  demnach  cde  der  Theil 
des  P3rramidenschattens,  der  auf  die  Ebene  OXZ  fällt. 

Wir  ziehen  nun  fg  parallel  OZ  und  erhalten  so  den  Schatten^  der  Spitze  A 
auf  der  Ebene  KINP,  Ziehen  wir  von  den  Geraden  hg  und  ig  die  Theile  hk 
und  im^  welche  innerhalb  des  Parallelogramms  KINP  liegen,  so  begrenzen  sie 
den  auf  diese  Fläche  fallenden  Pyramidenschatten. 

Pix  ist  der  Theil  des  Pyramidenschattens,  der  auf  die  Fläche  KG  LP  fällt. 

Bei  k  und  tn  geht  die  Schattengrenze  auf  die  Fläche  GHIK  über.  Ziehen 
Hdr  no  parallel  RQy  so  ist  o  der  Schatten  von  A  auf  der  Ebene  C^ZT/^,  mithin 
kmqp  der  auf  GHIK  fallende  Theil  des  Pyramidenschattens. 

Wir  fiigen  noch  den  Schatten  des  Parallelepipeds  hinzu,  indem  wir  Nr 
parallel  RQ  und  Ir  parallel  SR  ziehen,  dann  ist  r  der  Schatten  von  /;  der 
Schatten  rs  von  IH  ist  parallel  und  gleich  IHy  der  Schatten  st  der  Kante  HG 
geht  parallel  zu  HG, 

Der  Schatten  von  L  G  ist  die  durch  L  gelegte  Parallele  zu  R  Q.  Zieht  man 
durch  den  Punkt  u  derselben  eine  Parallele  zu  OZ  und  Gv  \\  SQ,  so  ist  v  der 
Schatten  von  G  auf  der  Ebene  OXZ;  mithin  ist  uvwcd  der  Theil  der  Ebene 
OXZf  dem  durch  die  Pyramide  und  das  Prisma  das  Licht  entzogen  wird. 

4.  Fällt  der  Schatten  einer  ebenen  Figur  auf  eine  parallele  Ebene,  so  ist  er 
im  Falle  paralleler  Lichtstrahlen  der  Figur  congruent;  wenn  die  Lichtstrahlen 
von  einem  Punkte  ausgehen,  so  ist  er  der  schattenwerfenden  Figur  ähnlich. 

Der  Schatten  eines  Kreises  ist  ein  Kreis,  wenn  bei  paralleler  oder  bei  cen- 
traler Beleuchtung  der  Schatten  auf  eine  der  Kreisebene  parallele  Fläche  fällt.  Ist 
die  den  Schatten  aufnehmende  Fläche  der  Kreisebene  nicht  parallel,  so  ist  der 
Kreisschatten  bei  paralleler  Beleuchtung  eine  Ellipse,  von  welcher  man  zwei 
conjugirte  Diameter  erhält,  wenn  man  den  Schatten  zweier  aufeinander  senk- 
rechten Kreisdiameter  aufsucht. 

5.  Der  Schatten  eines  Rotationscylinders  wird  bei  paralleler  Beleuchtung 
durch  die  beiden  Tangentenebenen  begrenzt,  die  der  Strahlenrichtung  parallel 
sind;  bei  centraler  Beleuchtung  durch  ^ie  beiden  Tangentenebenen,  die  durch 
das  Lichtcentrum  gehen. 

Der  Schatten  auf  eine  Ebene  ist  also  in  dem  ersten  Falle  im  Allgemeinen 
ein  von  zwei  Parallelen  begrenzter  Streifen,  im  letzteren  Falle  ein  Winkel,  dessen 
Scheitel  der  Schnitt  der  Geraden,  die  durch  das  Lichtcentrum  parallel  zur 
Cylinderachse  gelegt  wird,  und  der  den  Schatten  aufnehmenden  Ebene  ist,  und 
dessen  Schenkel  die  Schnittellipse  dieser  Ebene  und  des  Cylinders  berühren. 

6.  Der  Schatten  eines  Rotationskegels  wird  von  zwei  Tangentialebenen  des- 
selben begrenzt;  und  zwar  bei  paralleler  wie  bei  centraler  Beleuchtung  durch 
die  beiden  Tangentialebenen,  die  den  durch  die  Kegelspitze  gehenden  Licht- 
strahl enthalten.  Lässt  sich^  durch  den  die  Spitze  enthaltenden  Lichtstrahl  keine 
Tangentenebene  an  den  Kegel  legen,  so  wird  jeder  Punkt  im  Innern  der  einen 
Kegelhälfte  vom  Lichte  getroffen,  jeder  ausserhalb  dieser  Kegelhälfte  liegende 
Punkt  liegt  im  Schatten. 

7.  Die  Lichtstrahlen,  welche  eine  Kugel  berühren  und  daher  den  Kugel- 
schatten begrenzen,  bilden  bei  paralleler  Beleuchtung  die  Mantellinien  eines 
Rotationscylinders,  dessen  Achse  der  durch  das  Kugelcentrum  gehende  Lichtstrahl 
ist,  und  der  den  Radius  der  Kugel  hat.  Bei  centraler  Beleuchtung  bilden  diese 
den  Schatten  begrenzenden  Strahlen  die  Mantellinien  eines  Rotationskegels,  dessen 
Achse  wieder  der  durch  das  Kugelcentrum  gehende  Lichtstrahl  ist. 

ScKLOBMiLCU,  Hondbuch  der  Mathematik.    Bd.  I.  ^2 
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Bei  paralleler  Beleuchtung  ist  daher  der  Schatten  der  Kugel  auf  einer  Ebene 
E  ein  Kreis  oder  eine  Ellipse,  je  nachdem  die  Richtung  der  Lichtstrahlen  nor- 
mal oder  schräg  zur  Ebene  E  ist;  bei  centraler  Beleuchtung  kann  der  ebene 
Schatten  einer  Kugel  Kreis,  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  sein,  je  nach  der 
Lage  der  Ebene  E  gegen  den  die  Kugel  tangirenden  Strahlenkegel. 

8.  Wir  beschränken  uns  im  Folgenden  auf  die  Beleuchtung  durch 
parallele  Strahlen. 

Die  vom  Lichte  getroffenen  Flächen  eines  Polyeders  oder  Oberflächen- 
elemente eines  krummflächig  begrenzten  Körpers  erscheinen  nicht  alle  gleich 
stark  beleuchtet  Setzt  man  für  alle  dieselbe  physikalische  Beschaffenheit  voraus^ 
und  nimmt  man  an,  dass  sie  matt  (nicht  schimmernd  oder  spiegelnd,  etwa  so 
wie  ungeglätteter  gegossener  Gyps)  erscheinen,  so  trifft  man  die  wirklichen  Ver- 
hältnisse hinlänglich  genau,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Helligkeit  eines 
Flächenelemejits  gleich  dem  Sinus  des  Neigungswinkels  ist,  den  die 
das  Element  treffenden  Lichtstrahlen  mit  dem  Element  bilden,  wobei 
man  die  Helligkeit  des  Elementes,  das  normal  zu  den  Strahlen  ist. 
als  Einheit  betrachtet.  Die  Richtung,  unter  welcher  das  Element  vom  Be- 
schauer wahrgenommen  wird,  und  als  welche  man  die  Richtung  der  Projections- 
strahlen  zu  nehmen  hat,  ist  auf  die  Helligkeit,  unter  welcher  ein  Flächenelement 
erscheint,  ohne  Einfluss;  auf  den  Einfluss,  den  die  wechselnde  Entfernung  des 
Beschauers  auf  die  Helligkeit  der  wahrgenommenen  Flächenelemente  hat,  soll 
hier  keine  Rücksicht  genommen  werden. 

9.  Die  soeben  gegebene  Helligkeitsregel  hat  zur  Voraussetzung,  dass  ausser 
den  parallel  einfallenden  keine  weiteren  Lichtstrahlen  den  Körper  treffen;  wäre 
dieselbe  genau  erfüllt,  so  würden  die  im  Schatten  liegenden  Flächentheile  abso- 
lut lichtlos  sein.     In  der  Natur  ist  diese  Voraussetzung  niemals  erfüllt 

Ein  beträchtlicher  Theil  des  Sonnenlichts  wird  beim  Durchgang  durch  die 
mit  Wasserbläschen,  mikroskopischen  Organismen,  Staubtheilchen  etc.  beladene» 
auch  im  reinsten  Zustande  nicht  absolut  durchsichtige  Luft  nach  allen  Richtungen 
hin  zerstreut  und  bringt  die  Helligkeit  des  blauen  oder  mit  Wolken  bedeckten 
Himmels  hervor;  durch  dieses  zerstreute  Licht  erhalten  auch  die  von  den  direkten 
Sonnenstrahlen  nicht  getroffenen  Flächen  eine  bemerkbare  Helligkeit 

Hierzu  kommt  noch  die  Beleuchtung  der  im  Schatten  liegenden  Flächen 
durch  Licht,  welches  von  dahinter  befindlichen  beleuchteten  Flächen  zerstreut 
wird. 

Die  Unterweisung  über  die  Darstellung  der  Helligkeitsunterschiede  eines 
beleuchteten  Körpers  unter  Rücksicht  auf  alle  Umstände,  die  darauf  von  Einfluss 
sind  (wobei  dann  auch  dem  Umstand  Rechnung  getragen  wird,  dass  die  Sonnen* 
strahlen  nicht  genau  parallel  zu  uns  gelangen,  und  infolge  dessen  der  Schatten 
eines  Körpers  immer  heller  wird,  je  weiter  er  vont  Körper  entfernt  ist),  ist  nicht 
Sache  geometrischer  Erörterung,  sondern  fallt  dem  aus  künstlerischen  Gesichts- 
])unkten  geleiteten  Zeichenunterrichte  zu. 

Wir  wollen  im  Folgenden  zeigen,  wie  unter  gewissen,  vereinfachenden  Voraus- 
setzungen die  Helligkeit  beleuchteter  Flächentheile  bestinunt  und  daigestdlt 
werden  kann. 

10.  Wir  nehmen  als  Einheit  der  Helligkeit  die  Helligkeit  einer  Ebene»  welche 
von  den  parallelen  Lichtstrahlen  normal  getroffen  wird. 

Ausser   den   direkten  Strahlen   werde  der  Körper  von  allen  Seilen  gickh 
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massig  von  zerstreutem  Lichte  beleuchtet,  und  in  Folge  dessen  auf  allen  Flächen 
eine  minimale  Helligkeit  von  der  Stärke  m  {ni<,  1)  hervorgebracht. 

Die  Helligkeit  der  vom  direkten  Lichte  normal  getroffenen  Flächenelemente 
setzt  sich  aus  dieser  minimalen  Helligkeit  und  aus  der  durch  die  direkten 
Strahlen  allein  hervorgerufenen  Helligkeit  zusammen;  die  direkten  Strahlen  geben 
also  den  Elementen,  die  sie  normal  treffen,  die  Helligkeit  1  —  m.  Femer  nehmen 
wir  an,  dass  eine  Lichtquelle  (etwa  eine  reflectirende  Wand  von  geeigneter 
Grösse  und  Stellung)  Licht  aussendet,  welches  eine  den  direkten  Lichtstrahlen 
entgegengesetzte  Richtung  hat,  und  welches  den  normal  getroffenen  Flächen- 
elementen die  Helligkeit  n  giebt;  da  diese  noch  ausserdem  die  minimale  Hellig- 
keit m  empfangen,  so  haben  sie  also  im  Ganzen  die  Helligkeit  n  -+-  w. 

Es  giebt  weder  theoretische  Gesichtspunkte,  noch  Uebereinkommen  über 
die  Grösse  der  Brüche  tn  und  n.  Für  m  wird*  man  den  geringsten  Grad  von 
Helligkeit  wählen,  den  man  bei  der  Darstellung  überhaupt  noch  anwenden  will ; 
für  n  wählt  man  keinen  zu  kleinen  Bruch,  vielleicht  |,  da  man  sonst  den 
Zweck,  den  die  Darstellung  der  Helligkeitsverhältnisse  nur  haben  kann,  näm- 
lich eine  möglichst  deutliche,  alle  Einzelnheiten  so  gut  als  möglich  hervor- 
hebende Figur  zu  liefern,  nicht  wol  erreicht. 

«  

IL  Um  nun  die  Helligkeit  der  Flächen  eines  beleuchteten  Polyeders  zu 
erhalten,  ziehe  man  durch  einen  Punkt  F  der  Projectionsebene  einen  Lichtstrahl 
und  schneide  auf  demselben  zwei  Strecken  PQ  und  PR  ab,  die  man  gleich 
1  —  /«,  bez.  gleich  n  Einheiten  eines  passenden  Maassstabes  macht.  Hierauf  be- 
stimme man  die  Spuren  der  Ebenen,  welche  durch  P  parallel  den  Flächen  des 
Polyeders  gehen,  und  construire  die  senkrechten  Abstände  des  Punktes  Q  von 
den  Flächen,  die  von  den  direkten  Strahlen  getroffen  werden,  sowie  die  Abstände 
des  Punktes  R  von  den  Flächen,  welche  im  Schatten  liegen. 

Misst  man  diese  Abstände  mit  demselben  Maassstabe,  nach  welchem  PQ 
und  PR  aufgetragen  worden  sind,  und  addirt  zu  den  erhaltenen  Längenzahlen 
noch  den  Bruch  m,  so  erhält  man  die  Helligkeit  der  Flächen  des  Polyeders. 

12.  Die  Hauptaufgabe  für  die  Darstellung  der  Beleuchtung  krummer 
Flächen  ist  die  Construction  von  Linien  gleicher  Helligkeit,  d.  i.  von 
Linien,  längs  welcher  Flächenelemente  von  gleicher  Helligkeit  liegen. 

Construirt  man  eine  Folge  solcher  Linien,  so  dass  der  Unterschied  der 
Helligkeit  je  zweier  benachbarter  Linien  so  klein  ist,  dass  feinere  Unterschiede 
nicht  dargestellt  werden  können,  so  kann  man  die  ganze  zwischen  zwei  benach- 
barten Linien  liegende  Zone  der  Fläche  als  von  durchaus  gleicher  Helligkeit 
ansehen. 

Wir  zeigen  im  Folgenden  die  Con- 
struction der  Linien  von  gleicher  gegebener 
Helligkeit  für  die  einfachsten  Fälle:  für  den 
Rotationscylinder,  für  den  Rotationskegel 
und  für  die  Kugel. 

13.  Linien  gleicher  Helligkeit 
am  Rotationscylinder.  Flächenele- 
mentei  die  auf  derselben  Tangentialebene, 
also  entlang  einer  Mantellinie  liegen, 
werden  von  den  Lichtstrahlen  unter  glei-  ^f 
ehern  Winkel  getroffen;  die  Linien  gleicher 
HelUgkeit  sind  also  Mantellinien.  ^*  **^^ 
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Wir  nehmen  eine  Parallelkreisebene  zur  Projectionsebene,  ziehen  eine  Ge- 
rade durch  die  Cylinderachse  den  Lichtstrahlen  parallel  und  tragen  darauf  vom 
Schnittpunkt  A  mit  der  Achse  aus  die  Strecken  AP=^{\ — m)  Einheiten  und 
^^  =  ;? Einheiten  auf;  die  Grundrisse  der  Punkte  P  und  Q  seien  /*'  und  Q\ 

Legen  wir  durch  Ä  eine  Gerade  pq  parallel  zur  Spur  einer  Tangentialebene, 
und  ziehen  F'p  und  Q^q  normal  zu  pq,  so  sind  F'p  und  Q^q  die  Abstände  der 
Punkte  P  und  Q  von  der  durch  pq  gehenden  Verticalebene,  mithin  gleich  der 
Helligkeit,  welche  die  z\x  pq  parallele  Tangentialebene  an  der  nach  F,  bez.  nach 
Q  gewandten  Seite  des  Cylinders  von  den  direkten,  bez.  den  reflectirten  Strahlen 
erhält. 

Um  die  Tangentialebenen  T'j,  7^2,  ^3  .  .  .  zu  finden,  welche  direkt  beleuchtet 
werden  und  die  Helligkeiten  a^^  a^,  a^  .  .  .  haben,  hat  man  also  von  f  aus  Kreise 
mit  den  Radien  a^  — m,  a^  — ^1  cij^  — m  .  .  .  zu  zeichnen  und  an  diese  von  Ä 
aus  Tangenten  /,,  t^,  /j '.  .  .  zu  legen;  construirt  man  nun  Tangentialebenen  de> 
Cylinders  an  der  F  zugewandten  Seite,  welche  parallel  /j,  /g,  t^  ,  ,  .  sind,  so 
berühren  diese  den  Cylinder  in  Mantellinien,  längs  deren  die  Cylinderelemente 
die  Helligkeiten  «i,  öj,  a^  .  .  .  haben. 

Ebenso  verfahrt  man  zur  Construction  der  Mantellinien,  längs  welcher  die 
Flächenelemente  liegert,  die  von  den  reflectirten  Strahlen  getroffen  werden  und 
die  Helligkeiten  ^j,  ^2»  ^3  •  •  •  haben,  die  also  von  den  reflectirten  Strahlen  die 
Helligkeiten  b^  —  m,  b^  —  m^  b.^  — ;//,  ...  erhalten. 

Die  grösste  Helligkeit  von  den  direkt  beleuchteten  Strahlen  empfangen  die 
Elemente  entlang  der  durch  B  gehenden  Mantellinie;  die  grösste  von  den  durch 
Reflexion  beleuchteten,  die  entlang  der  Mantellinie  durch  C\  die  Elemente  an 
der  Grenze  des  beleuchteten  und  des  im  Schatten  liegenden  Theils  des  Cylinders, 
die  auf  der  zu  FQ  parallelen  beiden  Tangentenebenen  liegen,  haben  nur  die 
minimale  Helligkeit ;;/. 

14.  Linien  gleicher  Hellig- 
keit am  Rotationskegel.  Wir 
ziehen  durch  die  Kegelspitze  2  eine 
Gerade  in  der  Richtung  der  direkten 
Strahlen  und  machen  auf  derselben 
2/^=  1  —  nu  Die  Tangentialebene, 
welche  den  Kefeel  entlang  der  der 
Mantellinie  2-4  berührt,  hat  auf 
einer  Parallelkreisebene,  die  wir  zur 
Projectionsebene  wählen,  als  Spur 
die  Tangente  7  des  Parallelkreises 
im  Punkte  A\  der  Grundriss  des  von 
P  auf  diese  Tangentialebene  ge- 
fällten Lothes  hat  die  Richtung  des 
von  F'  auf  T  gefällten  Lothes  Px. 
Ziehen  wir  (in  einer  Nebenfiguri 
Pi^i  =PJP'»  ferner  gjjgj  normal  zu 
)3i^i  und  gleich  P^P,  sowie  durch 
pi  eine  Gerade  p^/,  welche  mit$$j 
den  Meridianwinkel  a  des  Rotations^ 
kegeis  bildet,  und  ziehen  $/  norma] 
zu  pj/,  so  ist  g}/  [gleich  dem  Ab- 
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Stande  des  Punktes  P  von  der  durch  1.A  gehenden  Tangentialebene  des  Kegels, 
die  Längenzahl  von  ^p  ist  also  die  Helligkeit,  welche  diese  Tangentialebene 
von  den  direkten  Strahlen  erhält. 

Die  Linien  gleicher  Helligkeit  sind  daher  Mantellinien  des  Kegels;  die 
gTüsste  Helligleit  erhält  die  Mantellinie  l.B\  die  Helligkeit  Null  von  den  direkten 
Strahlen,  also  im  Ganzen  die  minimale  Helligkeit  m,  erhalten  die  Mantellinien, 
deren  Tangentialebenen  durch  2-P  (also  durch  die  Horizontalspur  von  S/') 
gehen. 

Um  nun  die  Abstände  F>^  der  Spuren  der  Tangentialebenen  zu  finden, 
welche  von  den  direkten  Strahlen  gegebene  Helligkeiten  a^ — /w,  a^ — w, 
J3  —  m^  ...  erhalten,  im  Ganzen  also  die  Helligkeiten  a^,  a^,  ^3  .  .  .  haben,  trage 
man  auf  ^p  von  Sp  aus  die  Strecken  a^  —  /«,  a^^^m^  .  .  auf,  und  ziehe  durch 
ihre  Enden  Parallelen  zu/p^;  sind  Z^,  /g,  /ß  •  •  •  ^^®  Schnittpunkte  dieser  Parallelen 
mit  p,SPi,  so  sind  l^\  /jSP',  /j^'  ...  die  gesuchten  Abstände. 

Construirt  man  nun  um  P  als  Centrum  Kreise  mit  den  Halbmessern  l^\ 
h^^y  ^3^'  •  •  •  und  zieht  gemeinsame  Tangenten  dieser  Kreise  und  des  Kegel- 
kreises A*B^  so  berühren  diese  den  Kegelkreis  in  Punkten,  durch  welche  die 
Mantellinien  gehen,  längs  welcher  die  Flächenelemente  des  Kegels  die  Hellig- 
keiten ^1,  ^2,  ^3  .  .  .  haben. 

Es  ist  dabei  noch  zu  beachten,  dass  von  den  vier  gemeinsamen  Tangenten 
eines  der  um  P  geschlagenen  Kreise  und  des  Parallelkreises  immer  nur  zwei 
sjTnmetrisch  gegen  P'T  gelegene  zu  verwenden  sind;  liegt  nämlich  pj  zwischen 
m  und  $',  so  sind  die  beiden  Tangenten  zu  nehmen,  die  zwischen  P^  und  2' 
hindurchgehen;  liegt  aber  ^'  zwischen  m  und  p^,  so  gelten  die  Tangenten, 
welche  nicht  zwischen  2'  und  P  hindurchgehen. 

Ebenso  findet  man  die  Linien  gleicher  gegebener  Helligkeit  für  den  Theil 
des  Kegels,  der  von  den  reflectirten  Strahlen  beleuchtet  wird. 

15.  Linien  gleicher  Helligkeit  auf  der  Kugel.  Contruiren  wir  von 
einem  Punkte  des  durch  das  Kegelcentrum  gehenden  Lichtstrahles  als  Spitze 
einen  Rotationskegel,  der  diesen  Lichtstrahl  zur  Achse  hat  und  die  Kugel  be- 
rährt,  so  sind  alle  Tangentialebenen  dieses  Kegels  gegen  die  direkten  Strahlen 
gleich  geneigt,  der  ganze  Kegel  empfängt  also  von  den  direkten  Strahlen  die- 
selbe Helligkeit;  der  Kreis,  in  welchem  er  die  Kugel  berührt,  ist  also  für  die 
Kugel  eine  Linie  gleicher  Helligkeit. 

Die   Linien   gleicher  Helligkeit   auf  der  Kugel   sind   daher  Kreise,   deren 
Ebenen    normal    zur    Richtung    der 
Strahlen  stehen. 

Ist  ÄP  der  Grundriss  der  auf 
dem  durchs  Kugelcentrum  A  gehen- 
den Lichtstrahle  vom  Centrum  aus 
abgeschnittenen  Strecke  1  —  »1,  so 
machen  wir  /"Sß  normal  zu  ÄP^  und 
gleich  der  Höhe  des  Punktes  P  über 
einer  durchs  Kugelcentrum  parallel 
zur  Projectionsebene  gelegten  Ebene. 
Construiren  wir  nun  Kreise  um  ^  mit 
den  Radien  a^  —  w,  a^  —  w,  a^  —  w, 
•  •  •!  legen  daran  Tangenten  von  Ä 
aus  imd  ziehen  zu  denselben  parallele 
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Tangenten  an  den  Grundriss  der  Kugel,  so  bestimmen  diese  Tangenten  die  Kugel- 
kreise,  die  die  Helligkeiten  a^,  a^,  ^3  •  •  •  haben.  Sind  z.  B.  T,  T^  zwei  Tangenten, 
welche  parallel  den  von  Ä  an  den  mit  Radius  a  —  m  um  $  geschlagenen  Kreis  ge- 
zogen sind,  so  ist  die  Gerade  JffB  die  Verticalprojection  des  Kreises,  der  die  Hellig- 
keit a  empfängt,  wobei  als  Projectionsebene  die  durch  PÄ  gehende  Vertical- 
ebene  dient;  es  erübrigt  nur  noch,  die  Ellipse  zu  construiren,  welche  der  Grund- 
riss dieses  Kreises  ist  Die  kleine  Achse  derselben  ist  die  Projection  von  SB 
auf  die  Gerade  A^F\  die  grosse  Achse  ist  gleich  der  Strecke  B^B. 

Der  Punkt  der  Kugel,  durch  welchen  der  Strahl  AP  geht,  hat  die  Hellig- 
keit 1,  der  Gegenpunkt  die  Helligkeit  »i-h«,  der  auf  dem  Diameter  dieser 
beiden  Punkte  normale  grösste  Kreis  der  Kugel  hat  die  minimale  Helligkeit  /». 

16.  Wir  geben  zum  Schluss  noch  einige  Andelitungen  über  die  Dar- 
stellung der  verschiedenen  Helligkeitsgrade. 

Als  Einheit  der  Helligkeit  nehmen  wir  die  Helligkeit  des  weissen  Papiers, 
auf  welches  gezeichnet  wijd;  die  Helligkeit  Null  stellen  wir  durch  einen  Ueber- 
zug  von  chinesischer  Tusche  her,  der  so  dick  sein  muss,  dass  das  Papier  nicht 
hindurchscheint.  Bedecken  wir  nun  einen  Streifen  Papier  mit  gleichbreiten, 
parallelen  und  gleichweit  von  einander  abstehenden  vollkommen  schwarzen  (mit 
der  Reissfeder  hergestellten)  Tuschestrichen,  so  macht  der  Streifen,  aus  hinläng- 
licher Feme  gesehen,  den  Eindruck  der  durchschnittlichen  Helligkeit  r,  wenn  r 
das  Verhältniss  der  Breite  der  gesammten  weissen  Zwischenräume  zur  ganzen 
Fläche  des  Streifens  ist  Wenn  man  nun  etwa  20  Helligkeitsstufen  genau,  weitere 
Zwischenstufen  nur  abschätzungsweise  unterscheiden  will,  so  stelle  man  (ausser 
einem  völlig  weissen  Streifen  für  die  Helligkeit  =  1)  19  Streifen  her,  bei  welchen 
das  Verhältniss  der  weissen  Zwischenräume  zur  ganzen  Fläche  des  Streifens  der 
Reihe  nach  die  Werthe  19  :  20,  18 :  20,  17  :  20,  etc.  bis  1 :  20  hat 

Hierauf  überziehe  man  nun  Flächen  von  derselben  Grösse  nach  Bedarf 
mehreremals  nach  einander  mit  dünn  angemachter  Tusche,  bis  aus  geeigneter  Ent- 
fernung gesehen  die  so  übertünchten  Flächen  denselben  Eindruck  der  Helligkeit 
machen,  wie  die  durch  schwarze  Linien  schrafürten  Streifen.  Man  erhält  so 
einen  Helligkeitsmaassstab,  den  man  dann  beim  Abtuschen  der  Flächen  oder 
Flächentheile  einer  Figur  zu  Grunde  zu  legen  hat 
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